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Résumé Le probléme considéré ici est de définir des familles d’intégrateples, munies d’'une
action de groupe comme dans les travaux de Rhin—Viola [5,6], dont les valeurs soient
des formes linéaires, sur le corps des rationnels, en les polyzétas de poids au plus
On généralise pour cela les approches de Vasilyev [10] et Sorokin [7], en les reliant par
un changement de variables. On décrit aussi une structure de groupe pour une intégrale
n-uple qui donne, pour = 2 etn = 3, celles obtenues par Rhin et VioRour citer cet
article: S. Fischler, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 1-4. 0 2002 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Linear formsin multiple zeta values and multipleintegrals

Abstract The problem we consider is to define familiesmeflimensional integrals, endowed with
group actions as in Rhin—Viola’s work [5,6], the values of which are linear forms, over the
rationals, in multiple zeta values of weight at mastWe generalize Vasilyev’s [10] and
Sorokin’s [7] approaches, and give a change of variables that connects them to each other.
We describe a group structure fomadimensional integral that specializes, foe 2 and
n = 3, to the ones obtained by Rhin and Viola.cite thisarticle: S. Fischler, C. R. Acad.

Sci. Paris, Ser. | 335 (2002) 1-4. 0 2002 Académie des sciences/Editions scientifiques et
médicales Elsevier SAS

1. Introduction

Apreés la démonstration de l'irrationalité d€3) par Apéry [1], plusieurs variantes ont été proposées,
parmi lesquelles celles de Beukers [2] et Sorokin [8]. Dans ces deux preuves, les formes linéaires en 1

et¢(3) sont écrites comme des intégrales tripld&N) = [ 13 A" VA9 g\ 4y d; pour

(1-z(1-y(1—x))HN+1
N N ,N_\N_Nq__\N .
Beukers, eS(N) = fig 5 (%l‘f;y;,vjll(l{ly;,&lz) dx dy dz pour Sorokin. Or on constate que ces formes

linéaires coincident. Si on croit a la philosophie des périodes [4], I'égalité de ces intégrales doit pouvoir se
démontrer par une suite de changements de variables et d’applications des regles d’additivité (par rapport
a l'intégrande ou au domaine) et du théoréme de Stokes. En I'occurrence, un seul changement de variables
suffit (voir le Corollaire 2.2).

Les intégraleB(N) ont été généralisées par Vasilyev [9], qui pége, ..., x,) = 1 — xgp—1(x1, . . .,
xp) pourn > 2 etk € {1,...,n} avecdp =1, et considéere

HZ:lxliv(l_xk)N
0.1 Sn(x1, ..., x,)N+L

dxq---dx,. 1)
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Il démontre que poulN = 0O cette intégrale vaut(21)"~1Li, ((—1)"~1), donc est un multiple rationnel de
Z(n), et [10] que pour =5 (respectivement = 4) et N quelconque c’est une forme linéaire ert13) et
£ (5) (respectivement L;(2) etz (4)). Il conjecture que pour touset N on obtient une forme linéaire en 1
et les valeurs de aux entiers compris entre 2 efayant la méme parité que

D’autre part, les intégraleS(N) sont a rapprocher de celles que Sorokin introduit [7] en relation avec
£(2,2,...,2), quandz = 2r est pair :

/ (ylyz)rN—i-(r—l) (y3y4)(r—l)N+(r—2) .. ()’n—l)’n)N szl(l _ yk)N dy
(0.1 [liciz.. mpaird — y1y2--- y) N+t

.....

1 dyn. 2

Au paragraphe 2 ci-dessous, on définit deux familles d’intégrales, qui généralisent (1B(@onc’'une
part, (2) etS(N) d’autre part, et on montre que ces deux familles se correspondent par un changement de
variables. On montre en outre qu’un groupe agit sur ces intégrales, de maniére analogue a ce que Rhin et
Viola considerent [5,6] pour obtenir les meilleures mesures d’irrationalité connueg (@®uet £(3). Au
paragraphe 3, on définit une autre famille d’'intégralagoles, qui généralise (1) et sur laquelle agit aussi
un groupe; on retrouve alors dans les cas particuties® etn = 3 les groupes obtenus par Rhin et Viola.

On adopte la définition suivante :

DEFINITION 1.1.—On dit qu'une famille de nombrésgp) € R% U {oo}, paramétrés pgy € Z°, admet
pour groupe de Rhin-Viola un sous-grou@ele GL;(Z) si I(gp)/I(p) est un rationnel (ogo) pour tous
geGetpelZ (avecoo/oo = 1).

Dans ce texte, on considére des familles d’intégrateples dont les valeurs (lorsqu’elles sont finies)
sont conjecturalement des formes linéaires@uen les polyzétas de poids au plusOn peut espérer
que, pour de bons choix des exposamices intégrales soient assez petites et qu’on ait un contrdle sur
le dénominateur des coefficients de la forme linéaire. Alors I'étude de la valyatémhique des nombres
I(gp)/I(p),quandg parcourtG et p un certain ensemble de nombres premiers, peut permettre d’améliorer
ce contréle du dénominateur, donc de raffiner des mesures d'irrationalité ou d’indépendance linéaire de
certains polyzétas.

Davantage de détails, en particulier sur I'action des groupes de Rhin—Viola, seront donnés dans [3].

2. Une généralisation commune desintégralesde Vasilyev et de Sorokin

Dans tout ce texte; désigne un entier supérieur ou égal a 2.

Pourk € {0,....n} et x = (x1,....x,) € [0,1]" on poseDy(x) = 35 _o(—D/xuXp-1- Xn_jy1.
On a alorsDo(x) = 1, D1(x) =1 — x,, Da(x) =1 — x,(1 — x,—1) et D,(x) = 8,(x). A tout p=
(a1, ...,an, b1, ..., by, co, ..., cn) € Z% 1 on associe l'intégrale (éventuellement infinie)

[ia A= x0)" Tlreqa....n—2ipair Pk@ dixg- - dy,
1 [liep De@)% er{S ..... n—1jimpair Dk (x)  Da(x)

Par ailleurs, atouP = (A1, ..., Ay, B1, ..., By, Co,...,C,) € Z3~1 on associe
A
HZ:l Yk k(l - )’k)Bk
k@)= n Citl
0,1 [Ti—2(1 — y1y2- - y)C*
Cette intégrale est finie si, et seulement si, ofya> 0, By > 0 etZ’}ZZ(Cj +1-Bj)" < B1+k—1pour
toutk e {1, ...,n} en notantt™ = maxa, 0). L'intérét des intégralek (P) (donc du théoréme suivant) est

gu’elles se développent « naturellement» en séries multiples, dont on peut espérer démontrer que ce sont
des formes linéaires s@ en les polyzétas de poids au plhus

J(p)=

dyz---dy,.
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THEOREME 2.1. — Pour toutp € 731 on aJ(p) = K(P), ouP estdonne en fonction gepar:
Ar=apy1 pourl<k<n, Br=byp1rpour2<k<n etBi=a, 1+b,—co—c3—--—cy,
Cr=ayy1—k +bpt1—k —Cx —Cky1— -+ —Cp, POUrtoutk € {2,...,n} pair,
Cir=cr+cr+1+---+cy —an—g pourtoutk € {3,..., n} impair, avec la conventioag = 0.

Ce résultat provient du changement de variables définixpat y,+1—x pourk =nmod2 etx; =

% pourk % nmod 2. On peut bien sar I'inverser, donc exprinpeen fonction deP.

COROLLAIRE 2.2. — Avec les notations de I'introduction, onB(N) = S(N) pour toutN > 0, et l'in-
[T,y a-yo
f [T oy a—yoV

[0,1]" (1_y1"'y”)N+1Hkg(2, (1—y1---yk)N+1

..... n}pair

dy;p---dy, sin est pair, eta

tégrale(1) est égale &, .

dys---dy, sin estimpair.

Pour N = 0, lintégrale (1) vaut donc 2112122---21,1/221% si n est pair, et
n

1 . . . e .
2,12122__21(”71)/221(%1)/221 BEE, doie si n est impair. Le résultat de Vasilyev selon lequel cette

intégrale égale -1)"~1Li, ((—1)"~1) se raméne ainsi & une identité linéaire entre polyzétas, qu’on doit
pouvoir démontrer de maniére combinatoieif [11]).

PROPOSITION 2.3. — Sin > 3, la famille (K (P)) admet un groupe de Rhin—Viola d’ord3g, isomorphe
a(VxV)yxZ/2Z,ouV =7/27 x 7./ 27 est le groupe de Klein é/27Z agit en permutant les facteurs de
V x V. Cela provient d’'analogues des transformatienst x de[6], et du changement de variables défini
par y, = % pour toutk € {1, ..., n} (avec la convention, 1 = 0).
3. Une généralisation du groupe de Rhin—-Viola

Atout p = (a1,....an ba,...,by,ca,....cy) € Z%~1 on associe (avec la notatidp utilisée dans

l'introduction) :
TTf oy % (L — xp)b% dg - - - dxy,

o1 I liep8k(x)e 8n(x)
On posep, =c¢, — by €tgy—1=cp—1—1—b,_1, PUiSgr = g,j+2+ck —1—bgpourtoutk e {1,...,n—2}
avec la conventiom; = 1. Alors lintégrale L(p) est finie si, et seulement si,onaa > 0, by > 0 et
or < ag—1 pourtoutk € {1, ..., n}, avec la conventiong = 0.

Notonso I'automorphisme deZ®~1 qui échanger; et by, ainsi queay et b1, en fixant les autres
coordonnées. Notong celui qui ap associep’ = (ay, ..., a,, by, ..., by, c5, ..., c,) défini par

L(p) =

a, =apt1-k Pourl<k<n, b,=byiox pour2<k<n et bji=ay_1+b,—cy,
C]/( =ap42—k +bpr2—k + Cny1—k — bpy1—k —ap—r  pour 2<k<n—1,

c;l =a2+ by — b1.
Alors des changements de variables montrent qu'ang = L(o (p)) = L(y(p)) pour toutp. En outre,
notonsy I'automorphisme d&3'—1 qui fixe toutes les composantes, sayktc, qu'il échange eb, qu'il
remplace pat, + b, — cy ; il vérifie L(p) = #ML(X(B)) pour toutp € Z¥~1 tel queay, by, cx
eta, + b, — ¢, soient positifs.
PROPOSITION 3.1. - Sin > 3, la famille (L(p)) parameétrée pap < 73—1 admet un groupe de Rhin—
Viola d’ordre 32, isomorphe &V x V) x Z /27, qui est engendré par, ¢ et .
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Remarquel. — Peut-étre y a-t-il un lien entre les intégrale®) et K (P) qui permette d’expliquer le
parallélisme entre les Propositions 2.3 et 3.17?

Pour obtenir une structure de groupe plus riche que celle de la Proposition 3.1, on peut se restreindre aux
intégrales.(p) telles querz = - - - = ¢,—1 = 0. Pour conserver I'action deet+, on doitimposer en outre
a1+ by =az + bz sin = 3, et les relations suivantesisi> 4 :

az =by etb, =c, etay + byy1 =ars2+ bry2 pourtoutk e {1,...,n —2}.

On notef I'ensemble deg vérifiant ces relations; il est stable paety,. Notonsy I'automorphisme d&
qui stabilise toutes les coordonnées, sgauf; etc, qu'il échangeb,_1 qu'il remplace pat;,,—1+b,—1—c,
etb, qu'il remplace paw,-1 + b, — c,. Ona alorsL.(p) = #’%L(w(@) pour toutp € £ tel
quea,—1, by—1, ¢y €tay,—1 + by—1 — ¢, soient positifs.

THEOREME 3.2. —La famille des.(p), pour p € £, admet un groupe de Rhin-Vialaengendre pav,
¥ ety. Plus précisémerien se restreignant aup € £ pour lesquels les quotients ont un sens

— Pourn > 4, le groupeG est isomorphe 363 x G3) x Z/2Z, donc d’ordre72; il laisse stable
L(p) L(p)

eI alaathy SI =5, et gy sin =4,
— Pourn = 3, le groupeG est isomorphe & x S5, ol H est 'hyperplare; + - - - 4+ e5 = 0 de(Z/27)°;
il laisse stable Lp)

"’al!a2!a3!b1!b2!b3!(a2+_b3—63)!(b1+b3—C3)! .

. . L
— Pourn =2, le groupeG est isomorphe &5, et laisse :stablea1 )

laolbybo!(a1+bo—c2)!”

Pourn € {2, 3}, on retrouve exactement les situations considérées par Rhin et ViolanRo, le
groupe diédraDs de [5] est exactement celui engendré pagto. Pourn = 3, on poses = x2, y =1—x1
etz = x3; la transformationy? de [6] est alors) o o, et € Aut() est donné pafpo o o )2p.

Pourn = 3, un phénoméne mystérieux se produit dans [6] : lorsqu’on impose la relationb, =
asz + b3z, ce qui permet d’avoir une action de groupe, les intégrales obtenues sont des formes linéaires en
1 etz (3) seulement z(2) n'apparait plus. On peut se demander si un phénomeéne analogue survient pour
n=4.

Remarque2. — Dans tout ce texte, les propriétés gdeet ¢ proviennent, comme dans [5] et [6], de

a_+\b c(1_y\at+b—c
la formule fol (ﬁ;x;ﬁl dx = c!(ai!z!—c)! 01 x((ligg)m dx. Un analogue de cette formule, dans lequel le

dénominateur serait de la fornig+ gx)<t1(1 + ,B/x)c/“, permettrait d’enrichir les structures de groupe
obtenuesici.
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