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Introduction

L’objectif de ce travail est d’étudier quelques aspects de la conjecture abe, dont 1’énoncé est le
suivant :

Conjecture 1 (abc) Pour toute > 0 il existe une constante c. telle que, pour tout triplet (a, b, c)
d’entiers relatifs non nuls premiers entre eux tels que a + b= c, on ait:

|c| < ce|rad(abe)|* e

Dans le membre de gauche, on peut bien siir remplacer |¢| par la plus grande des valeurs
absolues de a, b, c.

Dans cet énoncé, on note rad(n) le radical d’un entier n, qui est (si n > 0) le produit des
nombres premiers qui divisent n, comptés sans multiplicités. De plus, on pose rad(—n) = —rad(n).

Le radical d’un entier n non nul (ou plus précisément la valeur absolue de ce radical) mesure
la, ”multiplicité” de n: on dira qu’un entier n a "beaucoup de multiplicité” si les exposants qui
apparaissent dans sa décomposition en facteurs premiers sont élevés. Ainsi, un entier positif n a
beaucoup de multiplicité quand rad(n) est beaucoup plus petit que n.

La conjecture 1 date du début des années 80. Elle est due & J.Oesterlé, qui conjecturait seule-
ment l'existence d’un € > 0, en s’inspirant de la conjecture de Szpiro sur les courbes elliptiques
(dont une forme est donnée & la section 6). Puis D.W. Masser a précisé cette conjecture pour lui
donner sa forme actuelle.

On peut interpréter la conjecture abc de la maniere suivante : si a, b, ¢ sont trois entiers premiers
entre eux tels que a + b = ¢, alors il est impossible que a, b et ¢ aient tous les trois "beaucoup de
multiplicité”. Par exemple, on peut considérer, pour p > 2 et n € N*, la relation

1+[1+p) —1]=1+p"

On constate facilement que p"*! divise (1 + p)pn — 1. Cette relation met en jeu des entiers qui ont
suffisamment de multiplicité pour qu’on puisse en déduire (en prenant n assez grand) que dans
I’énoncé de la conjecture abc, on ne peut pas prendre € = 0. La recherche de telles relations abc,
c’est-a-dire de triplets (a, b, ¢) d’entiers premiers entre eux, tels que a + b = ¢, et tels que a, b et ¢
aient le maximum de multiplicité, fait 'objet de [19)].

Par exemple, en appliquant la conjecture abc & une relation de la forme z™ + y™ = 2", on

montre que cette équation n’a qu’un nombre fini de solutions en nombres entiers premiers entre
eux pour n > 4, et qu’elle n’a aucune solution non triviale pour n assez grand: c’est le théoréeme
de Fermat asymptotique.

Outre ce théoreme, la conjecture abc a de multiples conséquences en théorie des nombres: elle
implique aussi bien la finitude du nombre de solutions de certaines équations diophantiennes (voir
[19]) que la conjecture de Mordell (devenue le théoréme de Faltings, voir au paragraphe 5.3).

Toutefois, malgré les progres récents et la démonstration du théoreme de Fermat, la conjecture
abc reste actuellement hors de portée. Les seuls résultats obtenus a ce jour sont tres partiels, et
proviennent de méthodes complétement différentes de celles utilisées pour démontrer le théoréeme
de Fermat. En effet, c’est grace a la théorie des formes linéaires de logarithmes que C.L. Stewart
et K. Yu ont démontré dans [29] le résultat suivant :

Théoréme 1 Pour toute > 0 il existe une constante c. telle que, pour tout triplet (a,b, c) d’entiers
relatifs non nuls premiers entre eux tels que a +b = ¢, on ait:

lc| < exp(c.|rad(abc)|37¢)



Dans ce travail, on s’intéressera dans une premiere partie & un équivalent polynoémial de la
conjecture abc, le théoreme de Mason. On cherchera a caractériser les cas d’égalité dans ce théoreme
(ou dans un corollaire de ce théoréme). Puis on appliquera cette étude & la minoration (modulo
la conjecture abe) du radical d’expressions polynémiales, quand la variable tend vers l'infini.

Dans une deuxiéme partie, on étudiera une conséquence de la conjecture abc en termes de
courbes elliptiques, en rapport avec une question de Mazur concernant l’existence de couples
(E,E'") de courbes elliptiques sur Q non isogénes dont les représentations de Gal(Q/Q) dans les
points de p-torsion soient isomorphes, pour un nombre premier p donné.

Premiere partie

Liens avec les polynomes

1 Théoréme de Mason

1.1 Enoncé et démonstration

NOTATIONS : soit P un polynéme & coefficients complexes. On note d(P) son degré, et o(P) son
nombre de racines dans C (comptées sans multiplicités). On note u(P) le polynéme séparable (i.e. &
racines simples), unitaire, ayant les mémes racines que P. Ainsi, si P = A(X —z1)" .. .- (X —zp)™*,
ou les z; sont deux & deux distincts, avec A € C*, on a u(P) = (X — 1) -... - (X — ).

Le théoreme suivant, malgré sa formulation tres simple, date de 1984:

Théoréme 2 (Mason) Soient R et S deuz polynémes a coefficients complexes, premiers entre
euz, non tous les deux constants. Alors:

o(RS(R — S)) > max(d(R),d(S)) + 1

N.B. Comme R et S sont premiers entre eux, cela s’écrit :

o(R) + 0(S) = max(d(R),d(S)) — o(R - S5) +1

N.B. On peut établir entre Z et C[X] une analogie par laquelle la valeur absolue correspond
au degré, le radical (noté rad) au radical (noté u), et la valeur absolue du radical (qui mesure le
”manque de multiplicité”) au nombre de racines (noté p). Par cette analogie, ’énoncé du théoreéme
de Mason (formulé avec des polynémes A = R— S, B =S et C = R) correspondrait & l’existence
d’une constante indépendante de € dans la conjecture abc, ce qui est faux. Mais on peut retenir
que ce théoreme est, comme la conjecture abc, la minoration (en degré, ou en valeur absolue) d’un
radical. Précisément, le théoréme de Mason affirme qu’un produit de la forme RS(R—S) (ou ABC,
avec A+ B = C) ne peut pas avoir trop de multiplicité (c’est-a-dire avoir trop peu de racines). Les
cas d’égalité dans ce théoréme sont donc des couples (R,S) tels que le polynome RS(R — S) ait
autant de multiplicité que possible, c’est-a-dire ait le maximum de racines de multiplicité élevée
(compte tenu des degrés de R et S).

DEMONSTRATION : voir [12], page 194.

1.2 Passage des couples de polynémes aux fractions rationnelles

Dans le but de donner une autre démonstration du théoreme de Mason, notons r la fraction

rationnelle £. Ainsi associe-t-on une fraction rationnelle & chaque couple (ordonné) (R, S) de

polyndmes & coefficients complexes premiers entre eux. Réciproquement, & une fraction rationnelle
r € C(X) on associe le couple formé par son numérateur et son dénominateur (en écrivant r comme

quotient de deux polynémes premiers entre eux).



CONVENTION : Désormais, on supposera toujours que les polynémes R et S sont premiers
entre eux et que I'un au moins est non constant. Cela signifie que r est une fraction rationnelle

non constante. Ces conventions seront sous-entendues dans 1’écriture r = %.

L’idée d’introduire cette fonction r (idée qui se trouve, par exemple, dans [6]) permet de
reformuler le théoreme de Mason. En effet, si r = %, le nombre de racines de R est le nombre de
zéros de r dans C, le nombre de racines de S est le nombre de podles de r dans C, et le nombre
de racines de R — S est le nombre de points de C auxquels r prend la valeur 1. Ainsi ’entier
o(RS(R — S)) est-il le nombre de points de C ou r prend 'une des trois valeurs 0, 1 ou co. Cela

explique pourquoi le théoreme 3 cité plus bas est équivalent au théoreme de Mason.

1.3 Notion de ramification d’une fraction rationnelle

Le but de ce paragraphe est de définir la notion de ramification. Soit r = % une fraction

rationnelle (avec R et S premiers entre eux); on la voit comme une application de P*(C) dans
P!(C), 'image de l'infini étant zéro, I'infini, ou le quotient des coefficients dominants de R et S
selon que le degré de R est inférieur, supérieur ou égal & celui de S.

DEFINITION : Soit r une fraction rationnelle non constante. On appelle degré de r, et on note
deg(r), le nombre d’images réciproques par r que possede chaque point de P1(C) (sauf un nombre
fini d’exceptions). Si on écrit r = %, alors deg(r) est le plus grand des degrés de R et S. Quand
r est un polynome, cette notion de degré coincide avec le degré usuel, noté ici d. Mais le degré
d’une fraction rationnelle défini ici n’a rien & voir avec le degré défini comme différence des degrés
du numérateur et du dénominateur. Pour éviter la confusion, on n’utilisera pas cette deuxiéme
notion.

Dans toute la suite, la fraction rationnelle r est supposée non constante.

DEFINITION : Soit £ € C qui ne soit pas un pole de r ; posons yo = r(z). L’indice de ramification
de r en zg, noté ey, , est la multiplicité avec laquelle il convient de compter zo comme solution de
Péquation r(z) = yo : c’est le plus petit entier k tel que la dérivée kieéme de la fraction rationnelle
r ne s’annule pas en xy. Si on écrit r = %, c’est U'ordre de zg comme zéro du polynéme R — yoS.
Puisque R et S sont supposés premiers entre eux et non tous les deux constants (puisque r est
supposée non constante), ’entier e, est bien défini. De plus, il est supérieur ou égal & 1.

Pour zy € C poéle de r, on définit I'indice de ramification de r en xy comme étant celui de %

au méme point zg.

Pour zy = 00, on définit l'indice de ramification de r en linfini comme celui de r %) en zéro.
Sionar= % et r(co) = a € C*, alors cet indice vaut d(R) — d(R — aS); si r(c0) € {0,00}

(c’est-a-dire si R et S sont de degrés différents), alors cet indice vaut | d(R) — d(S) |.
On peut noter la relation suivante, qui découle du fait que C est algébriquement clos:

e; = deg(r) pour tout yo € P*(C) (1)
z€PYC), r(z)=yo

Il est & noter que lorsqu’on utilise les indices de ramification, on consideére la fonction r comme
allant de P1(C) dans P!(C). Il convient donc de toujours considérer les images réciproques dans
P!(C), c’est-a-dire en incluant le point & I’infini le cas échéant.

DEFINITION : Une fraction rationnelle r : P1(C) — P!(C) est dite non ramifiée en z € P!(C)
si e, = 1. Elle est dite non ramifiée au-dessus de y € P!(C) si elle est non ramifiée en chaque
antécédent de y par r. Elle est dite ramifiée en = (respectivement au-dessus de y) si elle n’est pas
non ramifiée en z (respectivement au-dessus de y).

Les deux lemmes suivants se déduisent aisément des définitions:

Lemme 1 Une fraction rationnelle r est non ramifiée au-dessus de y € P1(C) si, et seulement si,
y admet deg(r) antécédents (deux & deuz distincts) par r.



Lemme 2 Soient r une fraction rationnelle et z € P*(C) tels que z # o et r(z) # oo. Alors r
est ramifiée en z si, et seulement si, v'(z) = 0.

En particulier, on déduit de ce deuxieme lemme qu’une fraction rationnelle n’est ramifiée qu’en
un nombre fini de points.

Ces notions de ramification peuvent étre définies dans un cadre beaucoup plus général, mais cela
sera inutile ici (sauf aux paragraphes 4.3 et 5.3). La formule de Riemann-Hurwitz est primordiale;
son énoncé général et sa démonstration se trouvent, par exemple, dans [28], page 41. Dans le cadre
traité ici, cette formule se démontre de facon élémentaire et s’énonce de la facon suivante:

Z (ex — 1) = 2 deg(r) — 2
z€P(C)

Cette formule a un sens car r n’est ramifiée qu’en un nombre fini de points. On peut interpréter
cette formule de la fagon suivante: la ramification totale de r (qui est représentée par le membre
de gauche) ne dépend que du degré de r. En particulier, dés que r est de degré au moins 2, elle
est ramifiée en au moins un point (en fait, si elle était ramifiée en un point seulement, ce point
aurait pour indice de ramification 2 deg(r) — 1, ce qui contredirait la relation (1)).

Donnons deés a présent une définition qui sera utile par la suite :

DEFINITION: On appelle fonction de Belyi toute fraction rationnelle non constante
r : PY(C) — PY(C) qui est non ramifiée au-dessus de chaque point de P'(C), sauf peut-étre
au-dessus de {0,1,00}.

1.4 Deuxiéme démonstration du théoréme de Mason

La notion de ramification, et en particulier la formule de Riemann-Hurwitz, permettent de
donner une autre démonstration du théoréeme de Mason, & condition de le formuler en termes de
fractions rationnelles :

Théoréme 3 (Mason, formulation équivalente) Pour toute fraction rationnelle non
constante r € C(X) on a:

Card({z € C | r(z) € {0,1,00}}) > deg(r) + 1

DEMONSTRATION du théoréme 3: Appliquons & la fraction rationnelle non constante r la
formule de Riemann-Hurwitz mentionnée ci-dessus. On obtient :

Z (ex — 1) = 2 deg(r) — 2
zeP1(C)
Or l'indice de ramification de r en un point z € P!(C) est un entier supérieur ou égal & 1. D’ou:
Z (ex —1) < 2 deg(r) —2
z€eP1(C), r(z)€{0,1,00}

En écrivant la somme des e, — 1 comme somme des e, (qui, puisqu’on somme sur tous les antécé-
dents des trois points 0,1 et co, donne trois fois le degré de r d’apres la formule (1)) a laquelle on
retranche la somme des 1 (qui est le nombre d’antécédents dans P*(C) des trois points 0, 1, 00),
on obtient :

3 deg(r) — Card({z € P*(C) | r(z) € {0,1,00}}) < 2 deg(r) — 2
Cela s’écrit aussi:

Card({z € P(C) | r(z) € {0,1,00}}) > deg(r) + 2

Quand on enléve au membre de gauche le point = oo, qui peut figurer parmi les antécédents de
{0,1, 00}, on obtient :

Card({z € C | r(z) € {0,1,00}}) > deg(r) +1

Cela conclut la démonstration du théoreme 3.



1.5 Corollaire du théoréme de Mason

On déduit immédiatement du théoréme de Mason le corollaire suivant :

Corollaire 1 : Soient R et S deux polynémes d coefficients complexes, premiers entre euz, non
tous les deux constants. Alors:

o(RS) > max(d(R),d(S)) —d(R—S) +1

Ce corollaire peut étre vu comme une minoration du nombre de racines de RS, quand les degrés
de R, S et R — S sont fixés. On peut aussi le voir comme une minoration de d(R — S) en fonction
des degrés de R et S, et du nombre de racines de RS. Ce corollaire donne donc une réponse au
probléme suivant (qui apparait dans [14]):

Etant donnés un entier d > 2 et des complexes z1,...,z; (avec k > 2), on cherche des
polynomes R et S premiers entre eux, de méme degré d, tels que les racines de RS soient des z;
et tels que R — S soit de degré minimal. On peut écrire:

RX)=[[;(X —z)% = X'+nX"'+...+rq
et S(X)=[L(X—z)fi= X +sX"7 +... +s4

Dans ces formules, les e; et les f; sont des entiers naturels tels que pour tout indice ¢, I'un
exactement parmi e; et f; est nul. Le probléme est de choisir ces exposants tels que d(R — S) soit
minimal, c’est-2-dire que les suites (ry,...,rq) et (s1,...,84) coincident aussi loin que possible.
Le corollaire 1 montre qu’au maximum, les kK — 2 premiers termes de ces suites coincident. Les
cas d’égalité dans le corollaire 1 correspondent aux choix des e; et des f; qui permettent d’avoir
KT =381y ..., Tk—2 = Sg—2-.

Cette facon de voir les cas d’égalité dans le corollaire 1 sera sous-jacente a la démonstration
de la proposition 7, au paragraphe 3.3.

Une autre question reliée au théoréme de Mason est le probleme de Tarry-Escott (voir [21]):
trouver des couples (R, S) de polynémes distincts, & zéros entiers, tels que R — S soit constant.
Le corollaire 1 montre que pour un tel couple, on a nécessairement 7(RS) > d + 1, ou d désigne le
degré commun de R et S. Un exemple de tel couple (R, S) sera donné au paragraphe 3.5.

2 Etude préliminaire des cas d’égalité

On s’intéresse maintenant aux cas d’égalité dans le théoréme 2 (de Mason) et dans le corol-
laire 1.

2.1 Cas d’égalité dans le théoreme 2

Soit (R, S) un couple de polynémes qui est un cas d’égalité dans le théoréme 2. Posons r = %.

Reprenons la preuve du théoréme 3 (équivalent au théoréme 2) & partir de la formule de Riemann-
Hurwitz pour voir ce qu’on peut déduire du fait que la suite d’inégalités utilisée est en fait une
suite d’égalités.

Tout d’abord, dans cette preuve, on minore ), cpic) €z — 1 PAr X, cpi(cy r(z)ef0,1,00} €= — 1-
Comme maintenant on suppose que (R, S) est un cas d’égalité, cette minoration est elle aussi une

égalité. On a donc e, = 1 pour tout z € P}(C) tel que r(z) ¢ {0,1,00}. Cela signifie que r est une
fonction de Belyi.

Ensuite, on a minore Card({z € C | r(z) € {0,1,00}}) par
Card({z € P1(C) | r(z) € {0,1,00}}) — 1.

Il y a égalité dans cette minoration si, et seulement si, r(o0) € {0,1, 00}.



Ces deux étapes sont les seules, dans la preuve du théoréme 3 & partir de la formule de Riemann-
Hurwitz (qui est une égalité), ou il y ait des inégalités et non des égalités. On a donc démontré le
résultat suivant :

Proposition 1 : Les cas d’égalité dans l'inégalité du théoréme 2 sont les couples (R,S) de poly-

nomes tels que la fonction r = % soit une fonction de Belyi qui envoie l'infini sur 0,1 ou oo.

CONVENTION : Désormais, on désignera par ”cas d’égalité” aussi bien le couple de polynémes
(R, S) que la fonction r associée.

Cette proposition permet en fait de traduire en termes de polynémes la notion de fonction de
Belyi. En effet, elle affirme le résultat suivant: soit r une fraction rationnelle qui envoie l'infini
sur 0,1 ou oo (ce qui, en écrivant r = %, signifie que R et S sont de degrés distincts, ou bien de
méme degré avec méme coefficient dominant). Alors r est une fonction de Belyi si, et seulement

si, o(RS(R — S)) = max(d(R), d(S)) + 1.

2.2 Cas d’égalité dans le Corollaire 1

Passons maintenant aux cas d’égalité dans le corollaire 1.
Tout d’abord, en termes de polyndmes, soit (R, S) un couple de polynomes tels que
o(RS) = max(d(R),d(S)) —d(R— S) + 1.
En lui appliquant le théoréme 2, on obtient d(R — S) < o(R — S), ce qui montre que R — S est
nécessairement & racines simples. De plus, (R, S) est un cas d’égalité dans le théoréme 2. Ces
conditions sont visiblement suffisantes, d’ou la proposition suivante :

Proposition 2 : Les cas d’égalité dans le corollaire 1 sont exactement les cas d’égalité (R, S) du
théoréme 2 tels que R — S soit d racines simples.

Toutefois, il existe des cas d’égalité triviaux dans le corollaire 1. En effet, quand on a
d(R — S) = max(d(R),d(S)), les cas d’égalité vérifient p(RS) = 1: parmi R et S, I'un des deux est
constant non nul et ’autre de la forme (X —a)™ avec n > 1 (puisque R et S sont supposés premiers
entre eux et non tous les deux constants). Réciproquement, un tel couple (R, S) est toujours un
cas d’égalité dans le corollaire 1.

Ces cas d’égalité triviaux correspondent & des fonctions r de la forme A(X — a)” avec A € C*,
a € Cetn e Z— {0} (exposant n est positif si c’est le polynéme S qui est constant, négatif si
c’est R).

Cherchons a caractériser les cas d’égalité non triviaux dans le corollaire 1. Soit (R, S) un cas
d’égalité quelconque; posons r = %. Comme les cas d’égalité dans le corollaire 1 sont des cas
d’égalité dans le théoréme 2, la proposition 1 montre que r est une fonction de Belyi et que

r(o0) € {0,1,00}. On peut distinguer deux cas:

1. Premier cas: r(00) € {0,00}. Cela signifie que les polynémes R et S sont de degrés distincts.
D’ou d(R — S) = max(d(R),d(S)) : on est dans le cas d’égalité trivial annoncé plus haut;
parmi R et S, 'un des deux est constant non nul et 'autre de la forme (X — a)™ avec
n > 1. Réciproquement, des polynoémes de cette forme fournissent bien un cas d’égalité dans
le corollaire 1.

2. Deuxiéme cas: r(co) = 1. Cela signifie que R et S ont méme degré et méme coefficient
dominant; on peut les supposer tous les deux unitaires. De plus, comme (R, S) est un cas
d’égalité dans le corollaire 1, le polynéme R— S est a racines simples, donc r n’est ramifiée en
aucun antécédent de 1, sauf peut-étre en I'infini. Réciproquement, si r = % avec r ramifiée
seulement au-dessus de {0, 00} et en linfini, avec r(oc0) = 1, alors (R, S) est un cas d’égalité
dans le théoréme 2 (par la proposition 1), avec R — S & racines simples (car 7 n’est ramifiée
en aucun antécédent de 1 autre que 'infini), donc (par la proposition 2) (R,S) est un cas

d’égalité dans le corollaire 1.



On peut résumer les conclusions de ce raisonnement dans la proposition suivante :

Proposition 3 : Les cas d’égalité dans le corollaire 1 sont de deux familles :

— Des cas dits "triviauz” : ’'un des deuz polyndomes est constant non nul, lautre est de la forme
(X —a)"” avecen>1etaeC

— Les autres cas, ot les deux polynémes ont méme degré et méme coefficient dominant (qu’on
peut supposer égal 4 1). Ces cas d’égalité correspondent exactement aux fonctions r ramifiées
seulement au-dessus de {0,000} et en linfini, avec r(o0) = 1.

En fait, on peut regrouper ces deux familles, pour que les cas "triviaux” apparaissent comme
des cas particuliers de ’autre famille:

Proposition 4 : Les cas d’égalité dans le corollaire 1 correspondent auz fonctions r ramifiées
seulement au-dessus de {0,00} et en Uinfini qui sont telles que r(oo) € {0,1,00}.

Cette proposition provient du fait que toute fonction non constante r qui envoie l'infini sur 0
ou sur l'infini et qui est ramifiée seulement au-dessus de {0, 0} est de la forme A(X — a)” avec
n €Z,a € Cet A € C-. Mais regrouper ces deux familles de cas d’égalité pose des problemes plus
loin; c’est pourquoi on adopte la définition suivante:

DEFINITION : on appelle cas d’égalité non trivial un cas d’égalité (R, S) dans le corollaire 1
pour lequel aucun des deux polynémes n’est constant. La proposition 3 signifie alors que les cas
d’égalité non triviaux correspondent exactement aux fonctions r ramifiées seulement au-dessus de
{0,00} et en Yinfini, avec r(co) = 1. Les mots cas d’égalité non trivial pourront désigner aussi
bien un couple (R,S) de polynoémes que la fraction rationnelle r associée.

Le but de la section suivante est de classifier les cas d’égalité non triviaux.

3 Classification des cas d’égalité non triviaux

3.1 Notations

DEFINITION (Rappel) : on appelle cas d’égalité non trivial une fonction r : P}(C) — P(C)
non constante ramifiée seulement au-dessus de {0,000} et en linfini, avec r(c0) = 1. En notant
r = % (avec toujours la convention R et S premiers entre eux), cela signifie que R et S sont
de méme degré, de méme coefficient dominant, non constants (si 'un des deux était constant, r
serait un polynéme ou inverse d’un polynéme, donc I'image de I’infini ne pourrait pas étre 1),
et constituent un cas d’égalité dans le corollaire 1 (d’apres la proposition 3), c’est-a-dire qu’on a:

o(RS) =d(R)—d(R—S) + 1.
NOTATION: On note M l’ensemble des cas d’égalité non triviaux.

On considérera les éléments de M soit comme des fractions rationnelles, soit comme des couples
de polyndémes. La correspondance entre ces deux langages est donnée par r = %. On supposera
toujours que R et S sont premiers entre eux. Quand (R,S) € M, R et S ont méme coefficient
dominant. On supposera parfois que R et S sont unitaires, mais on pourra aussi s’affranchir de
cette hypothese.

Si r € M, linverse r~! de r envoie aussi I’infini sur 1, et est également ramifié seulement
au-dessus de {0,00} et en Iinfini. Donc 7~! € M. De plus, si k € N*, la dérivée de r* est kr'rF—1:
les points de C ou cette dérivée s’annule sont les points de C ol r s’annule (ces points sont donc
au-dessus de 0 pour r*), auxquels on adjoint les points o1 7' s’annule (qui sont les points de C en
lesquels 7 est ramifiée; ils sont au-dessus de 0 ou de oo pour r, donc aussi pour r¥). Or les points



de C ot la dérivée de r* s’annule sont exactement les points de C en lesquels r* est ramifiée. On
a donc démontré que 7* est non ramifiée sauf au-dessus de {0, 00}, et sauf peut-étre en Dinfini.
Donc r* est aussi un cas d’égalité non trivial. Réciproquement, si 7 est une fraction rationnelle et
k est un entier naturel non nul tel que 7* soit un cas d’égalité non trivial, alors les points de C en
lesquels 7 est ramifiée annulent 7' donc (r*)’, donc sont au-dessus de {0, 00} pour 7* donc pour r.
Donc r € M.

La stabilité de M par passage a 'inverse et a la puissance kieme, démontrée ici directement sur
les fonctions de Belyi, peut aussi étre démontrée a ’aide de 'autre définition des cas d’égalité non
triviaux: un cas d’égalité non trivial est (en identifiant r au couple (R, S) tel que r = £) un cas
d’égalité dans le corollaire 1 pour lequel aucun des deux polynémes n’est constant. C’est donc un
couple de polyndmes non constants vérifiant la relation: o(RS) +d(R—S)—1 = max(d(R), d(S5)).
Cette relation reste inchangée quand on inverse les roles de R et S, ce qui démontre la stabilité
de M par passage a l'inverse.

Démontrons de méme la stabilité de M par passage a la puissance kieme. Soient (R, S) un cas
d’égalité non trivial et k € N*. On a:

d(R* — S*) =d(R — S) + d(R¥~! + RF-25 + ... + RS*~2 + Sk-1)
Comme R et S ont méme degré et méme coefficient dominant, on en déduit :
d(R*) — d(RF — S*) =d(R) —d(R — S) = o(RS) + 1 = o(RFS*) — 1
Donc (R*,S*) € M : on a ainsi démontré la stabilité de M par passage & la puissance kieme.

On montre de la méme maniere que si r est une fraction rationnelle dont une puissance r

(avec k € Z — {0}) appartient & M, alors r € M.

k

On peut donc définir une relation d’équivalence R sur M par: "deux éléments r et s de M
sont équivalents si, et seulement si, il existe une fraction rationnelle ¢ et deux entiers relatifs non
nuls a et b tels que r = t* et s = t*”. Il est clair que deux éléments r et s sont équivalents si, et

seulement si, il existe deux entiers relatifs non nuls ¢ et d tels que r¢ = s¢.

NoTATION: On note M/R ’ensemble quotient de M par cette relation d’équivalence.

Cet ensemble est en bijection avec I’ensemble des éléments r de M qui ne sont pas des puis-
sances (non triviales) de fractions rationnelles, quotienté par la relation identifiant chaque fraction
rationnelle & son inverse. Donc M /R est en bijection avec ’ensemble des paires (non ordonnées)
{R, S} telles que (R, S) soit un cas d’égalité dans le corollaire 1, que R et S soient non constants,
et que les multiplicités des racines du polynéme RS soient premiéres entre elles dans leur ensemble.

CONVENTION : On appellera éléments de M /R aussi bien I'un que ’autre des objets suivants:

— les fractions rationnelles ramifiées seulement au-dessus de {0,000} et en l'infini, qui envoient
Pinfini sur 1, modulo 'identification d’une telle fraction rationnelle avec ses puissances (po-
sitives ou négatives).

— Pensemble des paires (non ordonnées) {R, S} de polyndmes non constants, premiers entre
eux, unitaires, telles que g(RS) = max(d(R),d(S)) — d(R — S) + 1 et que les multiplicités
des racines du polynéme RS soient premieres entre elles dans leur ensemble. Ces conditions
impliquent que R et S sont de méme degré.

N.B. L’ensemble M /R ici considéré est donc ’ensemble noté M dans [14].

3.2 Une propriété des cas d’égalité non triviaux
Dans [14] se trouve ’énoncé suivant :

Proposition 5 : Pour tout élément (R,S) de M il existe une constante c telle que:

RS _

R S u(R)u(S)



NOTATION (rappel): si P est un polynéme, u(P) est I'unique polynéme unitaire & racines
simples dont les racines sont les mémes que celles de P.
On peut transcrire cette proposition dans le langage des fractions rationnelles :
Proposition 6 : Pour tout élément r de M il existe une constante c telle que :
r'(z) c
r(z) Hwer—l({o,m})(z —w)

N.B. On note parfois z I'indéterminée dans une fraction rationnelle (qui est souvent vue comme
une fonction de P*(C) dans P! (C)), alors qu’on note en général X I'indéterminée dans un polynome.

N.B. Dans la proposition 6 , ’écriture Hwer—l({o,oo}) (z — w) a bien un sens puisque
oo ¢ r=1({0,00}).

N.B. Dans les propositions 5 et 6, la constante ¢ dépend du représentant r (ou %) choisi, méme
au sein d’une classe d’équivalence modulo R. Cette dépendance est simple: quand le représentant
est élevé a la puissance k, la constante ¢ est multipliée par k. De plus, cette constante s’exprime
facilement en fonction de zéros ou péles w; de r, de leurs ordres (algébriques) n;, et du cardinal ¢
de r=1({0,00}) (qui est le nombre d’indices ) :

c=(—1)"1 Zni ij

i j#i

Le fait que la proposition 6 soit la transcription de la proposition 5 est clair, puisque la cor-
respondance est donnée par r = £. De plus, la conclusion de la proposition 6 s’exprime en disant
que, & un scalaire multiplicatif pres, la fraction rationnelle - est le polynome dont les racines,

simples, sont les images réciproques par r de {0, 00}. Une réciproque sera vue au paragraphe 3.3.

On donne ici deux démonstrations des propositions 5 et 6. La premiere, tirée de [14], utilise les
éléments de M vus comme des paires de polynomes. La seconde utilise I’aspect fraction rationnelle.

DEMONSTRATION de la proposition 5 (par les polyndmes) : Ecrivons de deux maniéres la dérivée
logarithmique de £. D’une part, c’est £ — 5 qu’on peut réduire au méme dénominateur sous la
forme m avec ¢ € C[X], puisque % admet pour pdles, simples, les racines de R (et de méme
pour S).

D’autre part, % - %’ s’annule & I’infini et son développement (au voisinage de ’infini) s’obtient

en dérivant celui de log(£). On a, puisque d(R — S) < d(S):
R-S _R-S 1R-S

R
log(=) = log(1 2
0g(g) = log(1+ =) = == = S(Z )+
Par dérivation, cela donne:
E’_g—(ﬂ)l_}_...
R S S

ou linfini est zéro de ( avec pour ordre d(S) — d(R — S) + 1, et est zéro des termes suivants
avec des ordres strictement plus grands. Donc linfini est un zéro d’ordre d(S) +1 —d(R — S) de
% — %’, qui est égal & m avec ¢ € C[X]. On adonc: d(S)+1—d(R—S) = o(R) +0(S) —d(c).
Comme (R, S) est un cas d’égalité dans le corollaire 1, cela donne d(c) = 0: ¢ est une constante,

ce qui acheve la démonstration de la proposition 5.

RES)I

DEMONSTRATION de la proposition 6 (par les fractions rationnelles) : Soit r € M. 1l suffit de

prouver que %I est une fraction rationnelle ayant pour pdles, simples, les images réciproques par r
de {0, 00} et n’ayant aucun zéro dans C. Pour cela, soit w € C. On distingue plusieurs cas:

— Sir(w) ¢ {0, 00}, alors r n’est pas ramifiée en w, et r’'(w) est un complexe non nul. De plus,
. . . 7 . A !
r(w) n’est ni 0 ni co. Donc w n’est ni un zéro ni un péle de Z-.



— Si r(w) = 0, notons e,, 'ordre de w comme zéro de r; alors w est zéro de 7' d’ordre e,, — 1,
’
donc w est un poéle simple de Z-.
T

— Si r(w) = o0, on applique le raisonnement précédent a % (dont la dérivée logarithmique est
Popposée de celle de r). Cela montre que w est un pdle simple de TTI

De I’examen de ces trois cas résulte la proposition 6.

Les propositions 5 et 6 admettent des réciproques, qui font ’objet du paragraphe suivant.

3.3 Une caractérisation des cas d’égalité non triviaux
Commencons par le lemme suivant :
Lemme 3 : Soit P € C[X] un polynéme d racines simples. Alors pour tout 0 <i < d(P)—2 on a
i

2 P ="

w racine de P

DEMONSTRATION : Fixons un entier 4 compris entre 0 et d(P)—2. Notons Q(X) le monoéme X°.
Supposons (dans un premier temps) que 0 n’est pas racine de P. Alors, si w est un zéro (simple)
de P, e (w) est le résidu en w de %. Donc la somme considérée dans ’énoncé du lemme est la
somme des résidus de la fraction rationnelle % en tous ses pdles complexes. Cette somme est égale
a 'opposé du résidu & l'infini de %. Or ce résidu a l'infini est nul car d(Q) < d(P) — 2. Le lemme
est donc démontré, dans le cas ou 0 n’est pas racine de P. Dans le cas contraire pour w = 0,
% vaut 0sii > 1 et (0) si i = 0; c’est aussi la valeur du résidu en 0 de € 7 (puisque P est &
racines simples, & % n’admet pas de pole en 0 si ¢ > 1). Donc le raisonnement precedent s’applique
sans autre modification, ce qui termine la démonstration du lemme.

N.B. Cette démonstration utilise la notion de résidu, donc n’est valable a priori que dans C.
En fait, on peut démontrer ce résultat en remplacant C par n’importe quel corps algébriquement
clos de caractéristique nulle.

Les propositions suivantes constituent, en quelque sorte, des réciproques aux propositions 5 et
6:

Proposition 7 Soit (R,S) un couple de polyndmes premiers entre euz, unitaires, dont l'un au

’ 4 . . A Pl .
moins est non constant, tels que F — % soit l’inverse d’un polynome de degré au moins 2. Alors

R et S sont de méme degré non nul, et (R,S) € M, c’est-d-dire o(RS) = d(R) —d(R —S) + 1.

Proposition 8 Soit r une fraction rationnelle telle que 7 soit un polynéme P de degré au moins
2. Alors il existe une constante non nulle X telle que A\r € M.

Ces deux propositions sont visiblement équivalentes, chacune étant la traduction de 'autre
(noter cependant I’hypothese selon laquelle R et S sont unitaires dans la proposition 7). Il est
donc inutile, du point de vue logique, de donner une démonstration de chacune. C’est toutefois ce
qu’on fait, car les deux démonstrations sont intéressantes.

DEMONSTRATION de la proposition 8 : Tout d’abord, la condition ;7 = P se traduit, en écrivant
r = [[,(X —z;)™, et en écrivant de deux manieres la decomposmon en éléments simples de 4 B>
par n; = & (1“) Le lemme 3, appliqué avec k = 0 < d(P) — 2, montre que la somme des n; est
nulle. Donc r envoie l'infini sur un complexe non nul, d’oti lexistence de A tel que Ar(oco) = 1.
Quitte & remplacer r par Ar, on peut supposer r(oo) = 1. Montrons maintenant que tout point de
P!(C) en lequel r est ramifiée est au-dessus de {0,1,00}. Pour cela, soit z € P1(C) en lequel r est
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ramifiée. Si z = 00, ou si r(z) = o0, il n’y a rien & démontrer. Dans les autres cas, le fait que r
soit ramifiée en z montre que r'(z) = 0 (d’apres le lemme 2). Comme z ne peut pas étre un pole

du polynoéme 7, on a r(z) = 0, ce qu’on voulait démontrer.

DEMONSTRATION de la proposition 7: Notons (z;) la famille des racines du polynéme RS.
Pour chaque indice i, on note p; 'ordre de z; comme zéro de S, et ¢; son ordre comme zéro de
S. Puis on pose n; = p; — q;: c’est 'ordre en z; de %. Comme R et S sont premiers entre eux,
pour chaque indice ¢ exactement 1’'un des deux entiers p; et g; est nul. Par hypothese, il existe
un polynéme P tel que % = % — %I =5 X’fzi. Par unicité de la décomposition en éléments
simples de %, onan; = %. Tout d’abord, le lemme 3 appliqué avec k = 0 donne ), p; = >, ¢;
donc R et S sont de méme degré. Ensuite, le méme lemme 3 montre que, pour tout k compris
entre 0 et u — 2 (ou u désigne le degré de P, qui est le nombre de racines du polynéme RS), on
a Y, nizk =0, cest-d-dire Y, pjz¥ = 3. ¢;z¥ : les sommes de Newton d’indices 0 < k < u — 2
sont les mémes pour les familles des zéros de R et de S. Donc les fonctions symétriques de ces
racines, de degré au plus u — 2, sont les mémes pour R et pour S: R et S (qui sont unitaires) ont
les mémes coefficients de degrés d(R), d(R) — 1, ..., d(R) —u + 2. Donc R — S est de degré au
plusd —u+1:0nad(R—S) <d(R)— o(RS) + 1. Le corollaire 1 montre alors qu’il y a égalité,
d’ou le résultat.

3.4 Enoncés et démonstrations du théoréme de classification

NOTATION: notons U ’ensemble des polynémes séparables (i.e. & racines simples) unitaires
P=(X—z)-...- (X —z), de degré k supérieur ou égal a 2, tels que les nombres complexes

Gij = 5:8]% soient rationnels pour tous 1 <1i,5 < k.

NOTATION: notons L ’ensemble des familles finies de complexes (zy,...,zr) deux & deux
distincts (avec k > 2) telles que le polynéme P = (X — x1) - ... - (X — z) appartienne & U.
C’est ’ensemble des familles finies de complexes (z1, ... ,z) deux & deux distincts telles que les

nombres complexes Hh# ; ;‘::if soient rationnels, pour tous 1 <i4,j < k.
E J

En particulier, les polynémes unitaires a coefficients rationnels scindés sur Q et & racines simples
appartiennent & U; les familles de k rationnels deux & deux distincts (avec k > 2) appartiennent
a L.

Ces notations L et U apparaissent dans [14], ainsi que le théoréme suivant :

Théoréme 4 : L’application qui 6 r associe r~'({0,00}) établit une bijection entre M/R et L.

Ce théoréme peut se reformuler de deux fagons équivalentes:

Théoréme 5 : L’application qui ¢ (R,S) associe u(RS) établit une bijection entre M/R et U.

Théoréme 6 : L’application qui ar associe A7, ot A est l'unique constante compleze permettant

de rendre le polynome % unitaire, établit une bijection entre M/R et U.

N.B. Dans le théoreme 6, la constante A dépend du représentant » € M choisi, mais le polynéme

~- ne dépend pas de ce représentant (au sein d’une classe d’équivalence).

Le théoreme 6 peut se formuler de fagon plus précise, compte tenu de la proposition 8:
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Théoréeme 7 Soient r une fraction rationnelle non constante et P un polynéme de degré au moins
2 tels que P = ;. Notons p la constante telle que puP soit unitaire. Alors:

1. OnapPeU.

2. 1l existe une constante v € C* telle que vr € M.

8. Pour toute fraction rationnelle s telle que % soit égal & P (4 une constante multiplicative

prés), il existe un nombre complexe non nul £ et deux entiers relatifs non nuls a et b tels que

(vr)® = ().

1l est clair que les théoremes 4, 5 et 6 sont équivalents, puisque si r = % € M, la proposition

5 montre que % = Zu(RS), o ¢ est une constante non nulle.

Toutefois, on donne deux démonstrations de ces théorémes; la premiere utilise les fractions
rationnelles, et la seconde (tirée de [14]) utilise les couples de polynomes.

DEMONSTRATION du théoréme 6:

— Tout d’abord, il est clair que I’application définie sur M, qui & r associe A7, ou A est I'unique
constante complexe permettant de rendre le polynéme . unitaire, passe au quotient par la

relation d’équivalence R. Elle définit donc une application ¢ sur M/R.

— Cette application ¢ est & valeurs dans C[X] d’apres la proposition 6: 'image de r est le
polynéme P = [], c,-1({0,00p)(X — w). Notons A I'unique constante telle que P = A7
L’unicité de la décomposition en éléments simples de % montre que 'ordre de tout zéro w
de P comme zéro ou pole de r est %. Donc le quotient des valeurs prises par P’ en deux
zéros de P est 'inverse du quotient des ordres de ces points, vus comme zéros ou poles de
r: c’est toujours un rationnel, et le polynéme P (qui est unitaire et séparable) appartient &
U. C’est pourquoi ¢ est bien & valeurs dans U.

— Montrons que ¢ est injective. Soient r et s deux éléments de M tels qu’il existe une constante
p non nulle avec = = plr. Notons r = J[,(X — ;)™ et s = [[;(X —y;)™. On a:

m;j Y o n; e , 712 .
E]. X—y; — 5 = MF = wYy X Par unicité du développement en éléments simples
d’une fraction rationnelle, on en déduit que p € Q; en écrivant p = ¢, on a 7% = s®. Dot

I'injectivité de ¢.

— Montrons que ¢ est surjective. Soit P € U. Notons A un complexe non nul tel que % prenne
des valeurs entieres aux zéros de P. Un tel \ existe car P € U. Notons r la fraction rationnelle
(définie & constante multiplicative non nulle prés) ayant pour zéros et poles les racines de P,
avec pour multiplicités respectives les entiers ﬁ (cette multiplicité étant négative pour les

~ iy . A _ 7 . iz . iy
w pbles de r, et positive pour les zéros). On a alors & = - (par égalité de leur decompos1t/1\0n
712 . : — T
en éléments simples) soit P = AL. De plus, 7 admet D .. i. 40 p e que 55>0 PTlw)

zéros, comptés avec multiplicités, et — X <o ﬁ poles. D’apres le

P (w)

lemme 3, appliqué avec i = 0, elle a autant de zéros que de pdles, donc son numérateur
et son dénominateur sont de méme degré: elle envoie l'infini sur un nombre complexe non
nul. Comme r est définie & constante multiplicative non nulle prés, on peut supposer que

r(oo) = 1. Montrons que r € M. D’apres la proposition 8, il suffit de montrer que - est un

w racine de P telle que

polyndéme, c’est-a-dire que TT—’ admet U'infini pour seul zéro. Donc il suffit de démontrer que

! N 3 . . 7 Y 7 . .
~- s’annule & 'infini, avec un ordre (au moins) égal & son degré, qui est celui de %, donc
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celui de P. Pour cela, on écrit le développement limité en zéro de Tr—l(i) :

r?l(é) = 2 P

P(w)=0

w

~—

z

Z Pl(w)1—zw
P(w)=
A
>
P(w)=0

2(14+wz +w?2® + w32 +--+)

P'(w)

D’apres le lemme 3, le coefficient de z¢ dans ce développement est nul pour i < d(P) — 1.
Donc V’infini est zéro de ’"7' d’ordre au moins égal & d(P), ce qui achéve la démonstration.

DEMONSTRATION du théoreéme 5 (d’apres [14]) :

— L’application qui & (R, S) associe u(RS) est définie sur M, et passe au quotient pour définir
une application 9 de M /R dans C[X].

— Pour montrer qu’elle est & valeurs dans U, notons P = u(RS) et écrivons® & = H (X xl)"’.

La dérivée logarithmique de cette égalité donne, d’apres la proposition 5, }°, ™ = ) RS)

pour une certaine constante ¢ non nulle. Par unicité du développement en éléments simples
1 _ 1 _ 1 1 1 o o P'(zi) _

de wRS) = X=z7) = > e X—zp> il vient n; = P,(cz) Donc les quotients P(e;) = =L

sont rationnels. Comme P est unitaire et séparable, P appartient donc & U : 9 est & valeurs

dans U.

— L’argument précédent montre aussi que % est injective: si (R1,S1) et (R2, S2) ont la méme
image par v alors il existe des nombres complexes z; et des entiers relatifs p; et g; tels que
B =TL(X =), 22 =[[,(X —2:)% et, pour tous entiers i et j, i = 1. Donc il existe

des entiers relatifs n;, et des facteurs de proportionnalité (entiers relatifs non nuls) p et ¢

tels que pour tout ¢ on ait p; = pn; et ¢; = qn;. En notant 1; = [[;(X — 2;)™ (avec R et

S premiers entre eux, unitaires), on voit que R—: = (B)r et g—j = (£)2. Donc les éléments

(R1,S1) et (Ra,S2) de M définissent le méme élément de M /R : application 9 est injective.

— Montrons que % est surjective. Soit P € U. Pour construire (R, S), on utilise la condition
nécessaire vue ci-dessus. Le fait que P appartienne a U montre qu’il existe un nombre
complexe ¢ non nul tel que les quotients % (ot les z; sont les zéros de P) soient des
entiers relatifs n;, premiers entre eux dans leur ensemble. En notant £ = [].(X — z;)™
(avec R et S premiers entre eux, unitaires), on définit un couple (R, S) tel que % B %’ = 5.
On a alors (R, S) € M. La vérification de ce dernier point? résulte de la propos1t10n 7.

N.B. Cette démonstration est simplement la traduction en termes de polynomes de la démons-
tration du théoreme 6 donnée précédemment. En particulier, le N.B. qui suit cette démonstration
reste valable.

3.5 Synthese, exemples

Le théoreme ci-dessous se déduit aisément des résultats précédents. Il donne un critére pour
savoir si une fraction rationnelle donnée appartient ou non a M, et permet d’exhiber des éléments
de M.

1. Noter ici I’erreur probable dans [14].
2. Cette vérification est sous-entendue dans [14].
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Théoréme 8 (Synthese) Soitr = H§:1 (X —z;)™ une fraction rationnelle non constante (avec
n; € Z — {0}, et les z; deuz & deuz distincts).

Posons P = H§:1 (X — ;).

Alors r appartient o M si, et seulement si, il existe un nombre complexe X\ tel que pour tout
lgigtonaitni:%. ’

De plus, si r appartient ¢ M, on a: = =

N.B. Avec les notations du théoreéme, on a la formule (déja évoquée dans un N.B. qui suit
I’énoncé de la proposition 6) :

A= (—l)t_l an ij

i=1 j#i

N.B. Ce théoréme affirme que pour toute famille (2;)1<i<x qui appartient & L, en particulier
pour toute famille de k > 2 rationnels deux & deux distincts, il existe un cas d’égalité non trivial
r dont les racines et les poles sont exactement les x;.

Gréce a ce théoreme, & chaque polynéme de U on peut associer des éléments de M (on trouve
en fait une classe d’équivalence modulo R, selon le choix de A). Ainsi, soient a et b deux entiers
naturels non nuls distincts. Posons P = (X + a)(X — a)(X + b)(X —b). Alors P € U, et on a
P'(ta) = £2a(a+ b)(a — b) et P'(£b) = £2b(b+ a)(b — a). Comme constante A on peut prendre

(X—a)"(X+b)°

2ab(a + b)(a — b), ce qui montre que la fraction rationnelle enysens

appartient & M.

Soient encore a et b deux entiers naturels non nuls distincts. Posons P = X (X2 — a)(X?2 — b).
Les valeurs prises par P’ aux zéros (complexes) de P sont P'(0) = ab, P'(£+y/a) = 2a(a — b) et
P'(£vb) = 2b(b—a). On a donc P € U (ce qui donne, quand a ou b n’est pas un carré parfait, des

exemples de polynémes & racines non toutes rationnelles mais qui appartiennent & U). En prenant
X2(a—b) (XZ_a)b

A = 2ab(a — b), cela montre que la fraction rationnelle ==

appartient & M.

Les deux exemples précédents se trouvent dans [14]; le deuxiéme n’y apparait que dans le cas

oll a et b sont des carrés parfaits (ce qui signifie que le polyndome P est scindé sur Q) 3.

Revenons au probléme de Tarry-Escott formulé au paragraphe 1.5. Parmi les exemples de cas
d’égalité non triviaux cités ci-dessus, la paire suivante est solution du probleme de Tarry-Escott :

(X —2)(X +1)? et (X +2)(X —1)?

Ce couple (R, S) de polynémes est & la fois une solution du probléme de Tarry-Escott et un cas
d’égalité non trivial.

On peut chercher d’autres cas d’égalité non triviaux (R, S) tels que R — S soit constant, mais
sans imposer que R et S soient & racines entieéres. Cela revient & chercher les couples (R, S) de
polynémes de méme degré d > 0 qui vérifient o(RS) = d + 1 et tels que R — S est constant non
nul. Ces couples correspondent exactement aux fonctions r = % qui appartiennent & M, et telles
que linfini soit le seul antécédent de 1. Si on pose s = ﬁ, ce qui établit une correspondance
bijective entre les fonctions r et les fonctions s, cela signifie que s est ramifiée seulement au-dessus
de {0,1, 00}, et que l'unique antécédent de l'infini est l'infini. Autrement dit, s est un polynéme
ramifié seulement au-dessus de 0 et de 1 (et, bien siir, de l'infini). Un tel polynéme s’appelle un
polynéme de Tchebychev généralisé (par analogie avec les polynémes de Tchebychev habituels,
qui sont ramifiés seulement au-dessus de —1 et de 1). L’étude de ces polynémes intervient dans la
théorie des dessins d’enfants.

3. Noter aussi la présence d’une faute de frappe.
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4 Application de I’étude des cas d’égalité

4.1 Notations; énoncé du théoreme 9

Dans cette section, on considere des polynomes & coefficients entiers. On adopte la définition
suivante :

DEFINITION : On appelle contenu d’un polyndéme P € Z[X] le pged de ses coefficients.

N.B. Le lemme de Gauss affirme que le contenu du produit de deux polynémes est le produit
de leurs contenus.

Gréce & cette définition, on a une nouvelle notion de radical d’un polynéme P € Z[X]. En
effet, la notation u(P) utilisée jusqu’ici ne convient pas: méme si P est & coefficients entiers, u(P)
(qui est le polyndéme unitaire dont les racines, simples, sont celles de P) ne est pas en général.
On adopte donc la notation suivante :

NOTATION: Soit P = a[[; P{** un polyndme non nul écrit comme produit de a € Z — {0} et
de puissances de polynémes P; € Z[X] irréductibles, de contenu 1. On pose alors:

@(P) = rad(a) H P

N.B. Dans l’écriture P = a[[, P/, a est nécessairement (au signe prés) le contenu de P.
D’autre part, comme les P; € Z[X] sont de contenu 1, ils sont irréductibles dans Z[X] si, et
seulement si, ils le sont dans Q[X].

A contrario, pour les cas ou veut travailler & constante multiplicative pres, on adopte la notation
suivante :

NOTATION : Pour P, Q € C[X], on note P=() s’il existe une constante A # 0 telle que Q = AP.

N.B. Le fait de remplacer 1’égalité par le symbole = permet de s’affranchir des problemes de
normalisation du coefficient dominant. C’est utile principalement quand on se sert du radical de
P, ou de ’ensemble U (dont les éléments sont, par définition, unitaires).

Avant d’énoncer le théoréme qui est au centre de cette section, on rappelle la définition sui-
vante :

DEFINITION (rappel): un polynéme P est dit séparable si ses racines (dans C) sont simples;
si P € Z[X], cela signifie qu’aucun facteur multiple n’apparait dans sa décomposition en facteurs
premiers dans Z[X].

On peut maintenant formuler le théoréme suivant, qui figure dans [15] et dont la démonstration
fait ’objet du reste de cette section:

Théoréme 9 Pour tout P € Z[X] séparable, dont le contenu est sans facteur carré, il existe
(R,S) € M, avec R et S a coefficients entiers, tels que P divise 4(RS) dans Z[X]. Si on note
r = %, cela signifie que r est définie sur Q, appartient a M, et envoie les racines de P dans

{0, 0}.

Pour démontrer ce théoréme, on aura besoin d’exhiber la fonction r (ou le couple (R, S)). Le
théoréeme 8 permet de construire toutes les fractions rationnelles r € M dont les zéros et les poles
sont rationnels. Mais il n’est pas facile d’obtenir d’autres fractions rationnelles r € M. On en a
donné quelques-unes dans ’exemple du paragraphe 3.5; le but du paragraphe suivant est de décrire
comment en construire d’autres.
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4.2 Une facon d’obtenir de nouveaux cas d’égalité non triviaux

Tout d’abord, citons un lemme qui sera utile pour formuler la proposition 9:

Lemme 4 Soient P € C[X] séparable et T € C[X] non constant tels que T' divise P(T). Alors

P =w(PoT).

DEMONSTRATION du lemme : Soit w une racine de P(T'), d’ordre n. Son ordre comme racine
de T'(X) — T'(w) est n (et pas moins, car P est séparable). Donc w est racine de 7", d’ordre n — 1.
C’est pourquoi w est racine simple de P:,?,T . De plus, toute racine de P:ﬁ,T est une racine de P(T).
D’ot le lemme.

L’objectif de ce paragraphe est de démontrer les deux propositions ci-dessous, dont ’équivalence
sera justifiée plus bas:

Proposition 9 Soient P € U et T € C[X] non constant tels que T' | P(T). Alors:

P(T)
TI

=u(P(T)) €U

Proposition 10 Soient r € M et T € C[X] non constant tels que T' divise le polynéome (T).
AlorsroT € M.

N.B. Le fait que 7 soit un polynome résulte de la proposition 6.

Ces propositions permettent donc, & partir d’un élément r € M (ou du polynéme P associé),
d’en construire d’autres. Toutefois, on a besoin d’un polynéme T tel que T" divise P(T'). Plutét
que de chercher un tel polynéme 7' & P fixé, on raisonne dans I’autre sens: on fixe T, et on cherche
un polynéme P tel que 7" divise P(T). C’est le role du lemme suivant :

Lemme 5 Soit T' un polyndme non constant. On note Auzr(X) = ¢ rucine ae (X — T(€)) le
résultant des polynomes X —T(Z) et T'(Z) en Uindéterminée Z. Alors T' divise Auxr(T).

DEMONSTRATION du lemme 5: On a Auzr o T = [; p0ine ge 70 (T(X) = T(§))- Or, si w est
zéro de T' d’ordre n, il est zéro d’ordre n + 1 de T'(X) — T'(w) donc il est zéro d’ordre au moins
n+1de Auzt o T. Cela démontre le lemme.

Signalons un cas dans lequel la proposition 10 s’applique:

Lemme 6 Soient r € M et T un polynéme non constant tels que chaque zéro de T' soit un zéro
ou un pole der oT. Alors T" divise le polynéme = (T).

r

DEMONSTRATION du lemme 6: Soit w un zéro de 7. Alors T'(w) est un zéro ou un pole de
r, donc c’est un pdle de TTI, c’est-a-dire un zéro de 7. Donc w est un zéro de 5 (T'). De plus,
la dérivée de 5 (T") admet (puisque % est un polynoéme, car 7 € M) w comme zéro, avec une
multiplicité au moins égal & son ordre comme racine de T". Donc 'ordre de w comme zéro de
=7 (T') est (strictement) plus grand que son ordre comme zéro de T". Cela conclut la démonstration

du lemme 6.

Revenons maintenant aux propositions 9 et 10. Leur équivalence résulte du calcul suivant, ou
r et P se correspondent comme au théoréme 6 (i.e. P = A avec A € C*):

roT 1, r PoT
oy~ 1) ° 1) = @

,,.I

En effet, pour démontrer que la proposition 9 implique la proposition 10, il suffit (compte tenu
de (2)) d’appliquer la proposition 8 & r o T', étant donné que la constante A\ fournie par cette

16



proposition vaut 1, puisque 7 o T'(00) = r(00) = 1. Pour démontrer la réciproque, on applique (2)
PoT

et le théoreme 6 qui assurent que, & multiplication pres par un complexe non nul, ~5— appartient

a4 U. La séparabilité suffit alors pour affirmer qu’on a u(PoT) = £ qf,T , grace au lemme 4.

On va donner trois démonstrations des propositions équivalentes 9 et 10. La premiere utilise
les éléments de M vus comme des fractions rationnelles. La deuxiéme raisonne directement sur les
polynémes P € U. Enfin, la troisieéme utilise les éléments de M vus comme couples de polynomes.

DEMONSTRATION de la proposition 10 (par les fractions rationnelles): Soient 7 € M et
T € C[X] tels que T" divise le polynéme (7). Tout d’abord, T' étant un polynéme non constant,
on a T (00) = oo donc r o T'(00) = r(oco) = 1. I suffit donc de démontrer que 7 o T' est ramifiée
seulement en l'infini et au-dessus de {0, 00}. Soit z € P'(C) en lequel r o T est ramifiée. Si z = oo
ou si 7 o T(z) = oo, il n’y a rien & démontrer. Sinon, le lemme 2 affirme que (r o T')'(z) = 0,
c’est-a-dire T"(z) = 0 ou r'(T(2)) = 0. Dans le premier cas, comme T" | Z2L. z est au-dessus de 0
pour r o T. Dans le second cas, T(z) est un point de C ou r' s’annule, donc ol 7 est ramifiée (par
le lemme 2). D’ou r(T'(2)) € {0,000}, ce qu’il fallait démontrer.

DEMONSTRATION de la proposition 9, tirée de [15]: Soient P € U et T' € C[X] non constant
tels que 7' | P(T). D’apres le lemme 4, il suffit de démontrer quune fois rendu unitaire, £2L

TI
appartient & U. Pour cela, posons @ = aP:,?,T , oll a est la constante non nulle telle que @ soit
unitaire. On a

(P' o T)(X)T'(X) — (P o T)(X)T"(X)

QI(X) =« T,(X)Q

3)

Soit w un zéro de P(T'), d’ordre n,, > 1. Alors n,, est aussi ’ordre de w comme zéro de T'(X)—T (w)
(car P est séparable). On peut donc écrire T(X) — T'(w) = (X —w)™ T1(X) avec T} (w) # 0. Ce
développement limité permet de lever I'indétermination qui apparait quand on évalue la formule
(3) avec X = w. Le calcul donne:

Q'(w) = —(P' o T)(w) (4)

Lz

Soient maintenant w; et wy deux racines de P(T'), d’ordres respectifs n; et ne. La formule (4)

permet d’écrire :
Q'(w1) _ ny P'(T(w1))
Q'(ws) — na P'(T(w2))
Q' (w1)

Comme T'(wq) et T'(ws) sont des racines de P € U, cette formule démontre que O(ws) €St rationnel.

Donc ) = aPI‘E,T € U, ce qu’il fallait démontrer.

N.B. Dans la deuxiéme démonstration, un calcul donne la formule (4). En fait, cette formule
s’interprete aisément dans le langage des fractions rationnelles, du moins a condition d’admettre
la proposition 10: soit » € M qui correspond (par la bijection du théoréme 6) & P € U. Alors,
par cette proposition, r o T € M correspond au polynéme unitaire ) = ozP:,?,T € U. Or, d’apres
les théoremes 6 et 8, on sait que la correspondance entre P et r se traduit par l’existence d’une
constante Ap telle que toute racine w de P soit zéro ou pdle de r, avec pour ordre (algébrique)

%. On a alors TTI = )‘?P. De méme, il existe Ag telle que toute racine w de @) soit zéro ou pole
AQ (roT)’

de r o T, avec pour ordre (algébrique) o)) On A o7

= %2. La relation (2) permet d’écrire:

Ao _ (roT)
Q roT

_)\pT’
T PoT

!
:T'r—oT
r

On a donc: a = ;—g. L’égalité (4) s’écrit alors, pour w zéro de P(T') (c’est-a~dire pour w zéro de
u(P(T)) = @ par le lemme 4) d’ordre n,, :




Sous cette forme, cette formule est exactement la traduction de 1’égalité connue (puisque n,, est
aussi l'ordre de w comme zéro de T'(X) — T'(w), c’est-a-dire I'indice de ramification de T" en w) :

ordy (r o T) = nyordyr(w)(r)

Donnons enfin une troisieme démonstration des propositions équivalentes 9 et 10, qui utilise
les éléments de M vus comme des couples de polynomes.

DEMONSTRATION de la proposition 10 (tirée de [14], ou elle n’est qu’esquissée; elle est précisée
dans [15]). Soient (R,S) € M et T € C[X] non constant tels que T" divise le polynéme P(T),
ol P est défini par 'existence d’une constante non nulle X telle que P = A;. Montrons que
(R(T),S(T)) € M. En effet, R(T) et S(T') ont méme degré, méme coefficient dominant, sont non
constants, et on a:

o((RS)oT) = po(PoT)car P et RS ont les mémes zéros
= 1+4+d(T)(e(P)— 1) par le lemme 7 ci-dessous
= 1+4d(T)(d(R) —d(R—S)) car o(P) = o(RS) avec (R,S) € M
1+d(RoT)—d((R—S)oT)

D’ou le résultat.

Le lemme utilisé dans cette démonstration fait ’objet du paragraphe suivant.

4.3 Un lemme polynomial élémentaire

La troisieme démonstration de la proposition 10 a utilisé le lemme suivant :

Lemme 7 Soient P et T deux polyndmes a coefficients complezes. Alors
o(PoT) > d(T)(o(P) — 1) +1
avec égalité si, et seulement si, T' | P(T).

DEMONSTRATION : on peut démontrer ce lemme de maniere directe. On peut aussi noter E
I’ensemble des racines de P; le lemme s’écrit alors:

Card(T~Y(E)) — 1 > d(T)(Card(E) — 1) (5)

Pour z € C, notons e, = 1+ w, ol w, est 'ordre (éventuellement nul) de z comme zéro de T”;
c’est la multiplicité de 2 comme racine du polynéme T'(X) — T'(z). On a la relation suivante :

Z ez = d(T) pour tout c € C (6)
T(z)=c

D’autre part, la relation suivante découle aussi des définitions :

D e, —1=d(T') =d(T)-1 (7)

zeC

En restreignant la somme qui figure au membre de gauche aux x tels que T'(z) € E, et en appliquant
la relation (6) & chaque élément ¢ de E, on obtient:

d(T) Card(E) — Card(T~Y(E)) < d(T) — 1

Cette inégalité est exactement celle que I’on voulait démontrer; de plus, il y a égalité si, et seulement
si, on ne perd rien en restreignant la somme aux z tels que T'(z) € E; cela signifie que les racines
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de T' sont envoyées dans E par T. Comme E = P~1(0), cela veut dire que les racines de 7" sont
racines de P o T'. Il est alors immédiat qu’une racine de 7" de multiplicité k est racine de P o T'
avec multiplicité au moins k (et méme &+ 1). Donc les cas d’égalité dans I'inégalité du lemme sont
exactement les cas out T” divise P o T'. Cela conclut la démonstration du lemme.

N.B. La notation e, introduite ici fait penser a I'indice de ramification. En effet, si on considere
T comme une application de P! dans P! (qui est le cadre dans lequel ces indices ont été définis au
paragraphe 1.3), la définition donnée au cours de la démonstration du lemme est un cas particulier
de celle donnée pour les fractions rationnelles. Il en va de méme pour la formule (6); quant & la
notation d(T') pour le degré du polynéme T, elle correspond au degré deg(7T') de T vu comme
fraction rationnelle. Enfin, la formule (7) s’écrit, en posant g = 1/2:

(29— 2) deg(T) + > (ea —1) =29 —2 (8)
zeC

C’est donc un analogue de la formule de Riemann-Hurwitz, en ”genre 1/2”. Cette formule 8, dite
de Riemann-Hurwitz, est valable dans le cadre général d’une application non constante f entre
deux courbes lisses X et Y de méme genre g (voir [28], page 41). On en déduit, de méme que dans
la démonstration du lemme 7, la formule suivante :

Card(f~'(E)) — (2 — 2g) > deg(f) (Card(E) — (2 — 29)) (9)

Cette formule donne comme cas particulier la formule (5). D’ailleurs, la démonstration de cette
formule (9) & partir de la formule de Riemann-Hurwitz est la méme que celle du lemme: il s’agit
de minorer la ramification totale de f par celle au-dessus de E. De plus, il y égalité si, et seulement
si, f est ramifiée seulement au-dessus de F.

Considérer le genre 1/2 dans la formule de Riemann-Hurwitz peut sembler génant; en fait,
quand on s’intéresse & 1a formule (9), 'invariant & considérer est x = 2—2g, qui est la caractéristique
d’Euler-Poincaré. Dans le cas de C, il prend la valeur entiere 1. Cette formule est aussi intéressante
dans le cas o X =Y = P!(C); dans ce cas, le genre g vaut 0 et la caractéristique x vaut 2.

On peut comprendre la formule (9) en disant que dans cette formule, tout se passe comme
si pour x points de E on ne pouvait rien dire (sauf qu’ils ont au moins une image réciproque
chacun), et que pour les autres on était slir que chacun avait deg(f) images réciproques. La
situation n’est, bien sfir, pas celle-1a en général. Cependant, le cardinal de f~!(E) ne dépend que
de ), F-1(E) €2 — 1, donc on peut ”remplacer” f par une fonction de méme degré qui est non
ramifiée au-dessus de F, sauf peut-étre au-dessus de x points de E. Pour une telle fonction, les
points de E autres que ces x points ont chacun deg(f) antécédents. La formule (9) est évidente
pour une telle fonction.

On peut voir xy comme le nombre maximal de points de Y tel qu’il existe une fonction f par
laquelle chacun de ces points n’ait qu’un seul antécédent. C’est aussi le nombre minimal de points
tel qu’il existe une fonction f de degré au moins 2 ramifiée seulement au-dessus de ces points. Par
exemple, que 'on prenne X =Y = C ou X =Y = P1(C), la fonction X™ convient (en considérant
le point 0 dans le cas de C, et ensemble {0, 00} dans le cas de P'(C)).

La remarque ci-dessus montre qu’on peut énoncer le lemme suivant :

Lemme 8 Posons X = C ou X = P!(C). Soit E une partie finie de X, et f une fonction de X
dans X (i.e. un polynéme si X = C, une fraction rationnelle si X = P1(C)), non constante.
Alors, en notant x la caractéristique d’Euler de X (qui vaut 1 pour C et 2 pour P1(C)), on a:

Card(f~'(E)) — x > deg(f) (Card(E) — x) (10)

De plus, on a égalité si, et seulement si, f est ramifiée seulement au-dessus de E.

Ce lemme est démontré dans la remarque ci-dessus, & partir de la formule de Riemann-Hurwitz.
Voici une autre démonstration de ce résultat, a partir de la formule d’Euler sur les graphes:
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DEMONSTRATION du lemme 8 : Supposons dans un premier temps que f est ramifiée seulement
au-dessus de E. Montrons que, dans ce cas, on a 1’égalité dans la formule (10).

Soit I un graphe tracé sur X ayant pour sommets les points de E. On considere ce graphe
comme étant ’ensemble formé par ses A arétes, ses S sommets et ses F faces (il convient de
compter la face ”extérieure” si X = P!(C), et de ne pas la compter si X = C). On a alors la
relation d’Euler :

S—x=A-F

Notons I'' le graphe obtenu en prenant I’image réciproque par f de I'. Notons A’ (respectivement
S’, F') le nombre d’arétes (respectivement de sommets, de faces) de I''. Comme f est non ramifiée
au-dessus des arétes (extrémités non comprises) de T, chaque aréte a exactement deg(f) images
réciproques, ce qui s’écrit :

A’ = A deg(f)

La relation analogue est vraie pour les faces. En effet, on peut choisir des ”centres” des F faces de T,
le mot ” centre” désignant simplement un point qui appartient & une face, frontiéres non comprises.
Chacun de ces F' centres a exactement deg(f) antécédents par f (car f est non ramifiée, sauf au-
dessus des sommets de T'). On obtient ainsi F' deg(f) points, qui appartiennent & des faces de T
(frontiéres non comprises), tels que toute face de I contienne exactement un de ces points. On a
donc bien la relation :

F' = F deg(f)

On déduit des deux relations ci-dessus, et de la relation d’Euler appliquée & T et & I, la formule
suivante :

S'—=x = (5 —x) deg(f)

Comme S est le cardinal de E, et S’ celui de f~'(E), la démonstration est terminée dans le cas
ol f est ramifiée seulement au-dessus de E.

Dans le cas général, notons D ’ensemble des points de X n’appartenant pas & F et au-dessus
desquels f est ramifiée. Notons 4 le cardinal de D. On peut appliquer a la réunion de E et D le
résultat partiel déja démontré. Cela donne:

Card(f~Y(E U D)) — x = deg(f) (Card(E) + — x)

En majorant Card(f~1(D)) par § deg(f), on obtient I'inégalité du lemme. De plus, dés que D
est non vide, I'inégalité Card(f~1(D)) < 4 deg(f) est stricte, puisque f est ramifiée au-dessus de
chaque point de D. Donc les cas d’égalité dans le lemme sont exactement les cas ou D est vide,
c’est-a-dire les cas ou f est ramifiée seulement au-dessus de E.

4.4 Démonstration du théoréme 9

Rappelons I’énoncé du théoreme dont la démonstration fait 1’objet de cette section :

Théoréme 9 Pour tout P € Z[X] séparable, dont le contenu est sans facteur carré, il existe
(R,S) € M, avec R et S a coefficients entiers, tels que P divise i(RS) dans Z[X]. Si on note
r= %, cela signifie que r est définie sur Q, appartient a M, et que les racines de P appartiennent
a Uensemble r=1({0,00}) des zéros et péles de r.

N.B. Pour que cet énoncé soit correct, il ne faut pas exiger des polynémes R et S tels que
(R,S) € M qu’ils soient unitaires, mais seulement qu’ils aient méme coefficient dominant.

Démontrons d’abord ’équivalence des deux formulations.

L’une des implications est évidente: si P divise @(RS) alors les racines de P sont des zéros
ou des poles de r. Réciproquement, supposons que les racines de P soient des zéros ou des pdles
de r. Comme r est définie sur QQ, on peut choisir les polynémes R et S dans Z[X]. Or les racines
de P € Z[X] sont simples, et sont des racines de RS. Donc il existe un entier « tel que P divise
aii(RS) dans Z[X]. Comme le contenu de P est sans facteur carré, on peut choisir a sans facteur
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carré, et premier au contenu de RS. En posant Ry = aR et S; = aS, on a a@(RS) = 4(Ry151) et
(Ry1,51) € M. Cela termine la démonstration de I’équivalence des deux formulations du théoreme 9.

Pour démontrer ce théoreme, on va utiliser les résultats du paragraphe 4.2, ainsi que les deux
lemmes ci-dessous:

Lemme 9 Pour tout P € Z[X] scindé sur Q il existe une fraction rationnelle r € M qui envoie
les racines de P dans {0, 00}.

Lemme 10 Pour tout P € Z[X] il existe un polynéme T' € Q[X] non constant, ramifié seulement
au-dessus de Q et de Uinfini, qui envoie les racines de P dans Q.

N.B. Dire que le polynéme T est ramifié seulement au-dessus de Q et de infini signifie sim-
plement que les images par T' des zéros de T" sont dans Q.

DEMONSTRATION du lemme 9: Notons z; les racines de P, qui sont rationnelles. Le théoréme 8
montre comment choisir les exposants n; € Z—{0} pour que la fraction rationnelle r = [, (X —x;)™
soit dans M. Cela termine la démonstration du lemme 9.

DEMONSTRATION du lemme 10, tirée de [15]: Soit P le polyndme & coefficients entiers donné;
on peut le supposer séparable. On va procéder en plusieurs étapes:

— Si P est & racines rationnelles, tout polynéme 7' € Q[X] non constant dont la dérivée est
scindée sur Q (ou constante) convient. On peut prendre par exemple T'(X) = X.

— Sinon, on va construire par récurrence une suite finie de polynémes P; (pour j > 1), avec
P, = P. Si @) désigne un polynoéme a coefficients entiers, on écrit Q = i(Q)q(Q) ou ¢(Q)
est scindé sur Q, i(Q)) n’a pas de racine rationnelle, et i(Q) et ¢(Q) sont & coefficients
entiers. Si on veut vraiment que ces notations i(Q)) et ¢(Q)) soient univoques, on peut par
exemple supposer ¢(@Q)) de contenu 1 et de coefficient dominant strictement positif; mais
ces précisions ne seront pas utiles ici. Démontrons par récurrence qu’on peut construire des

polyndémes Py, ... , Py tels que:
1. p =P.
2. Py est scindé sur Q, et pour tout j < k P; n’est pas scindé sur Q.
3. Pour tout 1 < j < k, P; est séparable, & coefficients entiers.
4. Pour tout 1 < j < k—1, P; et i(P;)" divisent Pj;1 0 i(F;).
5. Pour tout 1 < j <k -1, d(i(Pj+1)) <d(i(P;)) — 1.

En effet, on pose bien siir P = P. Si Py,... , P; sont construits, posons
Pjy1 = aj1 (I [ (X —i(P5)(€)))

ou ¢ décrit ’ensemble des racines de P; ou de i(P;)’, et ot a;4q est un entier tel que Pjiq
soit & coefficients entiers (ce qui est possible car ses racines forment une partie de Q stable
par Gal(Q/Q)). Alors I’hypothese 4 est vérifiée (d’apres le lemme 5). De plus, les racines
de Pj41 sont les images par i(P;) des racines de P; ou de i(P;)". Or les racines de P; sont
soit rationnelles (alors leurs images par i(P;) € Z[X] aussi), soit racines de ¢(P;) (alors leur
image par i(P;) est nulle). Donc les racines irrationnelles de Pj; sont certains des i(P;)(§)
pour ¢ racine de 4(P;)': il y en a au plus d(i(P;)) — 1, d’ou 5, ce qui conclut la récurrence.

Construisons a partir de cette suite de polynomes le polynéme 7" cherché. On peut supposer
k > 2, car le lemme est démontré pour les polynémes scindés sur Q. Posons
T =i(Pg_1)o...0i(P;)* Montrons que:

4.1Ici il y a une faute de frappe dans [15].
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1. P= P1 divise Pk oT.
2. T' divise P, oT.

En effet, Py divise Py 0i(Py) qui divise P3 0i(P»)0i(P;) qui divise ... qui divise Py o T, d’ou
1. De plus, on a 7' = H’:ll i(Pj) 0i(Pj—1)o...0i(P;). Or pour 1 < j <k —1 le polynéme
i(P;)" divise Pjyq o i(Pjﬂ qui divise ... qui divise Py 04(Px—1) o ... 04(Pjt1) o i(P;). Donc
i(P;) 0i(Pj_1) 0...0i(Py) divise Py o T. Ainsi: 7" divise (P o T)* (ot la puissance est au
sens du produit usuel des polynémes). Or pour w zéro de 7" d’ordre n, w est zéro d’ordre
au moins n + 1 de P, o T — P, (T'(w)), qui est P o T (car w est zéro de T" et que T" divise
une puissance de Py o T'). Donc T" divise Py, o T, d’ou 2.

— La démonstration du lemme est maintenant terminée. En effet, P et T" divisent Py o T, donc
T envoie les racines de P et celles de T sur des racines de Py, qui sont des rationnels car
P, est scindé sur Q. De plus, comme on a supposé k > 2, T est le composé d’un nombre
non nul de polynémes i(P;), avec 1 < j < k — 1. Comme chacun de ces polynémes est non
constant (sinon, pour 'indice j en question, P; serait scindé sur Q ce qui n’est pas le cas),
leur composé T est non constant. Cela conclut la démonstration du lemme 10.

On peut maintenant démontrer le théoreme 9. Cette démonstration est simplement la synthese
des résultats précédents:

DEMONSTRATION du théoréme 9: Soit P € Z[X] séparable. Le lemme 10 fournit un polynome
T € Q[X] non constant qui envoie les racines de P et celles de 7" dans Q. Notons F' un polynéme
a coefficients entiers dont les racines, simples, sont exactement les images par T des zéros de T'P.
Le lemme 9, appliqué & F, donne une fraction rationnelle r € M qui envoie les racines de F
dans {0,00}. Cela signifie que r o T envoie les racines de P et celles de 7" dans {0, 0c0}. De plus,
d’apres la proposition 10 et le lemme 6, on a r o T' € M, avec r o T définie sur Q. Cela termine la
démonstration du théoréme 9.

4.5 Liens avec le théoreme de Belyi

On rappelle qu’une fonction de Belyi de P!(C) dans P!(C) est une fraction rationnelle non
constante ramifiée seulement au-dessus de {0,1,00}. En particulier, tout élément de M est une
fonction de Belyi.

_ Le théoreme de Belyi affirme que pour toute courbe algébrique projective lisse X définie sur
Q il existe une fonction de Belyi de X dans P!. Une partie essentielle de sa démonstration est le
résultat suivant, qu’on appellera ici théoréeme de Belyi, et que Serre appelle " Théoreme B” dans

[25]:

Théoréme 10 Pour tout P € Z[X] il existe une fonction de Belyi r définie sur Q qui envoie les
racines de P dans {0,1,00}.

En fait, dans [25], Serre donne la formulation équivalente suivante?® :

Théoréme 11 Pour toute partie finie S de P'(Q), il existe une fonction de Belyi r définie sur Q
qui envoie S dans {0,1,00}.

Le fait que le théoréme 11 implique le théoréme 10 est clair: il suffit de prendre pour S
I’ensemble des racines de P. Réciproquement, soit S une partie finie de P! (Q) Il existe un au-
tomorphisme ¢ de P!, défini sur Q, qui envoie S sur une partie finie T de Q (il suffit en effet

de poser ¢(X) = X+z0 ol zo est un rationnel qui n’appartient pas & S). Notons P € Z[X] le

5. Serre affirme seulement, dans son énoncé, que la fonction r est définie sur Q, ce qui lui suffit pour démontrer
le théoreme de Belyi; mais sa démonstration donne une fonction r définie sur Q.

22



polynéme minimal sur Q de 'ensemble T' (normalisé de telle sorte qu’il soit & coefficients entiers).
Le théoreme 10 fournit une fonction de Belyi r. Il est clair que 7 o ¢ est aussi une fonction de Belyi,
et qu’elle envoie S dans {0,1,00}. Cela conclut la démonstration de I’équivalence des théorémes
10 et 11.

Dans I’énoncé du théoreme 10, on peut bien sir supposer P séparable, et de contenu sans
facteur carré. C’est pourquoi le théoréeme 9 implique le théoreme 10 de Belyi. En fait, le théoreme
9 est strictement plus précis que le théoreme de Belyi, car il existe des fonctions de Belyi qui
n’appartiennent pas & M 6, et car le théoréme 9 fournit une fonction r qui envoie les racines de P
dans {0, 00}, et pas seulement dans {0, 1, c0}.

La démonstration du théoréme de Belyi (qui se trouve dans [1] et dans [25]) se décompose en
deux lemmes:

Lemme 11 Pour tout P € Z[X] scindé sur Q il existe une fonction de Belyi r qui envoie les
racines de P dans {0,1,00}.

Lemme 12 Pour tout P € Z[X] il existe un polynéme T € Q[X] non constant, ramifié seulement
au-dessus de Q et de l’infini, qui envoie les racines de P dans Q.

Pour démontrer le théoréme de Belyi & partir de ces deux lemmes, on applique d’abord a P le
lemme 12, ce qui fournit un polynéme 7. Puis on applique le lemme 11 au polyndéme & coefficients
entiers dont les racines sont les images par 7" des racines de P, auxquelles on adjoint les rationnels
au-dessus desquels 7" est ramifié. Cela donne une fraction rationnelle r; il est alors clair que la
fonction r o T' convient. Cela termine la démonstration du théoréme de Belyi & partir des deux
lemmes.

On peut dresser un paralléle entre, d’un coté le théoreme de Belyi et les deux lemmes ci-dessus,
d’un autre coté le théoreme 9 et les lemmes 9 et 10. En effet, d’une part, le lemme 9 est strictement
plus précis que le lemme 11. D’autre part, le lemme 12 est rigoureusement identique au lemme 10,
et les démonstrations des théoremes 9 et 10 a partir de leurs lemmes respectifs sont tout a fait
analogues.

Le fait que le théoréeme 9 soit une version strictement plus précise du théoréme 10 provient
donc du fait que le lemme 9 est plus précis que le lemme 11.

Le lemme 12 est démontré dans [25] (il s’agit du passage du cas particulier que Serre envisage
en premier lieu au cas général), et dans [1] (ot aucun des deux lemmes n’est dégagé explicitement).
Ces démonstrations fournissent de nouvelles preuves du lemme 10 (qui est identique au lemme 12):

DEMONSTRATION du lemme 10 d’aprés [25]: Elle est tout & fait similaire & la démonstration
donnée plus haut de ce méme lemme. Il convient seulement de changer les notations utilisées
précédemment.

On suppose toujours P séparable. Mais désormais, si ) désigne un polynome a coefficients
entiers, on pose @ = i(Q)q(Q) ou i(Q) € Z[X] est un facteur irréductible (dans Z[X]) de @ de
degré maximal, et ou g(Q)) est & coefficients entiers. La formule donnant P;; en fonction de P;
reste inchangée (méme si sa signification n’est plus la méme). Dans la récurrence, les propriétés
1, 2, 3 et 4 restent valables. Seule la propriété 5 doit étre modifiée. Notons P; = [], Pj(z) la
décomposition de P; en facteurs irréductibles dans Z[X] (ces facteurs sont deux & deux distincts
d’apres la propriété 3). Posons d; = max; d(Pj(')) (c’est le degré de i(P;)), et notons n; le nombre

de facteurs irréductibles Pj(i) de degré d;. Alors la propriété 5 doit étre remplacée par:

5BIS : Pour tout 1 < j <k —1, soit dj11 < dj, soit ( dj41 =dj et njy1 <nj)

6. Par exemple r(%) pour r € M telle que r(0) = 1.
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En effet, les racines complexes de Pj;q sont les i(P;)(§) pour £ racine de P; ou de i(P;)". On
a plusieurs cas:

— Si € est racine de i(P;)’, son degré sur Q est inférieur ou égal & d(i(P;)") = d; — 1, donc celui
de son image par ¢(P;) aussi. Donc le facteur irréductible Pj(_zgl dont i(P;)(&) est racine est
de degré au plus d; — 1.

— Si € est racine de i(P;), on a i(P;)(§) = 0 donc le facteur irréductible Pj(_i'_)1 dont i(P;)(§) est
racine est le monéme X. Il est de degré 1 < d; — 1 (car si d; était égal & 1, P; serait scindé
sur Q ce qui n’est pas le cas).

— Si £ est racine d’un Pj(i) de degré strictement inférieur & d;, alors i(P;)(§) est aussi de degré

strictement inférieur & d; sur Q. Donc le facteur irréductible Pj(i)l dont i(P;)(&) est racine
est de degré au plus d; — 1.

— Il ne reste donc que les racines £ des n; — 1 polynomes Pj(i) de degré d; différents de i(P;).

Pour chaque ¢ parmi ces n; — 1 valeurs, les racines £ des Pj(z) sont conjuguées par Gal(Q/Q),
donc leurs images (P;)(§) aussi: ces images ont toutes le méme polynéme minimal sur Q,
qui est un facteur irréductible de P;; de degré au plus d;. Les facteurs irréductibles de Pj;
ainsi obtenus sont au maximum au nombre de n; —1. D’apres ’étude des trois cas précédents,
tous les facteurs irréductibles de P;y; de degré supérieur ou égal & d; sont obtenus ainsi.
Donc le nombre de facteurs de degré d; est inférieur ou égal & n; —1, et il n’y a aucun facteur
de degré strictement supérieur a d;. Cela termine la démonstration de la propriété 5BI1S.

La fin de la démonstration est exactement la méme que dans la premiére démonstration du
lemme 10: on définit le polynéme 7" par la méme formule, et les mémes vérifications montrent que
T convient. La seule différence (due au fait que les notations ont changé) est que la propriété 5 a
été remplacée par la propriété 5BIS, ce qui ne change rien & la suite de la démonstration: c’est
juste un argument différent pour montrer que la récurrence se termine au bout d’un nombre fini
d’étapes.

La deuxieme démonstration du lemme 10 est donc terminée.

DEMONSTRATION du lemme 10, d’apres [1]: On peut bien sfir supposer P non constant. Notons
T; le polynéme minimal (sur Q) de ’ensemble des racines de P (c’est le radical u(P) de P). Si pour
i > 1 on a défini le polyndéme non constant T; € Q[X], alors on note T;41 le polynéme minimal
(sur Q) de I’ensemble des valeurs prises par T; aux zéros de sa dérivée T;. Or ’ensemble des zéros
de T} € Q[X] est stable par Gal(Q/Q), et est de cardinal au plus d(7;) — 1; donc il en est de méme
pour l'image par T; de cet ensemble. C’est pourquoi T;4; est de degré au plus d(T;) — 1. On définit
donc ainsi une suite finie 77, ... , T} de polynomes & coefficients rationnels, en s’arrétant a l'indice
k tel que Ty, soit de degré 1. On pose alors: T' = T, 0 T,—; o ... o T. On vérifie aisément que ce
polyndme convient. Cela conclut la troisieme démonstration du lemme 10.

5 Minoration du radical dans des expressions polynomiales

Dans cette section, on cherche des conséquences de la conjecture abc en termes de minora-
tion d’expressions de la forme P(n) (paragraphe 5.1) ou P(a,b) (paragraphe 5.2), o P désigne
respectivement un polyndme a une variable et un polynéme homogene & deux variables, toujours
supposé non constant.

5.1 Polynoéme & une variable

On va déduire du théoreme 9 le résultat suivant :
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Théoréme 12 (modulo abe) Pour tout polynéme P € Z[X] séparable et pour tout € > 0 il
existe une constante c. > 0 telle que pour tout entier n assez grand :

[rad(P(n))| > c.n®) 12

N.B. Si on ne suppose plus P séparable, le théoréme est encore valable en remplacant le d(P)
qui apparait en exposant par le nombre g(P) de racines de P, comptées sans multiplicités.

DEMONSTRATION : Comme on s’intéresse au radical des valeurs prises par P sur les entiers, on
peut supposer que le contenu de P est sans facteur carré. D’apres le théoreme 9, il existe alors un
couple (R, S) de polyndmes & coefficients entiers qui appartient & M, et un polynéme Q € Z[X],
tels que 4(RS) = PQ. Comme (R,S) € M, on a:

d(R) =d(S) et d(R) —d(R—S)+1=p(RS) =d(PQ) = d(P) + d(Q)
D’autre part, ’idée essentielle dans le calcul suivant est d’appliquer, pour n grand, la conjecture
abc a l'identité :

(R—8)(n)+ S(n) = R(n) (11)

Cette conjecture donne, pour tout € > 0: |rad((RS(R — S))(n))| >. n?# =2 En réalité, pour
avoir le droit d’appliquer la conjecture abe, il faudrait que R(n) et S(n) soient premiers entre eux.
Or cela n’a aucune raison d’étre le cas; en fait, comme R et S sont premiers entre eux, il existe des
polynomes A et B a coefficients entiers, et un entier naturel non nul d, tels que AR+ BS = d. Alors
pour tout entier n, le pged de R(n) et de S(n) est inférieur ou égal & d; on peut diviser la relation
(11) par ce pged avant d’appliquer la conjecture abe, et le terme correctif qui apparait passe dans
la, constante sous-jacente au symbole >>. Il faut d’ailleurs noter que dans tout le raisonnement, la,
constante impliquée dans ce symbole dépend de ¢, mais aussi de P (& travers R et S). On peut
alors regrouper les formules précédentes dans le calcul suivant:

rad(P(n))| > n~“Drad((RS)(n))| (12)
>  n”UQp~dE=5) |rad((RS(R — S))(n))| (13)
>, n—d(Q)n—d(R—S)nd(R)—s ( )

(15)

>. pd(P)—1—¢
Ce calcul termine la démonstration du théoréme.

N.B. Cette démonstration utilise le théoréeme 9. On peut, & la place de ce théoréme, utiliser
le théoreme 11 (qui est équivalent au théoréeme 10 de Belyi). En effet, le théoréme 11 fournit une
fraction rationnelle 7, définie sur QQ, ramifiée seulement au-dessus de {0, 1,00}, qui envoie l'infini
et les racines de P dans {0,1,00}. Si on écrit r = % et qu’on suppose le contenu de P sans facteur
carré, on peut choisir R et S & coefficients entiers tels que P divise 4(RS(R — S)) dans Z[X]. De
plus, d’apres la proposition 1, on a o(RS(R — S)) = max(d(R),d(S)) + 1. Le polynéme @ € Z[X]
tel que PQ = 4(RS(R — S)) est donc de degré max(d(R),d(S)) + 1 — d(P). Le calcul suivant se
justifie comme dans la démonstration ci-dessus du théoreme 12:

rad(P(n))| > n~“Drad((RS(R - S))(n))|
>, n-UQ)pmax(d(R),d(S)—=

>, nd(P)—l—z—:
Cela conclut la démonstration du théoréeme 12 & partir du théoréeme 11.

N.B. La clef de ces deux démonstrations du théoréeme 12 est d’appliquer la conjecture abc a la
relation (11). Selon qu’on part du théoréme 9 ou du théoréme 11, la fonction r = % est un élément
de M ou une fonction de Belyi. De toute facon, toute la ramification de r est concentrée au-dessus
de {0,1, 0}, donc le cardinal de 7=1 ({0, 1, 00}) est le plus petit possible (& deg(r) fixé). Les points
0, 1 et 0o ont ”peu” d’antécédents par 7, donc (voir le paragraphe 5.3, en particulier la proposition
12) rad(R(n)), rad((R — S)(n)) et rad(S(n)) ont tendance & étre petits (en valeur absolue). C’est
pourquoi il est particulierement intéressant d’appliquer la conjecture abe & la relation (11), puique
cette conjecture affirme que le produit de ces trois radicaux ne peut pas étre “trop petit”.
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5.2 Polynoéme a deux variables

Théoréme 13 (modulo abe) Soit F(X,Y) un polynéme homogéne de degré d & deuz variables,
& coefficients entiers, sans facteur multiple, et tel que F(X,0) # 0. Alors pour tout € > 0 il
existe une constante c. > 0 telle que pour tout couple (a,b) d’entiers premiers entre euz, tels que
a>b>0 et F(a,b) #0, on ait:

a
d(F(a,b
jrad(F (a, )] > ¢

N.B. On peut supprimer ’hypothése a > b > 0 en appliquant cette proposition successivement,
aux polynémes F(X,-Y), F(-X,Y), F(Y,X), ...

La démonstration de ce théoreme, qui figure dans [15], est analogue & la démonstration du
théoreme 12.

DEMONSTRATION : On peut supposer que le pged des coefficients de FI(X,Y") est sans facteur
carré. Alors, d’aprés le théoréme 9 appliqué au polynéme F(X,1), il existe un polyndéme G(X)
a coefficients entiers et un élément (R,S) de M, avec R et S & coefficients entiers, tels que
@(RS) = F(X,1)G(X). Notons Ry, S1, G1 et Ay les polynémes homogenes associés & R, S, G et
R — S respectivement. On a la relation, pour a et b entiers:

Ri(a,b) — Sy (a,b) = bHB-UE= A (q, b) (16)

Comme R et S sont premiers entre eux, il existe des polynémes A et B & coefficients entiers, et
un entier naturel non nul d, tel que AR + BS = d. En homogénéisant cette relation, il vient (en
notant A; et B; les polynémes homogenes associés 4 A et B):

A1(X,Y)Ri(X,Y) + By (X,Y)S,(X,Y) = dy dA+d(R) (17)

Comme F(X,0) n’est pas identiquement nul, R; (X, 0)S1(X,0) non plus, donc quitte & échanger
R et S (qui jouent des réles symétriques) on peut supposer qu’on a:

Ri(X,Y) = wp X4 o, x4y o 4 ud(R)_HYd(R) avec u; # 0 (18)
Montrons qu’on a:
pged(R(a, b), S(a,b)) < dufHTHH) (19)

En effet, soit p un nombre premier qui divise R(a,b) et S(a,b). Notons n la valuation p-adique de
pgcd(R(a, b)S(a,b)); montrons que p" divise duf(AHd(R). Pour cela, posons k = v,(b) > 0, de telle
sorte que la relation (17), appliquée avec (X,Y) = (a,b), implique v, (d) + k(d(A) + d(R)) > n.
Si k est nul, on a terminé. Sinon, p divise b donc p est premier avec a. La relation (18) appliquée
avec (X,Y) = (a,b) montre que p* divise uy, en notant k' = Min(k,n). Si k' = n alors p"

.. . . d(A)+d(R © s ..
divise w1, donc p™ divise dul( 4B ot on a terminé. Sinon, on a k' = k. Dans ce cas, p" divise

prr (D pk(d(A)+d(R) qyi divise duf(AHd(R), ce qu’il fallait démontrer.

La relation (19) est donc démontrée. Elle signifie qu’on peut appliquer la conjecture abc &
Pégalité (16), puisque les termes qui jouent les roles de a, b et ¢ sont premiers entre eux, & un
facteur pres qui est borné en fonction de F' seulement. On a donc pour tout € > 0:

max(|Ry (a,b)],|S1(a,0)|)'™° <r. [|rad(Ri(a,b)Si(a,b) b™—4E=5) A, (a,b))|  (20)

Or le membre de gauche s’écrit a*==)4%) max(|R; (1, 2)],181(1, 2)]). De plus, les relations (17)
et (18) montrent que R;(1,Y) et S1(1,Y") sont premiers entre eux, donc il existe une constante
k > 0 telle que pour tout y € Q (et méme pour tout y € C) on ait max(|R;(1,y)|,|S1(1,¥)|) > «.
Le membre de gauche de la formule (20) est donc minoré par (ka®®))'=¢. Quant au membre
de droite, on peut le majorer en utilisant le fait que rad(R;S1(a,b)) = rad(G1F(a,b)), avec Gy
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homogene de degré o(RS) — d (ou d désigne le degré de F') et a > b > 0. On obtient donc, pour
tout € > 0:

0= «p.  |rad(F(a,b))| a®#9) =9 rad(b) a5
Lpe a® B rad(p) [rad(F(a, b))|

Cela conclut la démonstration du théoreme.

N.B. La démonstration précédente permet d’exprimer explicitement la constante c. en fonction
de F' et de la constante qui apparait dans la conjecture abc.

N.B. Ici, on a démontré que la conjecture abc implique le théoréeme 13. En fait, il y a
équivalence puisqu’on retrouve la conjecture abc en appliquant le théoréme 13 au polyndme
F(X,Y)=XY(X+Y).

De ce théoréme on peut déduire le corollaire suivant :

Corollaire 2 (modulo abc) Soient P € Z[X] séparable de degré d et € > 0. Alors il existe une
constante c. > 0 telle que pour tout couple (a,b) d’entiers premiers entre eux tels que a > b > 0
et P($) #0 on a:

|rad(P(%))| > cgia— > qd-2-¢

N.B. La conclusion de ce corollaire peut aussi se formuler de la maniére suivante : pour tout
r € Q qui n’est pas zéro de P, on a [rad(P(z))| > c. H(x)?~27¢. C’est sous cette forme (légérement
plus faible) que cet énoncé apparait dans [6]; il y est formulé dans le cadre plus général d’un corps
de nombres K, avec P € K[X] et z € K; la constante c¢. dépend alors aussi de K.

DEMONSTRATION du corollaire: Notons P; le polynéme homogene associé & P. Alors P; est
sans facteur multiple, donc on peut lui appliquer le théoréme 13, ce qui permet d’écrire:

rad(P(3)| = [rad(~"Pi(a,b))|

= |rad(b®"1bP;(a,b))|
[rad(bP; (a, b))|
= rad(b4—1)
ad—l—s

= Tad(b)

Cela conclut la démonstration du corollaire.

N.B. Dans [6], Elkies mentionne ce corollaire comme une application des méthodes qu’il emploie
(voir le paragraphe 5.3). Il n’en donne pas la démonstration, mais on peut imaginer qu’Elkies
obtient ce résultat, comme ici, & partir du théoreme 13. Or Elkies ne mentionne dans son article
que les fonctions de Belyi, et pas ’ensemble M ni le théoréme 9. Cela conduit & chercher une
démonstration du théoreme 13 & l'aide seulement de fonctions de Belyi, ou de leur analogue
polynémial que sont les cas d’égalité dans le théoréme 2 (d’apres la proposition 1).

DEMONSTRATION du théoréme 13 & partir des fonctions de Belyi: Appliquons le théoréme 11
(qui est équivalent au théoréme de Belyi appliqué & P!, voir le paragraphe 4.5) & I’ensemble S
formé par l'infini et les racines du polynéme F(X,1). On obtient une fonction de Belyi r = %
qui envoie linfini et les zéros de F(X,1) dans {0,1,00}. Quitte & permuter {0,1,00} & l’ar-
rivée, ce qui revient & changer r en 1 ou en L, on peut supposer r(co) = co. On a alors
d(R) > d(S) et, d’apres la proposition 1, o(RS(R — S)) = d(R) + 1. Quitte & supposer que le pged
des coefficients de F/(X,Y) est sans facteur carré, le fait que r envoie les zéros de F(X,1) dans
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{0,1, 00} se traduit par 'existence de G(X) € Z[X]tel que a(RS(R—S)) = F(X,1)G(X). Comme
d(R) = d(R—S) > d(S), on a (en gardant les notations de la premiére démonstration du théoréme
13):

Ri(X,)Y) - Yd(R)_d(S)Sl (X,Y) =A(X,Y) (21)

On montre de méme que le pged des trois termes qui interviennent est borné. On applique de
méme la conjecture abc; la seule différence est que dans le calcul qui suit, on fait apparaitre le
radical de R;S1A1 qui vaut G1 F'. Le calcul se termine sans problemes.

N.B. En fait, on peut aussi formuler cette démonstration sans utiliser la proposition 1, en
utilisant la définition du radical d’un nombre rationnel non nul.

5.3 Liens entre radical et nombre de racines

La proposition suivante constitue le point central de [6]:

Proposition 11 Soit C une courbe définie sur Q, r une fonction rationnelle de C dans P! de
degré d définie sur Q. Posons k = Card({z € C | r(z) = 0}). Alors pour tout point P € C(Q) qui
n’est ni zéro ni pole der on a:

log(rad(r(P))) < glog(H(T(P))) + O(1 + Vlog(H(r(P))))

N.B. Dans ce lemme, la constante sous-jacente au symbole O dépend de C, de r, mais pas de
p.

L’énoncé de cette proposition utilise les notions de hauteur et de radical d’un nombre rationnel :

DEFINITION : Soit £ = 2 un rationnel non nul écrit comme quotient de deux entiers relatifs
premiers entre eux. On appelle hauteur de z Uentier

H(z) = max(|p|, |q|)
En supposant de plus ¢ > 0, on définit le radical de = par la formule:

rad(z) = rad(p)

La proposition 11 est une majoration du radical de r(P) en fonction de la hauteur de r(P), avec
un facteur % qui dépend du nombre de zéros de r, comptés sans multiplicité. Cette proposition
établit donc un lien entre le fait que les zéros de r aient des multiplicités élevées et le fait que des
exposants élevés apparaissent dans la décomposition en facteurs premiers du numérateur de r(P).

Elkies énonce et démontre cette proposition dans le cas plus général ou Q est remplacé par un
corps de nombres quelconque. Les notions de radical et de hauteur se généralisent par l'utilisation
des places du corps de nombres.

La démonstration de cette proposition n’est pas élémentaire dans le cas général; elle utilise la
théorie des hauteurs relatives & des diviseurs de degré zéro, exposée par exemple dans [25].

Dans [6], Elkies applique cette proposition successivement & r, r — 1 et % C’est le fait de faire
la, syntheése des trois minorations obtenues qui va relier la proposition précédente a la conjecture
abe. On a besoin de la notation suivante:

NOTATION: Pour z € Q — {0,1} on pose:
N(z) = rad(z) rad(z — 1) rad(%)

Cette notation permet de traduire la conjecture abc. En effet, on établit une bijection entre les
triplets (a,b,c) d’entiers relatifs non nuls premiers entre eux tels que a + b = ¢ (avec a > 0) et
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les nombres rationnels z différents de 0 et de 1 en posant z = 3%. On a alors rad(a) = —rad(z),
rad(b) = rad(2), rad(c) = —rad(z — 1) donc

rad(abc) = N (z)

On a donc la formulation suivante de la conjecture abc:

Conjecture 2 (abe, formulation équivalente) Pour tout € > 0 il existe ¢ > 0 tel que pour
tout x € Q —{0,1} on ait
N(z) > c.H(z)'™*

Appliquons (comme le fait Elkies dans [6]) la proposition 11 successivement & r, 7 — 1 et % A
une fonction bornée pres, on a log(H (r(P))) = log(H(r(P)—1)) = log(H(r(l—P))). En additionnant
les trois inégalités obtenues, et en posant m = Card(r~1({0,1,00})), on obtient donc pour
PeC(@Q —r1({0,1,00}):

log(N(r(P))) < % log(H(r(P))) + O(1 + v/1og(H (r(P)))) (22)

II est d’autant plus intéressant d’appliquer cette formule que le terme 7 est petit. On a donc
tout intérét & considérer des fonctions r par lesquelles {0,1, 00} a le moins d’antécédents possible,
a degré d fixé. Ces fonctions sont celles dont toute la ramification se situe au-dessus de {0,1, 00} :
ce sont les fonctions de Belyi.

Démontrons (comme dans [6]) la conjecture de Mordell & partir de la conjecture abe. Soit C
une courbe de genre au moins 2. On se limite au cas ol C' est projective et lisse. Alors le théoréme
de Belyi (cité au paragraphe 4.5) affirme qu’il existe une fonction r de Belyi sur C. Notons d le
degré de r. La formule de Riemann-Hurwitz s’écrit dans ce cas (voir [28], page 41):

D (ea—1)=2d+2g—2
zeC

Comme r est une fonction de Belyi, on en déduit :
Card(r—*({0,1,00})) =d — 29 + 2

Comme g > 2, ce cardinal est strictement inférieur & d, donc la conjonction de la conjecture
abe (formulée comme ci-dessus) et de la formule (22) montre que H (r(P)) est borné. Donc r(P)
ne peut prendre qu’un nombre fini de valeurs; comme chaque point de P! n’a qu’un nombre fini
d’antécédents par r, cela montre qu’il n’y a qu'un nombre fini de points P € C(Q)—r~1({0,1,00}).
Donc C(Q) est fini. Ainsi, la conjecture abc implique celle de Mordell (qui a été démontrée par
Faltings).

Dans le cas particulier ot1 la courbe C est P!, la proposition 11 se démontre de facon élémentaire,
et le terme d’erreur devient 0(1). On peut la formuler comme suit :

Proposition 12 Soit r une fraction rationnelle de degré d définie sur Q. Notons k le nombre de
zéros de r dans P1(C), comptés sans multiplicités. Alors il existe une constante u telle que pour
tout x € Q qui n’est ni zéro ni pole de r on ait:

rad(r(2))| < pH (2)*
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DEMONSTRATION : Dans ce cas particulier, la démonstration est élémentaire. Soit R et S deux
polynoémes & coefficients entiers, premiers entre eux, tels que r = %. Posons k' = p(R); alors
K =ksid(S) <d(R),et k' =k—15sid(S)> d(R) (cest le cas ou l'infini est zéro de r). Notons
R =], P/™* la décomposition de R en facteurs premiers dans Z[X];on a k' = 3, d(P;).

Notons R; et Sy les polyndémes homogeénes associés a R et S. En notant @); le polynéme homo-
geéne associé a P;, on obtient Ry =[], Q;"*. D’autre part, écrivons « comme fraction irréductible
7- On a alors:

r(z) = biS)-d(E) Ry (a,b)

Sl (aa b)
Or on a le calcul suivant, ot le symbole < signifie que la majoration est vraie pour tout couple
(a,b) d’entiers premiers entre eux tels que R;(a,b) # 0, & une constante multiplicative pres qui ne
dépend que de r:

rad(Ry(a,b))| = Irad(HQi(a,b)m”')

IN

rad ([ Qi(a, b))

< H Qi(a,b)|

< H(a)"
On distingue alors deux cas. D’une part, si d(S) < d(R), on a:

[rad(r(2))| < [rad(Ri(a,b))| < H(z)* = H(z)*
D’autre part, si d(S) > d(R), on a k' =k —1 d’ou:
[rad(r(2))| < [rad(b)rad(Rs (a,b))| < H(=)H(z)* = H(x)*

Cela conclut la démonstration.

N.B. Si on applique cette proposition dans le cas ou r est un polynéme P et x un entier naturel
n, on obtient :
[rad(P(n))] < n¢®)

On peut interpréter cette majoration en disant que si P a ”beaucoup de multiplicité” alors P(n)
a aussi "beaucoup de multiplicité” quand n est grand. En effet, si P a ”beaucoup de multiplicité”
(c’est-a~dire si o(P) est sensiblement plus petit que d(P)), alors le radical de P(n), qui est en
n@P) est petit devant la valeur absolue de P(n), qui est en n?®).

Deuxieme partie

Liens avec les courbes elliptiques.

6 Une conséquence de la conjecture de Szpiro sur les courbes
elliptiques

NoOTATIONS : Soit E une courbe elliptique. On note A (ou Ag) son discriminant minimal, j
(ou jg) son invariant modulaire, et N (ou Ng) son conducteur (pour la définition du conducteur
d’une courbe elliptique, voir [28_], page 361). Soit de plus n un entier naturel; on note Ej, le groupe

des points de n-torsion de E(Q) (qui est le sous-groupe de E(Q) formé des points dont ’ordre
divise n).
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Soit p un nombre premier. Alors E,, est un espace vectoriel de dimension 2 sur Z /pZ (voir [28],
page 89). Le groupe Gal(Q/Q) agit sur E,; cette action fournit une représentation
pp : Gal(Q/Q) — Aut(E,). Le groupe E, est ainsi muni d’une structure de Gal(Q/Q)-module.

Si E et E' sont deux courbes elliptiques définies sur Q, isogenes sur Q, alors E, et E, sont
isomorphes comme Gal(Q/Q)-modules pour tout nombre premier p qui ne divise pas le degré de
’isogénie. Le probléme soulevé ici, et dont l'origine remonte & Mazur [16], est de savoir dans quelle
mesure les Gal(Q/Q)-modules E, et E,, peuvent étre isomorphes sans que les courbes E et E'
soient isogenes sur Q.

On dit que les représentations pI(,E) et pz(,El) de Gal(Q/Q) dans E, et Ej respectivement sont
isomorphes si les Gal(Q/Q)-modules E, et E, le sont.

Si on fixe les deux courbes elliptiques E et E’, on a le résultat suivant :

Proposition 13 Soit E et E' deuz courbes elliptiques définies sur Q telles que, pour une infinité
de nombres premiers p, les Gal(Q/Q)-modules E, et E, soient isomorphes. Alors les courbes
elliptiques E et E' sont isogénes sur Q.

DEMONSTRATION : Soit S I’ensemble des nombres premiers en lesquels 1'une au moins des
courbes, E ou E’, a mauvaise réduction. Pour un nombre premier / n’appartenant pas & S, notons
a; et aj les traces des endomorphismes de Frobenius des courbes réduites modulo [ (voir [28]).
Alors pour p premier tel que les Gal(Q/Q)-modules E,, et E,, soient isomorphes, et pour I ¢ S, on
a: a; = a; mod(p) (d’apres [22], 5.2). Pour [ fixé, cette congruence est vraie par hypothese pour
une infinité de nombres premiers p. On a donc a; = aj pour tout nombre premier [ ¢ S. D’apres
[7], §5, cor.2, cela implique que E et E' sont isogenes sur Q, d’ou1 la proposition.

La proposition précédente décrit ce qui se passe quand on fixe F et E’. Si maintenant on fixe
une courbe elliptique E et un nombre premier p, on peut chercher s’il existe des courbes elliptiques
E', non isogenes & E sur Q, telles que les Gal(Q/Q)-modules E, et E, soient isomorphes. On a la
proposition suivante:

Proposition 14 Soit E une courbe elliptique définie sur Q et p un nombre premier. Alors:

- Sipe€ {235}, iy aune infinité de classes de Q-isomorphisme de courbes elliptiques E'
définies sur Q telles que les Gal(Q/Q)-modules E, et E, soient isomorphes.

= Sip2>7,inYyaquun nombre fini de classes de Q-isomorphisme de courbes elliptiques E'
définies sur Q telles que les Gal(Q/Q)-modules E, et E, soient isomorphes.

Cette proposition est démontrée dans [9], en considérant une tordue galoisienne de la courbe
modulaire X (p).

Si p € {2,3,5}, comme le nombre de classes de Q-isomorphisme de courbes elliptiques E’
isogénes & E sur Q est fini (voir [28], page 264), cette proposition montre qu'il existe des courbes
E' définies sur Q, non isogeénes & E sur Q, et telles que les Gal(Q/Q)-modules E, et E,, soient
isomorphes. Il existe méme une infinité de telles courbes, deux & deux non isomorphes sur Q.

En revanche, si p > 7, on ne sait pas a priori s’il existe de telles courbes elliptiques E’; et §’il
en existe, elles sont en nombre fini (& @Q-isomorphisme pres).

On note Ag I’ensemble des nombres premiers p pour lesquels il existe une courbe elliptique E®
définie sur Q, non isogene & E sur Q, telle que les Gal(Q/Q)-modules E, et E, soient isomorphes.

On sait déja que A contient toujours les entiers 2, 3 et 5. Dans la section 7, on s’intéressera
& des courbes pour lesquelles 7 € Ag. A ’heure actuelle, pour chaque nombre premier p < 13, on
connait des exemples de courbes elliptiques E pour lesquels p € Ag. Mais la question de savoir s’il
existe une courbe elliptique E et un nombre premier p > 17 tel que p € Ag est toujours ouverte.
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Dans cette section, on va démontrer que pour toute courbe elliptique E définie sur Q, ’ensemble
Ag est fini, en admettant la conjecture suivante, qui est une conséquence de la conjecture abc:

Conjecture 3 (Szpiro) Il existe deuzx constantes absolues o et [ telles que, pour toute courbe
elliptique E définie sur Q, on ait:
| AE| < OéNg.

Théoréme 14 La conjecture de Szpiro implique que pour toute courbe elliptique E définie sur Q,
l’ensemble Ag est fini.

Pour démontrer ce théoréme, on commence par considérer (pour E et p fixés) la représentation
pp donnant I'action de Gal(Q/Q) sur le groupe des points de p-torsion de la courbe elliptique E.
A cette représentation, J.P. Serre associe dans [24] un poids k et un conducteur N(p,), qui sont
deux entiers vérifiant les propriétés suivantes (ol on note v la valuation p-adique, normalisée par

v(p) =1):

Proposition 15 Le poids k associé d la représentation p, vérifie les assertions suivantes :
- Onak=2mod(p—1).
— Si E a bonne réduction en p alors k = 2.

— Si E a mauvaise réduction en p de type multiplicatif alors, en notant j l'invariant modulaire
de E, le poids k vaut 2 si p divise v(j), p+1 si p ne divise pas v(j) et p# 2, et enfin4 si p
ne divise pas v(j) et p = 2.

Cette proposition est démontrée dans [24], au 2.9, proposition 5. De plus, J.P. Serre détermine
la valeur de k£ dans un cas particulier ou E a une réduction de type additif en p. Dans le cas
général, la valeur de k est donnée par un théoréme de [10], page 6. De ce théoréme on déduit la
proposition suivante :

Proposition 16 Si E admet une réduction de type additif en p avec p > 7 alors k > 2.

Passons maintenant au conducteur N(p,) associé par Serre & la représentation p,. Il est in-
téressant de le rapprocher du conducteur N de la courbe elliptique E. Pour cela, on écrit la
décomposition en facteurs premiers N = [], 1/t ot Pexposant f; est nul si, et seulement si, E a
bonne réduction en I, vaut 1 si, et seulement si, £ a mauvaise réduction de type multiplicatif en
I, et est supérieur ou égal a 2 si, et seulement si, ¥ a mauvaise réduction de type additif en [.

Notons v;(A) la valuation l-adique du discriminant minimal de la courbe elliptique E. On a le
résultat suivant :

Proposition 17 Soit I un nombre premier. Alors la valuation l-adique de N(p,) vaut:
— 0 si E a bonne réduction enl, ou sil = p.
- 1 si E a mauvaise réduction de type multiplicatif en | et si p ne divise pas v;(A).
- 0 si E a mauvaise réduction de type multiplicatif en | et si p divise vi(A).
— fi si E a mauvaise réduction de type additif et si p > 5.

N.B. En particulier, le conducteur de la représentation p, est un entier premier & p qui divise
le conducteur de la courbe elliptique E.

Cette proposition résulte de la définition du conducteur donnée par Serre dans [24]; voir aussi
[10], page 28.

On peut maintenant énoncer et démontrer la proposition centrale de cette section :
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Proposition 18 Soient p un nombre premier, E et E' deux courbes elliptiques telles que les
Gal(Q/Q)-modules E, et E,, soient isomorphes.
Notons péE) et pg,El) les représentations donnant Uaction de Gal(Q/Q) sur les points de p-
torsion de E et E' respectivement.

Supposons p > 7 et N(pl(,E)) = Ng.

Alors il existe un entier naturel non nul u tel que Ngr = ulNg et uP divise Ap.

De plus, pour tout nombre premier | qui divise u, E' a une réduction multiplicative en | et p
divise vi(Apr).

N.B. L’hypothese N (p,(,E)) = Ng équivaut, d’apres la proposition 17, au fait que E ait bonne
réduction en p et qu’il n’existe aucun nombre premier ! divisant Ag en lequel E ait réduction
multiplicative avec p | vj(Ag).

N.B. On verra dans la démonstration qu’en fait I’hypothese p > 7 peut étre remplacée par:
p > 5 et E' n’a pas une réduction additive en p. En effet, cette hypothése n’intervient qu’a la fin
de la démonstration, pour éliminer un cas.

DEMONSTRATION: On a N = N(p,(,E)) = N(pg,E,)), par hypothese et car p,(,E) et ng') sont
isomorphes. Comme N (pz(,E )) divise Ng: (d’apres la proposition 17), on en déduit que Ng divise
Ng:. Notons u le quotient. Soit I un nombre premier divisant u. Distinguons deux cas:

1. Premier cas: Si [ # p: comme vl(N(pg,El)) < v(Ngr), la réduction de E’ en ! (qui est
mauvaise puisque ! | Ngr) ne peut pas étre de type additif (d’apres la proposition 17,
puisque p > 5). Donc E' admet en [ une réduction de type multiplicatif, d’ot v;(Ng/) = 1
puis v(Ng) = vl(N(p,(gE ))) = 0 et v(u) = 1. Enfin, comme vl(N(péE))) = 0 et que la
réduction de E’ en [ est de type multiplicatif, la proposition 17 montre que v;(Agr) est un
multiple non nul de p.

2. Deuxiéme cas: si [ = p. L’hypothese N(pg,E)) = Npg implique p 4 Ng, donc E a bonne
réduction en p, et le poids de p,(,E) vaut 2 (par la proposition 15). Donc p,(,E ), qui lui est

isomorphe, a aussi pour poids 2. Tout dépend alors du type de réduction de E' en p:

— Si E' a bonne réduction en p, alors p ne divise pas Ng+ donc p ne divise pas u et il n’y
a rien & démontrer.

— Si E' a mauvaise réduction de type multiplicatif en p alors v,(u) = 1. De plus, comme
le poids de p,E,E) vaut 2, la proposition 15 implique que p divise v, (jg'), donc v,(Ag)
est un multiple (non nul) de p.

— Si E' a mauvaise réduction de type additif en p, il y a contradiction avec la proposition
16 puisque p > 7 et que le poids de p,(,E ) est 2.

N.B. En fait, quand p > 7 (ou quand p > 5 et que E’ n’a pas de réduction additive en p),
cette proposition montre aussi que ’entier u est sans facteur carré.

On peut maintenant démontrer le théoréme 14:

DEMONSTRATION du théoréme 14: Raisonnons par l’absurde. Soit E une courbe elliptique
telle que ’ensemble Ag soit infini. Cela signifie qu’il existe des nombres premiers p arbitrairement
grands pour lesquels on peut trouver des courbes elliptiques E®) telles que les Gal(Q/Q)-modules
E, et E,(f’ ) soient isomorphes, sans que les courbes elliptiques E et E() ne soient isogenes sur Q.
Or, d’apres la proposition 17, il existe une constante c¢g ne dépendant que de E telle que pour
p > cg on ait NV (péE)) = Ng. Quitte & supposer cg > 7, on peut donc appliquer la proposition
18 & E et E® pour p > c¢g. On en déduit I'existence d’un entier up tel que Npe = u,Ng et
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ub | Agw), d’ott uh < Ape). La conjecture 3 (de Szpiro) appliquée & la courbe elliptique E®)
donne:
ug <Agw < aNg(p) = aNgug

On a donc: ug_ﬁ < aN g Cette inégalité a un sens (et est vraie) pour une infinité de nombres
premiers p. Elle démontre que, pour p assez grand (& partir d’un rang qui ne dépend que de E,
puisque les constantes a et 3 sont absolues), on a u, = 1 c’est-d-dire Nge) = Ng. Or il n’y a
qu’un nombre fini de classes de (Q-isomorphisme de courbes elliptiques définies sur Q ayant méme
conducteur que E. Comme la relation Ng) = Ng est vraie pour une infinité de valeurs de p, il
existe une classe d’isomorphisme C de courbes elliptiques a laquelle appartiennent une infinité de
courbes E®) . Soit E' € C. Alors, pour une infinité de p, péE) et ngl) sont isomorphes (car, pour
chacun de ces p, E' est isomorphe & E(”)). La proposition 13 montre que E est isogéne & E’, donc
& certaines courbes E(P)| ce qui contredit la définition de ces courbes. Cette contradiction termine
la démonstration du théoréme 14.

7 Quelques pistes dans le cas ou p vaut 7

Dans cette section, on considérera principalement le cas ou p = 7. On cherche des moyens de
trouver des paires de courbes elliptiques (E, E') non isogeénes sur Q et telles que les Gal(Q/Q)-
modules E; et E} soient isomorphes.

7.1 Critére d’isomorphisme des représentations

Tout d’abord, on a besoin d’un critére permettant de savoir si un couple (E, E') convient. Un
tel critere, applicable dans de nombreux cas, est donné par la proposition suivante (dans laquelle
p désigne un nombre premier quelconque) :

Proposition 19 Supposons que E et E' soient des courbes de Weil. Notons S l’ensemble des
nombres premiers | en lesquels l'une des courbes a une réduction multiplicative déployée et l’autre
une réduction multiplicative non déployée.

Posons M = ppem(Ng, Ngr) [11es!
et P’(M) =M Hl|M, l premier(l + l_l)'

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(E) (B")

1. Les représentations pp ' et pp ' ont des semi-simplifiées isomorphes.

2. Pour tout nombre premier | < u(M)/6 ne divisant pas NENg: on a a; = aj mod(p) et pour
tout nombre premier | < u(M)/6 tel quel | NeNg: et 1>t NgNg: on a aja) =1+ 1 mod(p).

N.B. Cette proposition est démontrée dans [11]; elle y apparait avec une erreur, l'inégalité
large | < u(M)/6 y étant notée stricte.

Une courbe de Weil (aussi appelée courbe modulaire) est une courbe elliptique telle que la série
> nang™ (on les a, sont les coefficients de la fonction L de Hasse-Weil de la courbe elliptique)
définisse une forme parabolique primitive (c’est-a-dire une "newform” au sens d’Atkin-Lehner) de
poids 2 et de niveau Ng. La conjecture de Taniyama-Weil affirme que toute courbe elliptique sur
Q est de Weil. Elle a été démontrée par Wiles, Diamond, Taylor et Conrad dans le cas ou 27 ne
divise pas le conducteur de la courbe elliptique (voir [30]).

Quelques définitions sont nécessaires sur les représentations linéaires de groupes. Elles sont

faites ici dans le cas particulier de p,, ol ’espace vectoriel considéré est de dimension 2 sur Z /pZ.
Elles se généralisent bien siir aux autres représentations linéaires.
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La représentation p, est dite irréductible (ou simple) s’il n’existe aucun sous-espace strict
(c’est-a-dire aucune droite) stable par 1’action de Gal(Q/Q) . Dans le cas contraire, p, est dite
réductible.

La représentation p, est dite semi-simple si elle est somme directe de représentations simples.
Deux cas peuvent se présenter: que p, elle-méme soit irréductible, ou bien qu’elle soit somme di-
recte de deux représentations de dimension 1 (qui sont nécessairement irréductibles). Le deuxieme
cas signifie qu’on peut décomposer ’espace vectoriel £, en somme directe de deux droites, chacune
étant stable par I’action de Gal(Q/Q).

La semi-simplifiée de p, est p, elle-méme si elle est irréductible. Sinon, on peut décomposer
E, en une somme directe F' ® G de deux droites telle que F' soit stable par p,. Dans une base
de E, respectant cette somme directe, la matrice de p,(o) est triangulaire supérieure, pour tout
o € Gal(Q/Q). La semi-simplifée p!, de p,, est alors définie ainsi: pour tout o € Gal(Q/Q), p, (o)
est (dans la base citée ci-dessus) la matrice diagonale obtenue en remplacant par 0 le coin supérieur
droit de la matrice de p,(o). Cette construction ne dépend ni du choix de la base, ni du choix
éventuel de la décomposition de E, en somme directe.

Ainsi définie, la semi-simplifiée de p, est toujours une représentation semi-simple. De plus, la

représentation p, est irréductible si, et seulement si, sa semi-simplifiée ’est. En particulier, si pj(DE)

et ng ) ont des semi-simplifiées isomorphes et que I'une est irréductible, alors ’autre aussi et elles
sont, isomorphes.

Cette remarque permet de déduire de la proposition précédente le corollaire suivant :

Corollaire 3 Supposons que E et E' soient des courbes de Weil, et que péE) soit irréductible.
Notons S l’ensemble des nombres premiers | en lesquels l'une des courbes a une réduction multi-
plicative déployée et Uautre une réduction multiplicative non déployée.

Posons M = ppecm(Ng, Ngr) [11e51
et P’(M) =M Hl|M, l premier(l + l_l)'

Alors les conditions suivantes sont équivalentes :

1. Les représentations pg,E) et p,(gEl) sont isomorphes.

2. Pour tout nombre premier | < u(M)/6 ne divisant pas NgNg' on a a; = a; mod(p) et pour
tout nombre premier | < u(M)/6 tel quel | NeNg: et 1?24 NgNgr on a aa; =1+ 1 mod(p).

7.2 Critéres d’irréductibilité de p,

La proposition précédente donne donc un critere d’isomorphisme de p,E,E) et pi(,E’), a condition
que les courbes soient de Weil et que l'une au moins des représentations soit irréductible. Ce
critére se présente sous la forme d’un nombre fini de vérifications d’identités faisant intervenir les
coefficients a,, et a, des fonctions L de Hasse-Weil des courbes elliptiques E et E': il se préte a
une vérification informatique. Quant au fait que les courbes soient de Weil, on peut souvent le
déduire des travaux de Wiles, Diamond, Taylor et Conrad. Quand 27 divise le conducteur de la
courbe, on admettra que la courbe est de Weil. Il reste alors un probleme: comment montrer que
I’'une des représentations est irréductible?

Dans le reste de cette section, on s’intéressera surtout au cas ou p vaut 7. Mais pour p assez
grand, le probleme de l'irréductibilité de la représentation p, ne se pose pas. En effet, on a la
proposition suivante :

Proposition 20 Soit E une courbe elliptique et p un nombre premier strictement supérieur d
163. Alors p,(oE) est irréductible.
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Par définition, ng) est irréductible si, et seulement si, il n’existe pas de sous-groupe d’ordre p

stable par I'action de Gal(Q/Q). Cette proposition est alors le théoréme 1’ de [23].

Ce probleme d’irréductibilité de p, s’interprete a ’aide de la courbe modulaire Yy (p) utilisée,
par exemple, dans [23]. Cette courbe est la courbe algébrique sur Q dont les points parameétrent
(c’est-a-~dire sont en bijection avec) les couples (E, A) formés d’une courbe elliptique E et d’un
sous-groupe A d’ordre p de E, 3 Q-isomorphisme prés de ces couples (un Q-isomorphisme de (E, A)
dans (E', A’) étant un isomorphisme des courbes elliptiques E et E’, défini sur Q, qui envoie A
sur A’). Si K est un corps de nombres, un point (E, A) de Y;y(p)(K) est formé par une courbe
elliptique E définie sur K et un sous-groupe A de E, d’ordre p, lui aussi défini sur K, c’est-a-dire
stable par I’action de Gal(Q/K). En particulier, si K = Q, un point rationnel sur la courbe Yy (p)
est un couple formé par une courbe elliptique E définie sur Q et un sous-groupe A de E, d’ordre p,
stable par Paction de Gal(Q/Q). Ce sous-groupe, étant d’ordre p, est formé de points de p-torsion
donc est un sous-groupe (et un sous-espace vectoriel) de E,. La représentation péE) associée a
une telle courbe elliptique E est réductible; réciproquement, si une courbe elliptique E définie sur
Q est telle que p,(,E) soit réductible alors il existe un point rationnel sur la courbe Yy(p) dont la
premiere composante est F.

Or dans [23], Serre donne, pour chaque nombre premier p, le nombre de points rationnels de
la courbe Yp(p). Ce nombre (s’il est fini) est un majorant du nombre de courbes elliptiques E
telles que péE) soit réductible. A priori, ce peut étre un majorant strict car une courbe elliptique
E peut avoir plusieurs sous-groupes d’ordre p ne se correspondant pas par des automorphismes
de E, donc correspondant & des points différents de Yp(p). Ces résultats sont regroupés dans la
proposition suivante :

Proposition 21 1. Sip € {2,3,5,7,13}, la courbe Yo(p) est de genre zéro; elle a une infinité
de points rationnels.

2. Sip e {19,43,67,163}, la courbe Yo(p) a exactement un point rationnel, qui correspond a
une courbe elliptique E & multiplications complezes par U'anneau des entiers de Q(v/—p).

3. Sip e {17,37}, la courbe Yo(p) est de genre 1 (c’est une courbe elliptique); elle a exactement
2 points rationnels, échangés par Uinvolution d’Atkin-Lehner.

4. Sip=11, la courbe Yo(p) a exactement trois points rationnels, deux du type 3 et un du type

2.

5. Sip n'appartient ¢ aucun des ensembles ci-dessus, ce qui est le cas dés que p > 163, alors la
courbe Yo(p) n’a aucun point rationnel, donc pour toute courbe elliptique E définie sur Q la

représentation péE) est irréductible.

N.B. L’involution d’Atkin-Lehner s’interpréte dans ce cadre de la facon suivante (voir [11],
Appendice I, 1.3): & un couple (E, A) elle associe le couple formé de la courbe elliptique quotient
E/A et de son sous-groupe d’ordre p E,/A.

Pour p ¢ {2,3,5,7,13}, la courbe Y;(p) n’a donc que quelques points rationnels, qui peuvent
étre de deux natures:

— Des points correspondant & des courbes & multiplications complexes par Q(1/—p). De telles
courbes n’existent que pour p € {2,3,7,11,19,43,67,163}, et sont connues explicitement. Si
E est & multiplications complexes par Q(,/—p), il existe une isogénie ¢ : E — E de degré p,
définie sur Q, dont le noyau est un sous-groupe A de E,, d’ordre p, stable par Gal(Q/Q). A
cette courbe correspond donc un point (E, A) € Yy(p)(Q).

— Des points ”exceptionnels”. Ils existent pour p € {11,17,37}, et pour chacune de ces va-
leurs de p constituent une paire de points échangés par 'involution d’Atkin-Lehner. Pour
p € {11,17}, les courbes elliptiques correspondantes sont données explicitement dans [2],
pages 78 & 80. Pour p = 37, I’étude est menée dans [18], §5.
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Le probleme de savoir si, étant donnés un nombre premier p et une courbe elliptique E, la

représentation péE) est irréductible est donc résolu pour de nombreuses valeurs de p: deés que

p ¢ {2,3,5,7,13}, la proposition ci-dessus montre que ng) est irréductible, & quelques exceptions

pres qui sont connues explicitement.

Si maintenant p € {2,3,5,7,13}, la courbe Yy(p) est unicursale, c’est-a-dire qu'’il existe une
fonction définie sur Q f : Y5(p)(Q) — Q telle que pour tout corps de nombres K, f induise une
paramétrisation bijective Yo (p)(K) — K. Pour p = 7, une telle fonction, notée v, est définie dans
[11], Appendice I, 1.4. Elle vérifie la relation suivante: (v? + 5v + 1)3(v? + 13v + 49) — jv = 0,
otl j est I'invariant modulaire Y5(7)(Q) — Q qui & un couple (E, A) associe I'invariant modulaire
ji de la courbe elliptique E. Comme la fonction v est définie sur Q, si on se donne une courbe
elliptique E définie sur Q telle que ng) soit réductible, ce qui correspond & un point rationnel
P = (E,A) de la courbe Y5(7), 'image v(P) de P par v sera un nombre rationnel vérifiant:

(v(P)? + 50(P) + 1)3(v(P)? + 13v(P) + 49) — jgv(P) = 0. On a donc le critere suivant :

Proposition 22 Soit E une courbe elliptique d’invariant modulaire jg telle que le polynome
(X2 +5X +1)3(X? + 13X + 49) — jgX n’ait aucune racine rationnelle. Alors la représentation

ng) est irréductible.

Des critéres analogues existent pour p € {2,3,5,13}. En effet, il suffit de connaitre I’expression
de j comme fraction rationnelle en v, ot v désigne une paramétrisation de Y, (p)(Q) par P}(Q).
Or cette expression de trouve dans [8].

La proposition 22 présente I’avantage d’étre tres facile a tester sur chaque exemple. Une autre
possibilité est d’utiliser les tables de [4], si la courbe E y figure (c’est-a-dire si le conducteur de
E est inférieur & 1000 pour la version publiée, a 5000 pour la version informatique). En effet, ces
tables donnent la liste des nombres premiers p tels qu’il existe une isogénie de degré p, définie
sur Q, de E vers une courbe elliptique E’. Ce sont exactement les nombres premiers tels que E
admette un sous-groupe d’ordre p stable par Gal(Q/Q), c’est-a-dire tels que péE) soit réductible.
Ainsi, pour les courbes E figurant dans ces tables, la vérification de la surjectivité de ng) est
immeédiate.

Une autre facon de démontrer que ng) est irréductible (pour une courbe elliptique E et un
nombre premier p quelconques) est de démontrer qu’elle est surjective (vue comme application de
Gal(Q/Q) dans le groupe GL(E,) des automorphismes linéaires de I’espace vectoriel E,). Il est
clair que toute représentation surjective est irréductible, la réciproque étant fausse en général. Elle
est cependant vraie pour les courbes elliptiques semi-stables, d’apres la proposition 21 (page 306)
de [22]. Cette proposition donne comme corollaire immédiat le résultat suivant :

Proposition 23 Soit E une courbe elliptique semi-stable définie sur Q et p un nombre premier
supérieur ou égal ¢ 7. Si a; = 1+ 1 mod(p) pour tout nombre premier I sauf un nombre fini, alors

pg,E) est réductible.

On a aussi la proposition suivante, démontrée dans [16]:

Proposition 24 Soit E une courbe elliptique semi-stable définie sur Q et p un nombre premier
supérieur ou égal ¢ 11. Alors ng) est surjective.

7.3 Recherche de couples, avec p =7

Dans cette section, on cherche une méthode pour essayer de trouver (sans aucune garantie
d’en trouver réellement) des couples (E, E') de courbes elliptiques définies sur Q telles que les
Gal(Q/Q)-modules E; et E} soient isomorphes; dans la suite, il est sous-entendu qu’on cherche
de tels couples ou E et E' ne sont pas isogénes sur Q. De plus, on cherche bien siir les courbes E
et E' & isomorphisme pres.
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On se limite & chercher des couples (E, E') tels que ng) , donc ngl), soient irréductibles. En

effet, ce n’est que sous cette hypothese que le corollaire 3 permet de savoir si ng) et ng,) sont

isomorphes. De plus, on admet que toutes les courbes elliptiques qu’on rencontrera sont de Weil.

Dans la suite de cette partie, “tester” un couple (E, E') signifie appliquer la vérification directe

dans les tables de [4] (ou & défaut la proposition 22) & E (pour montrer que ng) est irréductible),
. . (E) (E") .

puis le corollaire 3 (pour montrer que py ' et p; 7 sont isomorphes). Ce test se programme sans

problemes; s’il réussit, il démontre que ng) et p%E ) sont isomorphes. Sinon (du moins si la courbe

E figure dans les tables de [4]), c’est que ng) est réductible, ou que ng) et ngl) ne sont pas

isomorphes.

Si E ne figure pas dans les tables de [4], on n’a pas de condition nécessaire et suffisante
d’irréductibilité de ng). On applique la proposition 22, qui permet en général de montrer que ng)
est irréductible. Mais il pourrait arriver que cette proposition ne permette pas de conclure, méme

avec une représentation pg ) irréductible.

CONVENTION: Si E et E' sont de conducteurs différents, on notera E’ celle qui a le conducteur
le plus grand.

Dans la suite de cette section, on consideére uniquement le cas ou p = 7.

7.3.1 En partant de E'

Soit E' une courbe elliptique définie sur Q. On cherche des courbes elliptiques E telles que
ng) et p;E,) soient isomorphes. Avec la convention ci-dessus, seul un nombre fini de courbes
elliptiques peuvent jouer le réle de E : ce sont les courbes elliptiques de conducteur inférieur ou
égal & Ng:. De plus, si Ng < 5000, ces courbes sont données explicitement par les tables de [4]
(qui ne sont publiées que pour des conducteurs inférieurs ou égaux & 1000, mais sont disponibles
informatiquement jusqu’a 5000).

Supposons donc E' donnée, de conducteur inférieur ou égal 5000. On suppose que ng’) est
irréductible. Alors une méthode simple consiste & tester successivement toutes les courbes E de
conducteur inférieur ou égal & Ngr, en utilisant la liste donnée dans [4]. Cette méthode permet de
trouver, parmi tous les couples (E, E') ainsi formés, ceux qui conviennent. Mais il se peut (et, en
pratique, c’est souvent le cas) qu’aucune courbe elliptique E ne convienne.

D. Bernardi a mené cette recherche exhaustive pour toute courbe E’ de conducteur inférieur

ou égal & 5000, grice aux tables de [4], et pour p € {7,11,13,17,19,23,29}. Pour p = 7, il a

trouvé environ 400 couples (E, E’) tels que ng) et p$E’) soient isomorphes (avec la convention

Ng < Ng). Pour p = 11, il a trouvé 16 couples qui conviennent; pour p = 11, il en a trouvé 2.
Enfin, pour p € {13,19, 23,29}, il n’a trouvé aucun couple (E, E") de courbes elliptiques définies
sur @Q, non isogenes sur Q, de conducteurs inférieurs a4 5000, et telles que p,(gE) et ng) soient
isomorphes.

Ici, on souhaite mener une recherche systématique dans le méme esprit, c’est-a-dire une re-
cherche qui permette, en testant de nombreux couples, d’espérer (sans garantie a priori de succes)
en trouver quelques-uns qui conviennent. Toutefois, tester tous les couples (E, E') (comme D. Ber-
nardi I’a fait) nécessite un long temps de calcul, et de bonnes connaissances informatiques. C’est
pourquoi on se limite & tester les couples (E, E') qui vérifient les hypothéses de la proposition 18
(et du N.B. qui la suit), avec en plus v > 1 (en reprenant les notations de cette proposition). On

cherche donc des couples (E, E') tels que ng) et ngl) soient isomorphes, que E' n’ait pas une

réduction additive en 7 et que NV (ng)) = Ng < Ng:. De plus, on conserve I’hypothese Ng» < 5000

pour pouvoir utiliser les tables de [4], ainsi que I’hypotheése d’irréductibilité de ng). Alors, par
la proposition 18, dans la décomposition en facteurs premiers du discriminant minimal de E’, au
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moins 'un des exposants qui apparait est un multiple non nul de 7. De plus, si un tel exposant
est relatif & un nombre premier [, alors E' admet une réduction multiplicative en [. En résumé,
le type de Kodaira de E' en [ est I, avec k multiple non nul de 7. Cette condition présente le
double avantage d’étre synthétique et d’apparaitre dans les tables de [4]. De plus, le théoréme de
Mazur-Ribet (voir [20], III) entraine que 'entier u = Ng+ /Ng est le produit des nombres premiers
en lesquels E' admet un type de Kodaira I, avec k multiple non nul de 7.

Ces restrictions permettent d’obtenir une méthode a la fois simple et rapide:

— pour chaque courbe E' (tirée des tables de [4]) qui présente en au moins un nombre premier
l un type de Kodaira I}, avec k multiple non nul de 7,

— pour chaque courbe E (tirée des tables de [4]) de conducteur Ng:/u, ot u est le produit des
nombres premiers en lesquels E' admet un type de Kodaira I, avec k multiple non nul de
7,

— tester si ng) et ng')

sont isomorphes.

Grace a cette méthode, on trouve facilement quelques exemples de couples (E,E') qui
conviennent (méme si a priori on ne pouvait pas étre sir d’en trouver). Mais on s’apercoit qu’il
faut tester beaucoup de courbes E' (méme parmi celles présentant un Kodaira de type I, avec k
multiple non nul de 7) pour que 'une d’elles donne naissance & un couple (E, E') qui convienne.

1l est & noter que pour certains couples (E, E'), alors que le test d’isomorphisme des représen-
tations donné par le corollaire 3 consiste a vérifier qu’on a a; = a; mod(7) pour certains nombres
premiers [ et a;a; = [ + 1 mod(7) pour certains autres, ces congruences sont vérifiées au signe
pres. Précisément, il arrive qu’en remplacant a; par €;a;, ol g; est une suite bien choisie de 1 et
de —1 (indexée par les nombres premiers ! inférieurs ou égaux a u(M)/6), les congruences soient
vérifiées sans probleme de signe. Supposons de plus qu’il existe un entier n tel que la suite &, = (7)
convienne (ot (7) est le caractere de Dirichlet, qui vaut 1 si n est un carré non nul modulo [, —1 si
ce n’est pas un carré, et 0 si [ divise n). Alors la fonction L de Hasse-Weil de la tordue E(n) de E
par v/n a pour coefficients les entiers (7)a; (du moins pour les nombres premiers / en lesquels E a
bonne réduction). Donc le critére d’isomorphisme des représentations s’applique au couple formé
par cette tordue et par E'. Bien entendu, on aurait aussi pu considérer le couple formé par E et

la tordue de E' par /n.

7.3.2 Par la méthode de Darmon et Granville

Dans [5], H. Darmon et A. Granville remarquent qu’on peut construire des couples de courbes
elliptiques ayant méme représentation dans les points de p-torsion & partir de solutions d’une
équation diophantienne. Le but de ce paragraphe est d’exposer cette méthode.

Soient p un nombre premier supérieur ou égal & 5 et a,b,c trois entiers non nuls tels que
a® +b® = cP. A cette solution d’équation diophantienne on associe une courbe elliptique E’, dite
de Frey, d’équation:

y* = 2% + 3bz + 2a

Le discriminant de cette équation de Weierstrass est —16(4b> + 27a?) = —1728¢P. La présence
d’une puissance piéme dans le discriminant incite (au vu de la méthode proposée au paragraphe
7.3.1, en particulier du théoréme de Mazur-Ribet) & considérer les couples formés par E' et par
une courbe elliptique E de conducteur Ng/c. Pour chacune de ces courbes E, qui sont données
par les tables de [4] si Ng: < 5000, on applique au couple (E, E') le test expliqué au début de la
section 7.3. On espeére trouver ainsi au moins une courbe E telle que ng) soit isomorphe a ng’);
mais on n’a aucune certitude a priori d’en trouver.

Pour p = 7, une liste de solutions non triviales de I’équation diophantienne a® + b®> = cP se
trouve dans [5], page 515. Ce sont les suivantes:

210639282 — 76271°% = 177
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22134592 + 1414° = 657
153122832 + 9262° = 1137

On pourrait y rajouter la solution 3% — 2% = 17, mais celle-ci est trop particuliere pour étre utile
dans la suite.
Ces solutions conduisent respectivement aux courbes de Frey suivantes:

y* = z° — 228813z + 42127856 (23)
y* = 2° + 4242z + 4426918 (24)
y? = %+ 277862 + 30624566 (25)

La courbe (23) a pour conducteur 864 - 17 et pour discriminant —2633177, ce qui suggere de
tester les courbes E de conducteur Ng: /17 = 864. Parmi celles-ci, on trouve la courbe suivante,
qui convient :

y?=2%—-3z—-6 (23"

La courbe (24) a pour conducteur 1728 - 65, et pour discriminant —2%3357137. Cela suggere
de tester les courbes E de conducteur 1728. Parmi celles-ci, on trouve la courbe suivante, qui
convient :

y? =23 — 122 + 48 (24)

La courbe (25) a pour conducteur 576 - 113, et pour discriminant —26321137, ce qui suggere de
tester les courbes E de conducteur 576. Parmi celles-ci, on trouve la courbe suivante, qui convient :

y? =2 -3z (25)

Enfin, la solution particuliere 32 — 23 = 1 de I’équation diophantienne conduit & la courbe
d’équation y? = 3 — 6z + 6, qui est de conducteur 1728, et a pour discriminant —263% = —1728;
dans ce discriminant ne figure aucune puissance septiéme, ce qui était prévu car le terme noté ¢
dans I’équation diophantienne vaut 1. Pour espérer trouver un couple (E, E') qui convient et qui
vérifie les hypotheses de la proposition 18, on doit chercher E et E' de méme conducteur. Mais
on ne trouve aucune courbe qui convienne.

On remarque que les courbes (23’) et (24’) sont tordues I'une de P’autre par v/—2. Or, si on
part de deux courbes elliptiques ayant méme représentation dans les points de p-torsion, et qu’on
les tord toutes les deux par v/d (avec d € Z — {0}), on obtient deux nouvelles courbes qui ont
méme représentation dans les points de p-torsion. Ainsi, on peut tordre (23), (24), (23’) et (24)
par les racines carrées d’entiers bien choisis, pour obtenir les trois courbes suivantes, qui ont des
représentations isomorphes dans les points de 7-torsion:

y? = z3 — 228813z — 42127856 qui est (23) tordue par i
y? = 2% + 16968z + 35415344 qui est (24) tordue par /2
y?=2°—-3z+6 qui est tordue de (23’) et de (24)

Ce triplet de courbes elliptiques, ainsi que la paire formée par (25) et (25’), apparaissent dans

[5].

La méthode exposée ici a permis de trouver, & partir de chacune des trois solutions de ’équation
diophantienne citées plus haut (pour lesquelles ¢ vaut respectivement 17, 65 et 113), un couple
(E,E'") qui convient. En cela, cette méthode est remarquable; elle contraste avec la méthode
exposée au paragraphe 7.3.1, par laquelle on ne réussit & trouver un couple (E, E') de courbes
elliptiques qui convient qu’en testant plusieurs dizaines de courbes E'.
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7.3.3 Par la méthode de Kraus et Oesterlé

Dans [11], A. Kraus et J. Oesterlé exhibent le couple (E, E') suivant (ot on a inversé les rdles
de E et E', pour que le conducteur de E’ soit plus grand que celui de E):

E) y?=2+22-2+3 de conducteur 23 - 19 = 152

E) y?=2>+722+28 de conducteur 23 - 72 - 19 = 7448
Ils démontrent que les représentations psE) et ng’) sont isomorphes, et que l’isomorphisme est
compatible avec les accouplements de Weil. Pour démontrer I’isomorphisme des représentations,
ils utilisent le critére donné par le corollaire 3.

IIs expliquent ensuite comment ils ont trouvé cet exemple.

On cherche une courbe elliptique E' définie sur Q telle que ng,) soit irréductible, de poids 2, de
conducteur N (ng )) différent de Ng et inférieur ou égal & 5000 (pour pouvoir utiliser la version
informatique des tables de [4]). Une conjecture de Serre (énoncée en toute généralité dans [24],
numéro 3.2.4 page 196, et démontrée dans [26] dans le cas particulier de la représentation p;E)
quand E' est de Weil) affirme que dans cette situation il existe une forme parabolique normalisée
[ =a+>,55an(f)g", primitive (i.e. newform au sens d’Atkin-Lehner), de poids 2, de niveau

N (ng’)), qui est fonction propre des opérateurs de Hecke 7} pour [ { N (ng’)), et ou les a,, sont des

entiers algébriques (éléments de Z, anneau des entiers de Q) tels qu'il existe un idéal premier P de

Z au-dessus de 7Z avec, pour tout ! premier ne divisant pas 7N (p$E’)) s a (B = ai(f) mod(P).
Supposons que, par chance, les coefficients a,,(f) puissent étre choisis dans Z. Alors un théoréme de
Weil (voir [20], début du 4.D) affirme que f est la fonction de Hasse-Weil d’une courbe elliptique E
définie sur Q, de conducteur Ng = N (ng )). Pour connaitre explicitement cette courbe elliptique
E, il suffit de tester ’'une apres ’autre les courbes de conducteur N (ng )), comme expliqué au
début du paragraphe 7.3. Si on n’en trouve aucune qui convienne, c’est que I’hypothése selon
laquelle on peut choisir les a, (f) dans Z est erronnée.

Pour trouver une courbe elliptique E’ & laquelle appliquer le raisonnement précédent, on peut
la chercher sous la forme:
y? = 23 + Taz® + 7b avec a,b € Z

Le discriminant de cette équation de Weierstrass est Ag: = —2472(28a® + 27b?), donc E' est bien
une courbe elliptique pour (a,b) # (0,0). Elle a une réduction additive en 7. Donc 7 (et méme 7?)
divise Ng/; comme N(ng’)) est premier a 7 et divise Ngr, on a bien N(ngl)) < Ng:. De plus, si
b est premier & 7, le poids de ngl) est 2 (d’apres [10], page 6).

En prenant (a,b) = (1,4) on trouve l’exemple cité en introduction de ce paragraphe.

8 Extension a p =28

Dans cette section, on mene une recherche analogue & celle de la section précédente, mais
en remplacant le nombre premier 7 par 8: on cherche des couples (E, E') de courbes elliptiques
définies sur Q, non isogenes sur Q, telles que les représentations ng) et ngl) soient isomorphes.

Le groupe Eg des points de 8-torsion d’une courbe elliptique E ne forme plus un espace vectoriel,
mais un Z/8Z-module libre de rang 2. La notion d’irréductibilité de p,(gE) n’a donc pas de sens;

celle de surjectivité en conserve un.

Etant donné deux courbes elliptiques E et E', montrer que péE) et péE) sont isomorphes est

difficile. L’essentiel de cette section sera consacré & essayer de déterminer des conditions suffisantes
d’isomorphisme de ces représentations. Un résultat dii & Mazur permet de généraliser le critere
d’isomorphisme obtenu pour p = 7 a la section précédente. C’est ’objet du paragraphe suivant.
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8.1 Utilisation d’un résultat de Mazur

Dans [17], page 254, est démontré le résultat suivant :

Proposition 25 Soient A un anneau local fini, p et p' deux représentations continues de
Gal(Q/Q) dans GLa(A), non ramifiées en-dehors d’un ensemble fini E de places ultramétriques
de Q.

Supposons que p soit résiduellement absolument irréductible

et qu’on ait Trace(p(Froby)) = Trace(p'(Frob;)) pour tout nombre premier ! ¢ E.

Alors p et p' sont isomorphes.

N.B. En fait, Mazur démontre cette proposition dans le cas plus général ou les représentations
sont & valeurs dans GLy(A), et ou A est un anneau local noethérien, complet, de corps résiduel
fini. Ici, on appliquera cette proposition avec N = 2 et A = Z /8Z, donc la version citée ci-dessus
suffit.

Pour comprendre I’énoncé de cette proposition, on a besoin de la définition suivante :

DEFINITION : Soit A un anneau local de corps résiduel k, et p une représentation de Gal(Q/Q)
dans GL2(A). Alors p induit une représentation p; : Gal(Q/Q) — GLa(k), puis par extension des
scalaires une représentation pz : Gal(Q/Q) — GLa(k). On dit que p est résiduellement absolument
irréductible si p; est absolument irréductible, c’est-a-dire si py est irréductible.

Gréace & cette proposition, on va démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 15 Soient E et E' des courbes de Weil. Notons S l’ensemble des nombres premiers
l en lesquels 'une des courbes a une réduction multiplicative déployée et autre une réduction
multiplicative non déployée.

Posons M = ppem(Ng, Ng') [11cs!
et P’(M) = MHl|M,lpremier(1+l_1)'

Supposons que :
1. Pour tout nombre premier I < u(M)/6 ne divisant pas NeNg: on a a; = a; mod(8)

2. Pour tout nombre premier | < u(M)/6 tel quel | NgNg: et 1> { NgNg: on a
a;a; =1+ 1 mod(8)

3. La représentation ng) est surjective.

Alors ng) et ng,) sont isomorphes.

DEMONSTRATION du théoreéme: Les relations de congruence vérifiées par les coefficients a; et
a; montrent (par un raisonnement analogue a la démonstration de la proposition 4 de [11]) que
pour tout nombre premier ! qui ne divise pas NgNgr on a a; = a; mod(8). Compte tenu du lemme
13 ci-dessous, la proposition 25 permet de conclure.

Lemme 13 Soit E une courbe elliptique telle que péE) soit surjective. Alors péE) est résiduellement

absolument irréductible.

DEMONSTRATION du lemme : Par projection sur le quotient, le Z /8Z-module libre Eg de rang 2
s’envoie sur le Z /2Z-espace vectoriel E5 de dimension 2 par ’application qui & un point P associe
4P. Cette projection commute aux actions de Gal(Q/Q) sur Eg et sur Es, donc la représentation
induite par ng) sur le quotient est ng). Or ng) est surjective (car ng) Pest), donc elle est
absolument irréductible. Cela conclut la démonstration du lemme.
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Le théoréeme 15 sert de critére pour tester ’isomorphisme des représentations péE) et ng)

associées & deux courbes elliptiques E et E’. En cela, il remplace le corollaire 3, qui n’était
valable que pour p premier. Il est & noter que dans ce théoréeme, I’hypothése d’irréductibilité
(qui apparaissait dans le corollaire 3, et qui n’a plus de sens quand p = 8) est remplacée par
I’hypothese de surjectivité de ng). Le test concernant les relations de congruence vérifiées par les
coefficients des fonctions L de Hasse-Weil des courbes elliptiques ne change pas. C’est pourquoi la

méthode exposée au paragraphe 7.3.1 est toujours valable, en remplacant simplement 7 et 8.

Cependant, un probléeme majeur se pose: étant donnée une courbe elliptique E, il est difficile

de vérifier la surjectivité de ng). Il s’agit de démontrer que 'image de péE) est GLo(Z /8Z) en

entier, qui est de cardinal 1536 = 3 - 2%. Cela signifie que le corps laissé fixe par le noyau de ng),
qui est I'extension de Q engendrée par les coordonnées des points de Eg(Q), est de degré 1536 sur
Q. Dans chaque cas particulier, on pourrait en théorie effectuer cette vérification par ordinateur,
en calculant le degré sur Q de ce corps. Mais en ’absence de propriétés permettant de le rendre
plus rapide, un tel calcul dépasse les capacités informatiques actuelles. On doit donc chercher &
comprendre la structure de cette extension de Q. Pour les points d’ordre 8, ¢’est une question trop
difficile pour étre abordée ici. On se limitera aux points d’ordre 4, ce qui permet de savoir si pflE)
est surjective.

L”objectif du paragraphe suivant est d’obtenir une description de ’extension de QQ engendrée

par les coordonnées des points de 4-torsion, de fagon & savoir si pg ) est surjective.

8.2 Etude de la surjectivité de pflE)

8.2.1 Calculs préliminaires

Les notations et les résultats de ce paragraphe sont tirés de [13], pages 218 & 220.
Soit, E une courbe elliptique donnée par une équation de Weierstrass de la forme

2=z 4+azx+0b

Le groupe E, des points de 4-torsion forme un Z /4Z-module libre de rang 2. Notons (P, )) une base
de ce module. Alors les points d’ordre 4 exactement sont les AP + p@ avec
(A, ) € (Z/AZ)* x (Z[AZ)*. Les points d’ordre 2 exactement sont 2P, 2Q et 2(P + Q). Compte
tenu de la forme de 1’équation de Weierstrass, ils ont une ordonnée nulle. Définissons e;, es et ez
comme les abscisses respectives de ces trois points. On a ainsi:

2P = (e1,0) 2Q = (e2,0) 2(P+ Q) = (es,0)

Dans I’équation de Weierstrass, les e; sont les racines du membre de droite, donc ils sont liés
par la relation :
(] + €y + €3 = 0

Notons § = 4(e; — e2)(e2 — e3)(es — e1). On a alors: 62 = A ol A est le discriminant de
I’équation de Weierstrass qui définit E.

N.B. Dans [13], les notations P et () n’apparaissent pas: on part des abscisses e; des points
d’ordre 2. L’inconvénient de la présentation adoptée ici est qu’elle est moins symétrique, et qu’elle
dépend du choix d’une base. Son avantage est que tout est décrit en fonction des points P et @,
donc si on sait comment un élément donné de Gal(Q/Q) agit sur P et @, alors on en déduira
facilement comment il agit sur tous les objets que ’on va construire.

Si M désigne un point de E, on note (xar,yar) ses coordonnées. La forme de I’équation de

Weierstrass montre qu’on a:
q
T_ymM =Zm et Yy-ym = —Ym
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Si M; = (zi,y:) sont trois points de la courbe (pour 1 < i < 3) tels que My + Mo+ M3 =0 et
My # £M> alors la formule d’addition s’écrit :

Y1 — Y2 2
1 — T2

$1+.T2+.T3:(

Dans ce cas, on a aussi:
Yi—Y2 _ Y2—Ys _ Ys— Y1
r1 — T2 Xo — I3 r3 — &1

De plus, on a pour tout point M tel que 2M # 0:

T4, — 2az%, — 8bxp + a? _ T4, — 2az%, — 8bxp + a?
4y2, 423, + dazp + 4b

Topm =

On a le lemme suivant :
Lemme 14 Soit A un point d’ordre 4 et B un point d’ordre 2 différent de 2A. Alors:
2ToA4 — TA = TA4+B

DEMONSTRATION : Les points M tels que 2M = 2A sont exactement ceux tels que Zopr = o4,
car 2A est le seul point de la courbe d’abscisse z24. Ce sont donc les points M dont ’abscisse
vérifie I’équation polynomiale 24, — 2a22, — 8bzp + a? = T4 (425, + 4azpr + 4b). Or ces points
M sont exactement A, —A, A+ B et —A + B. La formule donnant la somme des racines d’un
polynome s’écrit donc: z4 + x_4 + a+B + T_arB = 4x24. Or dans le membre de gauche, les
deux premiers termes sont égaux, ainsi que le deux derniers. On en déduit le lemme.

On adopte les notations suivantes :

Uy =Tp —Top U2 =TQ —T2Q U3 =Tp4+Q — T2P4+2Q
U1 =YpP V2 = YQ V3 =Y-pP-Q
! ! !
U1 = ¥Y-pP+2Q Vs = ¥Y2P+Q Uz = Y-P+Q

Grace au lemme, on a les égalités suivantes:

e —u = 2z9p —zp = Tpy2Q = ZT-P42Q
ey — Uz = 2z20 — zQ = Zap4Q
€3 — U3 = 2TypyQ) —ITP+Q = ZT—_P+Q

Ces égalités s’écrivent :
—P+2Q =(e; —u1,v)) 2P+ Q = (e2 —us,v)) —P+ Q= (e3 — us,v})

De plus, de la définition des e; et des u; découlent immédiatement les relations suivantes (ou
il convient de noter le signe moins qui apparait devant vs):

P=(e;+u,v) Q= (ex+uz,v2) P+Q=(e3+uz —vs3)

Malgré les apparences, ces notations sont tout a fait symétriques; on a en particulier la relation
suivante, vraie pour ¢ € {1, 2,3} a condition de poser e4 = e; et de considérer que I’addition utilisée
est celle de E':

(e + us,vi) + (€i41,0) + (€; — us,v;) =0

Appliquons & cette relation la formule d’addition; on obtient :

!
Vi —;

e; —ei—1=2e; +eit1 = ( 20 )
(]
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On pose donc
v; — v}

w; =
2u,~

et
W = W1 WorWs3
Ainsi, on a 4W? = —§ d’ou:
W)t = A
On a donc construit explicitement, en fonction des coordonnées des points de 4-torsion, une
racine quatriéme du discriminant A de E. Cette construction est résumée dans le résultat suivant :

Théoréme 16 Soit E une courbe elliptique donnée par une équation de Weierstrass de la forme
y? = 2% + az +b. Soit (P,Q) une base du Z/4Z-module E,. Alors

W' = (yP - y—P+2Q)(yQ - y2P+Q)(—yP+Q - IU—P+Q)
4(zp — 72p)(TQ — T20)(TP+Q — T2P+2Q)

est une racine quatriéme du discriminant de cette équation de Weierstrass.

Ce théoréme permet de décrire le corps des points de 4-torsion de E en fonction (entre autres)
des racines quatriemes de A. C’est I’objet du paragraphe suivant.

8.2.2 Description du corps des points de 4-torsion d’une courbe elliptique

Soit E une courbe elliptique sur Q; elle admet une équation de Weierstrass minimale de la
forme y? = 2° + azx + b avec a,b € Q, donc les résultats du paragraphe précédent s’appliquent.

On appelle corps des points de 4-torsion de E, et on note Q(Eé ), le plus petit corps de nombres

contenant les coordonnées de tous les points de 4-torsion de E(Q). De plus, on note A le discri-
minant de E.

Démontrons le résultat suivant :

Théoréme 17 Soient E une courbe elliptique sur Q et P un point de E(Q) d’ordre 4 exactement.
Alors : )
Q(Es) = Qzp,yp, V—1,A%)

DEMONSTRATION : Montrons tout d’abord que zp, yp, i = v/—1 et A% appartiennent bien
a Q(E4). Pour les deux premiers, c’est évident. Pour 4, c’est une conséquence des propriétés
de I’accouplement de Weil (voir [28], Chapitre III, Corollaire 8.1.1., page 98); on peut aussi le
démontrer directement en construisant une racine carrée de —1 & I’aide des notations introduites
au paragraphe précédent : voir [13], page 219. Enfin, le fait que A% appartienne & Q(E4) n’est pas
ambigu (i.e. ne dépend pas de la racine quatriéme choisie) car ¢ € Q(E4), et résulte du théoréme
16.

Montrons maintenant I’inclusion réciproque. Cela revient & montrer que tout automorphisme
o € Gal(Q/Q) qui fixe zp, yp, i et A7 fixe aussi les autres points de 4-torsion. Soit donc o un tel
automorphisme. Notons () un point de 4-torsion tel que (P, Q) constitue une base de E;. Comme
o fixe P, il suffit de montrer qu’il fixe aussi () pour montrer qu’il fixe tous les points de 4-torsion.
Raisonnons par ’absurde, en supposant que o(Q) # @. Or dans la base (P, Q), la matrice de p4 (o)

0
quatriemes de 'unité (voir [22], 1.11) et k est un élément non nul de Z/4Z. Comme o fixe i, on
a x(o) = 1. En composant ¢ avec lui-méme un nombre convenable de fois (une ou deux selon la
valeur de k), on construit un élément 7 € Gal(Q/Q) qui fixe zp, yp, i et A7 et qui est tel que
2

la matrice de p4(7) dans la base (P, Q) soit [ (1) 1 ] L’élément W' défini dans le théoréme 16

est [ 1 X(kg) ] oll x est le caracteére cyclotomique donnant ’action de Gal(Q/Q) sur les racines
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est une racine quatrieme de A; il s’écrit comme le produit de A% par une certaine puissance de
i. Donc 7 le laisse fixe. Mais cela contredit le calcul direct de 7(W') qu’on effectue & partir de la
formule explicite donnant W' en fonction des coordonnées des points de 4-torsion, et de la matrice
de p4(7) (qui décrit comment T permute les points de 4-torsion). En effet, ce calcul s’écrit :

r(W') = (yp — y—P+2Q) W2r+Q —¥Q)(—¥Y-pP+Q — YP+Q)
Azp — 22P)(T2P+Q — T20)(T—P+Q — T2P+2Q)

On remarque que le numérateur est ’opposé de celui de W’. En ce qui concerne le dénominateur,
le facteur 4 et le premier terme sont les mémes que pour W’. Le deuxiéme terme Zapyg — Z2Q
s’écrit aussi zag — zg d’apres le lemme 14 appliqué avec A = ) et B = 2P. Ce terme est donc
l'opposé du deuxieéme terme du dénominateur de W'. Enfin, le troisiéme terme z_p1g — Tap+2Q
qui apparait au dénominateur de 7(W') s’écrit zapy2g — Tp+q, d’apres le méme lemme appliqué
avec A = P+ Q et B = —2P. Encore une fois, c’est 'opposé du terme qui apparait au méme
emplacement dans la formule de W’. Finalement, on a donc:

T(W'" =-w'

Comme W' est non nul, cela contredit le fait que 7 fixe W'. De cette contradiction résulte le
théoreme 17.

8.2.3 Application a la surjectivité de piE)

On sait que piE) est surjective si, et seulement si, le degré de Q(E4) sur Q est égal au cardinal de
GL5(Z /AZ), qui vaut 96. Or le théoréme 17 donne une description de Q(E4) qu’on peut exploiter

pour calculer son degré.

Tout d’abord, il est clair qu’on a: [Q(z, AlZ) : Q] < 8; de plus, on montre facilement qu'’il y a
égalité si, et seulement si, A n’est ni un carré, ni 'opposé d’un carré (dans Q).

Ensuite, on se donne P € E(Q) d’ordre 4 et on teste informatiquement si [Q(zp,yp) : Q] vaut
12, et si les extensions Q(4, All) /Q et Q(zp,yp)/Q sont linéairement disjointes. Si ces deux tests
s’averent positifs, et si A n’est ni un carré ni ’'opposé d’un carré dans Q, alors ng) est surjective.

Si I'un des deux tests s’avere négatif, ou bien si A est un carré ou ’opposé d’un carré dans Q,
alors [Q(E4) : Q] < 96, donc ng) n’est pas surjective.

On a donc ramené le calcul du degré de Q(E4) sur Q & des calculs réalisables sur ordinateur.
Dans chaque cas particulier, on peut donc démontrer si pflE) est surjective, ou si elle ne ’est pas.

Toutefois, il semble difficile d’adapter la méthode utilisée ici pour tester la surjectivité de ng),
car en général A& n’appartient pas & Q(Es ).

Une manieére completement différente de montrer que deux courbes elliptiques ont des repré-
sentations isomorphes dans les points de 4-torsion est donnée au paragraphe suivant; elle n’utilise
pas le résultat de Mazur vu au paragraphe 8.1.

8.3 Utilisation de I’article de Silverberg

Dans [27], on trouve 1’énoncé suivant :

Proposition 26 Soit E une courbe elliptique d’équation y?> = x> + ax + b avec a,b € Q. Pour
t € Q, notons & la courbe (éventuellement singuliére) d’égquation y? = z° + a(t)z + b(t), ot les
expressions de a(t) et b(t) sont données ci-dessous. Alors, pour tout t € Q tel que & soit non
singuliére, les Gal(Q/Q)-modules E4 et &, sont isomorphes.
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En posant J = jg /1728, les formules donnant a(t) et b(t) sont les suivantes:

a(t) =a-( (J-1)*144J% - 56J — 7)t®
—48(J — )Y (4J + )t”
+28(J — 1)3(4J + 5)t°
+224(J — 1)%
+42(J — 1)%(4J — 5)t*
—112(J — 1)*3
+28(J — )t* +1)

b(t) =b-( (J—1)51728J% —144J% 4+ 116.J + 1)t2
—12(J —1)5(288.J° — 1282 + 82.J + 1)t!!
+66(J —1)5(48.J% — 56.J — 1)t1°
—44(J — 1)*(208J2 — 176.J — 5)t°
—99(J — 1)*(48.J% — 104.J — 5)t8

+792(J — 1)3(8J% — 10J — 1)t*

—924(J — 1)*(4J + 1)¢°

+792(J — 1)%#5

—99(J — 1)%(4J — 5)t*

+44(J — 1)(6J — 5)t3

—66(J — 1)t

+12t + 1)

N.B. Méme si cela n’est pas formulé explicitement dans [27], un intérét majeur de cette pro-
position est le fait que (si a # 0 et b # 0) toutes les courbes E' ayant méme représentation que
E dans les points de 4-torsion sont obtenues, c’est-a-dire s’écrivent (3 isomorphisme prés) sous la
forme &; pour un certain t € Q.

Etant donné un couple (E, E') de courbes elliptiques, cette proposition permet de dire si pflE)

et pflE) sont isomorphes. En effet, on écrit une équation de E sous la forme y? = 2% + az + b
avec a,b € Q (ce qui est toujours possible puisque E est définie sur Q), puis il suffit d’exhiber
un rationnel ¢ tel que E’ soit isomorphe (sur Q) & la courbe &;. Pour trouver un tel rationnel, on

résout 1’équation jg, = jgr, puis on vérifie que I'isomorphisme entre E’ et & est défini sur Q.

Par exemple, soient les courbes elliptiques définies par les équations suivantes :

(B) v»’+y= 2°—2>—192+39
(B') y*+y= 2°+2°+ 1815z + 141239

La méthode décrite ci-dessus permet de trouver la valeur ¢ = 129/17735, qui permet de vérifier
que pflE) et piE’) sont isomorphes.

Ce couple de courbes elliptiques a été trouvé par la recherche exhaustive exposée au paragraphe
7.3.1, avec p = 8. Une autre méthode pour trouver des couples dont on peut raisonnablement
espérer qu’ils aient méme représentation dans les points de 8-torsion (méme si, ici, on ne peut le
vérifier qu’en admettant la surjectivité de ng)) est donnée par l’article de Darmon et Granville;
c’est I'objet du paragraphe suivant.
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8.4 Darmon et Granville pour p =8

On peut appliquer avec p = 8 la méthode utilisée au paragraphe 7.3.2 pour p = 7. Cette
fois, il s’agit de considérer I’équation diophantienne a? + b> = +¢® (le signe + était inutile quand
Pexposant p était impair; ici il devient essentiel pour ne pas perdre la deuxiéme solution ci-dessous).
Elle admet les solutions suivantes (citées dans [5], page 515):

300429072 — 962223 = 438

15490342 — 15613% = —338

En ce qui concerne ’équation a? + b3 = —c®, la solution donnée ici est la seule non triviale
d’apres [3].

De méme qu’au paragraphe 7.3.2, on considere les courbes de Frey associées, données par
I'équation y? = x® + 3bx + 2a. Ici, ces équations sont respectivement :

y> = 2’ — 2886662 + 60085814 (26)
y? = z°— 46839z + 3098068 (27)

Pour la courbe (26), de conducteur 74304, de discriminant —2633438, on est amené & chercher
une courbe E de conducteur 74304/43 = 1728. Parmi les courbes (listées dans les tables de [4])
de conducteur 1728, celle notée 1728i1 dans [4] convient; elle admet 1’équation de Weierstrass
suivante:

y? = 2% + 54z + 54

Quant a la courbe (27), de conducteur 6336, son discriminant est 263'111® donc on cherche une
courbe E de conducteur 576 = 6336/11. On trouve les deux courbes suivantes, qui sont tordues
I’'une de 'autre par i et ont méme représentation dans les points de 8-torsion entre elles et avec la
courbe (27):

y? =23 — 39z — 92 notée 57681 dans les tables de [4]
y? = 2% — 39z 4 92 notée 576C'1 dans les tables de [4]

Comme pour p = 7, & chaque solution (non triviale) de I’équation diophantienne on a réussi &
associer un couple (E, E') de courbes elliptiques (et méme un triplet pour I'une des deux solutions).

Toutefois, on n’a réussi & démontrer I’isomorphisme de ng) et péE ) qu’en admettant la surjectivité

de ng) .

Conclusion

On a donc vu quelques-unes des trés nombreuses applications de la conjecture abc. Au vu de la
puissance de cette conjecture, il est tentant de chercher un analogue de abc dans d’autres contextes.
On pense naturellement & remplacer Z par ’anneau des polynémes & une variable sur un corps,
par exemple sur C. Si on traduit ainsi I’énoncé de la conjecture abe, on obtient le théoreme de
Mason (qui est vrai aussi pour € = 0, alors qu’il faut supposer € > 0 dans la conjecture abc).

On peut aussi traduire ’énoncé du ”théoreme” 13, dont on a vu qu’il est équivalent a la
conjecture abc. On obtient alors la conjecture suivante, due & J. Oesterlé:

Conjecture 4 Soit P(T, X,Y) un polyndéme a coefficients complezes, a trois indéterminées T, X
et Y. Supposons que P, vu comme polyndme en X etY a coefficients dans C[T], soit homogéne
de degré d et sans facteur multiple.

Alors il existe une constante ¢, ne dépendant que de P, telle que, pour tous polyndomes
A, B € C[T] premiers entre eux, on ait:

o(P(T, A(T), B(T))) > (d — 2) max(d(A),d(B)) — ¢
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En appliquant cette conjecture au polynéme P(T, X,Y) = XY (X +Y), on retrouve le théoréme
de Mason.

On ne peut pas traduire la démonstration du théoréme 13 a partir de la conjecture abc pour
obtenir une démonstration de la conjecture 4 & partir du théoréme de Mason; en effet, le théoréeme
de Belyi, donc le théoréme 9, ne se généralisent pas de Z & C[T].
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