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Résumé

Notonsα(ξ) l’exposant qui mesure comment un nombre réel non quadratiqueξ et son carré peuvent être approchés simu
nément par des nombres rationnels de même dénominateur. Davenport et Schmidt ont démontré queα(ξ) est toujours compris
(au sens large) entre le nombre d’orγ et 2. Roy, puis Bugeaud et Laurent, ont construit à l’aide de mots ayant beauco
préfixes palindromes des réelsξ tels queα(ξ) < 2. Dans ce texte, on définit de nouveaux exposants d’approximation qui pe
tent, dans une certaine mesure, de caractériser les valeurs deα(ξ) obtenues par ces auteurs.Pour citer cet article : S. Fischler,
C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

Abstract

Spectra for approximating a real number and its square. Let α(ξ) be the exponent that measures how a non-quad
real numberξ and its square can be simultaneously approximated by rational numbers with the same denominator. Davenp
and Schmidt have proved thatα(ξ) is always between the golden ratioγ and 2. Roy, and after him Bugeaud and Laurent, h
constructed numbersξ such thatα(ξ) < 2. Their method involves infinite words with many palindrome prefixes. In this text
define new exponents of approximation that allow us to obtain, to some extent, a characterization of the valuesα(ξ) obtained
by these authors.To cite this article: S. Fischler, C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004).
 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.

1. Introduction

Soit ξ un nombre réel, qui n’est pas quadratique. On noteα(ξ) la borne inférieure (notéêw′
2(ξ) dans [2] et [3],

et 1/λ dans [6]) de l’ensemble des réelsα tels que, pour tout réelA suffisamment grand, le système d’inégalité

|x0| � A, |x0ξ − x1| � A−1/α, |x0ξ
2 − x2| � A−1/α (1)

Adresse e-mail :stephane.fischler@math.u-psud.fr (S. Fischler).
1631-073X/$ – see front matter 2004 Académie des sciences. Publié par Elsevier SAS. Tous droits réservés.
doi:10.1016/j.crma.2004.10.009
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Le principe des tiroirs montre qu’on a toujoursα(ξ) � 2 ; en outre pour presque tout nombreξ (au sens de

la mesure de Lebesgue) on aα(ξ) = 2. Davenport et Schmidt ont démontré [5] queα(ξ) est, pour toutξ non

quadratique, minoré par le nombre d’orγ = 1+√
5

2 = 1,618. . . . Une conjecture largement répandue (parallè
celle de [9], p. 259) prévoyaitα(ξ) = 2 pour toutξ . Mais Roy a construit ([6,7] ; voir aussi [8]) un réelξ tel que
α(ξ) = γ , montrant que la minoration de Davenport et Schmidt est en fait optimale.

La méthode introduite par Roy peut se résumer ainsi. Soitw = w1w2 . . . un mot infini dont les lettreswn

appartiennent à un alphabet fini. Étant donné une application injectiveφ de cet alphabet dans l’ensemble d
entiers strictement positifs, on peut associer àw le nombre réelξ dont le développement en fraction continue
[0, φ(w1),φ(w2),φ(w3), . . .]. Le nombreξ n’est pas quadratique, sauf siw est ultimement périodique. On sa
([9], chapitre I) que lan-ème réduite deξ s’écritpn/qn, avec|qnξ − pn| � q−1

n et :[
qn qn−1
pn pn−1

]
=

[
φ(w1) 1

1 0

][
φ(w2) 1

1 0

]
· · ·

[
φ(wn) 1

1 0

]
. (2)

Supposons que, pour une infinité d’entiersn, le mot formé par lesn premières lettres dew est un palindrome
notons(ni) la suite strictement croissante formée par ces entiersn. Alors la matrice de (2) est symétrique po
n = ni , d’où qn−1 = pn. Il en découle quepn−1/qn est une bonne approximation rationnelle deξ2 ; précisémen
on a pourn = ni :

max
(|qnξ − pn|, |qnξ

2 − pn−1|
)
� c q−1

n

avec une certaine constantec qui dépend seulement deξ . On en déduit la majoration

α(ξ) � lim sup
i→∞

log(qni+1)

log(qni )
(3)

qui est intéressante si le membre de droite est strictement inférieur à 2 (c’est-à-dire si le motw admet suffisammen
de préfixes palindromes).

Roy a appliqué cette méthode au mot de Fibonacci, pour lequel (3) donneα(ξ) � γ . Puis Bugeaud et Lauren
l’ont appliquée, pour toute suites = (sk)k�1 d’entiers strictement positifs, au mot sturmien d’angle[0, s1, s2, . . .]
(voir aussi [1]). Ils construisent ainsi un réelξs pour lequel ils démontrent que (3) est une égalité, qui do
α(ξs ) = lim supk[1,1, sk, sk−1, . . . , s1]. Les plus petites valeurs deα(ξs) ainsi obtenues sont :

γ = 1,618. . . = [1,1,1] pours = (1,1,1,1, . . .),

1+ √
2/2 = 1,707. . . = [1,1,2] pours = (2,2,2,2, . . .),

(2+ √
10)/3 = 1,720. . . = [1,1,2,1,1] pours = (2,1,1,2,1,1,2, . . .).

Bugeaud et Laurent indiquent aussi que cette méthode s’applique à d’autres mots ayant beaucoup de préfi
palindromes (notamment le mot de Tribonacci), donnant d’autres réelsξ tels queα(ξ) < 2.

La motivation de cette Note est de comprendre en quoi cette construction à l’aide de mots (sturmiens) a
préfixes palindromes est naturelle, et quelles sont ses limitations. Pour cela, on introduit de nouveaux e
d’approximation.

2. De nouveaux exposants d’approximation

Soit ξ un nombre réel non quadratique. Pour toutx = (x0, x1, x2) deZ
3, on pose

L(x) = max
(|x0ξ − x1|, |x0ξ

2 − x2|
)
.



S. Fischler / C. R. Acad. Sci. Paris, Ser. I 339 (2004) 679–682 681

,

a

te

ue

xes
pplé-
st la
éel

a-
e

les

n réel
t
eut pas
2.1. Définitions et premières propriétés

Soit ε ∈ (0,1]. Notonsβε(ξ) la borne inférieure de l’ensemble desβ tels que, pour toutA suffisamment grand
il existex ∈ Z

3 tel que

1� |x0| � A et L(x) � min
(
A−1/β, |x0|ε−1).

Si cet ensemble deβ est vide, on poseβε(ξ) = +∞. Visiblement, la fonctionε �→ βε(ξ) est décroissante, et on
β1(ξ) = α(ξ) � 2. On pose :

β0(ξ) = lim
ε→0

βε(ξ) = sup
ε∈(0,1]

βε(ξ).

On constate que pourε > 0, βε(ξ) est la borne inférieure de l’ensemble desβ pour lesquels il existe une sui
(xi)i�1 telle que

L(xi) � |xi,0|ε−1 et |xi,0| < |xi+1,0| � L(xi)
−β pour touti � 1.

Il en découle queβε(ξ) = α(ξ) pour toutε > 1 − 1/α(ξ). En outre, on peut démontrer (voir [3]) que presq
sûrement (au sens de la mesure de Lebesgue) on aβε(ξ) = +∞ pourε < 1/2 etβε(ξ) = 2 pourε > 1/2.

La motivation pour introduire ces exposantsβε(ξ) est que la relation (3) fournie par la méthode des préfi
palindromes est en fait une majoration deβ0(ξ) : en général, cette méthode ne donne aucune information su
mentaire surα(ξ), excepté la majoration trivialeα(ξ) � β0(ξ). Or cette méthode des préfixes palindromes e
seule connue actuellement pour produire un réelξ tel queα(ξ) < 2. En particulier, on ne sait pas construire de r
ξ tel queα(ξ) < 2 etα(ξ) < β0(ξ) (l’existence même d’un telξ est conjecturale).

2.2. Spectres

Pour chaqueε ∈ [0,1] on noteSε l’ensemble desβε(ξ), quandξ décrit l’ensemble des réels non qu
dratiques. Il s’agit d’analogues du spectre de Markov. Chacun de ces ensembles contient l’ensemblS ′ des
α(ξs ) = lim sup[1,1, sk, . . . , s1] construits par Bugeaud et Laurent, puisqueβε(ξs) = α(ξs ) pour toutε. Cassaigne
a étudiéS ′, et a montré [4] que les trois valeursγ , 1 + √

2/2 et (2 + √
10)/3 mentionnées ci-dessus sont

premières d’une suite infinie strictement croissante(σn) qui converge versσ∞ = 1,721. . . , telle queS ′ ∩ [1, σ∞)

soit exactement l’ensemble desσn. En particulier,σ∞ est le plus petit point d’accumulation deS ′.
Concernant l’ensembleS0, on peut démontrer le résultat suivant :

Théorème 2.1. On a

S0 ∩ [γ,
√

3) = S ′ ∩ [γ,
√

3).

En outre, pour toutξ tel queβ0(ξ) <
√

3, l’exposantβε(ξ) ne dépend pas deε ∈ [0,1].

Dans ce théorème, peut-on remplacer
√

3 par la racine réellẽβ = 1.839. . . du polynômeX3 −X2 −X − 1 ? En
considérant le mot de Tribonacci on peut voir que ce théorème serait alors optimal.

En tout cas le Théorème 2.1, joint au travail de Cassaigne, démontre que les plus petits éléments deS0 sont les
σn et convergent vers le plus petit point d’accumulationσ∞ <

√
3 deS0.

Le Théorème 2.1 apporte une réponse partielle à la question suivante (posée dans [3]) : existe-t-il uξ

(non quadratique) tel queγ < α(ξ) < 1+ √
2/2 ? En effet, ce théorème affirme qu’un telξ vérifie nécessairemen

β0(ξ) �
√

3 > α(ξ). En particulier, la méthode des préfixes palindromes (telle qu’exposée ci-dessus) ne p
permettre d’exhiber un telξ .
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2.3. Structure des bonnes approximations

En supposantβε(ξ) < 2 pour un certainε assez petit, on peut obtenir des résultats généraux sur la structu
bonnes approximations deξ qui contribuent à l’exposantβε(ξ). Précisément, pourα,β ∈ [γ,2) on poseε1(α,β) =
min(

(2−α)2

15 ,2− β) etK(α,β) = max(491/(2−α), 4
2−β

). On a alors le théorème suivant :

Théorème 2.2. Soientξ un réel non quadratique, et trois réelsα,β ∈ [γ,2) et ε0 ∈ [0,1], tels que

α(ξ) � α, βε0(ξ) � β et K(α,β)ε0 < ε1(α,β).

Alors la fonctionε �→ βε(ξ) est constante sur l’intervalle[K(α,β)ε0, ε1(α,β)].

En particulier, siβ0(ξ) < 2 alors on aβε(ξ) = β0(ξ) pour toutε ∈ [0, ε1(α(ξ),β0(ξ))].
La preuve du Théorème 2.2 repose de façon essentielle sur les éléments minimaux successifs (voir [5])

en effet démontrer que toutx ∈ Z
3 tel queL(x) � |x0|ε−1, avecα(ξ)+ε < 2 et|x0| assez grand, est multiple de l’u

d’entre eux. En outre, sous les hypothèses du théorème, le crochet introduit par Roy permet de décrire la r
récurrence vérifiée par la suite des approximations deξ correspondant à l’exposantβε(ξ). Si β0(ξ) <

√
3, on peut

démontrer que cette récurrence est la même que celle relative à l’un des nombresξs , et en déduire le Théorème 2.
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Note ajoutée aux épreuves

Pendant le processus de parution de cet article, Roy a démontré que l’ensemble des valeurs prises p
santα(ξ) est dense dans l’intervalle[γ,2]. Pour cela, il a introduit de nouveaux ingrédients arithmétiques
généraliser (dans le cas du mot de Fibonacci) la méthode des préfixes palindromes.
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