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IRRATIONALITE DE VALEURS DE ZETA
[d’aprés Apéry, Rivoal,...]

par Stéphane FISCHLER

INTRODUCTION

Cet exposé est consacré aux valeurs aux entiers s > 2 de la fonction zéta de
Riemann, définie par ((s) = > o—, n~*. Quand s = 2k est pair, on sait que ((2k)r 2"
est un nombre rationnel, lié aux nombres de Bernoulli. Comme 7 est transcendant
(voir 'appendice de [La] pour une preuve), ¢(2k) lest aussi pour tout k& > 1. La
nature arithmétique des ((2k + 1) est beaucoup moins bien connue. D’un point de
vue conjectural, la situation est simple :

CONJECTURE 0.1. — Les nombres 7, ((3), ¢(5), {(7),... sont algébriquement indé-
pendants sur Q.

Cette conjecture est un cas particulier d’'une conjecture diophantienne sur les po-
lyzétas (voir [Wa] ou [Ca2]). Elle implique que les {(2k + 1) sont tous transcendants,
donc irrationnels, et linéairement indépendants sur Q.

Tres peu de résultats sont connus en direction de la conjecture 0.1. Le premier
d’entre eux a été annoncé par Apéry lors des Journées arithmétiques de Luminy, en
1978 :

THEOREME 0.2 ([Apl]). — ¢(3) est irrationnel.

Apéry lui-méme n’a donné lors de son exposé (voir [Me]), et n’a publié [Apl],
qu’une esquisse de sa preuve. Les détails (qui sont loin d’étre triviaux) ont été publiés
par Van Der Poorten [Pol] (voir aussi [Cohl] et [Rel]), grace a des contributions de
Cohen et Zagier. Par la suite, plusieurs autres démonstrations du théoréeme d’Apéry
sont parues. La premiére partie de ce texte est consacrée a une synthese des différents
points de vue qu’on peut adopter pour le démontrer.

La grande percée suivante date de 2000 :
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28 S. FISCHLER

THEOREME 0.3 ([Ril], [BR]). — Le Q-espace wvectoriel engendré par 1, ((3), ¢(5),
¢(7),... est de dimension infinie.

En conséquence, il existe une infinité de k tels que ((2k + 1) soit irrationnel. On
peut donner des versions effectives de ce dernier énoncé : Rivoal a démontré [Ri3] que
parmi les neuf nombres ((5), {(7),...,{(21), 'un au moins est irrationnel. Ce résultat
a été amélioré par Zudilin :

THEOREME 0.4 ([Zul], [Zu4]). — L’un au moins des quatre nombres ((5), ¢(7), ¢(9),
C(11) est irrationnel.

Malgré ces développements récents, il n’existe aucun entier s > 5 impair pour lequel
on sache si ((s) est rationnel ou non.

Ce texte est divisé en trois parties. La premiere est une synthese des méthodes
connues pour démontrer l'irrationalité de ¢(3) ; I'intérét des différentes approches est
qu’elles se généralisent plus ou moins facilement a d’autres situations. La deuxiéme
partie fournit une preuve du théoreme 0.3, et de résultats voisins. La troisieme est
consacrée a des résultats « quantitatifs » : mesure d’irrationalité de ((3) et théo-
reme 0.4.

Remerciements. — Je remercie toutes les personnes qui m’ont aidé dans la prépa-
ration de ce texte, notamment F. Amoroso, V. Bosser, N. Brisebarre, P. Cartier,
G. Christol, P. Colmez, P. Grinspan, L. Habsieger, M. Huttner, C. Krattenthaler,
C. Maclean, F. Martin, Yu. Nesterenko, F. Pellarin, A. Pulita, E. Royer, M. Wald-
schmidt, D. Zagier et W. Zudilin. Je remercie tout particulierement T. Rivoal pour
les nombreuses discussions treés instructives que nous avons eues.

1. IRRATIONALITE DE ¢(3)

Toutes les preuves connues de l'irrationalité de ¢(3) ont la méme structure. On
construit, pour tout n > 0, des nombres rationnels u,, et v, ayant les propriétés
suivantes :

(1) La forme linéaire I,, = 2 (un((3) — vy,) vérifie

limsup |, |Y™ < (V2 — 1)* = 0,0294372. ..

n—oo

(2) En notant d,, le p.p.c.m. des entiers compris entre 1 et n, les coefficients u,, et
v, vérifient :

Uy € 7 et QdZUn € Z.

(3) Pour une infinité d’entiers n, on a I, # 0.
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(910) IRRATIONALITE DE VALEURS DE ZETA 29

La conclusion est alors immédiate : si ¢(3) était un nombre rationnel p/q, alors qd3 I,
serait un entier pour tout n, et tendrait vers zéro quand n tend vers Uinfini (car
(V2 — 1)%3 < 1, en utilisant [Ing] le théoréme des nombres premiers sous la forme

log(dn) _
el =

lim,, oo 1) : cela contredit la troisieme assertion.

Remarque 1.1. — Comme (/2 — 1)*-3,23% < 1, le théoréme des nombres premiers
peut étre remplacé par ’assertion plus faible d,, < 3,23™ pour n assez grand, qui
se démontre en utilisant des arguments élémentaires & la Tchebychev ([NZM], §8.1;

[Ing], p. 15).

Dans la suite, on donne plusieurs constructions (§1.1 & 1.10) de wu,, v, et I, &
chaque fois notées u; p, v; n €t I; , (Uindice ¢ € {R,E,R, %, C, P, TB, M} fait référence
a la construction utilisée). En fait, on construit toujours les mémes formes linéaires :
a posteriori on s’apercoit que u; p, Vi, et I; , ne dépendent pas de i. La preuve de
cette indépendance est le plus souvent directe. Parfois, on montre simplement que
I n = I; » ; les deux autres égalités en découlent en utilisant l'irrationalité de ¢(3).

Les premieres valeurs de u,, et v, sont :

(Un)n>0 = 1,5, 73,1445,33001, 819005, . . .
351 62531 11424695
('Un)n>0 = 07 Ga

4036 7 288 T

Cette partie contient 1’esquisse de plusieurs preuves de l'irrationalité de ¢(3), no-
tamment celles d’Apéry [Apl] (§1.1 et 1.2), de Beukers [Bel] par les intégrales mul-
tiples (§1.3) ou [Be6] par les formes modulaires (§1.10), de Prévost [Prl] (§1.1 et
1.2), de Nesterenko [Ne2] (§1.4 et 1.5), de Sorokin [So3] (§1.8), et de nombreuses
variantes. Certaines preuves sont obtenues en montrant que deux constructions dif-
férentes fournissent les mémes formes linéaires, puis en prouvant le point (2) & laide
de T'une et les points (1) et (3) a l'aide de l'autre (par exemple en montrant que

limy, oo [In]Y™ = (V2 = 1)%).
La plupart des méthodes connues pour démontrer des résultats d’irrationalité sur
les valeurs de ( sont liées aux polylogarithmes, définis pour tout entier k£ > 1 par :

. — 2"
le(Z) = Z J,
n=1

avec |z| < 1sik=1et |z] <1sik > 2. L'idée est de construire des formes linéaires
en polylogarithmes, a coefficients polynomiaux, puis de spécialiser en z = 1. C’est la
méthode employée dans les paragraphes 1.3 a 1.9. Les formes linéaires en polyloga-
rithmes I; ,,(z) qu’on utilise ne sont pas toujours les mémes, mais elles coincident en
z = 1, pour donner les formes linéaires d’Apéry.
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30 S. FISCHLER

Les polylogarithmes s’inserent dans la famille des séries hypergéométriques 411 Fj
(avec ¢ > 1), définies par :

Qp, &1, ..., X

617"'75(1

ou le symbole de Pochhammer est (o) = a(a+1)---(a+ k — 1). Dans cet exposé,
les a; et les 3; seront des entiers, les 8; étant positifs, et z sera un nombre complexe
avec |z| < 1. On adopte les définitions suivantes ([AAR], §3.3 et 3.4) :

o« (QO)k(al)k"'(%)kzk
) =2 Bk B

k=0

q+1Fy est dite bien équilibrée siog+1 =01+ 1 = =g+ By
— q+1F, est dite trés bien équilibrée si elle est bien équilibrée et a; = %ao + 1.

1.1. Récurrence linéaire

DEFINITION 1.2. — Soient (ur,n)n>0 €t (Vrn)n>0 les suites définies par la relation
de récurrence

(1) (n 4 1)3yns1 — (34n® + 5102 + 27n + 5)y,, + nly,_1 =0
et les conditions initiales

ur,o =1, ur1=5, wro=0, wvr1=~6.

Une récurrence immédiate montre que les suites (ugr,n) et (vr,n) sont croissantes
et & termes rationnels, avec n!>ugr ,, € Z et n!3vg , € Z. En fait on verra qu’on peut
remplacer n!® par d>.

Les propriétés asymptotiques des suites vérifiant la récurrence (1) sont faciles &
déterminer (voir par exemple [Gel], Chapitre 5). L’équation caractéristique associée
est X2 — 34X + 1; elle a deux racines simples, (v2 + 1)* et (v/2 — 1)*. L’espace
vectoriel des solutions de (1) est de dimension deux, et admet une base formée de suites

© (1)
(yf,o))n>0 et (y%l)),go avec limy,_, 4o 2&1n | Ifl’" L = log((vV2 + D)1) et limy— 400 —loglfl’ l

log((v/2—1)*). La suite (y%l)) est uniquement déterminée (& proportionnalité prés) par

son comportement asymptotique; les solutions non multiples de (yﬁll)) se comportent

comme (yp, © )) Comme (ug,,) et (vr,n) sont croissantes, on a :
(2) lim uy? = lim vy = (vV2+ 1) = 33,9705627 ...
n—oo n—oo
VR,n VR,n—1
UR,n UR,n—1
pour n > 1. La relation de récurrence montre qu’on a A,, = % pour tout n, ce qui
R.n VR,n—1 6

. . )
signifie /= — % = —
UR,n  URm—1  MOURnURn—

Quand on adopte ce point de vue, on a intérét [Pol] & considérer A,, =

;N

) est strictement croissante
,TI,

- Donc la suite (5%

. . 6 .
et tend vers une limite finie ¢, avec ugr ol — VR,n = Y o 1 kguRii; — . Ceci prouve
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(910) IRRATIONALITE DE VALEURS DE ZETA 31

que ugr nf — VR, est une solution de (1) qui tend vers zéro quand n tend vers l'infini :
son comportement asymptotique est nécessairement donné par

1 _
lim 08 [unt = VRon| _ log((V2 — 1)%).

n—-+oo n

Avec cette définition de ur », et vr,», il n’est pas évident de démontrer que £ = {(3),
et de borner par df; les dénominateurs de ug,, et vg . Pour ceci, une possibilité est
de faire le lien avec le paragraphe 1.2 : c’est la méthode employée dans les premieres
preuves détaillées de 'irrationalité de ((3), qui sont parues peu apres 'exposé d’Apéry
([Rel], [Pol], [Cohl]).

Remarque 1.3. — Le raisonnement ci-dessus montre que Z‘;—" est la m-iétme somme
n

partielle de la série ((3) = >"7 WGURIH.

La définition 1.2 s’interprete en termes de fractions continues généralisées. En effet,
considérons la récurrence linéaire

(3) Yyi1 — (3403 + 51n? + 27n + 5)Y,, +n°Y,_; = 0.
On passe d’'une solution de (1) & une solution de (3), et réciproquement, en posant
Y, = n!3y,. Si Ur., et Vi, sont ainsi associées & ug ., et vg n, et = Zi" est

la n-iéme réduite de la fraction continue généralisée

3)76717647 B n® |
|5 117|535 34n% + 51n +27n + 5

On peut trouver cette formule grace & un procédé général ([Ap2], [BO], [Ze2]) qui

accélere la convergence d’un développement en fraction continue généralisée. Ce pro-
cédé s’applique, en particulier au développement dont les réduites sont les sommes
partielles de la série Y 7 | 7 n), ou f est un polynome sans zéro parmi les entiers
strictement positifs.

En utilisant cette méthode d’accélération de convergence, André-Jeannin a démon-
tré [AnJ] que la somme des inverses des nombres de Fibonacci est irrationnelle (voir
aussi [BV] et [Pr2]).

1.2. Formules explicites

DEFINITION 1.4. — Soient (ug,) et (ven) les suites définies par les formules sui-
n 2 2
n n+k
=) (13

=500 (G S atie)

k=0 1

vantes :
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32 S. FISCHLER

Sous cette forme, il est clair que ug , € Z et que ZE—" tend vers ((3). Pour démontrer
([Pol], [Cohl], [Rel]) que 2d2 vk ,, € Z, il suffit de démontrer que, pour 1 < m < k < n,
n+k\ 73 n+k\ ;3
d d,,
(4) Cdde (’Q_Z‘ )
m? () (") mA () ()

est entier. Soit p un nombre premier ; la valuation p-adique v, (n!) de n! vaut 5 [5¢]

avee o = [{EM] = v,(dy). Pour 1 < i < vy(m) on a [2] = [2=2] 4 [2] et pour
vp(m) < i < vp(dn) on a [] < [A57] + [Z] + 1. On en déduit V(M) < vp(dn) —

vp(m) et VP((:;)) < vp(dy) — vp(m). 11 en résulte que ﬁ%(k) est un entier, et le

quotient (4) aussi. "
Montrons maintenant ([Pol], [Cohl]) que les suites (ug,) et (vg,) vérifient la

2
récurrence (1). On pose A, = (2)2("Zk) pour k,n € Z, et

A =420+ 1)(k(2k+1) — (2n+ D)\,
avec les conventions habituelles (i.e. A\, =0si k <0 ou k > n). On a alors
Ang—Ang1 =0+ 1 N1 n — (340 +51n% 4+ 270+ 5) Ak + 73 A1k

En sommant sur k, on obtient que la suite (ug ) satisfait a la récurrence (1). Pour
la suite (vg ), on peut faire de méme en utilisant la suite double
k

(- (7t ) 5@t DR ()
Bhor=Ank (;ﬁﬁL 2127713(;2)(”-’_7”)) + n(n+1) (k)( k >

m= m

Ceci démontre qu'on a ug,, = URr,n €t Vg, = VR, pour tout n > 0. Compte tenu
des résultats démontrés au paragraphe 1.1, on obtient une preuve de l'irrationalité de
¢(3).

La démonstration donnée ci-dessus que (ug,,) et (vg,,) vérifient la récurrence (1)
n’est quune simple vérification, a condition d’étre capable d’exhiber les suites doubles
A, et By, ce qui n’a pas été une tache facile (voir [Pol], §7). Motivés par ce
probléme, plusieurs auteurs (notamment Zeilberger) ont ensuite mis au point des
algorithmes permettant d’exhiber de telles suites doubles. On a ainsi un moyen auto-
matique de produire des preuves d’identités (voir [Cal], [Zel], [PWZ]). De plus, ces
preuves sont immédiatement vérifiables a la main.

Dans les formules ci-dessus, un role central est joué par la suite double

Cnk = Yomeq oz + an:l % (définie pour 0 < k < n). Elle tend vers ((3)
(=1

quand n tend vers I'infini, uniformément en k. On a ¢y, — C—1,n—1 = % e et
n

n

limy, 00 Cn,n = ¢(3) donc :

N

) ®=53 i

n=1
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(910) IRRATIONALITE DE VALEURS DE ZETA 33

Cette série n’est pas utilisée dans la preuve de Uirrationalité de {(3), mais elle a un
intérét non négligeable puisque les ¢, 1 sont au coeur des formules explicites définis-
sant ug , et vg . C’est pourquoi plusieurs auteurs ont cherché des généralisations de
(5) (voir par exemple [Pol], [Po3], [Coh2], [Ko], [Le], [BB], [AG]), parmi lesquelles

_ 5 ( 1" n—1 1 4 . s . . s
CB)=3>0s1 5 W) >_j=1 7% — 5q2 )- Mais aucune de ces généralisations n’a per-
mis d’obtenir de nouveau résultat d’irrationalité : la croissance des dénominateurs est

trop rapide par rapport a la convergence.

Prévost a montré [Prl] comment interpréter les formules explicites données dans ce
paragraphe en termes d’approximants de Padé. Posons ¢(x) = Zk>1 m, c’est-a-
dire {(3,1+ z) ou ¢ est la fonction zéta d’Hurwitz (voir [WW], Chapitre XIII). Pour
tout n > 1, considérons les polynomes suivants :

P”(x)zé(Z)(nzk><i)<x+k) 4F3( n, :z:n+1 le‘l)

ot Qn(w>é(k)(nzk><><ﬁk)i2m3; e

Alors P, est de degré 2n, Q,, de degré 2n—2, et on a P, (z)¢(2) — Qn(z) = O(xz~2"71)
quand x tend vers l'infini. Cela signifie que P, et Q,, sont des approximants de Padé de
la fonction ¢. Quand x est un entier n, on a ¢(n) = ¢(3)—>_" L d’ou P,(n)p(n)—

m=1 m3
Qn(n) = ug nC(3) — vg n. On peut en déduire [Prl] la majoration |ug n¢(3) — vEn| <
4
(2n+1)2ug,n
celle de la formule (2). I suffit donc de vérifier que ug,,, satisfait a la récurrence (1).

On peut utiliser A,, ; comme ci-dessous; une autre méthode [AW] est d’utiliser des

Pour conclure, on a besoin d’une minoration asymptotique de ug, , comme

relations de contiguité entre séries hypergéométriques balancées.

-n,—-n,n+1,n+1

En effet ‘écrit 4 F:
nee7uE7nsecr143( 1 1 1

ag, 01, (2, 3
4F3 <

B, B2, B3

3 3 . . R , (. .
2 im0 @ = 2_j_; ;. Si on modifie deux des sept parametres d’une série balancée, en
ajoutant ou en retranchant 1 a chacun des deux, on peut obtenir & nouveau une série

) )

‘ 1). Une série hypergéométrique

z) est dite ([Sl], §2.1.1) balancée (ou Saalschiitzienne) si 1 +

balancée. Si c’est le cas, on dit que ces deux séries sont contigués. Il y a 2 - (;) =42
séries balancées qui sont contigués a une série balancée donnée. Quand «ay est un entier
négatif (ce qui signifie que la série hypergéométrique est en fait un polynoéme), il existe
des relations linéaires entre les valeurs en 1 de ces 42 séries, dont les coefficients sont
des polyndmes en les parametres «p, . .., O3 (voir [AAR], § 3.7). On peut [AW] déduire
de ces relations de contiguité que la suite ug , vérifie la récurrence (1).
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1.3. Intégrale triple réelle

Considérons I'intégrale suivante, qui a été introduite par Beukers [Bel] (voir aussi

[Bed]) -
T / / / - 7“1 - wglz lz)sw;(fl_ )" qu dv du.

Cette intégrale converge pour tout z € C \ ] — 00, 0]. Voici une esquisse de preuve de

lirrationalité de ¢(3) qui utilise Ig ,(1). Les détails se trouvent dans [Bel].
u(l—w)v(l1—v)w(l—w)
1—w(1—uv)

Comme le maximum de la fonction sur le cube unité vaut

(vV2—-1)* ona:
lim

log(Irn (1)) _
Jim =SS = log((V2 - 1)Y).

Par ailleurs, si on integre n fois par parties par rapport & v, qu’on change w en
1—w

T—w(iza0)’ et enfin qu’on integre n fois par parties par rapport a u, on obtient :

Irn(1 ///1_ 1_ ))dudvdw

ol Po(X) = H(X"(1 - X)")(”) est le n-iéme polynéme de Legendre. En intégrant

1 uv
k,1 € {0,...,n} on peut écrire fo fo io_gizv) vldudv = 2a,¢(3) +by, avec ax; € Z
et d2by; € Z. On a donc :

par rapport a w, il vient Ig (1) = fo In —loe(w) p (4) P, (v)dudv. Or pour tous

Ir (1) = 2(ur nC(3) — vrp) avec ug, € Z et 2d;°’lv]R,n € 7.

Cela termine la preuve de lirrationalité de ((3).

1.4. Série de type hypergéométrique

Posons

(X -12...X-n)?  (X-n)? (X))
O ") = oxror  X a2 %, X (X st )2

ou I' est la fonction Gamma d’Euler, qui vérifie I'(s + 1) = sI'(s). En outre, pour
|z| > 1 on pose :

(7) Isn( Z Rl (k)z~

En suivant [Be2], [Gu2] et [Ne2], on développe la fraction rationnelle R,, en éléments
simples :

(®) Bn(X) = z": ((chzz) * Xﬁi z) ’
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n\2 (n+i n\ (n+i (=17 (% n+] -
avee a; = (1) ()7 et = 21 () (") eqormpini ) pour i €
{0,...,n} (ces formules s’obtiennent en remarquant que R, (X) = (( )" )2 ; voir la
démonstration du lemme 2.12 ci-dessous, ou bien [Col], [Hab] ou [Zu5]). En utilisant

(8) pour exprimer (7) il vient :

S B )
I (2 fQZOéz 12(1{;_‘_@) Jr;ﬂiz ;m
(9) = 2An(z)L13(1/z) + By (2)Lia(1/2) + Cp(2)

ou les polynémes A,,, B, et C,, sont définis par :

7271:0&_21-7 r —n,—n,n+1,n+1z
71.70 i — 4143 1 1 1

3 7

n

- ;@.Zi
SN (@2&53*(@' ﬁiw?)

t=0 1=t+1

Il est clair que les polynomes A, (z), d,By(z) et d3C,(z) sont & coefficients entiers.
On a B,(1) = 0 car R, n’a pas de résidu a linfini. En posant us,, = A,(1) et
vnn = —Cp(1)/2 il vient :

(10) Is (1) = 2(us ,¢(3) — vs,n) avec us,, € Z et 2dovs , € Z.

Pour démontrer l'irrationalité de ¢(3), il ne reste plus qu’a estimer Iy, ,(1). On peut
le faire en transformant Iy; ,(1) en une intégrale complexe (voir le paragraphe 1.5);
c’est ainsi que Nesterenko démontre [Ne2] le théoreme d’Apéry.

On peut démontrer, en utilisant [Zub] lalgorithme de « creative telescoping »
([PWZ], Chapitre 6), que Ix (1), us,, et vy, satisfont & la relation de récurrence
(1). Cela démontre, en particulier, I'identité vy , = vE n.

1.5. Intégrale complexe

Soit ¢ un réel, avec 0 < ¢ < n+ 1. Pour z # 0, choisissons une détermination de
arg(z) strictement comprise entre —27 et 27, et considérons l'intégrale suivante, le
long de la droite verticale Re(s) = ¢ dans C, orientée de bas en haut :

1 c+ioco 2
Ien(2) = 5— ( 7 ) Ry (s)z"%ds

27 Jo_ioo \sin(ms)

1 [efieer 1—s)2I(s)?
(11) = (n + 8)L(s) 2z~ %ds,
27 Jorioo Fn+14s)?

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



36 S. FISCHLER

cette derniere égalité provenant directement de (6) et de la formule classique S =

I'(s)I'(1 — s). La valeur de I¢,,(2) ne dépend pas du choix de ¢ d’apres le théoreme
des résidus. L’intégrale (11) est un exemple de G-fonction de Meijer (voir [Lu], §5.2) :

— 1 1
ren() =63 (3 ).

0, 0, 0, O

La méthode du col (voir par exemple [Di], Chapitre IX) permet [Ne2] d’obtenir
une estimation asymptotique tres précise :
73/293/4

n3/2

(V2= 1)*"*2(1+0(n™)).

Ic (1) =

Quand on déplace le contour d’intégration vers la droite pour faire apparaitre
les poles n + 1, n 4+ 2, ..., le théoréme des résidus donne ([Gul], [Gu2]), puisque

(=F=)2 = (s—lk)2 + O(1) quand s tend vers un entier % :

sin(ms)
(12) Ien(2) = I (2) + log(z Z R

En particulier, pour z = 1, on obtient I¢ (1) = Is »(1).

Par ailleurs, Nesterenko a démontré [Ne3] un théoréme général qui relie une inté-
grale multiple réelle a une intégrale complexe ; dans notre cas particulier, ce théoreme
donne I¢ ,(2) = Iz n(2).

On peut démontrer [Ne2] que I¢ (1) vérifie la récurrence (1) en utilisant les re-
lations de contiguité sur les G-fonctions de Meijer. C’est en fait une preuve parallele
a celle du paragraphe 1.2, ot on utilisait la contiguité entre des 4F3. En effet ([Lu],
§5.8), ces 4F3 satisfont aux mémes équations différentielles que les G-fonctions de
Meijer correspondantes, donc aux mémes relations de contiguité.

1.6. Un probleme d’approximation de Padé

Considérons [Be2] le probléme suivant : trouver quatre polynémes A,,, B,, C, et
D,,, a coefficients rationnels, de degré au plus n, tels que :

Fp(2) = An(2)Liz(1/2) + Bn(2)Li1(1/2) + Dn(2) = O(z7"") quand z — oo
(13) ¢ G (2) := 24,,(2)Li3(1/2) + Bn(2)Lia(1/2) + Cp(z) = O(z7" ) quand z — oo
B,(1)=0

Une solution a ce probleme de Padé est donnée par les polynémes A,,, B, et C,

2

du paragraphe 1.4 (et un polynéme D,, convenable). On a alors :

Fo(2) =S Ru(k)z"F = -2 2
(2) = 2 FonB) (2n+1)! Mm+2,2m+2 1
Gn(2) = Inn(z) = — 220:1 R;l(k)z_k

it I n+1l, n+1, n+1, n+1
aF3
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En effet, la seconde égalité est simplement une réécriture de (7) et (9). La premiere
se démontre de maniere analogue a (9), mais sans dériver (8).

L’équation différentielle hypergéométrique sous-jacente aux constructions des pa-
ragraphes 1.4 et 1.5 s’écrit Ly = 0, en posant

L=2z04+n+1)2%6—n)?— 6" avec § = zdi
2

Elle admet au voisinage de I'infini quatre solutions linéairement indépendantes : F,(z),
Icn(z) = Gp(2) + Fo(2)log(z), An(2) et By(z) — An(2)log(z) (voir [Lu], §5.1 et
5.8, [Hul] et [Gu2]). Ces solutions sont reliées par la monodromie : en prolongeant
analytiquement F}, le long d’un lacet qui entoure le point 1, on fait apparaitre B,,(z)+
Apn(2)log(1/z), puis en faisant le tour de I'infini, on obtient A, (z) (voir [Oe| pour la
monodromie des polylogarithmes).

Ce point de vue permet de démontrer [Hul] que le probleme de Padé (13) a une
solution unique (& proportionnalité prés). En effet, en partant d’une solution A,,, B,
C, Dy, on montre que F,, vérifie une équation différentielle linéaire fuchsienne d’ordre
4 qu’on détermine explicitement (en calculant ses exposants, et en utilisant la relation
de Fuchs) : on trouve que c’est Ly = 0.

Pour démontrer 'unicité de la solution de ce probléme de Padé, on peut aussi suivre
[Be2]. On part d’une solution quelconque, avec des polynoémes A,,, B, Cyp, D, et des
fonctions F,, et G,. On note a; et §; les coefficients de A,, et B, et on leur associe
la fraction rationnelle R,, définie par (8). On voit alors que F,,(z) = Y ;o Ru(k)z "
et Gp(z) = = > 72| Rl (k)z*, donc les deux premieres contraintes de (13) signifient
que R, et sa dérivée s’annulent aux points 1, 2, ..., n. En outre, le résidu a linfini
de R, est alors B, (1) = 0 : la fraction rationnelle R,, est nécessairement donnée, &
constante multiplicative pres, par (6).

1.7. Polyndémes orthogonaux

Considérons ([BE], [As]) le probléme suivant : trouver deux polynomes A, et B,
de degré au plus n, tels que :

fol By (z) — A, (2)log(x) ) z*dz = 0 pour tout k € {0,...,n— 1}
(14) fol By () — Ay (z)log(z)) 2* log(z)dz = 0 pour tout k € {0,...,n— 1}
B,(1) =0

Une solution a ce probleme est donnée par les polynomes gn et En définis par :

(19 Bla) = Au(a)log(a) = [ Pule/OPA(OF,

ou P, est le n-iéme polynome de Legendre (comme au paragraphe 1.3). En effet, on

- - 2
a alors fol (Bn(x) — Ap(x) log(x)) rhdr = (fol Pn(u)ukdu) en posant u = z/t. La
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premiere condition de (14) en découle immédiatement ; la deuxiéme s’obtient apres
dérivation par rapport a k.

Comme on a Li;(1/z) = ((_jljjl;,l fol log’ ! (z) 22 pour tout entier j > 1, il vient :
~ ~ e ~ 1 d
(16) 24, (2)Lis(1/2) + Bp(2)Lis(1/2) = — / (Bn(z) —An(z)log(x)) (’iL)xI.
; -

On définit un polynéme C,,(z) par :

Cn(z) = /0 Bulz) = Bu() log(x)dx — /0 An(2) = An(z) log?(z) dz.

zZ—X zZ—XT

Gréce & (15) on peut obtenir des formules explicites pour /Tn, B, et C, ; on trouve
les mémes que pour A,,, B, et C,, respectivement au paragraphe 1.4. Donc A,,, d, B,
et d3C,, sont a coefficients entiers. On obtient aussi ([BE], Corollaire A.2.3) que tous

les zéros de /Tn(z) et de Bz%(i) sont réels négatifs, et entrelacés. Par ailleurs, on a :

zZ—X

1
~ ) ~ ) ~ ~ ~ log(x)dx
94, (2)Lis(1/2) + Bp(2)Lis(1/2) + Cn(2) = — / (B,,(x) ~ A, (z) log(m)) log(z)dz

0
Quand z = 1, le membre de droite se transforme (en utilisant (15) et en posant
u=t,v="=%)enlg,(1) = — fo fol I?g(zz) P, (u) P, (v)dudv. En appliquant I’estimation
asymptotique de IR,n( ) obtenue au paragraphe 1.3, on obtient une démonstration de
lirrationalité de ¢(3).

En fait un couple (gn, En) vérifie (14) si, et seulement si, il existe Cy, et D,, tels
que (Zm B, Ch, D,,) soit une solution du probléme de Padé (13). Plus précisément,
la premiere (resp. la deuxiéme) assertion de (13) équivaut a la premieére (resp. la
deuxieme) assertion de (14) (il s’agit d’un fait général : voir par exemple [NS], Chapitre
4, § 3.4). Démontrons-le pour la deuxiéme. Soient I' un chemin qui entoure le segment
[0,1] dans le sens direct, et k € {0,...,n—1}.On a:

N (zﬁn(z)mga/z) n En(z)Lig(l/z)) dz

2im Jr
_ /O 1 (En(z) ~ A (z) log(:z:)) ¥ log(z) dz,

d’aprés (16), en intervertissant les deux signes d’intégration et en appliquant le théo-
réeme des résidus.

Il découle de ceci que le probléme (14) a une solution unique (& proportionnalité
pres), donnée par A,, = A,, et B,, = B,.
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1.8. D’autres problemes d’approximation de Padé

Sorokin [So3] counsidere le probleme de Padé suivant : pour n > 0, trouver des
polynomes T, Uy, V,,, W, de degré au plus n tels qu’on ait :

Ip (2) :=T,(2)Les1(1/2) + Up(2)Le1,1(1/2) + Vi (2)Lin (1/2) + Wi (2)
=0(z7""1) quand z — oo

Tn(2)Lia(1 — 2) + Vo (2) = O((1 — 2)"™1) quand z — 1

To(2)Lit(1 — 2) + Up(2) = O((1 — 2)"™1) quand z — 1,

ol pour si,...,sg > 1 on définit le polylogarithme multiple

ni

Lesl ..... Sk (Z) = Z 6127

Sk )
s sy M
qui vérifie Leg 1 (1) = 2¢(3) (voir [Wal).

Sorokin démontre que ce probleme de Padé admet une solution unique, qui vérifie
a proportionnalité pres (pour z € C N\ [0,1]) :

lfu (1 — v)"w™(1 — w)™
I = Z”Jrl/ / / du dv dw.
P (z — uv)"t1l(z — vow)n+1
Avec cette normalisation, T, est & coefficients entiers (donc aussi d,U,, dfan et
d3W,,), dou :

Ip (1) = 2(up,nC(3) — vp ) avec up, € Z et 2d>vp ,, € Z.
De plus 'expression intégrale donne facilement ’estimation asymptotique de Ip ,,(1);

c’est ainsi que Sorokin démontre l'irrationalité de ¢(3).

Un théoréme général de Zlobin [Zl] montre qu’on a

= [ [ ] P

d’ott Ip (1) = Irn,(1). On peut obtenir directement ce résultat en appliquant le
. . 1o 1—u)v

changement de variables ([Fil], §2) défini par U =1 —w, V = (1 uzj et W =u (et

qui vérifie 1 — W(1 — UV) = dzwluww)y

1—uv

Il existe plusieurs autres problémes de Padé liés a ¢(3); 'un d’entre eux [Sol] fait
apparaitre l'intégrale suivante :

/// l—u vt = o)twh (1 = w)" du dv dw.
1—u+uv)—uvw)”+1

Le changement de variables qui ﬁxe u et w et change v en

m transforme cette

[ [l e )
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Ces différents problemes de Padé fournissent tous les formes linéaires d’Apéry en
1 et ¢(3), mais ils correspondent & des combinaisons linéaires différentes de polyloga-
rithmes.

1.9. Série hypergéométrique trés bien équilibrée
On pose :
X-1)..(X—-nX+n+1)...(X +2n)
X4 X+ . (X +n)
(X —n)p(X+n+1),
(X)nga

H,(X) =n*(2X +n)

=n!?(2X +n)

et
Itgn(z) = > Hn(k)z.
k=1

La série Itp »(1) a été introduite par K. Ball (voir [Ri4]) dans le but de répondre
4 une question de Nesterenko [Ne2] : trouver une preuve de lirrationalité de ((3)
analogue & celle de Fourier ([FN], Chapitre 2, § 1.1) pour l'irrationalité de e. En effet,
on peut estimer Itp (1) de maniere élémentaire ([Zu5], Lemme 4; [Ri2], §5.1; voir
aussi la seconde démonstration du lemme 3 de [BR]) :

lim log(Tre.n(1)) _ log((V2 — 1)),
n—-+oo n

ou bien (voir le paragraphe 2.3) déduire cette estimation d’une représentation intégrale
de Itg ,(z) vue comme série hypergéométrique trées bien équilibrée :

V(304 2)! (3n+2, Sn+2, n+1, ..., n—&—l\ 1)

Inpn(z) =
. (2) = 2 @nr1yp 7O Snt1,2m42,..., 2427

De plus, on a Itp »(2) = Po(z)+2j:1 P;(z)Lij(1/%) avec des polynémes Py, ..., Py €
Q[z] vérifiant Pj(z) = (—1)7T124P;(1/2) pour tout j € {1,...,4}, Pi(1) = 0 et
d}=IP;(z) € Z[2] pour tout j € {0,...,4} (ceci sera généralisé au paragraphe 2.3). En
particulier, on en déduit

(17) It (1) = 2(ur nC(3) — vrB.n) avec 2d,urB n € Z et 2divrg,, € Z.

Mais ceci ne suffit pas & démontrer I'irrationalité de ¢(3), car (v/2 — 1)%e* > 1.

Une identité de Bailey ([Zud], Proposition 2; [Sl], formule (4.7.1.3)) donne
Itpn(1) = Ig n(1). Une telle identité ne peut pas avoir lieu pour tout z, car Lis(1/%2)
apparait dans la décomposition en polylogarithmes de Itp ,(z) mais pas dans celle
de I¢ ,(z). Par ailleurs Zudilin a démontré une identité générale ([Zu3], Théoreme 5)
qui écrit une série hypergéométrique tres bien équilibrée sous la forme d’une intégrale
généralisant celles introduites par Beukers [Bel], Vasilenko [V] et Vasilyev ([Vall,
[Va2]). Dans notre cas particulier, cette identité est Itp (1) = Irn,(1). Enfin, en
utilisant les algorithmes décrits dans [PWZ] on peut démontrer que Itp (1) ([Ri2],
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§5.1; [Zub]), ainsi que uTp,n, et vrp,, [Kr], vérifient la relation de récurrence (1). On
en déduit uTg , = Ug., €t VT = VEn, AON uTE , € Z et 2d3vrE , € Z (ce qui est
plus précis que (17)).

1.10. Preuve utilisant des formes modulaires

Dans ce paragraphe, on esquisse une preuve due & Beukers [Be6] de lirrationalité
de ¢(3). Les outils mis en ceuvre sont exposés dans [Se] (Chapitre VII) et [Zal].

Pour 7 dans le demi-plan de Poincaré §, posons ¢ = ™" et considérons les séries
d’Eisenstein Ep(7) = 1 — 243" -, 01(n)q" et Ey(1) = 142403 -, 03(n)¢". On
pose :

B(r) = 55 (~5Bx(r) + 25(2r) — 8B3(37) + 30E3(67)

1
)
Alors E(1), respectivement F(7), est une forme modulaire de poids 2, resp. 4, pour
Lo(6). Si F(1) = >,,5; fng" désigne le développement de Fourier de F' & I'infini (ot
elle s’annule), on pose f(7) =3, 5, Ingn. On aalors (L)% f(7) = (2im)>F (7).

Considérons la fonction modulaire pour I'g(6) donnée par :

A6T)A(r) \'?
)= (Sooany) o I a-a®

nz=1

et  F(r) (Es(1) — 28E4(27) + 63E4(37) — 36 E4(67)) .

pged(n,6)=1
avec A(1) = q[[,5,(1 - ¢™)?*. Elle n’a ni zéro ni pole dans $. Au voisinage de
q=0,t(1) = q—12¢> +66¢> — ... s’écrit comme une série entiere en ¢, & coefficients

entiers, avec un rayon de convergence égal a 1. Elle admet une réciproque locale, notée
q(t) € Z|[[t]]. Par composition, on peut donc définir des suites (unm,n) et (vam,n) par :

E(q(t) = Y umat™ € Z][t]

n=0
et E(q(t))f(q(t)) = Z vmat" € Q[[t] avec vamo = 0 et d3 vy, € Z pour tout n > 1.
n=0
Notons, pour k € Z, wy lopérateur d’Atkin-Lehner défini par (wrg)(r) =
6=F/27=kg(~1/67). Alors wo(E) = —FE et wy(F) = —F. De cette seconde éga-
lité (et d’un lemme de Hecke : voir [We], §5) découle la relation w_o(h) = —h,
en posant h(7) = L(F,3) — f(7), ot L(F,s) est la fonction L de F. Il vient alors
wo(Eh) = Eh, c’est-a-dire que la fonction E(7)h(7) est invariante par la substitution
T +— —1/67.

Considérons maintenant les rayons de convergence. La fonction t(7) est ramifiée
seulement au-dessus des points (v/2 — 1)%, (v/2 + 1)* et co. Au-dessus de (v/2 — 1)%,
le seul point de ramification (modulo T'g(6)) est 7 = i/1/6; il est d’indice deux, et
les deux branches en ce point sont échangées par 'involution 7 — —1/67. Comme
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E(7)h(7) est invariante par cette involution, on peut définir Eh comme une fonction
de t au voisinage de t = (v/2 — 1), et en fait sur tout le disque |t| < (v/2 4+ 1)*. Cela
signifie que la série ), o (L(F, 3)um,n — vm,, )" a un rayon de convergence supérieur
ou égal & (v/2 + 1)%, c’est-a-dire qu’on a :
log |L(F, 3 -
lim sup g |L(F, 3)um,n — UM,

n— oo n

<log((V2—1)").

Ceci conclut la démonstration de Uirrationalité de L(F,3). Or on peut calculer expli-
citement L(F,s). En effet, quand Re(s) > 4 on a, pour tout entier j > 1 :

3
L(Es(j7),8) = 14240 ) =1+4240 ) (jze)s =1+ 240¢(s)¢(s — 3)j %
n>1

On en déduit immédiatement L(F,s) = —2((s)((s — 3), d’ou L(F,3) = {(3).
Comme E(7) est une forme modulaire de poids 2 et ¢(7) une fonction modulaire,

o3(n)
(jn)®

) ) d,e>1

la fonction E(q(t)) de la variable t est solution [Za2] (voir aussi [Be3], p. 58) d’'une
équation différentielle linéaire ®y = 0, d’ordre trois. On peut la déterminer explicite-

ment :
2

a3 d d
= (2 = 3483 +t2)— + (6t3 — 153t2 + 3t)— + (72 — 112t + 1)— + (¢ — 5).
D= + )dt3+( + )dt2+( + )dt+( )

Cette équation différentielle vérifiée par la série génératrice des un,, montre qu’ils
satisfont & la relation de récurrence (1) : on a donc unm,, = ur,, (voir aussi [Be7]). En
posant V() = E(q(t))f(q(t)) on montre [Za2] que DV =5, d’olt vMm,n, = VR p-

Une base de solutions de I’équation différentielle Dy = 0 est donnée par E(q(t)),
T(t)E(q(t)) et T2(t)E(q(t)) (voir aussi [BP], Corollaire 2). La seule solution qui soit
réguliere en 0 est E(g(t)) (& proportionnalité pres). De plus, la construction de ©
montre [Za2] que c’est un carré symétrique, ce qui peut se vérifier directement (voir
[Dw1]).

Remarque 1.5. — Le point de vue adopté dans ce paragraphe est 1ié « individuelle-
ment » & ¢(3) (qui est vu comme valeur spéciale d’une fonction L), par opposition
aux méthodes utilisées dans les paragraphes 1.3 & 1.9, o ((3) apparaissait comme la
valeur en 1 d’un polylogarithme.

Cette preuve de lirrationalité de ((3) s’exprime naturellement en termes des séries
génératrices U(t) = > o unt™ et V() =3, 5, vnt" des approximations rationnelles
de ((3) (voir [Po2], [Beb6] et [Ch], §5 pour d’autres preuves dans le méme esprit).
L’aspect arithmétique consiste & démontrer que les coeflicients de U (t) sont entiers,
et que d2 est un dénominateur commun aux n premiers coefficients de V (¢) : c’est une
majoration p-adique de ces coefficients, pour toute place finie p. L’aspect analytique
est une minoration, par (14 1/2)*, du rayon de convergence (archimédien) de la série
entiere ((3)U(t) — V (t). En particulier, U(t) et V(¢) sont des G-fonctions de Siegel.
La série U(t) est une solution de 1’équation différentielle Dy = 0; la conjecture de

ASTERISQUE 294



(910) IRRATIONALITE DE VALEURS DE ZETA 43

Bombieri-Dwork prédit ([Dw1], [Dw2]; voir aussi [An] et [Dw3]) que D provient de la
géométrie.

Or, pour t € PY(C) ~ {0,1,(v/2 + 1)* 0o}, Beukers et Peters construisent [BP]
une surface K3 X; birationnellement équivalente a la surface projective Sy d’équation
affine 1 — (1 —zy)z —teyz(1 —z)(1 —y)(1 — z) = 0. IIs montrent que si w; est 'unique
2-forme holomorphe sur X; (& proportionnalité prés), et si 74 est un certain 2-cycle
(constant pour la connexion de Gauss-Manin), alors U (t) est I'intégrale de w; sur 7.
En particulier ®y = 0 est I’équation de Picard-Fuchs de cette famille de surfaces : elle
provient bien de la géométrie.

1.11. Congruences

De nombreux auteurs ont étudié des propriétés de congruence sur les nombres
d’Apéry u,. Par exemple, Chowla, Cowles et Cowles [CCC] ont conjecturé u, = 5
mod p3 pour tout p > 5 premier. Cette conjecture a été démontrée par plusieurs
auteurs (voir par exemple [Ges], [Sul, ...). De nombreuses autres congruences ont été
prouvées, pour les nombres d’Apéry et certaines de leurs généralisations.

Notons >°, -, ¥nq" = q[[,5,(1 — ®")*(1 — ¢*™)* I'unique forme parabolique nor-
malisée de poids 4 pour I'y(8). Pour r > 1, m > 1 impair et p premier impair, on a
la congruence suivante (qui ressemble & celles d’Atkin - Swinnerton-Dyer, voir [Haz]
§VIL.33) :

(18) UL (mpr—1) — VpUL (mpr—1-1) +p3u%(mw7271) =0 modp"
avec la convention u; = 0 si t ¢ Z. Beukers la démontre [Be7] en utilisant la construc-
tion modulaire du paragraphe 1.10. On en déduit u b1 = mod p, congruence dont
Beukers a conjecturé [Be7] qu’elle est vraie modulo p?. Ceci a été prouvé par Ishi-
kawa [Is] si p ne divise pas u p—1, puis par Ahlgren et Ono [AO] dans le cas général.
Ahlgren et Ono utilisent des séries hypergéométriques sur I, et la modularité de la
variété d’équation = + % +y+ i +z+ % +w+ % = 0 (dont la famille de surfaces K3
considérée par Beukers-Peters est un quotient : voir [PS], Théoréme 4).

Pour r,m > 1 et p > 5 premier, Beukers a démontré [Be5], de maniére élémentaire,
qU'ON & Upppr —1 = Upypr—1_1 mod p®". La méme congruence, mais seulement modulo
p", s’interprete en disant que fOT U(t)dt est (vue comme série formelle en T') le loga-

rithme d’une loi de groupe formel sur Z qui est isomorphe & G, sur Z ([Be5]; voir
aussi I’appendice de [SB] ou [Haz], § VI.33).

2. IRRATIONALITE D’UNE INFINITE DE (¢(2k + 1)

2.1. Enoncé des résultats

Dans cette partie, on démontre les résultats suivants, dont le premier implique le
théoreme 0.3 :

SOCIETE MATHEMATIQUE DE FRANCE 2004



44 S. FISCHLER

THEOREME 2.1 ([Ril], [BR]). — Pour ¢ > 3 impair, notons §; la dimension du
Q-espace vectoriel engendré par 1, ((3), ((5),...,((¢). Pour tout e > 0, il existe un
entier £y tel que, pour tout £ = Ly impair, on ait :

0 > log(?).

1—-¢
1+ log(2)
Remarque 2.2. — Si dans le théoréme 2.1 on remplace 1;10;;(2) par 1/3, alors [BR] on
peut prendre ¢/ = 3.
THEOREME 2.3 ([BR]). — Il existe un entier impair £, avec £ < 169, tel que 1, (3)

et C(£) soient linéairement indépendants sur Q.

Ce théoréme a été amélioré par Zudilin [Zu2], qui remplace 169 par 145, grace a
un raffinement du lemme 2.12 ci-dessous.

Les deux ingrédients essentiels de la démonstration du théoréme 2.1 sont I’absence
de ¢(2),¢(4),...,¢(£—1) d’une part, et la minoration en log(¢) de la dimension d’autre
part. Seule cette deuxieme idée est utile pour démontrer le théoreéme suivant.

THEOREME 2.4 ([Ri2]). — Soient z € Q, |z| > 1, et € > 0. Il existe un entier £y
(qui dépend de z et €) tel que, pour tout £ > Ly, la dimension du Q-espace vectoriel

engendré par 1,Liy(1/2),Lia(1/2),...,Liy(1/z) soit minorée par Hllf_;@) log(?).

En conséquence, pour tout nombre rationnel z de valeur absolue supérieure a 1, il
existe une infinité d’entiers j tels que Li;(1/z) soit irrationnel. Par ailleurs, quand z
est un entier négatif tel que |z| > (4¢)““~1 Nikishin a démontré [Ni] que les nombres
1,Li;(1/%),Lia(1/%2), ..., Li(1/2) sont linéairement indépendants sur Q ; sa méthode a
inspiré en partie la construction exposée au paragraphe suivant. Hata a raffiné ([Hat1],
[Hat2]) le résultat de Nikishin : par exemple 1, Li;(1/2) et Liz(1/2) sont linéairement
indépendants sur Q pour z < —5ouz > 7.

2.2. Structure de la preuve

Soient a et r deux entiers, aveca > 3 et 1 <r < 5. Soit n > 1. Définissons R, et
S, (qui dépendent aussi de a et r) par :

o a—2r n (k—=rn)m(k+n+1)m,
R, (k) = 2n! (k+ 5) (k)%—H
k-—1Dk=-2)...(k=m)k+n+1)(k+n+2)...(k+ (r+ 1)n)
ke(k+1)e...(k+n)e

= 2n!a—2r(k+g)

et
(19) Sn(z) = ZRn(kz)sz.
k1

Cette série converge absolument pour tout nombre complexe z tel que |z| > 1, car
R, (k) = O(k=2) quand k tend vers I'infini.
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Les propriétés de cette série étudiées au paragraphe 2.3 permettent de démontrer
les théorémes 2.1 (en prenant z = 1 et a pair), 2.3 (avec z = 1, a = 169, r = 10 et
n impair; on utilise le théoréme d’Apéry) et 2.4 (avec z € Q, z > 1; pour z < —1 il
suffirait de modifier le lemme 2.9). Les trois preuves sont paralleles; on détaille dans
ce paragraphe la structure de celle du théoreme 2.1.

On suppose a pair; on construit des formes linéaires en 1, ¢(3), ¢(5),...,¢{(a — 1)
grace a la proposition suivante :

PRrROPOSITION 2.5. — Supposons a pair. Notons d,, le p.p.c.m des entiers de 1 a n.
Alors il existe des nombres rationnels kg, K3, K5, - .., Kka—1 tels que :

(1) On aS,(1) =ko+r,3C(3)+k5C(B) + k7 C(7T)+ -+ 4+ ka1 {(a—1).

(2) Pour toutj € {0,3,5,...,a—1} ona limsup,,_, . [r;]|/" < 20727 (2r41)2r+L,

2)

(3) Pour tout j € {0,3,5,...,a — 1}, le nombre rationnel d%r; est un entier.
r1

(4) -

11 existe un réel ., > 0 tel que lim,_ 4o [Sp (1) = 1,4 < ot
En fait on conjecture que 'amélioration suivante est possible :
CONJECTURE 2.6 ([Ri2]). — Dans l’assertion (3) de la proposition 2.5, on peut rem-
placer d% par d%1.

Remarque 2.7. — En prenant a = 4 (et » = 1), on obtient les formes linéaires en
1 et ¢(3) du paragraphe 1.9, donc la conjecture 2.6 est vraie quand a = 4. Elle est
démontrée aussi quand a = 6 et r = 1 (voir la fin du paragraphe 2.4). On ne connait
pas de conséquence directe de cette conjecture, mais une version forte de celle-ci
pourrait éventuellement permettre de démontrer que parmi ((5), ¢(7) et ¢(9), 'un au
moins est irrationnel (voir la remarque 3.4). En tout cas, il serait intéressant d’obtenir
une preuve de la conjecture 2.6 grace & une interprétation (par exemple géométrique,
comme au paragraphe 1.10) de kg, ..., Kq—1-

La proposition 2.5 fournit des formes linéaires en 1, {(3),...,{(a—1) (si a est pair).
Si cette suite de formes linéaires tend vers 0, sans étre nulle a partir d’'un certain rang,
alors 'un au moins des nombres ((3),...,{(a—1) est irrationnel. Cette remarque sera
utilisée pour démontrer le théoreme 0.4. Ici on veut obtenir les théoremes 2.1 & 2.4,
donc on a besoin d’un critere d’indépendance linéaire, qui donne une minoration plus
fine de la dimension du Q-espace vectoriel engendré par 1, ¢(3),...,((a — 1). On va
utiliser a cet effet le théoreme 2.8 ci-dessous.

La meilleure minoration qu’on puisse espérer est donnée par le principe des tiroirs,
de la manieére suivante. Soient « et (3 des réels, avec 0 < a < 1 et B > 1. Soient

01,...,0s des réels qui engendrent un Q-espace vectoriel de dimension au moins
1— igigg; Alors il existe une suite (£,) de formes linéaires en 61,...,0; dont les

coefficients entiers p; , vérifient limsup,, ,, |pj7n|1/" < B pour tout j et telle que
limsup,, ;o [€n(01,. .., 65)|/™ < «. Essentiellement, plus la dimension du Q-espace
vectoriel engendré est grande, plus les formes linéaires qu’on peut construire sont
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petites. On cherche une réciproque a cette assertion. Une contrainte supplémentaire
est nécessaire : si #3/60; est un nombre de Liouville, on peut construire des formes li-
néaires extrémement petites méme si la dimension du Q-espace vectoriel engendré est
seulement 2. Ce contre-exemple ne tient plus si on demande que les formes linéaires
en 61,...,0s ne soient pas trop petites. On a alors la réciproque suivante (pour une
preuve, voir [Nel] ou [Col], §II.1) :

THEOREME 2.8 ([Nel]). — Soient 01,...,05 des réels. Pour tout n > 1, soit £, =
D1, X1+ +psnXs une forme linéaire a coefficients entiers. Sotent o et 3 des réels,
avec 0 <a<1letf>1.

Supposons qu’on ait limsup,,_, | |pj,n|1/" < 0B pour tout j compris entre 1 et s, et

lim [€,(61,...,0,)"Y™ = a.
n—-4o0o
Alors le Q-espace wectoriel engendré par 01,...,05 est de dimension au moins
_ log(e)
log(B) -

Pour déduire le théoreme 2.1 de la proposition 2.5 et de ce critére d’indépendance
linéaire, il suffit de considérer d2S,,(1), qui est une forme linéaire & coeflicients entiers
en 1, ((3), ¢(5),...,¢(a — 1). On choisit a suffisamment grand, et r égal & la partie
entiere de qootsys . Alors r" est négligeable devant ¢® (pour toute constante ¢ > 1),
et on peut prendre 3 essentiellement égal & (2¢)* = e*(111°8(2) ot o essentiellement
majoré par r~%, qui est de 'ordre de e~%1°8(%) Cela démontre le théoréme 2.1.

2.3. Quelques détails sur la preuve

Soit z un nombre complexe de module supérieur ou égal & 1. La série S,,(z) peut
s’écrire comme une série hypergéométrique trés bien équilibrée, de la maniere sui-

vante :
Sn(2) = 2~ lpla=? (r)!((r + Dn 4 2)pns1
(rn+1)% 44
2r+1n+2,(r+3)n+2, m+1, ..., rm+l -1
X at+3Fayo 2 )
(r+sn+1L0r+)n+2,..., (r+1)n+2

Cette identité provient de simplifications dans les symboles de Pochhammer.

2.3.1. Représentation intégrale et estimation analytique. — On a la représentation
intégrale suivante, pour |z| > 1 :

(@r+ Dn+2)! (0,
Su(2) = S 2

+1 n
o / H?:l t;(l — t]‘) 24t tay1 dty dtois
[0,1]a+1 (Z —tito .. .ta+1)2r+1 (Z —t1... ﬁa_,_l)?’ @
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Cette formule (voir par exemple [RZ], Lemme 1) se déduit de I’écriture de S, (z)
comme série hypergéométrique : pour |z| > 1 on applique les relations (4.1.2) et
(1.5.21) de [S]], puis on prolonge & |z| = 1 par continuité (voir la preuve du lemme 2
de [BR]). On peut aussi obtenir une preuve directe en développant en série le déno-
minateur de l'intégrande ([Col], [Hab]).

En calculant le maximum sur [0, 1]%*! de la fonction dont on intégre la puissance
n-iéme, on déduit de cette représentation intégrale ’estimation analytique suivante :

LEMME 2.9. — On suppose z € R, z > 1. Le polynéme
Qra-(s) =72 — (r+1)s" 4 (r+1)2zs — 72

admet une racine unique so € [0,1], et elle vérifie sg > 1 De plus, si

T+
Graz=2"((r+1)so—7r)"(r+1-— rsO)TJrl(l - 50)a72r,
alors

lim |8, ()" = $ra: < S

Pour démontrer ce lemme, il suffit d’adapter les preuves du lemme 2.2 de [Ri2]
et du lemme 3 de [BR]. On pourrait aussi donner une démonstration élémentaire de
ce comportement asymptotique, sans utiliser la représentation intégrale (comme la
deuxieme preuve du lemme 3 de [BR]). Enfin, une troisieéme possibilité serait d’écrire
S, (z) comme intégrale complexe et d’appliquer la méthode du col ; mais cette méthode
est tres difficile a mettre en ceuvre quand r, a et z sont des parametres.

Remarque 2.10. — Pour démontrer les théoremes 2.1 et 2.4, il suffit de connaitre
I'existence de la limite de [S,,(2)|'/™, et sa majoration par ZTQTTG—TQT La valeur exacte
de ¢y q,, n'est utile que pour obtenir des estimations numériques précises (par exemple
pour le théoréme 2.3).

2.8.2. Décomposition en polylogarithmes. — Pour démontrer que S,,(z) est une com-
binaison linéaire (& coefficients rationnels) de 1, Li;(1/z2),...,Lig(1/2) quand |z| > 1,
il suffit de décomposer la fraction rationnelle R,, en éléments simples, sous la forme
suivante :

(20) Z Z ijFJz

1=0 j=1

ot les coefficients c; ; sont des rationnels, donnés par

(21) Cij = ﬁ (diX> 7 (R (X)(X +14)") x=—i-
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On a pour |z| > 1:

a

Z C”Z (k+1i)7

=0 j=1 k}l

n a 7

P
3 NICITEES 3) 3ioth plt
=0 j=1 =0 j=1 q=1
d’ou
(22) S.(2) +ZP 2)Li;(1/2)
en posant
n—1 c
) =X (2 )
=0 “i=(+1j5=1
et
n
(24) Pj(z) :Zci,jz’ pour j € {1,...,a}.
i=0
Bien sir, les P; et les ¢; ; dépendent aussi de n, a et 7.
2.3.3. Propriété de symétrie. — La fonction R, vérifie la propriété de symétrie sui-

vante :

R, (—k —n) = (—1)*" VR, (k).
Cette symétrie est rendue possible par la présence des deux facteurs de Pochhammer
au numérateur de R, (k) : quand k est changé en —k — n, ils sont permutés (on
applique la formule (—a), = (—=1)?(av — p + 1),). L’unicité du développement en

éléments simples montre que ¢; ; = (—1)7+e(+D+le, - pour tous i € {0,...,n} et
j€{l,...,a}, ce qui donne pour tout j € {1,...,a} :
(25) Pj(z) = (=1)7Fe DT Py (1) 2).

En particulier, si j + a(n + 1) est pair, alors P;(1) = 0. De plus on a P;(1) = 0, car
Py(1) = 31 ;¢ est Popposé du résidu a I'infini de R,, (on peut aussi faire tendre
z vers 1 dans (22) et constater que le seul terme qui puisse tendre vers 'infini est
Pi(2)Lii(1/2)). Quand a est pair, on obtient donc :

Sn(1) = Po(1) + P3(1)¢(3) + Ps(1)¢(5) + -+ + Pa-1(1)¢(a — 1).

Quand a est impair et n pair, on obtient de méme une forme linéaire en 1, ((2),
¢(4),...,¢(a—1) dont on peut se servir pour montrer qu’'une infinité de puissances de
7 sont linéairement indépendantes sur Q, i.e. que 7 est transcendant. On peut aussi
en déduire une mesure de transcendance de 7, & la maniere de Reyssat [Re2].

Enfin, quand a et n sont impairs, on obtient une forme linéaire en 1, {(3),
¢(5),...,¢(a); c’est ce qu'on utilise pour démontrer le théoreme 2.3.
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2.3.4. Majoration des coefficients de la forme linéaire

LEMME 2.11. — Pour tout j € {0,...,a}, on a :

limsup | Pj(2)[Y/™ < 29727 (2 4+ 1)2 1 2.
n—-+4oo

Démonstration. — On peut suivre la démonstration du lemme 4 de [BR] en écrivant
la formule de Cauchy sur le cercle C' de centre —i et de rayon 1/2 :

1 )
= =— [ Ry (t)(t+i)tdt.
s = 5= [ Ral)(t+)

On majore ensuite le module de l'intégrande, et le lemme en découle. Une autre
preuve, qui conduit & une majoration légérement moins précise, est donnée dans [Col]

et [Hab). O

2.8.5. Estimation arithmétique. — Les polynomes Py, ..., P, sont a coefficients ra-
tionnels; on a besoin d’un dénominateur commun pour leurs coefficients.

LEMME 2.12. — Pour tout j € {0,...,a}, le polynéme d% I Pj(z) est a coefficients
entiers.

Remarque 2.13. — On peut ([Zu2], § 4) raffiner ce lemme, ce qui permet de remplacer
169 par 145 dans I’énoncé du théoreme 2.3. Cependant, des exemples montrent qu’on
ne peut pas espérer remplacer d®~7 par d%~'7J. La conjecture 2.6 signifie que, pour
z =1, on a des compensations particuliéres qui font chuter le dénominateur.

Démonstration. — Posons Fy(X) = % et Gs(X) = % pour tout s €
{1,...,r}, ainsi que H(X) = (X7)ly!l+1 et I(X)=2X+n. Alorsona Fs(X) = ZZ:O )];”_i’_;

avec fp ¢ = (—1)"7? (Z) (P**™) € Z, et de méme (avec des notations évidentes) g, s € Z
et h, € Z pour tous p, s. On obtient alors le développement en éléments simples
de R,(X) = ([[i_, Fs(X)) - (IT._, Gs(X)) - H(X)*™?" - I(X) en faisant le pro-

: 7 1 2X+n __ n—2p
duit des développements des facteurs. On utilise les formules =" el 2+ % +, °t

1 _ 1 1 ’. : . )
X (X)) — =) (XFp) + =P (XFp) Pour p # p'; les denomlngteurs n’appa-
raissent que par application de la seconde. Ce calcul montre que d 7¢; ; est entier

pour tous i, j, ce qui achéve la preuve (suivant [Col] et [Hab]) du lemme. O

2.4. Quelques remarques

Soit @, un polynéome a coefficients rationnels, de degré inférieur ou égal a

a(n + 1) — 1. On peut toujours considérer R,, (k) = (Q,i;a(k) et S, (2) = X5 Ra(k)z7F,
n+1 =

qui converge quand |z| > 1. Une difficulté majeure consiste & bien choisir le polynéme
Qn.

Quel que soit ce choix, on peut décomposer R, en éléments simples, définir
Py,...,P, et obtenir une décomposition de S, (z) en polylogarithmes : toutes les

formules du paragraphe 2.3.2 restent valables. Pour obtenir une forme linéaire en
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valeurs de ¢, il faut™® faire tendre z vers 1. Tous les termes de la décomposition
en polylogarithmes ont une limite finie, sauf peut-étre P;(z)Li;(1/z). C’est pour-
quoi on suppose P;(1) = 0, ce qui signifie que R,, n’a pas de résidu & l'infini, i.e.
deg(Qr) < a(n+1) — 2; alors la série qui définit S,,(z) converge absolument dés que
|z| > 1.

En outre on souhaite(?) obtenir une forme linéaire en les ((2k + 1) seulement,
c’est-a-dire avoir Pj(1) = 0 pour tout j > 2 pair. Pour assurer cela, il est suffisant
d’avoir une propriété de symétrie du polynoéme @, en 'occurrence @Q,(—k —n) =
(—=1)en+DH+LQ, (k). Cest cette remarque qui constitue le coeur des progres récents
([Ril], [BR]). On ne sait pas du tout la généraliser, par exemple pour construire des
formes linéaires en ((s) dans lesquelles les s appartenant & une certaine progression
arithmétique n’apparaissent pas.

La forme linéaire S,,(1) ne sera intéressante que si elle tend suffisamment vite vers 0
quand n tend vers l'infini. Intuitivement, ce sera le cas si les premiers termes de la
série qui définit S, (1) sont nuls. C’est pourquoi on cherche un polynéme @, (k) qui
s’annule aux premiers entiers, en Poccurrence entre 1 et rn; ceci signifie que Q,,(k)
est multiple de (k — rn),,,. Il s’agit en fait d’un probléme de type Padé : on demande
aux polynomes Py, ..., P, d’étre tels que

Sn(z) = Py(2) + ZPj(z)Lij(l/z) = 0O(z7™ 1) quand z — oo.

Parmi tous les polyndmes symétriques @, (k) multiples de (k — rn)., (donc né-
cessairement aussi multiples de (k + n + 1)), on a intérét a en prendre un de
degré minimal, pour que S, (1) soit aussi petit que possible. Si a(n + 1) est im-
pair, le polynéme (k — rn).(k +n + 1), a la bonne parité, et on peut considérer
Qn(k) = n1%"2"(k — rn)pn(k +n + 1), : on obtient la série hypergéométrique bien
équilibrée de [Ril] et [BR]. Si a(n + 1) est pair, pour obtenir le bon signe dans la
propriété de symétrie de (), on est amené a introduire un facteur k + 3, ce qui donne
la série tres bien équilibrée du paragraphe 2.2. Dans les deux cas, S,,(z) est la solution
unique d’un probleme de Padé (voir [Hu2] et [FR]).

Plus a est grand (en prenant, pour chaque a, la valeur optimale de r), plus la
forme linéaire & coefficients entiers d%S,,(1) est petite (et la présence, ou absence, du
facteur k 4 & a une influence négligeable sur ce comportement). Donc si on cherche
des formes linéaires en 1, ((3), ¢(5),...,((2¢ 4 1), celles obtenues avec la série tres
bien équilibrée pour a = 2¢ + 2 seront meilleures que celles obtenues avec la série
bien équilibrée pour a = 2¢ 4+ 1 et n pair. Ceci n’a aucune influence quand ¢ tend
vers l'infini, mais peut s’avérer crucial si £ est fixé (comme dans le théoreme 0.4). En

(D Voir cependant la remarque 2.14.
(2Sauf pour démontrer le théoréme 2.4 ; pour ce dernier, le polynéme Qn(k) = (k — rn)ypn convient
aussi. C’est celui qui est utilisé dans le Chapitre 2 de [Ri2].
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outre, si la conjecture 2.6 (qui n’a aucun équivalent pour des séries seulement bien
équilibrées) est vraie, alors il suffit de multiplier S, (1) par d2~!, ce qui donne une
forme linéaire encore plus petite. Pour a = 4, on retrouve ainsi les formes linéaires
d’Apéry en 1 et ((3) (ce qui n’est pas le cas avec la série bien équilibrée quand a = 3).

Remarque 2.14. — Pour démontrer le théoreme 2.1 on pourrait évaluer les formes
linéaires en polylogarithmes en z = —1 plutdt qu’en z = 1. Ceci induit peu de chan-
gements. Le plus notable est que log(2) = —Lij(—1) remplace le divergent Li;(1);
pour £ > 2 on a Lip(—1) = — (1 —2'7%)((¢). Pour a = 3 et z = —1 les formes linéaires
construites au paragraphe 2.3 sont [Kr] celles utilisées par Apéry ([Apl], [Pol]) pour
prouver que ((2) est irrationnel. En particulier d2 suffit comme dénominateur des
coefficients de cette forme linéaire. Plus généralement, la conjecture 2.6 devrait étre
valable aussi quand a est impair et z = —1.

Considérons l'opérateur différentiel hypergéométrique suivant, ou § = zd% :
n

L=t — 2
2

L’écriture de S,,(z) comme série hypergéométrique tres bien équilibrée montre que

S..(2) est une solution de I’équation différentielle Ly = 0. Par monodromie on voit,
. j—b

grice a (22), que pour tout b € {1,...,a} la fonction >37_, (=1)7""P; (z)% est

aussi une solution de Ly = 0. En particulier, pour b = a, on obtient le polyndéme

— 1) = (r+1)n—1) — 2(8 — n)*+L(6 — g F1)(6+rn+1).

P, qu’on peut écrire comme polynoéme hypergéométrique tres bien équilibré (avec un
et —(r + 1)n sont négatifs,

L’aspect bien équilibré de ce polyndéme hypergéométrique lui confere (voir [And] ou
[AAR], §3.5) la propriété de réciprocité (25). En effet, si y(z) est une solution de
Péquation différentielle Ly = 0 alors z"y(1/z) est aussi une solution de cette méme

n

petit abus de langage : ici les parametres inférieurs —3

mais la série ,43F, 192 est quand méme bien définie) :
Pu(2) = (=)™ n(rn)!((r + 1)n)n! =271 x

-n,—5+1, rm+1, -n,...,-n
a+3Fa+2

-5, —(r+Ln, 1, ..., 1

équation. Quant aux autres polynomes P,_1, ..., P;, ils s’obtiennent par la méthode
de Frobenius (voir [Inc]) et vérifient, eux aussi, (25). Toutes ces considérations valent
aussi pour la série bien équilibrée de [Ril] et [BR], et permettent [Hu2] d’écrire celle-ci
comme solution unique d’un probleme de Padé.

Un autre intérét des définitions utilisées dans ce texte est que S,,(1) posséde (pour
a pair) plusieurs représentations intégrales assez simples. Tout d’abord, on a ([Zu3],
Théoreme 5) l'intégrale suivante, qui généralise Ir (1) et les intégrales introduites
par Vasilenko [V] et Vasilyev ([Val], [Va2]) :

a—1

12 ot (1 — 2"
(26) Sn(l) = (TTL) / ( HJ*I J ( ]) d.’L'1 N d(Ea_l,
[0,1]*—1

nl2r Qafl(zla s azafl))rn+1
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en posant Qq—1(21,...,2q—1) = 1—z1(1—22(... (1—x4-1)...)). Vasilyev a démontré
[Va2] que si a = 6 et r = 1 alors cette intégrale s’écrit k() + k5((3) + r5C(5) avec d Ky,
d> Kl et dD Kl entiers. Ceci prouve la conjecture 2.6 dans ce cas. Il n’est pas évident
que Ky, k5 et kg soient les Py(1), P3(1) et Ps(1) du paragraphe 2.3, mais cela découle
de I'indépendance linéaire conjecturale de 1, ¢(3) et ¢(5).

D’autre part, en appliquant & (26) un théoréme de Zlobin [Zl] ou le changement
de variables qui figure dans [Fil] (§2), on obtient I'intégrale suivante, qui ressemble
a celles utilisées par Sorokin ([So2], [So3]) :

(rn)!? Hj;l 2" (1 — x;)"da;

TL!2T /[0 1]a-1 (1 7I1£C2...£Ea,1)rn+1 H (1 7I11‘2...$j)n+1.
’ 2<j<a—2
J pair

S, (1) =

Il serait intéressant d’arriver a démontrer le théoreme 2.1 en utilisant seulement des
intégrales multiples comme celle-ci (ou celle de (26)). Le probléme est qu’a priori on
s’attend & ce qu’une telle intégrale (a — 1)-uple soit une forme linéaire, & coefficients
rationnels, en les polyzétas de poids au plus (a — 1) (voir [Wa] et [Zl], Théoreme 3).
Or le théoréme 5 de [Zu3] montre que ces intégrales sont égales & S,, (1), donc seuls 1
et les valeurs de ( aux entiers impairs apparaissent.

3. RESULTATS QUANTITATIFS

3.1. Exposant d’irrationalité de ¢(3)

On appelle exposant d’irrationalité d'un nombre réel irrationnel «, et on note u(a),
la borne inférieure de ’ensemble des réels v pour lesquels il n’existe qu’un nombre fini
de nombres rationnels p/q tels que |a — | < ql La théorie des fractions continues
([HW], §11.1), ou le principe des tiroirs de Dirichlet ([HW], § 11.3), montre qu’un
exposant d’irrationalité est toujours supérieur ou égal a 2. Si « est algébrique, Liouville
a démontré ([Li]; voir aussi [HW], §11.7) que pu(«) est inférieur ou égal au degré de
a. Ce résultat a été amélioré par Roth en 1955 : on a p(a) = 2 pour tout nombre
algébrique irrationnel a (voir [FN], Chapitre 1, § 7). On a aussi pu(a) = 2 pour presque
tout réel o, au sens de la mesure de Lebesgue ([HW], §11.11). A I'opposé, un nombre
de Liouville est un nombre dont ’exposant d’irrationalité est infini : il est extrémement
bien approché par des nombres rationnels (un exemple de tel nombreest 3, -, 1/ 10%4).

Les formes linéaires d’Apéry montrent que 'exposant d’irrationalité de ((3) est
majoré par 13,4179 (voir [FN], Chapitre 2, §5.6); en particulier {(3) n’est pas un
nombre de Liouville. Ce résultat a été amélioré notamment par Hata [Hat3] puis
Rhin-Viola, qui ont démontré la meilleure majoration de p(¢(3)) connue & ce jour :
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THEOREME 3.1 ([RV]). — L’exposant d’irrationalité de ((3) est majoré par 5,5139,

c’est-a-dire qu’il n’existe qu’un nombre fini de nombres rationnels p/q tels que
1

p
|C(3) - 5' < q515139 .

Pour obtenir ce résultat, Rhin et Viola considérent les intégrales suivantes :

1 1 1 hn 1— In, kn 1— SN, JNn 1— qan
(27) Jn:/ / / 4 ((“) vt = vt = W)™,
0 0 0

1 —w(l —uw))lath=rntl

ou h,...,ssont des parametres dont on fixe les valeurs de la maniere suivante : h = 16,
j=17,k=19,1=15,¢=11,r =9, s = 13. Si on prenait tous ces parametres égaux
a un méme entier, on obtiendrait les intégrales du paragraphe 1.3, donc la suite des
formes linéaires d’Apéry (ou, plus précisément, une suite extraite), conduisant a la
méme mesure d’irrationalité. L’intérét réside donc dans 1/e fait de ne pas prendre tous
n

R . . 1 .
les parametres égaux; ’asymptotique obtenue pour .J,’ est un peu moins bonne,

mais on gagne beaucoup sur les dénominateurs par lesquels il faut multiplier J,, pour
obtenir une forme linéaire en 1 et ((3) & coefficients entiers. Ce gain provient de
Paction sur des intégrales de la forme (27) d’un groupe isomorphe au produit semi-
direct H x G5, ot H est I'’hyperplan d’équation &1 + -+ + €5 = 0 dans (Z/2Z)°.

D’autres interprétations de cette action de groupe se trouvent dans [Zu4] et [Fi2].

Remarque 3.2. — Les majorations de p(¢(3)) mentionnées ci-dessus sont effectives :
on peut donner une majoration explicite de la hauteur max(|p|, |¢|) des approximations
rationnelles p/q « exceptionnellement bonnes ». Ceci contraste avec le théoréme de
Roth, dans lequel on sait seulement majorer le nombre d’exceptions p/q, mais pas
leur hauteur.

3.2. Irrationalité d’un nombre parmi ¢(5),...,¢(21)

Soit a un entier pair, avec a > 6. Dans ce paragraphe, on construit (en suivant
[Ri3]) des formes linéaires & coefficients rationnels en 1, {(5), {(7),...,¢(a + 1). Si,
apres multiplication par un dénominateur commun des coefficients, elles tendent vers
zéro sans étre nulles a partir d’un certain rang, alors 'un au moins des nombres ¢((5),
¢(7),...,¢(a+ 1) est irrationnel ; c’est ce qui va se produire avec a = 20. On pose :

(k—n)3(k+n+1)3
(k)41

R, (k) = 20195 (k + g)

et

Sa(z) == Y R (k)"
k=1

On développe R, en éléments simples, ce qui définit des coefficients €i,; (les formules
(20) et (21) restant valables). On définit Py, ..., P, & partir des ¢; ; par la relation

DN =
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(24) ; seul Py est défini par une formule légérement différente :

- ] Cz JU T L)Ci5\ e
P -3 (30 3R
= i=f+1 j=1
On obtient la décomposition suivante exactement comme au paragraphe 2.3.2, mais
un décalage se produit car on dérive R, (voir le paragraphe 1.4) :

S.(2) = Po(2) + Z W0 By o)isea(1/2).

Les arguments du paragraphe 2.3.3 restent valables, et montrent (car a est pair) que
S,.(1) est une forme linéaire & coefficients rationnels en 1, ((5), ¢(7),...,((a+1). De
plus un dénominateur commun pour ces coefficients est d%*2; on conjecture ([Ri2],
§5.1) que d2T! convient aussi. La majoration de ces coefficients (qui est effectuée au
paragraphe 2.3.4) est inutile ici : elle servait & appliquer le critere de Nesterenko, dont
on n’a pas besoin puisqu’on applique seulement la remarque évidente qu’'une forme
linéaire, a coefficients entiers, en des rationnels fixés ne peut pas étre arbitrairement
petite sans étre nulle.

Le point délicat de la preuve est 1’estimation asymptotique de S,,(1). En effet, on
ne connait pas d’écriture de S,,(1) comme intégrale multiple réelle. On utilise donc la
méthode du col. Posons

1 ctico - 3
K,(u) = —/ R.(s) | = e“’ds,
20T o ino sin(ms)

ol ¢ est un réel avec 0 < ¢ < n+ 1, et w un nombre complexe tel que Re(u) < 0 et
|Im(u)| < 37. Cette intégrale est a rapprocher de celle notée I¢ ,(z) au paragraphe 1.5.
On peut appliquer le théoreme des résidus, pour faire apparaitre les poles de I'inté-

grande qui sont situés aux entiers n + 1, n + 2,.... Au voisinage d’un tel entier k,

v 3 (—1)k (—1)kn?

= O(s — k).
(sin(ﬂs)) (s —k)3 * 2(s — k) +O(s—k)

On obtient donc (voir [He] et [Zu2] pour des résultats analogues) :

Kaw) = T2 3 Ralb) (=) +u Y ﬁi,(k)(fe“)’w% > R (k) (—e")".

k=n+1 k=n+1 k=n+1

on a

En choisissant u = i, le premier terme disparait, et on obtient S,,(1) = Re(K, (i7)).
La méthode du col donne ([Ri3], Lemme 5) deux nombres complexes non nuls ¢

et a, quon peut calculer, tels que K, (im) ~ con=%e®"

quand n tend vers l'infini.
Comme la partie imaginaire de « n’est pas un multiple entier de =, il existe une suite
strictement croissante p(n) d’entiers tels que Pargument de coe®?™  yu modulo 2,

ait une limite autre que +7/2. On a alors :

nh—>Holo |§¢(n)(1)|1/¢(n) = Rel(a)
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Le choix a = 20 donne Re(a) = —22,02..., d’ott Re(a) + a + 2 < 0. Donc la forme
linéaire d?(n)g«p(n)(l) en 1, ¢(5), ¢(7),...,¢(21), & coefficients entiers, tend vers 0
quand n tend vers 'infini et est non nulle pour n assez grand. Cela montre que I'un
au moins parmi ¢(5), {(7),...,{(21) est irrationnel.

Remarque 3.3, — Si on savait démontrer la conjecture mentionnée ci-dessus (i.e. que
det1P;(1) est un entier pour tout j), on pourrait ([Ri2], §5.1) appliquer la méme
méthode avec a = 18, et démontrer ainsi que I'un au moins des nombres ((5),

¢(7),...,¢(19) est irrationnel.

3.3. Irrationalité d’un nombre parmi ¢(5), ¢(7), ¢(9) et ¢(11)

La structure de la preuve est la méme que dans le paragraphe précédent. La diffé-
rence principale vient de dénominateurs nettement plus petits, grace a une étude fine
de leurs valuations p-adiques et a I'utilisation d’une fraction rationnelle modifiée :

= _ H (13 4 2u)n)! (k—27n)3,,(k+37Tn+1)3,,
R, (k) = @Tn)10 (37n + k>Hu:1 5+ (12— ) s raams”

Pour |z| > 1 on pose S,(z) = %ZZO R/ (K)z=*. La décomposition en éléments

simples R, (k) = Z 2136(] -]H)n ;jﬂj) définit les ¢; ; & partir desquels on construit

(36—J)n i ;2" pour j € {1,2,...,10} et

les polynomes P]( )= Ei:(jﬂ)n

= ES AT < RSP
Ae--y (X X JE)
£=0 Jj=1 i=max((j+1)n,l+1)
On a alors S, (2) = Po(2) + 10, 285 Py (2)Lij42(1/2).

Le probleme est de majorer de fagon tres précise le dénominateur des rationnels
¢ij. En suivant la méthode utilisée pour démontrer le lemme 2.12, on obtiendrait
dég; I ¢ij € Z pour tous ¢ et j. Une étude fine de la valuation p-adique des coefficients
binomiaux permet d’obtenir un dénominateur nettement plus petit : on trouve un
entier ®, «assez grand » tel que dggnj ®,1¢;; € Z. On en déduit directement que
2d35,, d3and5s, P,  Pj(2) est & coefficients entiers pour tout j € {0,1,...,10}.

La symétrie R,,(—37n — k) = —R,,(k) donne 2Pi(1)z) = (=1)7T1P(2), don
Pj(1) = 0 pour j = 2,4,...,10. En outre on a Pi(1) = 0 car R,(k) = O(k™2)
quand k tend vers l'infini. Donc S,,(1) est une forme linéaire en 1, ¢(5), ¢(7), ¢(9)
et ¢(11). Pour Pestimer, et démontrer qu’elle est non nulle pour une infinité de n,
on transforme gn(l) en une intégrale complexe, a laquelle on applique la méthode
du col (voir [Zu2], §2). On obtient les comportements asymptotiques suivants quand
n tend vers linfini : limsup|§n(1)|1/" < e 2758 Himsup @, HY/" < e 17675 ot
(d35,,d3andss,) Y™ — €193, Comme 403 < 227,58 + 176,75 on obtient la conclusion
cherchée.
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Remarque 3.4. — Zudilin conjecture ([Zu4], §9) que des compensations ont lieu
quand z = 1, ce qui permettrait de trouver un dénominateur plus petit pour les
P;(1). Peut-étre pourrait-on alors démontrer que parmi ¢(5), {(7) et ¢(9) I'un au
moins est irrationnel.

Remarque 3.5. — En utilisant des méthodes similaires, on peut démontrer [Zu2] que,
pour tout £ > 1 impair, 'un au moins des nombres (£ +2), ((£+4),...,{(8¢—1) est
irrationnel.
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