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S1 PCST, OpTiON MATH 152 UNIV. PARIS-SUD, ORSAY
BASES DU RAISONNEMENT MATHEMATIQUE 10 JUILLET 2015

EXAMEN — 2EME SESSION

L’élément principal d’appréciation des copies est la rigueur logique dans la réponse aux ques-
tions. Les preuves devront étre fondées uniquement sur les définitions et méthodes vues en
cours de Math152, et sur des propriétés mathématiques banales (de niveau college ou lycée).
L’utilisation de la notion de dérivée est interdite, ainsi que ’application de théoremes d’ana-
lyse utilisant la continuité ou la monotonie de fonctions.

Si, au cours de l’épreuve, un candidat repere ce qui lui semble étre une erreur ou une
imprécision dans 1’énoncé, il est invité a le signaler sur sa copie et a poursuivre sa composition
en expliquant les raisons des initiatives qu’il est amené a prendre.

Exercice 1 - Dire si chacune des phrases logiques suivantes est vraie ou fausse; aucune
justification n’est demandée :

) VzeR VyeR x>y
) VreR JyeR z>y
c) dJzeR VyeR x>y
) JzeR FyeR z>y
) VxeR (m23 ou x§5>
)

VreR (3325 ou :17§3>

Exercice 2 - Ecrire chacune des parties suivantes de R sous la forme d’un intervalle [a, b];
aucune justification n’est demandée :

(a){x eR, |z|]| <3 et z>-1} W) {zeR, 22<4 et z<0}

Exercice 3 - Déterminer si chacune des phrases logiques suivantes est vraie ou fausse, en
justifiant votre réponse par une preuve :

(@) JzeN VyeN z>¢y*—1
(b) FyeN VzeN z>352 -1

Suite de l’énoncé au verso
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Exercice 4 - Pour zp € R, on note R\ {zo} I’ensemble des réels x tels que = # x¢ ; autrement
dit, c’est la réunion des intervalles ouverts | — oo, zg[ et |xg, +00].

a) Soient z et y deux réels tels que = # —3 et —1. Démontrer ’équivalence suivante :
) q Yy q

—x + 2 -3y +2
Yy = = r=—""
z+3 y+1

(b) En utilisant la question précédente, démontrer que l’application

g R\{-3} — R\{-1}
—x+2
T+ 3

T

est bien définie et bijective. On rappelle que les preuves doivent étre fondées sur des
définitions, et pas sur l'utilisation de théorémes d’analyse portant sur la continuité ou la
monotonie éventuelle de fonctions.

(¢) Déterminer g=1(—6).

Exercice 5 - Notons F I'ensemble des réels de la forme # avec n > 1 entier, c’est-a-dire

E = {(_1)71’ n e N*}.

n

Démontrer que E' admet un plus grand élément et un plus petit élément.

Exercice 6 - Notons f: R — R la fonction définie par f(x) = 22 — 2. On rappelle que si A
et B sont deux parties de R, on note

f(A) = {f(a), ac A} = {yeR, JacA, y=f(a)}

et
fYB) = {xeR, f(z)e B}

On rappelle que les preuves doivent étre fondées sur des définitions comme celles rappelées
ici, et pas sur lutilisation de théorémes d’analyse portant sur la continuité ou la monotonie
éventuelle de fonctions.

(a) Démontrer que f([—3,2]) =[-2,7].
(b) Déterminer f~1([—1,2]).



