Téléchargé depuis http://www.math.u-psud.fr/ " fischler /enseignement.html 1

S1 PCST, OpTiON MATH 152 UNIV. PARIS-SUD, ORSAY
BASES DU RAISONNEMENT MATHEMATIQUE 8 JANVIER 2016

CORRIGE DE L’EXAMEN

Exercice 1 -
(a) VYaeN ((a <2) et (a® > 5))

(b) IbeN ((b > 3) et (b2 < 8))

Exercice 2 - (a) VRAIE (b) FAUSSE (¢) VRAIE

Exercice 3 -

(a) VRAIE. Soit = € N. Posons y = x + 3. Alors on a 3 > 3 donc y? > 3y (en multipliant les
deux membres par y, qui est positif) donc y? >y = x + 3.

(b) FAUSSE. Démontrons le contraire, c’est-a-dire Yy € N 3z € N y? < 2 + 3. Soit y € N.
Posons = y?. Alorson a 4+ 3 = y> + 3 > ¢°.

Exercice 4 -

(a) OUIL Soient z,z’ € [2,3]; supposons z < z'. Comme ce sont des nombres strictement
positifs on peut élever cette inégalité au carré, ce qui donne 2% < 2’2 ; par ailleurs on peut
aussi la multiplier par 3 (car 3 > 0), d’ou 3z < 32/. En additionnant les deux inégalités
obtenues et en ajoutant 1 & chaque membre on obtient f(x) < f(z').

(b) NON. On a f(—4) =5et f(—3) =1 donc f(—4) > f(—3) alors que —4 < —3.

Exercice 5 -

(a) Soit z € R\{1}. Si 22t = 2 alors 2241 = 2(z—1) ce qui donne 1 = —2 : c’est impossible.
Donc la fonction g : R\ {1} — R\ {2} est bien définie. Soit y € R\ {2}. Alors les quatre
propriétés suivantes sont équivalentes (pour x € R) :

_2x—|—1.
=1

_y+1
_7y72,

Y yo—1)=22+1, (y—-2z=y+1; =z

De plus ces propriétés sont fausses (ou n’ont pas de sens) pour x = 1 (notamment ’égalité

z—f; = 1 impliquerait y + 1 = y — 2 donc 1 = —2, ce qui est impossible). Donc y admet
par g un unique antécédent (dans R\ {1}), qui est Z—S Cela montre que g est bijective

et que sa bijection réciproque g~ : R\ {2} — R\ {1} est donnée par g~ (y) i
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g(z) = 2+ =5 donc

(b) Soit z €]1,2]. Alorsona 0 < z—1 < 1donc 15 > 1d’ott =25 > 3. Or
) C [5,+o0l; demontrons
ﬂ

—1
g(x) > 5, c’est-a-dire g(z) € [5,+00[. On a demontre que g(]l 2]
Iinclusion réciproque. Soit y € [5,+0o[; posons z = g~ 1(y) =

y25onay—223>0donc%SlpuisxSQ.Paraﬂleurs commeyZBona

ﬁ > 0 donc « > 1. On a donc construit = €]1,2] tel que g(z) = y. Cela termine la

preuve de 'inclusion réciproque, donc celle de I’égalité ¢g(]1,2]) = [5, +o0l.

Exercice 6 - Soit ¢ > 0. Posons N = 8% (ou alors N = LE%J + 1, en notant |-| la partie
entiere, de fagon a obtenir un entier N tel que N > 6%) Soit n > N. Alors on a :

1 1 1 1
| vn+1l /n+17~ V/N+1~ VN~

Exercice 7 -
(a) Posons k =0. Alors 0 = 0On donc 0 € H.

(b) Soit x € H. 1l existe k € Z tel que x = kn. Posons k' = —k. Alors —x = —kn = (—k)n =
k'n donc —z € H.

(¢) Soit x € H. Soit y € H. Il existe k,{ € Z tels que x = kn et y = ¢n. Posons p = k + £.
Alortsz+y=kn+¢n=(k+{)n=pndoncz+y e H.

Exercice 8 - Soit € > 0. Comme limy,_, o v, = ¢, il existe Ny tel que pour tout £ > N; on
ait |vgp —£| < . De méme, comme lim,,_, -, w,, = ¢, il existe Ny tel que pour tout k& > N on ait
|wg, —£| < e. Posons N = max(2Ny,2N2+1). Soit n > N. Si n est pair alors il existe un entier
k tel que n = 2k; en outre on a k > Ny car n > N > 2N;. Donc on a |u, — | = vy, — 4| < &
dans ce cas. Sinon n est impair, et il existe un entier k£ tel que n = 2k + 1; en outre on a
k > Ny car n > N > 2N3 + 1. Donc on a |u, — ¢| = |wy — ¢| < ¢ dans ce cas. Finalement,
dans tous les cas on a démontré que |u, — ¢| < .



