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S3 CHIMIE, PARCOURS CHIMIE UN1V. PARIS-SUD, ORSAY
MATH 250 : MATRICES ET EQUATIONS DIFFERENTIELLES 15 DECEMBRE 2015

CORRIGE DE L’EXAMEN

Exercice 1 -
1. On a par définition :
1—=z2 3 3

xm(z)=det | -3 —5—2z =3
3 3 1—=2

En remplacant Ly par Ly + £ gng et simultanément Lo par Lo + L3 on obtient :

0 z+2 F22+22+8
xm(z)=det | 0 —2—2 —2—z
3 3 1—=2

On peut factoriser la deuxieme ligne par —2 — z ce qui donne :

0 242 F2+22+48
xm(z) =—(z+2)det | 0 1 1
3 3 1-=2

En développant par rapport a la premiere colonne on obtient alors :

z2+2 ;zz—kgz—i-g]
1 1

xm(z) = =3(z+2) det [

ce qui donne

-1 2 8
xm(z) = =3(z+2) (z +2-— (?z2 + 37 + g)) = —(z+2)(Z*+2-2).
Le polynéome 22 + z — 2 est de degré 2; son discriminant vaut A = 9 donc ses racines
sont =53 = —2 et =52 = 1. On a donc xar(z) = —(z +2)%(2 — 1). Les valeurs propres
de M, qui sont les racines de xs(z), sont donc 1 et —2.
x
2. Le sous-espace propre Fj(M) est ensemble des X = | y | tels que (M — I3)X =
z
0
0 |, c’est-a-dire tels que
0

3y+32=0
—3r—6y—32=0
3z+3y=0
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On peut diviser toutes ces équations par 3, ce qui donne

y+2=0

—z—2y—z2=0

z+y=0
La deuxiéme équation se déduit des autres (c’est ’opposé de leur somme), donc on peut
I'omettre. On obtient donc x = —y et z = —y, donc E;(M) est I’ensemble des vecteurs
de la forme y(—1,1, —1) avec y € C : une base de Eo(M) est formée par I'unique vecteur
(—=1,1,-1).

De méme les éléments de E_o(M) sont les X tels que

3z+3y+32=0
—3r—-3y—32=0
3z+3y+32=0

Ces trois équations se résument a une seule; elles signifient que z et y peuvent prendre
des valeurs quelconques, et qu'on a z = —x — y. Les éléments de F_o(M) sont donc les
vecteurs de la forme (z,y, —z —y) = (1,0, —1) +y(0,1,—1) avec z,y € C quelconques.
Une base de E3(M) est donc formée par les vecteurs (1,0,—1) et (0,1, —1).

3. On a dimEj (M) = 1 et dim E_o(M) = 2 d’apres la question précédente, puisque la
dimension d’un sous-espace propre est le nombre de vecteurs dans une base de ce sous-
espace. Donc dim F1 (M) + dim E_o(M) est égal a 3, qui est la taille de la matrice : M
est donc diagonalisable.

Exercice 2 -

1. Comme N est de taille 3 et possede trois valeurs propres distinctes, elle est diagonali-
sable.

2. Les éléments de F3_;(N) sont les solutions du systéme linéaire suivant :
(4—2i)z 4 (5+ i)y + (2+ 3i)z =

0
(—2+8i)x + (-5+3i)y+ (-4 —i)z=0
(—4+6i)x + (=5 +5i)y—52=0

En remplagant L; par L; + @Lg et simultanément Lo par Lo + %Lg, on arrive
apres simplifications au systeme suivant :

—G—gIOZx -0
12-;2011, =0

(—4+6t)x + (=54 5i)y — 5z =0

Les solutions sont donc les triplets (z,v, 2z) tels que = 0 et z = (=1 + i)y ; autrement
dit, ce sont les triplets de la forme y(0,1,—1 + i) avec y € C. Donc 'unique vecteur
(0,1,—1 4+ 4) forme une base de E3_;(N).
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Exercice 3 -

1. Comme Aq et Ao sont réels et distincts, on a
X(t) =cre* [ ? ] + coet [ 1 ] .

2. La trajectoire est rectiligne si, et seulement si, ¢; ou co est nul. On exclut le cas ou
c1 = cg = 0 car la trajectoire est alors réduite a un point (I’origine). Si ¢; = 0 et cg # 0,

ona X(t) =coet [ !

1 ] donc la trajectoire est la demi-droite issue de 'origine et dirigée

par le vecteur coVo = [ 22 ] Quand t — —oo on a e~! — 400 donc la trajectoire part
2
S 0
de Pinfini; elle va vers 0 car X (t) — 0 quand t — +o0.
Lorsque ¢ = 0 et ¢; # 0, on a X (t) = c1e? [ f ] donc la trajectoire est la demi-droite

. .. . 2
issue de l'origine et dirigée par le vecteur c1V; = [ Ccl ] .Quand t - —oco on a e** — 0
1

donc la trajectoire part de I'origine; elle va vers I'infini car e?! — 400 quand t — 4o00.

3. Le dessin est le suivant :

4. On a z(t) = 2c1e? + et et y(t) = cre* +coe™ done 2(0) = 2¢; +c2 et y(0) = c1 +ca.
La trajectoire cherchée est donc celle donnée par les constantes c; et co telles que
2c1 +co =1 et ¢; + co = —1. En soustrayant la deuxieme équation de la premiere on
obtient ¢; = 2; en reportant dans la seconde on trouve alors co = —3.
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5. Onaz(t) = 4e?* —3e~t et y(t) = 2e* —3e~! donc 2/ (t) = 8e* +3e~! et /' (t) = 4e*' +3e~!
ce qui donne

1 4el/5 — 3¢—1/10 2,17
xo=| | xapo=| T e |~ A ]

s | 11 ) [ 8el/P 4 3e71/10 ] [ 1248
xo=| 5| xano =] i [~ | e

6. Le dessin est le suivant (I'orientation étant fournie par les vecteurs vitesse, qui sont ici
représentés a 1'échelle 1/4) :

7. Quand ¢ — —co on a € — 0 et e — +o0; on en déduit X () ~ e [ B ] of

X(t) —et [ :g ] = e [ ;1 ] tend vers [ 8 } La demi-droite issue de l'origine et

dirigée par le vecteur = —3V5 est donc asymptote a la courbe quand ¢ — —oo.

-3
-3
Quand t — +o0, on a e=! — 0 et e — +oco0. On en déduit X (t) ~ e [ ;1 ], et

4

X(t) — e [ 5

] =e! [ :g ] tend vers [ 8 } La demi-droite issue de l'origine et

. 4 .
dirigée par le vecteur [ 9 ] = 2V) est donc asymptote a la courbe quand t — +o0.



