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Corrigé de I'examen de M.A.O. Calcul Formel

Lundi 18 juin 2018
Master 1 M.F.A., Orsay

Exercice 1.
1. (%)

sage: PXY.<x, y> = PolynomialRing(QQ)

sage: A = 2*x*xy~2 + 4xxxy + 5
sage: B = xxy - x - 1

sage: R = A.resultant(B, y)
sage: R

6*%x"3 + 13*x72 + 2x%x

sage: R.factor()

x *x (x +2) x (6xx + 1)

2. Soit (z,y) € C. Notons ¢ : QX] — Q I'homomorphisme de Q-algebres consistant
a évaluer en z. Pour tout P = P(X,Y) € Q[X,Y], on note P?(X) = P(z,Y) €
Q[Y] I'image de P par ’homomorphisme Q[X, Y| — Q[Y] consistant & appliquer ¢
a chaque coefficient de P vu dans (Q[X])[Y]. Le coefficient dominant de A dans
(Q[X)[Y] est 2X ; celui de B est X. Le cas x = 0 doit étre traité séparément ;
comme R(0) = 0 d’apres la question 1, le résultat est trivial dans ce cas. Supposons
désormais x # 0. Alors les coefficients dominants de A et B ont des images non
nulles par ¢ donc on a

Res(A%?, B?) = ¢(Res(A, B)) = ¢(R) = R(x).

Or par hypothese le réel y vérifie A(x,y) = B(x,y) = 0 donc les polynomes A% et B?
ont une racine commune y. Cela implique Res(A%, B¥) = 0, c’est-a-dire R(z) = 0.
Géométriquement, notons p la projection orthogonale sur I'axe des abscisses, dans le
plan R? muni de sa structure euclidienne canonique. On a montré que I'image de C
par p est contenue dans l’ensemble des points de la forme (z,0), ot = est une racine

de R.

3. (x) D’apres la question 1, les racines réelles de R sont 0, —2 et —1/6. Pour chacune
de ces racines x, on factorise les polynomes A(x,Y) et B(z,Y) pour voir si ils ont
une racine commune. Les lignes suivantes montrent que c’est le cas pour —2 et —1/6,
mais pas pour 0. On obtient ainsi que C est I’ensemble formé par les deux points
(—2,1/2) et (—1/6,-5).

sage: A(-2, y).factor()
(1) * (2xy - 1) * (2%y + 5)
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sage: B(-2, y).factor()
(-1) * (2%xy - 1)

sage: A(-1/6, y).factor()
(-1/3) * (y - 3) *x (y + 5)
sage: B(-1/6, y).factor()
(-1/6) * (y + 5)

sage: A(O, y)
5
sage: B(0, y)
-1

4. On a vu a la question 3 que 0 est une racine de R pour laquelle aucun réel y ne
vérifie (z,y) € C. Une premiere explication de ce phénomene est que 0 est une racine
commune des coefficients dominants de A et B (voir le corrigé de la question 2). Ceci
implique R(0) = 0, indépendamment de 'existence de y € R tel que (x,y) € C. Une
autre explication, plus géométrique et qui dépasse le cadre du cours, est la présence
d’une asymptote verticale commune aux courbes définies par A et B, d’équation
x = 0. Intuitivement, il y a bien un point d’abscisse 0 sur C, mais il est “a I'infini”
dans la direction verticale.

5. (%) Le calcul suivant montre que le résultant S de A et B, vus dans (Q[Y])[X], n’a
que deux racines : 1/2 et —5. Ce sont exactement les ordonnées des éléments de C.
Le phénomene évoqué a la question 4 ne se produit pas, car les coefficients dominants
de A et B dans (Q[Y])[X] sont respectivement 2Y%+4Y et Y — 1 : ils n’ont aucune
racine commune. On peut donc raisonner comme a la question 2, sans distinguer de
valeur particuliere de y. Géométriquement, les deux courbes n’ont aucune asymptote
horizontale commune. Méme si ce n’était pas demandé, voici ’allure des courbes
d’équations A(x,y) = 0 (en rouge) et B(x,y) =0 (en bleu).

sage: a = implicit_plot(A, (x, -10, 10), (y, -10, 10), color=’red’)
sage: b = implicit_plot(B, (x, -10, 10), (y, -10, 10), color=’blue’)
sage: a + b
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Exercice 2.

1. I y a quatre polyndmes de degré 2 a coefficients dans Fy : X2, X2 +1, X2 + X,
X? + X + 1. Les trois premiers ont au moins une racine (0 pour le premier et le
troisieme, 1 pour le deuxiéme et le troisieme) donc ils ne sont pas irréductibles. Le
dernier est irréductible car il est de degré 2 sans racine dans Fs.

2. Soit Q@ = X3 + aX?+ bX + ¢ un polynome irréductible de Fy[X] de degré 3 (son
coefficient dominant étant non nul, il vaut forcément 1). Comme @ est irréductible,
il n’a aucune racine dans Fy. On a donc c = Q(0) =1, puisa+b=Q(1)=1. Ily
a donc deux possibilités, selon que (a,b) est égal a (1,0) ou a (0,1). On trouve ainsi
deux polynomes : X3+ X2 +1 et X3+ X + 1. Réciproquement, ces deux polynomes
sont bien irréductibles car, par construction, ils sont de degré 3 sans racine dans [Fy.

3. Si P n’était pas irréductible, il pourrait se factoriser sous la forme Q1) avec 1 <
deg Q1 < deg Q2. Comme P est de degré 6, on aurait deg (); < 3. En considérant un
facteur irréductible de @)1, on voit que P serait divisible par un polynome irréductible
de degré au plus 3. D’apres les questions 1 et 2, ce polynome serait X, X + 1,
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X2+ X+1, X3+ X%2+10u X3+ X + 1. Or les lignes de code suivantes montrent
que P n’est divisible par aucun de ces 5 polynomes.

sage: F = GF(2)

sage: X = polygen(F)

sage: (X°6 + X + 1)%X

1

sage: (X76 + X + D%WX + 1)

1

sage: (X°6 + X + D%(X"2 + X + 1)
X

sage: (X"6 + X + 1)%EX"3 + X"2 + 1)
x"2 + 1

sage: (X°6 + X + D%W(X"3 + X + 1)
x"2 + x

4. Comme P est irréductible de degré 6 sur Fy, on a [K : Fy] = 6 et Card K = 26 = 64.

5. Les sous-corps de K sont en bijection avec les éléments de ’ensemble {1,2,3,6} des
diviseurs de 6 : il y en a donc quatre. Leurs cardinaux respectifs sont 2! = 2, 22 = 4,

23 = 8 et 26 = 64.

6. (%) Les lignes de code suivantes montrent que a* = 1+ a? + a3+ a*+a®. On calcule
ensuite (a?')* = a®, et on trouve a®! : cela montre que a?* appartient & I'unique
sous-corps de K de cardinal 4. Comme a?' ¢ Fy (comme le prouve son expression
dans la base (1,a,a?,...,a’)), ce sous-corps est Fo(a?!).

sage: K.<a> = GF(276, modulus=X"6 + X + 1)
sage: a"21

a’b+a’4+a3+a+1

sage: (a"21)°4

ab+a’4+ a3 +a+1

7. (x) On constate successivement que b* # b et b* # b, donc b n’appartient ni & Fy ni
au sous-corps de K de cardinal 4. En revanche b8 = 8 donc b appartient sous-corps de
K de cardinal 8. Il ’engendre car il n’appartient a aucun corps strictement contenu
dans celui-ci.

sage: b =a + a”8
sage: b"2 - b
a™4 +a"3 +1
sage: b4 - b
a4 +a”2+a+1
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10.

sage: b"8 - b
0

Les sous-corps de K sont donc Fy = Fy(1), Fy(a?!) qui est de cardinal 4, Fy(b) qui
est de cardinal 8, et K = Fy(a).

Onadeg R = [K:Fa(b)] = oty = § = 2.

(x) Le morphisme de Frobenius relatif & Fy(b) est z — 2% Comme a est de degré 2
sur Fo(b) on a R(X) = (X — a)(X — a®). Par défaut les coefficients de R sont écrits
par Sage comme polynomes en a, mais ils appartiennent & Fy(b) = Vectr, (1, b, b?)
(puisque [Fo(b) : Fo] = 3) donc il n'est pas difficile de les écrire a vue comme
polynomes de degré au plus 2 en b. On obtient ainsi R(X) = X? +bX +b*+ b+ 1.

sage: R = (X - a)x(X - a™8)

sage: R

x"2+ (@a”3 + a2+ a)xx + a4 + a”3
sage: b

a3 + a2 + a

sage: b"2

a4 + a2+ a+1

sage: R - (X2 + b*X + b"2 + b + 1)
0

Exercice 3.

1.

()

sage: all((n~17 + 9).gcd((n + 1)°17 + 9) == 1 for n in range(l, 1075))
True

Calculer n'” + 9 et (n + 1)!" 4+ 9 colite O(1) opérations arithmétiques dans Z. On
calcule ensuite leur pged par I'algorithme d’Euclide, pour un cotit de O(log(n'"+9)) =
O(logn) opérations arithmétiques dans Z.

Le cotit est de Zf:f:l O(logn) = O(Nlog N). Si on veut Nlog N ~ 10" on doit

12 .
prendre log N ~ log(10'?) = 12log(10) ~ 28 donc N ~ = ~ 3,6 10", On vérifie
que pour N = 3,6- 10 on a Nlog N ~ 8,810 < 102,

Il semble contre-intuitif que P(n) soit vraie pour tout n, mais il est rare de voir une
propriété vraie jusqu’a un tel rang puis fausse ensuite !

()
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10.

sage: X = polygen(ZZ)
sage: p = (X717 + 9) .resultant((X + 1)717 + 9)
sage: p

8936582237915716659950962253358945635793453256935559

Si p est premier alors pour tout a € Z on a a? —a = 0 mod p d’apres le petit théoreme
de Fermat. Donc si le test réussit, alors p n’est pas premier.

(%) Le test est un échec. Cela ne démontre pas que p est premier, mais cela corrobore
cette hypothese.

sage: Zmodp = Integers(p)

sage: echantillon = (Zmodp.random_element() for
sage: any(a"p - a for a in echantillon)

False

in range(100))

Pour chaque a € Z/pZ, on calcule a? par exponentiation rapide. Le cout est de
O(log p) opérations ; comme log p ~ 119 on a besoin de 100 opérations (en ordre de
grandeur). Ensuite tester si a? est égal a a dans Z/pZ ne coute aucune opération.
Comme on répete cela 100 fois, on effectue au total de I'ordre de 10* opérations.

Supposons que n'” 49 et (n+ 1)17 + 9 ne sont pas premiers entre eux : ils possedent
un facteur premier p’ en commun. Posons P = X"+ 9 et Q = (X +1)'7+9. Notons
¢ : Z — Z/P'7Z la réduction modulo p/, et T¥¢ € (Z/pZ)[X] le polynéme obtenu a
partir de 7' € Z[X] en appliquant ¢ a tous les coefficients. Comme P et @) sont
unitaires on a Res(P¥, Q%) = ¢(p). Or ¢(n) est une racine commune de P¥ et Q¥
dans Z/pZ, donc Res(P?,Q¥) = 0. On obtient donc ¢(p) = 0, c’est-a-dire que p’
divise p. Comme p et p’ sont des nombres premiers, on a donc p’ = p : le résultant p
divise n'" +9 et (n+ 1)1 +9.

On constate avec Sage que p — 1 est divisible par 17, et que dans Z/pZ on a
(—9)P=V/17 = 1. Evidemment ce calcul doit étre fait dans Z/pZ : I'entier (—9)®~1/17
est énorme, il n’est pas question de le calculer avant de réduire modulo p. Donc
I’équation x'7 = —9 a une solution x¢ dans Z/pZ (en effet 'ensemble des éléments de
la forme z'7 avec z € (Z/pZ)* est contenu dans I'ensemble des ¥ tels que 3P~/ = 1,
et ces deux ensembles sont de méme cardinal (p — 1)/17 donc égaux). En outre les
éléments = € (Z/pZ)* tels que x'™ = 1 forment un sous-groupe de (Z/pZ)* qui est cy-
clique de cardinal 17 (car (Z/pZ)* lui-méme est cyclique). Donc I'équation z'7 = —9
possede 17 solutions dans Z/pZ. Autrement dit, en gardant les notations de la
question précédente (avec p’ = p), le polynéme P¥ est scindé sur Z/pZ. Comme
Res(P?, Q%) = ¢(p) = 0, les polynomes P?¥ et Q¥ ont une racine commune dans
Z)pZ - il existe n > 1 tel que p divise P(n) et Q(n). Cette propriété reste vraie si on
ajoute a n un multiple quelconque de p, donc on obtient ainsi une infinité d’entiers
n > 1 pour lesquels P(n) est fausse.
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11. En combinant les deux questions précédentes on voit que P(n) est fausse si, et seule-
ment si, la classe de n modulo p est une racine commune de P¥ et Q¥. Les lignes de
code suivantes montrent que ces deux polynomes ont une et une seule racine commune
dans Z/pZ, qui est ng = 8424432925592889329288197322308900672459420460792433.
Finalement P(n) est fausse si, et seulement si, n = ng mod p.

sage: T = polygen(Zmodp)

sage: P = T"17 + 9
sage: Q = P(T + 1)
sage: [a for a in P.roots(multiplicities=False) if Q(a) == 0]

[8424432925592889329288197322308900672459420460792433]



