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Corrigé du partiel de M.A.O. Calcul Formel

Partie 1 : Carrés dans IF;

1. Siz =a? avec a € [, alors y? = 2P 1/2 = g1 = 1. Donc le polynéme X@-1/2 _1

possede pour racines tous les carrés de F,. Or il y a exactement (p —1)/2 carrés, c’est-
a-dire autant que le degré de ce polynéme : ce sont donc les seules racines. Si z € F),
n’est pas un carré, on a donc y? = z(P~1/2 £ 1. Par ailleurs (y2)? = 2P~ = 1 donc y?
est une racine du polynéme X? — 1 = (X — 1)(X + 1). Finalement on a bien y? = —1
(on a évidemment 1 # —1 dans [F,, puisque p est impair).

2. On peut calculer zP~1/4 par exponentiation rapide, en utilisant O(log((p — 1)/4)) =
O(log(p)) multiplications dans ).

3. Notons Y la variable aléatoire égale au nombre de passages dans la boucle. Le fait de
choisir au hasard un élément = € F,, de calculer y = z@P=D/4 et de tester si y? = —1
est une expérience de Bernoulli, dont le succes est le fait que y2 = —1. La probabilité
de succes est 1/2, car d’apres la question 1 le succes est équivalent au fait que = ne
soit pas un carré, ce qui a une chance sur deux de se produire (il est clairement sous-
entendu dans 1’énoncé que le choix aléatoire de x est effectué suivant la loi uniforme

sur Iy, et il est rappelé qu’il y a autant de carrés que de non-carrés). Comme Y est

le temps d’attente du premier succes, Y suit la loi géométrique de parametre 1/2.

L’espérance de Y vaut donc 1/(1/2) = 2. Comme chaque passage dans la boucle cotite

O(log(p)) multiplications dans F,, d’apres la question 2, on a X = O(Y log(p)) donc

E(X)=O(E(Y)log(p)) = O(log(p)). C’est bien mieux que le cout de I’algorithme naif

consistant a tester un par un tous les éléments y € F, jusqu’a en trouver un tel que

y? = —1, qui est O(p) (et pas mieux que cela, car si on n’a pas de chance les deux

éléments y qui conviennent seront parmi les derniers qu’on va tester).
4. (x) Voir le Jupyter Notebook !
5. (x) On obtient 540 ou 469.

6. Fixons un nombre premier p = 1 mod 4. Quand on applique plusieurs fois la fonction
racine de la question 4 avec cette méme valeur de p, on obtient deux valeurs différentes.
Montrons qu’il y a exactement deux éléments y € I}, tels que y? = —1. Tout d’abord il
y en a au plus deux, car ce sont des racines du polynome X2 + 1 dans F,. Ensuite il y
en a au moins une, notée yg, d’apres la question 1 : il suffit de poser yg = iL'(()p D/ o
zo € ) n’est pas un carré, et un tel zo existe bien. Enfin, on a (—y0)? =y = —1et
Yo # —Yyo (puisque 2yp # 0, car 2 est inversible dans F,), donc il y a exactement deux
solutions : yg et —yg.

7. On reprend les notations de la question précédente. Par construction, yo peut étre
renvoyé par la fonction racine, si le générateur aléatoire donne x = xg. Or on sait que
[}, est cyclique : notons w un générateur, et supposons que le générateur aléatoire donne

x = w?zg (qui est également un non-carré). Alors on a y = zP~D/4 = ,P=1/2y5 — g9
(puisque wP=1/2 egt 'unique élément d’ordre 2 dans [F7, & savoir —1). Donc chacun des
deux éléments y € F,, tels que y? = —1 peut étre renvoyé par la fonction racine.



8.

Si p = 2, Pélement y = 1 vérifie y> = 1 = —1. Si p est un nombre premier congru a
3 modulo 4, il n’existe aucun y € F) tel que y?> = —1. En effet si un tel y existait, on
aurait 1 = y?~ 1 = (=1)®?=1/2 = _1 dans IF,, ce qui est impossible.

Partie 2 : Autour de I’algorithme d’Euclide étendu

9.

10.

11.

12.
13.
14.

Notons j; le premier indice tel que 7, = 0. On a alors 0 = r;;, < ... <73 <19 = a.
Notons E I'ensemble formé par les entiers j € {0,...,71} tels que r; < R. Comme
0<R<a,onaj; €Fet0¢E.Donc l’ensemble fini ¥ est non vide : il posséde un
plus petit élément jgy, et on a jy # 0 donc jo > 1.

La relation wjvji1 — ujpq1v; = (—1)j est vraie pour 7 = 0 puisque ug = v; = 1 et
uy = vg = 0. Si elle est vraie pour j—1, avec 1 < j < j; — 1, alors on utilise les relations
Ujr1 = Uj—1 —Ujqj et vj41 = vj_1 —v;q; ou g; est le quotient dans la division euclidienne
de r;_1 par r;, de telle sorte que rj11 = rj_1 — rjg;. On en déduit

iU+ — Uj105 = i (vj-1 — vjg5) — (wj-1 — uigj)v; = wjvj-1 — uj_1vj = (=1)

ce qui termine la récurrence.

On a 0 = rj, < rj < R par construction de jg, puisque jo < j1. On a aussi rj, =
auj, +bvj, = bvj, mod a. Il reste & démontrer que vj, # 0 et |vj,| < V. Pour cela, on
commence par constater que

uj est du signe de (—1)7, wv; du signe de (=171, |uj| < |uji1| et |v;] < [vjsa

pour tout j tel que 0 < 5 < j; — 1; cela découle, par une récurrence immédiate, des
relations uj1 = uj_1 — ujq; et vj;1 = vj_1 — vjqj ou q; > 1 est le quotient dans la
division euclidienne de rj_1 par r;, de telle sorte que rj 41 = rj_1 — r;q;.

Considérons maintenant un entier j tel que 0 < j < j; — 1. On a d’apres la question 10 :

a = |Uj+1auj - Uj@Uj+1| = |Uj+1(7“j - ij) - ’Uj(errl - bvj+1)|

= |vjp1ry — virjaal = lvjaalry + vl > vl

car v; et vj41 sont de signes opposés. Pour j = jo — 1 on a donc R|vj,| < |vj,|rj—1 <
a < RV par minimalité de jo, d’ou |vj,| < V. Enfin, si on v, était nul, alors on aurait
soit 7j, = 0 (et alors uj, serait nul lui aussi, ce qui contredirait la question 10), soit
70| = alujy| > a=rg (d’ont jo = 0 ce qui contredit la question 9).

(%) Voir le Jupyter Notebook !

(x) On obtient r;, = 115 et v;, = 5.

On effectue partiellement 1’algorithme d’Euclide étendu, donc le coiit est majoré par
celui de I'algorithme d’Euclide étendu qui est en O(log a) opérations arithmétiques dans
Z (en fait méme en O(logb) opérations, ce qui est plus précis si b est beaucoup plus
petit que a, mais ce raffinement est inutile ici).

Partie 3 : Sommes de deux carrés, approche naive



15.

16.
17.

(%) On peut construire la liste L des s? pour s entier compris entre 1 et la partie entiere
de /p, ce qui cotite O(y/p) multiplications. Ensuite pour z = s? dans L, on teste si
p —x = p — s° figure dans la liste L. On s’arréte quand c’est le cas. Voir le Notebook !

(x) On trouve s = 15 et t = 28.

(x) L’algorithme précédent cotite O(,/p) opérations et O(,/p) recherches dans une liste
de O(y/p) éléments. A priori, chaque telle recherche nécessite de parcourir la liste en
entier (dans le pire des cas), ce qui conduit & O(p) comparaisons (et pas moins). Ce-
pendant il s’agit d’une liste triée, donc on peut tester si x in L par dichotomie, en
O(log(,/p)) = O(log(p)) comparaisons par élément x, donc O(,/plog(p)) au total.

En fait on peut méme faire encore mieux : une fois la liste L construite, on utilise deux
indices = s? et y = t? pour la parcourir, z & partir du début et y & partir de la fin.
Lorsque  + y < p, on remplace x par 1’élément suivant de L. Au contraire, lorsque
x4+ y > p, on remplace y par I’élément précédent. A un moment, on aura  +y = p
et on renverra x et y (ou plutdét leurs racines carrées, qui sont leurs positions dans la
liste L). De cette fagon, on a au maximum 2,/p passages dans la boucle donc on utilise
seulement O(,/p) comparaisons. Voir le Notebook !

Partie 4 : Sommes de deux carrés, algorithme efficace

18.

19.

20.
21.

Comme p est premier et congru a 1 modulo 4, la question 4 montre comment trouver un
élément y € [} tel que y?> = —1. Notons b le représentant dans Z de la classe y € Z/pZ
tel que 0 < b < p. On reprend les notations de la partie 2 avec a = p, cet entier b, et des
entiers R et V' qu’on précisera plus loin. D’apres la question 11, p divise 7, —bwvj,, donc
dans Z/pZ on a 7’?0 +v]2-0 = (1j, —Yyvj,)(rjo +yvj,) = 0 puisque y* = —1. Autrement dit,
I’entier r20 + UJZO est multiple de p. Or cet entier est strictement positif puisque v, # 0
(d’apres la question 11), et cette question donne aussi

r2 40l < (R—1)7+ (V-1 <2p

en prenant R =V = [,/p] (qui est le plus petit entier supérieur ou égal & /p; comme
p n’est pas un carré, on a R =V = |\/p] +1); on a bien 0 < R <p < RV. On a donc
rjz-o + ”32'0 = p : les entiers s = 7, et t = v;, déterminés a la question 12 conviennent.

D’apres la question 3, 'algorithme de la question 4 cotite en moyenne O(log p) multipli-
cations dans [, = Z/pZ ; chacune d’entre elles est une multiplication dans Z suivie d’une
division euclidienne par p. Cela représente donc O(log p) opérations dans Z. Par ailleurs
la question 14 montre qu’on peut aussi déterminer , et v;, en O(logp) opérations dans
Z. Finalement, l’algorithme de la question précédente cotite donc O(logp) opérations
arithmétiques dans Z. C’est beaucoup plus efficace que 'algorithme de la question 15.

(%) Voir le Notebook !

(%) On trouve
s = 8083111 et t = 1394180.



