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TP 3 : Récursivité et récurrence
IPrérequis : Pour l’exercice II, Chapitre 1 du poly.

Exercice I

On considère l’algorithme suivant, dé�nissant récursivement une fonction f prenant en argument deux entiers natu-
rels non nuls a et b :
(i) Si a = b , renvoyer a ;
(ii) Si a et b sont tous les deux pairs, renvoyer 2 × f ( a2 ,

b
2 ) ;

(iii) Si a est pair et b impair, renvoyer f ( a2 , b) ;
(iii’) Si b est pair et a impair, renvoyer f (a, b2 ) ;
(iv) Si a et b sont impairs, et que a > b , renvoyer f ( a−b2 , b) ;
(iv’) Si a et b sont impairs, et que a < b , renvoyer f (b−a2 , a).

1. Montrer que le calcul de f (a, b) termine pour tout couple (a, b) ∈ (N − {0})2.

2. Pour tout n ∈ N, notonsXn le sous-ensemble de (N−{0})2 formé des couples d’entiers naturels non nuls (a, b)
tels que ab 6 2n . Montrer que pour tout n ∈ N, pour tout (a, b) ∈ Xn , le calcul de f (a, b) nécessite au plus n
appels récursifs.

3. En déduire que le coût de f (en nombre d’appels récursifs) est un O (log2(ab)). Décrire en outre, pour chaque
entier n > 1, un élément (an , bn) ∈ Xn tel que le nombre d’étapes de calcul de f (an , bn) soit exactement n .

4. Montrer que pour tout (a, b) ∈ (N − {0})2, f (a, b) est le pgcd de a et b .

5. Écrire une implémentation de l’algorithme ci-dessus calculant la fonction f dans Sage et comparer la vitesse
d’exécution avec l’algorithme d’Euclide du TP 2.

6. Déterminer le pgcd de 7657 et 4340 en utilisant cet algorithme.

Exercice II

On �xe des entiers x0, x1, a, b et on considère la suite (xn)n>0 dé�nie par ses deux premières valeurs x0, x1 et la
relation de récurrence xn+2 = axn + bxn+1 pour tout n > 0.

1. Déterminer une matriceM ∈ M2(Z) telle que pour tout n > 0, on ait :(
xn+1
xn+2

)
= M

(
xn
xn+1

)
2. Montrer que pour tout n > 0, on a : (

xn
xn+1

)
= M n

(
x0
x1

)
3. En déduire un algorithme pour calculer xn étant donné un entier n > 0. On indiquera les algorithmes fonda-
mentaux qui interviennent.

4. Donner une estimation en fonction de n du nombre d’opérations arithmétiques dans Z (additions, multiplica-
tions, soustractions) et préciser la complexité de l’algorithme.

5. Implémenter votre algorithme sous la forme d’une fonction prenant en arguments x0, x1, a, b, n , c’est-à-dire
commençant par :
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def suite(x0,x1,a,b,n):
...

On �xe un nombre premier p , 2. En conservant les notations précédentes, on dé�nit (xn)n>0 la suite de Fp = Z/pZ
formée des classes modulo p des termes de la suite (xn)n>0. On note de même a, b les classes de a et b modulo p ,
etM l’image deM dansM2(Fp ). On suppose que a , 0.

6. Soit u ∈ F2p −{0} un vecteur non nul du Fp-espace vectoriel F
2
p de dimension 2. Combien existe-t-il de vecteurs v

tels que la famille (u,v ) soit liée? Combien existe-t-il de vecteurs v tels que la famille (u,v ) soit une Fp-base
de F2p ?

7. En déduire le cardinal de GL2(Fp ).

On note Np := #GL2(Fp ) ce cardinal.

8. Montrer que la suite (xn)n>0 est Np-périodique, c’est-à-dire que xn+Np = xn pour tout n > 0.

On note P = X 2 − bX − a ∈ Fp [X ]. Dans les questions suivantes, on suppose que P ∈ Fp [X ] est irréductible.
On note K le corps de rupture de P sur Fp et λ ∈ K la racine privilégiée de P dans K , c’est-à-dire que l’on pose
K := Fp [T ]/(P (T )) et λ := [T ] ∈ K .

9. Montrer que λp
2−1 = 1.

10. En déduire que l’on a la congruence de polynômes X p2−1 ≡ 1 mod P .

11. Est-il vrai queM
2
− b ·M − a = 0 dansM2(Fp )?

12. Montrer queM
p2−1

= I2.

13. En déduire que la suite (xn)n>0 est (p2 − 1)-périodique.

14. En déduire une méthode pour calculer xn quand n est grand.

À partir de maintenant, on suppose que p = 7, a = b = 2, x0 = 0, x1 = 1.

15. Déterminer un entier k > 1 tel que xn+k = xn pour tout n > 0.

16. Calculer xn pour n = 510000.

17. L’entier k déterminé à la question 15 est-il le plus petit entier tel que xn+k = xn pour tout n > 0?
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