
Université Paris Saclay - M1 Mathématiques - S2 Année 2022 - 2023

Examen partiel d’Arithmétique
Mercredi 22 février 2023. 3 heures.

Documents, calculatrices, montres connectées et téléphones interdits.

Exercice 1 Existe-t-il des nombres premiers p > 10 tels que l’entier p6 + 6 est
également un nombre premier ?

Corrigé : Comme p > 10 premier n’est pas divisible par 7, par le petit théorème
de Fermat, p6 ≡ 1 [7], de sorte que p6 + 6 est divisible par 7. Comme p6 + 6 > 7,
ce n’est donc pas un nombre premier, quel que soit p > 10 premier.

Exercice 2 Soient a, b, c ∈ N∗. On note (a, b) le plus grand commun diviseur de
a et b, et on note [a, b] le plus petit commun multiple de a et b.

1. Montrer que ([a, b], c) = [(a, c), (b, c)].
2. En déduire que (a+ b, [a, b]) = (a, b).
3. Si a+ b = 288 et [a, b] = 1716, que valent a et b ?

Corrigé :
1. En notant p1, p2, p3, . . . la suite des nombres premiers, écrivons la décom-

position des entiers a, b et c en puissances de facteurs premiers : a =
pα1

1 pα2
2 . . . pαN

N , b = pβ1
1 p

β2
2 . . . pβN

N et c = pγ1
1 p

γ2
2 . . . pγN

N , où pN est le plus
grand nombre premier divisant abc. La plus grande puissance de pi divi-
sant ([a, b], c) est min(max(αi, βi), γi). La plus grande puissance de pi di-
visant [(a, c), (b, c)] est max(min(αi, γi),min(βi, γi)). On vérifie la relation
min(max(αi, βi), γi) = max(min(αi, γi),min(βi, γi)) pour chacun des ordres
possibles de αi, βi, γi une fois classés par ordre croissant, et on obtient ainsi
l’identité désirée.

2. Prenons c = a + b dans l’identité précédente. On obtient ([a, b], a + b) =
[(a, a + b), (b, a + b)]. Comme (a, a + b) = (a, b) et (b, a + b) = (b, a) par
l’algorithme d’Euclide, et que [(a, b), (a, b)] = (a, b), on obtient l’identité
désirée.

3. Calculons le pgcd de 1716 et 288 par l’algorithme d’Euclide. Comme 1716−
5 ∗ 288 = 276, on a (1716, 288) = (288, 276). Puis comme 288 − 276 = 12,
on a (288, 276) = (276, 12). Comme 12|276, on obtient (1716, 288) = 12.
On en déduit ab = (a, b)[a, b] = 12 ∗ 1716 = 20592. Connaissant la somme
et le produit de a et b, on obtient a, b = 1

2(288 ±
√

2882 − 4 ∗ 20592) =
1
2(288±

√
576) = 1

2(288± 24) donc a et b sont 132 et 156.
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Exercice 3 Trouver des entiers naturels a1, . . . , ak etN tels que, pour tout nombre
premier p > 7, l’entier 21 est un résidu quadratique modulo p si et seulement si
p ≡ ai [N ] pour un certain i ∈ {1, . . . , k}.

Corrigé : Par définition des symboles de Legendre, 21 est un résidu quadratique
modulo p ssi

(
21
p

)
= 1. Or

(
21
p

)
=
(

3
p

)
∗
(

7
p

)
= (−1) p−1

2
(
p
3

)
(−1) p−1

2
(
p
7

)
=
(
p
3

) (
p
7

)
par la loi de réciprocité quadratique. De plus,

(
p
3

)
= 1 ssi p ≡ 1 [3]. D’autre part,(

p
7

)
= 1 ssi p ≡ 1, 2 ou 4 [7]. Les cas favorables vont correspondre à diverses

valeurs pour p modulo 3 et 7, chaque cas correspondant à une congruence bien
précise modulo 21, par le théorème des restes chinois. Si p ≡ 1 [3] et p ≡ 1 [7], cela
correspond à p ≡ 1 [21]. Si p ≡ 1 [3] et p ≡ 2 [7], cela correspond à p ≡ 16 [21]. Si
p ≡ 1 [3] et p ≡ 4 [7], cela correspond à p ≡ 4 [21].

Si p ≡ 2 [3] et p ≡ 3 [7], cela correspond à p ≡ 17 [21]. Si p ≡ 2 [3] et p ≡ 5 [7],
cela correspond à p ≡ 5 [21]. Si p ≡ 2 [3] et p ≡ 6 [7], cela correspond à p ≡ 20 [21].

On obtient donc N = 21, a1 = 1, a2 = 16, a3 = 4 , a4 = 17, a5 = 5, a6 = 20 et
k = 6.

Exercice 4 Soit x > 2.
1. En utilisant le lemme de sommation par parties, montrer que

∑
n6x

log n
n

= 1
2 log2 x+ A+O

(
log x
x

)

pour une certaine constante A que l’on écrira explicitement sous la forme
d’une intégrale (sans chercher à la calculer).

2. En déduire que

∑
n6x

d(n)
n

= 1
2 log2 x+ 2γ log x+O(1)

où d(n) = ∑
a,b∈N∗

ab=n
1 et γ est la constante d’Euler.

Corrigé :
1. En appliquant le lemme de sommation par parties avec f(x) = log x

x
et g(n) =

2
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1 entre les bornes 1
2 et x, on obtient

∑
n6x

log n
n

= bxc log x
x
−
∫ x

1
byc1− log y

y2 dy

= bxc log x
x

+
∫ x

1
(y − byc)1− log y

y2 dy −
∫ x

1

1− log y
y

dy

= bxc log x
x

+ A−
∫ ∞
x

(y − byc)1− log y
y2 dy − log x+ 1

2 log2 x

= 1
2 log2 x+ A+ (bxc − x) log x

x
−
∫ ∞
x

(y − byc)1− log y
y2 dy,

où A =
∫∞

1 (y − byc)1−log y
y2 dy.

Comme |x− bxc| 6 1, on a (bxc − x) log x
x

= O( log x
x

) et∣∣∣∣∣
∫ ∞
x

(y − byc)1− log y
y2 dy

∣∣∣∣∣ 6
∫ ∞
x

log y − 1
y2 dy = log x

x
= O

(
log x
x

)
.

2. On calcule
∑
n6x

d(n)
n

=
∑
n6x

∑
a,b∈N∗

ab=n

1
n

=
∑
a6x

1
a

∑
b6x

a

1
b

=
∑
a6x

1
a

(
log

(
x

a

)
+ γ +O

(
a

x

))

= (log x+ γ)
∑
a6x

1
a
−
∑
a6x

log a
a

+O(1)

= (log x+ γ)
(

log x+ γ +O
(1
x

))
− 1

2 log2 x+O(1)

= 1
2 log2 x+ 2γ log x+O(1).
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Exercice 5 Soit n > 2 un entier et p un nombre premier tel que p ≡ 1 [n]. Le but
de cet exercice est d’estimer le nombre N(Xn + Y n = 1) de solutions (x, y) ∈ F2

p

pour l’équation Xn + Y n = 1.

1. Montrer qu’il existe un caractère ψ de F×p d’ordre n. En déduire que

N(Xn = a) =
n−1∑
i=0

ψi(a)

pour tout a ∈ Fp.
2. Ecrire N(Xn + Y n = 1) en fonction des sommes de Jacobi J(ψi, ψj) avec

0 6 i, j 6 n− 1.
3. Montrer que

n−1∑
i,j=1
i+j=n

J(ψi, ψj) = 1− n

2
(
(−1)

p−1
n + 1

)
.

4. Déduire de ce qui précède que∣∣∣∣N(Xn + Y n = 1) + n

2
(
(−1)

p−1
n + 1

)
− (p+ 1)

∣∣∣∣ < (n− 1)(n− 2)√p.

5. Sans utiliser les points précédents, lorsque p > 3, montrer que

N(X2 + Y 2 = 1) =


p− 1 si

(
−1
p

)
= 1,

p+ 1 si
(
−1
p

)
= −1.

Indication : Lorsque x 6= 1, poser y = a(x− 1) avec a ∈ Fp.

Corrigé :
1. Le groupe F̂×p est isomorphe au groupe F×p qui est cyclique d’ordre p−1. Soit
φ un générateur de F̂×p , il est donc d’ordre p− 1. Alors ψ = φ

p−1
n est d’ordre

n comme souhaité. De plus, si un élément quelconque φk de F̂×p satisfait
φkn = ε, alors kn ≡ 0 [p − 1] de sorte que k est un multiple de p−1

n
et φk

est une puissance de ψ. Comme {χ ∈ F̂×p , χn = ε} = {ψ0, ψ1, . . . , ψn−1}, la
relation N(Xn = a) = ∑

χn=ε χ(a) se réécrit en celle souhaitée.
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2. On a

N(Xn + Y n = 1) =
∑
a,b∈Fp

a+b=1

N(Xn = a)N(Y n = b)

=
∑
a,b∈Fp

a+b=1

n−1∑
i,j=0

ψi(a)ψj(b)

=
n−1∑
i,j=0

J(ψi, ψj).

3. Lorsque i + j = n avec 1 6 i 6 n − 1, J(ψi, ψj) = J(ψi, ψ−i) = −ψi(−1).
Par conséquent,

n−1∑
i,j=1
i+j=n

J(ψi, ψj) = −
n−1∑
i=1

ψi(−1) = 1−N(Xn = −1).

D’autre part, −1 est une puissance nième dans F×p ssi (−1) p−1
n = 1. En effet,

si g est un générateur de F×p et α ∈ Z tel que gα = −1, alors (−1) p−1
n =

gα
p−1

n = 1 ssi n|α. De plus, si −1 est une puissance nième dans F×p , alors il
y a exactement n racines nièmes gβ de −1, correspondant aux n solutions
de nβ ≡ α [p − 1]. Ainsi, N(Xn = −1) = n

2

(
(−1) p−1

n + 1
)
, ce qui donne la

formule souhaitée.
4. Si i = j = 0, on a J(ε, ε) = p. Si i = 0 mais j 6= 0, on a J(ε, ψj) = 0 et de

même si i 6= 0 mais j = 0, on a J(ψi, ε) = 0. Des (n − 1)2 termes restants,
si on retire encore les n − 1 termes ∑n−1

i,j=1
i+j=n

J(ψi, ψj), il reste (n − 1)(n − 2)

termes J(ψi, ψj) avec i, j, i + j 6≡ 0 [n]. Par conséquent, |J(ψi, ψj)| = √p et
on obtient∣∣∣∣N(Xn + Y n = 1) + n

2
(
(−1)

p−1
n + 1

)
− (p+ 1)

∣∣∣∣ 6 (n− 1)(n− 2)√p.

Dans cette inégalité, l’égalité n’est pas possible car le membre de gauche est
toujours un entier, mais jamais le membre de droite.

5. Si x = 1, alors y = 0, ce qui donne une première solution. Si x 6= 1, on
pose y = a(x − 1) avec a ∈ Fp. En remplaçant dans l’équation x2 + y2 = 1,
on obtient (x − 1) ((a2 + 1)x+ (a2 − 1)) = 0. Cette équation a une unique
solution x 6= 1 ssi a2+1 6= 0. Lorsque

(
−1
p

)
= −1, toutes les valeurs de a ∈ Fp

conviennent et on obtient p solutions supplémentaires, soit un total de p+ 1
solutions. Lorsque

(
−1
p

)
= 1, deux valeurs de a ∈ Fp satisfont a2 = −1, donc

on a deux solutions de moins, soit un total de p− 1.
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Exercice 6 (Bonus)
1. Soit p > 2 un nombre premier et x, y ∈ Z tels que p - x, p - y mais p | x− y.

Montrer que vp(xn − yn) = vp(x− y) + vp(n) pour tout n ∈ N∗.
2. Comment adapter ce résultat au cas où p = 2, lorsque 4 | x− y ?

Corrigé :
1. Si p - n, alors comme xn−yn = (x−y)∑n−1

i=0 x
iyn−1−i et que ∑n−1

i=0 x
iyn−1−i ≡

nxn−1 [p], on obtient vp(xn − yn) = vp(x− y).
Lorsque n = p, en remplaçant y par x+kp dans∑p−1

i=0 x
iyp−1−i [p2], on obtient

pxp−1 + ∑p−2
i=0 x

p−2kp(p − 1 − i) ≡ pxp−1 [p2] puisque p | ∑p−2
i=0 (p − 1 − i) =

1
2p(p− 1), de sorte que vp(xp − yp) = vp(x− y) + 1.
Si vp(n) = a > 0, de sorte que n = bpa avec p - b, alors par les propriétés ci-
dessus vp(xn−yn) = vp(xp

a−ypa) = vp(xp
a−1−ypa−1)+1 = . . . = vp(x−y)+a

comme souhaité.
2. Lorsque n = p = 2, le raisonnement ci-dessus ne fonctionne plus car 1

2p(p−1)
n’est plus un multiple de p. Mais pour tout a > 1 on a alors v2(x2a − y2a) =
v2(x2a−1−y2a−1)+v2(x2a−1 +y2a−1). Comme x et y sont impairs, x2a−1−y2a−1

et x2a−1 + y2a−1 sont pairs mais distincts modulo 4. Donc si 4 | x − y, alors
4 | x2a−1 − y2a−1 et donc 4 - x2a−1 + y2a−1 de sorte que v2(x2a−1 + y2a−1) = 1.
On retrouve donc la même relation que dans le cas où p est impair.
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