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Examen d’Arithmétique
Mercredi 15 avril 2026. 3 heures.
Documents, calculatrices, montres connectées et téléphones interdits.

On rappelle la borne de Minkowski : si K = Q(\/;l) avec d € N* non carré,
alors toute classe d’idéaux de K contient un idéal I de Ok dont la norme vérifie

N(I) € 54/1A0yzl.

Exercice 1 On considere le corps de nombres K = Q(+/15).

1.

©w o N

10.

11.

12.

Montrer que 'anneau des entiers O de K est Z[v/15].

2. Montrer que z+y+/15 € OF avec x,y € Z si et seulement si 2% — 15y* = +1.
3.
4. Déduire des deux points précédents que Of = Z/27 X Z et en identifier des

Calculer le développement en fraction continue de 1/15.

générateurs.

Donner toutes les fractions irréductibles § aveca € Zet b € {1,2,...,99,100}
qui sont des meilleures approximations de /15.

On note Py = 20k + (1 +15)Ok et Py = 30 + V150k.

Montrer que P§ = 20k et que P; = 30k.

En déduire la norme de P, et de P;. Les idéaux P, et P5 sont-ils premiers ?
Donner une base de P, et de P3 en tant que Z-modules libres.

Pour tout idéal non nul I de Ok, montrer que N(I) € I N Z.

Montrer que le groupe des classes Cl(Ok) est engendré par les classes des
idéaux P, et P53 (on pourra utiliser la borne de Minkowski).

Calculer la norme de 3 + v/15. En considérant la factorisation de l'idéal
(3 + v/15)Ok en produit d’idéaux premiers dans O, montrer que Cl(Ox)
est engendré par la classe de P,.

Montrer que le groupe Cl(Ok) est d’ordre 2.

Corrigé :

1.
2.

Comme 15 = 3 mod 4, par un résultat du cours on a Ox = Z[V/15].
Si z + yv15 € Of alors Ngg(z + yv/15) = 2* — 15y* € Z* = {—1,+1}.
Réciproquement, si z? — 15y* = +1 alors +(z — y+/15) est un inverse pour

x +yv/15 dans Z[v/15].

. La partie entiere de v/15 est 3 = ag. On obtient r; = —L— = Y1543 i 4

Vi5—3 ~ 6
-1
pour partie entiere 1 = a;. On obtient ry = (@ — 1) =15+ 3 qui
a pour partie entiere 6 = as. On obtient r3 = ﬁ = r1, de sorte que le

développement devient périodique de période s =922 partir de a;. Ainsi,

\/1_: [37m]
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4.

10.

La solution minimale de I’équation de Pell-Fermat z* —15y? = #£1 est donnée
par z = p; et y = ¢ avec % =1[3,1] = %. L’ensemble des solutions est donné
par {+(x, + ynvV15) = £(4 + V/15)",n € Z}. On a donc bien Z[/15]* =
Z]27 x Z, ou —1 est un générateur du facteur Z/27Z et 4 + /15 est un
générateur du facteur Z.

Les meilleures approximations de y/15 sont des réduites de son développe-
ment en fraction continue. Les premieres réduites de v/15 = [3, 1, 6] sont [3] =
2[3,1) = 1, [3,1,6] = &9 = 21 [3,1,6,1] = 2 = 2L [3,1,6,1,6] =
G a2l — 22, [3,1,6,1,6,1] = 22421 = 24 Le dénominateur de la réduite
suivante [3,1,6, 1,6, 1, 6] est égal a 6 x 63+55, donc supérieur a 100, de méme
que les dénominateurs de toutes les réduites suivantes. La premiere réduite
% n’est pas une meilleure approximation de v/15 car /15 > [/15] + %, mais
les autres réduites le sont. On obtient donc les meilleures approximations %,

2—77, 38—1, % et % ayant un dénominateur ne dépassant pas 100.

D’une part, on calcule P? = (20x +(14++v/15)Ok)? = 405 +2(1+/15)Ok +
(16 + 2v/15) Ok = 2 (20k + (1+ V15)Ok + (8 + V15)O ). Comme 'idéal
entre parenthéses contient 1+ /15 et 8 4+ /15, il contient aussi (8 + v/15) —
(1 ++/15) = 7. Comme il contient 2 et 7, il contient aussi 2 A 7 = 1, donc
c’est Ok, de sorte que P? = 20y.

D’autre part, on calcule P = (30x + \/EOK)Q =90k 4 3V150x + 150 .
Comme P2 contient 9 et 15, il contient aussi 9 A 15 = 3. Comme 9, 31/15 et
15 sont des multiples de 3 dans Of, I'élément 3 engendre P7, de sorte que
P? = 30k.

D’une part, on a N(P;)? = N(P5) = Ng/g(2) = 4, de sorte que N(P,) = 2.
D’autre part, on a N(P3)? = N(P§) = Ng/g(3) =9, de sorte que N(Ps) = 3.
Comme les normes de P, et P3 sont des nombres premiers, P, et P3 sont des
idéaux premiers.

D’une part, montrons que P, = 27 + (1 4+ /15)Z. 1l est clair que 27 +
(1 +V15)Z C P,. Pour montrer que P, C 27 + (1 + /15)Z, il reste a
montrer que ce Z-module est stable par multiplication par v/15. Or 2y/15 =
2% (14++/15) — 2 et VI5(1+v15) = 15+ 15 = 8(1 + /15) 4+ 7(1 — V/15).
D’autre part, montrons que Py = 3Z+v/157Z. Il est évident que 3Z++/15Z C
P;. Pour 'inclusion réciproque, il suffit de montrer que 3Z + v/15Z est stable
par multiplication par v/15. Or 3v/15 € V157 et \/ﬁ2 =15 € 3Z.
Considérons Ok /I comme un groupe additif de cardinal N(I) € N* C Z. La
projection 1 de 1 € Ok dans ce groupe est donc d’ordre divisant N(I). En
particulier, la somme de N (/) termes 1 est nulle dans O /1, autrement dit
N(I) eI

Le discriminant de Ok est donné par Ap, 7z = 4 x 15 puisque 15 = 3 mod 4.
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11.

12.

La borne de Minkowski montre alors que Cl(Of) est engendré par les classes
d’idéaux de norme < %\/@ < 4. Il ne faut donc considérer que les idéaux
de normes 2 et 3. D'une part, tout idéal I de norme 2 contient N(I) = 2,
de sorte que I D 20k = P}. Mais le seul diviseur de P de norme 2 est P
lui-méme. Donc P, est 'unique idéal de Ok de norme 2. De méme, tout idéal
I de norme 3 contient N(I) = 3, de sorte que I D 30k = P;. Mais le seul
diviseur de P? de norme 3 est P3 lui-méme. Donc P; est 'unique idéal de
Ok de norme 3. Ainsi, Cl(Ok) est engendré par les classes de P, et de Ps.
On a Ng/o(3 + v/15) = 9 — 15 = —6. Ainsi, I'idéal principal (3 4+ v/15)O
est de norme | — 6] = 6. Comme 3 et /15 sont clairement des éléments de
P3,on a P3 D I, de sorte qu’il existe un idéal J de Ok tel que I = P3J. Par
multiplicativité de la norme, on doit avoir N(J) = 2, de sorte que J = P,
et donc I = P,P;. Ainsi, la classe de Ps est l'inverse de celle de P5 dans
Cl(Ok), et ce dernier est engendré par la seule classe de P.

On sait déja que P? = 20k est principal, de sorte que la classe de P, dans
Cl(Ok) est d’ordre divisant 2. Pour que celle-ci soit d’ordre 2, il suffit donc
de montrer que P, n’est pas principal. Si ¢’était le cas, il serait engendré par
un élément x 4 yv/15 avec x,y € Z ayant pour norme +N(P;) = £2. Mais
'équation 22 — 15y% = 42 n’a pas de solution enti¢res. En effet, en réduisant

celle-ci modulo 5, on obtient 22 = 42 mod 5, qui est sans solution dans Z/5Z

puisque (%) = —1.
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Exercice 2 On considere la fonction “nombre de diviseurs premiers” w définie par

w(n) =
1.

Card{p € P :p | n}.

Montrer que I'abscisse de convergence de la série de Dirichlet D, associée a
w est égale a 1.

2. Montrer que pour tout s € C tel que Re(s) > 1, on a
(93 .
7P

3. A Taide de l'identité 2* = 1 x p? établie dans le partiel et dans laquelle p
désigne la fonction de Mobius, montrer que 1’abscisse de convergence de la
série de Dirichlet Do associée a 2% est égale a 1.

4. En utilisant le fait que la fonction 2¢ est multiplicative comme établi dans le
partiel, calculer le développement en produit eulérien de Dsw, afin de montrer
que pour tout s € C tel que Re(s) > 1, on a

p° + 1
D2w H
p
5. En déduire que, pour tout s € C tel que Re(s) > 1, on a
((s)?
DQw (S) - .
¢(2s)
6. Déduire de ce qui précede et avec I’aide du théoreme d’Ikehara que la fonction
sommatoire M, de ;i satisfait
Ma() 1
2\ z—+o0 —X
e e 1
Corrigé :

1. D’une part, pour tout n > 2, on a w(n) > 1, puisque n a au moins un divi-
seur premier. Donc par comparaison avec 1, on doit avoir o.(w) > 0.(1) = 1.
D’autre part, pour tout n € N*, w(n) = ¥,, 1 = (1p * 1)(n), oit 1p est la
fonction indicatrice des nombres premiers. Donc o, (w) < max(o,(1p), 04(1)).
Comme 0 < 1p < 1, on a 0,(1p) = 0.(1p) < 0,(1) = 0.(1) = 1, donc l'in-
égalité précédente est o.(w) = 0,(w) < 1. On en déduit que o.(w) = 1.

2. Comme w = 1p x 1, pour tout s € C tel que Re(s) > o,(w) =1, on a

1
ps

D.,(s) = Da(s)D1,(s) = C(s) D
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3. D’une part, pour tout n > 2, on a 2*(n) > 2. Donc par comparaison avec
1, on doit avoir 0.(2) > 0.(1) = 1. D’autre part, comme 2¥ = 1 % 2, on
a 04(2¢) < max(o,(p?),04(1)). Or 0 < p? < 1, donc 0,(p?) = o.(p?) <
04(1) = 0.(1) = 1 et I'inégalité précédente devient o.(2*) = 7,(2*) < 1. On
en déduit que o.(2¢) = 1.

4. Comme 2“ est multiplicative, pour tout s € C tel que Re(s) > 0,(2¢) = 1,
on a

Das(s) =11 (1 +2 2“(29'“)19"“) = (1 +2 Zﬁ“)

k>1

5. Pour tout s € C tel que Re(s) > 1, on a

¢(s) =[[A—p7)7%

p

D’autre part, pour tout s € C tel que Re(s) > %, on a

¢s) =TI —p>)

p

Par conséquent, pour tout s € C tel que Re(s) > 1, on a

C et e
(s~ gy = mq = D29

6. L’identité 2¥ = 1% p? donne 2¥ %y = i, de sorte que D,2(s) = Daw(s)D,,(s)
pour tout s € C tel que Re(s) > 1 = 0,(2%) = 0,(p). Comme D, (s) = =

¢(s)

pour Re(s) > 1, cela donne D,2(s) = gC((;s)) pour Re(s) > 1. La fonction ¢ a

un unique podle simple de résidu 1 en s = 1, tandis que la fonction ((2s) n’a
aucun zéro pour Re(s) > 1. Par conséquent, la fonction D,z2(s) — m
se prolonge continiment sur Re(s) > 1. Par le théoreme d’lIkehara, on en

déduit que M2 (2) ~pioo ﬁx

Exercice 3 On note K le corps de nombres Q(v/—71).

1. Déterminer 'anneau O des entiers de K ainsi que le discriminant de K.

5
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2. Déterminer I'ensemble des formes quadratiques binaires définies positives
primitives et réduites de discriminant D = —71.

3. En déduire que le groupe des classes de Ok est un groupe cyclique dont on
calculera le cardinal.

4. Quelle forme quadratique binaire définie positive primitive et réduite de dis-
criminant D = —71 est associée a la classe des idéaux principaux de O ?

Corrigé :

1. Comme —71 = 1 mod 4, par un résultat du cours on a O = Z[a] avec
q =11 V2_71 et Aoz = —T1.

2. De telles formes quadratiques binaires [a, b, ¢] satisfont 1 < |a| < \/g <5et
—a<b<a<ec ainsique b>0sia=c Deplus D=b>—4ac = —T71de
sorte que b est impair. Sia =1, on a —1 < b < 1 de sorte que b = 1, donc
D =1—4¢ = —T71 c’est-a-dire ¢ = 18. On obtient [1,1,18]. Si a = 2, on a
—2 < b< 2desorte que b= =1, donc D =1 — 8 = —T71 c’est-a-dire ¢ = 9.
On obtient [2,£1,9]. Sia =3, on a —3 < b < 3 de sorte que b = +1 ou 3. Si
b=+1,alors D =1—12¢c = =71 c’est-a-dire ¢ = 6. On obtient [3, +1, 6]. Si

b=3,alors D =9 — 12c = —71 n’a pas de solution entiére. Si a = 4, on a
—4 <b<4desorteque b= =+1ou=+3.8ib==+1,alors D =1—16¢c = —71
n’a pas de solution entiere. Si b = £3, alors D = 9 — 16¢c = —71 c’est-a-dire

¢ = 5. On obtient [4, £3, 5].

3. Le groupe des classes Cl(Ok) est en bijection avec I'ensemble des formes
quadratiques binaires définies positives primitives et réduites de discriminant
D = —T71. Par conséquent, ce groupe est de cardinal 7. Comme 7 est premier,
tout élément non trivial de ce groupe est d’ordre 7 donc engendre Cl(Ok),
qui est donc cyclique.

4. La norme d'un élément z+ya de Ok, avec x,y € Z est donnée par N q(x+
ya) = (x+ay)(z+ya) = 22 +xy+18y*. Comme la norme de I'idéal principal
Ok est 1, il s’agit de la forme quadratique [1, 1, 18] trouvée au point 2, et
qui correspond donc au neutre dans Cl(Ok) .



