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Université Paris-Saclay 2022-2023
M1 M.F., Orsay Arithmétique

T.D. 4 : Théoreme des nombres premiers

Les exercices soulignés sont ceux qui seront corrigés en TD ; ils sont a chercher en priorité.

Exercice 1 Soient p > 3 un nombre premier, et y un caractere de Dirichlet réel modulo
p. Montrer que

est un entier divisible par p. Qu’en est-il pour p =37

Exercice 2 (Série de Dirichlet de la fonction de Liouville) On rappelle la définition de
la fonction de Liouville : A(n) = (=1)™ o Q(n) est le nombre de facteurs premiers de
n comptés avec multiplicités (c’est-a-dire Q(n) = ay + -+ + a, si n = pi*---p? est la
décomposition de n en produit de facteurs premiers).

Donner I’abscisse de convergence absolue de la série de Dirichlet F\ associée a A\. Donner
le développement en produit eulérien de F)\ puis exprimer F)\ uniquement en fonction de
la fonction zéta de Riemann.

Exercice 3 (Quelques produits eulériens)

1. Soit P un sous-ensemble (éventuellement infini) de ’ensemble des nombres premiers;
notons fp la fonction indicatrice de I’ensemble des entiers premiers a tout élément de
P. Développer la série de Dirichlet Fp associée a fp en produit eulérien. Exprimer
ce produit a I'aide d’un produit indexé par P et de la fonction ¢ de Riemann. Si P
est fini, quelle est ’abscisse de convergence absolue de Fp ?

2. Soit k > 2 un entier et f; la fonction indicatrice de 1’ensemble des entiers non
divisibles par une puissance k-eme de nombre premier. Exprimer la série de Dirichlet
associée a f; en n’utilisant que la fonction ¢ de Riemann. Quelle est ’abscisse de
convergence absolue de cette série? Que vaut la série de Dirichlet associée a la
fonction gy définie par fr, = 1% g ?

3. Donner le développement en produit eulérien et ’abscisse de convergence absolue
de la série de Dirichlet associée a 'indicatrice d’Euler .

Exercice 4 (Une racine carrée pour la convolution) Soit f une fonction complétement
multiplicative vérifiant | f(p)| < M pour tout p premier, ou M est une constante indépendante
de p. En considérant les séries de Dirichlet associées, construire une fonction multiplicative

g telle que g x g = f.
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Exercice 5 (Premiéres conséquences du TNP) Déduire chacun des points suivants du
théoreme des nombres premiers.
1. Le n-éme nombre premier p,, vérifie p,, ~ nlogn lorsque n — oo.
2. Si w désigne la fonction <« nombre de facteurs premiers distincts >, alors
lim sup,, ., (logn)(%#n)*l =1.
3. Pour tout € > 0 il existe zo(c) > 2 tel que pour tout z > z((¢), il existe p premier
satisfaisant x < p < (1 +¢)x.

4. L’ensemble des rationnels de la forme p/q avec p et ¢ premiers est dense dans Rxo.

5. Etant donné n’importe quelle chaine de caractéres a; ---a, ou a; € {0,1,...,9},
ay; # 0, il existe un nombre premier dont I'écriture décimale commence par cette
chaine.

Exercice 6 (TNP et fonction de Mébius, 1) Le but de cet exercice est de montrer que
le théoreme des nombres premiers implique ), . p(n) = o(x) lorsque z — oo.

1. Soit f une fonction arithmétique bornée. On considere, sous réserve d’existence :

.1 : 1
M(f)=1lm — > f(n) et  H(f)=lim Tlogz l%f(n) logn.
Montrer que M (f) existe si et seulement si H(f) existe, et qu’alors M(f) = H(f).
2. Montrer que si n > 1 alors on a p(n)logn = —(u* A)(n).

3. Conclure ; on rappelle que le théoréme des nombres premiers est équivalent a ¢ (z) ~
x lorsque x — 0o, ol ¢ est la fonction sommatoire de la fonction de von Mangoldt.

Exercice 7 (TNP et fonction de Mdobius, II) Le but de cet exercice est de démontrer
I'implication réciproque a celle de 'exercice 6.

On rappelle le cas particulier suivant de la formule d’Euler-Maclaurin : soit x > 1 et f
une fonction contintiment dérivable sur [1,z]. Alors :

S fn) = / " f(t)dt + / [ (e — (e} ) + ).

1. Montrer qu’il existe une constante c telle que pour tout N > 1 on ait :

1 1
Zlogn:N(logN—l)—i-§logN+c+O(N) :
n<N

2. On rappelle la formule suivante pour la fonction sommatoire de d, fonction <« nombre
de diviseurs > : pour tout x > 1,

> d(n) =zlogz+ (2y — Dz + O(Va).

1<n<z
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Soit f (resp. r) la fonction arithmétique définie par f(n) = d(n) — 2y (resp. r(n) =
logn — f(n)). Montrer que pour tout x > 1,

1<n<zx

3. Montrer que pour tout x > 1, on a ¥(z) = x + E(x) + O(1) en posant
E(z) = X 1cnca(mx7)(n).

4. En supposant »_,_, _, pu(n) = o(z) lorsque r — oo, montrer que E(z) = o(z)
lorsque x — oco. Conclure.

Exercice 8 (Non-annulation en 1 de L(s,x)) Soient ¢ > 0 un entier et x un caractere
de Dirichlet modulo g a valeurs réelles. On suppose y non principal. Le but de cet exercice
est de montrer que L(1, x) # 0.

1. Notons f = 1 x. Montrer que f(n) > 0 pour tout n > 1 et que f(n) > 1 sin est
un carré.

2. En utilisant la formule d’Euler-Maclaurin rappelée au début de ’exercice 7, justifier
I'existence d’une constante A telle que pour tout = > 1 on ait

Z%:2ﬁ+A+O(%) .

3. Montrer que pour tout s tel que R(s) = o > 0, on a uniformément en z > 1 :

> @ = L(s,X) + Ogs(277) .

n<zx

4. Pour z > 2, notons S(z) = >, . f(n)/y/n. Justifier S(x) > log x, pour tout z > 2.
5. Justifier que S(z) = ¥ + X9 — X3 en posant

R N PV
P Vv P Vv A Dty 1 D4

d<y/z m<z/d m<\/x d<z/m
x(d) 1
D - Dy
d<\/@ vd m<yz vm

(a) Montrer que X1 = 2y/zL(1,x) + O(1).

(b) Montrer que ¥y = L(1/2, x)2z/* + O(1).

(c) Montrer que X3 = L(1/2, x)2zY* 4+ O(1).
6. En déduire que L(1, x) # 0.
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Exercice 9 Soit  la fonction arithmétique définie par G(pf*---pir) = ai- -, et
B(1) = 1. On note Fj la série de Dirichlet associée a f.

1. Donner le développement en produit eulérien de Fj, et majorer son abscisse de
convergence absolue.

2. En déduire un équivalent asymptotique de ) _ 5(n).

Exercice 10 (Pdlya—Vinogradov) Le but de cet exercice est de généraliser les exercices
2 et 4 du T.D. 3. Soient m > 2 un entier et x un caractere de Dirichlet modulo m. On
suppose Y primitif, ce qui signifie qu’il n’existe aucun couple (d, x’) tel que d divise m,
d # m, X' est un caractere de Dirichlet modulo d, et x(n) = x/(n) pour tout n € Z premier
am.

On définit le k-eme coefficient de Fourier de x de la maniere suivante :

) = %Tgxmexp (-27).

Montrer que pour tout n € Z on a x(n) = ZZLZ—OI (&) exp (2i7rkn).

Montrer que pour tout entier k on a x(k) = x(k)x(1).

Montrer que |x(1)| = 1//m.

Soit N > 1 un entier; notons f la fonction définie sur les entiers par f(k) =
SN exp(2imkn/m). En utilisant la formule f(m —k) = f(k), démontrer 'inégalité
de Pélya—Vinogradov :

= W N =

N

> x(n)

n=1

< s (7).



