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Résumé

Dans cet article, nous énoncons et résolvons des problemes d’approximation de Padé nouveaux et
trés généraux dont les solutions s’expriment a I'aide de séries hypergéométriques : par spécialisation,
ces séries permettent de retrouver l'irrationalité;@®), d’'une infinité dez (2n + 1), n entier> 1,
et essentiellement tous les résultats de cette nature déja présents dans la littérature. Nous présentons
également deux nouvelles applications diophantiennes de notre méthode.
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Abstract

In this paper, we present and solve some very general new Padé approximant problems, whose
solutions can be expressed with hypergeometric series. These series appear in the proofs of the
irrationality of ¢ (3), of infinitely many¢(2n + 1), and in essentially all results of this kind in the
literature. We also prove two new Diophantine results with this method.
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1. Introduction

Les démonstrations données par Apéry en 1978 [4] de lirrationalité(8eet ¢ (3)
sont apparues initialement comme trés mystérieuses. Néanmoins, dans [7] et [8], Beukers
est parvenu a les replacer dans le cadre plus connu des approximants de Padé des
polylogarithmes, définis (pour> 1 et|z| < 1) par le développement en série entiére :

>k
Lis@=) 5
k=1 ke

De fagon précise, il considére les deux problémes suivants : déterminer pour tout entier
n > 0 des polyndmes, b, ¢ de degré au plus tels que

{ S(z) =a(z) Li2(1/2) + b(z) Li1(1/2) + c(z) =O(z™"71), (1)

R(z) =a(z)log(z) — b(z) = O((1 - 2)"*?)

et des polynémed, B, C et D de degré au plus tels qué :

U(z) = A(z) Li2(1/2) + B(z) Li1(1/2) + C(z) = O(z "),
V(2) = 2A(2) Liz(1/2) + B(z) Li2(1/2) + D(z) = O(z"~1), (@)
W(z) = A(z)109(z) — B(z) = O(1 — z).

Remarque. Etant donnée une fonctiofi(w) développable en série de Laurentw) =
,J{:“im a,w" au voisinage dev = 0 (avecw =z, 1/z ou 1— z dans la suite), on note

F(w) = 0wt sia_,, = a-m+1=---=ay = 0. Il s’agit d'une majoration quang
tend vers 0, I'infini ou 1 (suivant la valeur de).

Les solutions de ces deux problemes et de ceux qui suivent font intervenir les séries
hypergéométriques, 1 F, définies (pouy > 1) par :

ap, A1, ..., Og

‘f“F‘f( Bu. .. By

o (@)@ (kg
Z) =2 OrBoe— Bk -

k=0

ou lesa;, B; etz sont des complexes convenablesigf = a(ax +1)--- (@ +k — 1) est
le symbole de Pochhammer. Dans les ouvrages traitant de ces fonctions (par exemple [3]),
on trouve les définitions suivantes :

e ,11F, estquasi équilibréesiay + pr1=---=ay + By ;

o ,11F, estbien équilibréesiag+1=01+p1=---=ay + B4 ;
o 4+1F, esttrés bien équilibrési elle est bien équilibrée et = Jao + 1.

1 Beukers n'énonce pas la condition $u(z) mais la condition équivalentg8(1) = 0.
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Dans [7], Beukers indique que la solution de (1) est unique (a une constante multiplicative
pres), donnée par une certaine intégrale que I'on transforme facilement en la série quasi
équilibrée suivante:

—)n 7k
S(z) =n! 3)
Z (k)n+1
) nt# n+1l n+1, n+l | 4
(2n+1)!23F2< 2n +2, 2n+2‘ ) “)

Remarque. La série (3) n’est pas sous forme hypergéométrique. On passe a la forme (4)
en appliquant des formules telles qug; = @ k'l ——(k+1)y—1 (poura > 1 etk > 0). Cette
remarque s'applique a toutes les séries ci- dessous

Beukers montre aussi [8] que (2) a une solution unique (a une constante multiplicative
pres) et son argument donne immédiatement :

(k )n —k
Uz) = z (5)
kZ::L (k)n+1

— n'* n+1l,n+1 n+l n+1l | 4

= (2n+1)v24F3< 1, 2+2, 2n+2‘ ) ©)
et
o d (k=m2\

V(z)——§&< W7 )z : ©)

Armé de ces solutions explicites, on peut déduire les théorémes d’Apéry (voir par exemple
[6,15]). Plus récemment, en cherchant une démonstration élémentaire de l'irrationalité de
£(3), K. Ball a introduit la série :

(k)n+1
_ G+t (32, Sh+2, n+1, ..., n+1 ‘1
22+t Sh+l 242 ..., 2042

2 Bien que cela soit un cas particulier du Théoréme 1 ci-dessous, nous donnons une démonstration alternative
de (4) a la Section 5, en adaptant une technique due a Sorokin [23].
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qui vérifie B, = o,¢(3) + B, pour certains rationnels, et 8,, alors que I'on s’attend
aussi a voir apparaitre(2) et £(4). Ce remarquable phénomeéne est di a la naturg trés
bien équilibrée de3,, .

Généralisant cette construction, le second auteur de cet article a introduit [19,
Chapitre 3] la série bien équilibrée suivante, post A< a/2 :

00
Sn,a,r(Z) = n!a—2r Z (k _ rn)m (ka +n+ 1)”1 Z—k
k=1 (k)nJrl

_ =1 -2 (rm)1*((2r + Dn + 1)!
B (P P
((2r~|—1)n+2, rm+1l, ..., rn+1l ‘z‘l>

Xa4+2 Fay1 r+n+2, ..., r+Dn+2

qui se décompose elle aussi en polylogarithmes et permet de prouver qu’une infinité des
nombres; (2j + 1) sontirrationnels (voir également [18,5]).

Pour montrer des résultats d'indépendance linéaire de valeurs de polylogarithmes aux
rationnels, la série quasi équilibrée suivante (avecri< a), qui généralise a la fois (4) et
une construction de Nikishin [16], est également introduite dans [19, Chapitre 2] :

o
B L £ [ S SRS ()| e
N, z)=nl4"" 7 k=71 ja=r
mar(2) kzzl G (+ D+ D
« F rn—+1, rn—+1, e, rn+1 1
a+la G+Dn+2, ..., r+n+2 :

A la page 53 de [19], est posée la question d’expliciter si possible des problémes
de Padé tels que (1) et (2) dont la solution ferait intervenir ces trois types de séries
hypergéométriques. Dans cet article, nous répondons positivement a cette question en
construisant et en résolvant des problémes de Padé trés généraux, sur lesquels se lisent
en outre les propriétés de réciprocité des solutions dans le cas bien équilibré. Commencgons
par décrire le cas des séries quasi et bien équilibrées.

Considérons des entiens> 0,a > 1 etp,o > 0 vérifiantp + o0 <a(n +1) — 1 et
que nous supposons fixés. Nous voulons déterminer des polyn@mes et P; (pour
1< j <a) de degré au plus et des fonctionss, S, R (qui dépendent de, a, p, o) tels
que

3 La disparition de la moitié des valeurs dattendues est en fait liée seulement a 'aspect bien équilibré de
la série.



S. Fischler, T. Rivoal / J. Math. Pures Appl. 82 (2003) 1369-1394 1373

SO = Fo0+ 3 P01/ =0 )

j=1
S(z2)=Po(2) + Y (-1 Pj(x) Lij(z) = O(z" 7 *1), ®)
j=1
g/ 1(Z) a(n —p—0—
R@) = Z( /- 1P(>( —; = O(@— o),

j=1

(Ici et dans toute la suite, la fonction la@g est définie avec sa détermination principale.)

En fait, le probleme est de trouver les polynonfgs. .., P,. En effet, quand ceux-ci
sont fixés, il existe au plus un choix pofis, Po, S, S et R. De plus, comme Li(0) =
pour toutj > 1, on aura automatiquement d@g) <n — 1 et Po(0) =

Remarque. Tous les probléemes de Padé de cet article se traduisent par un systéme
d’équations linéaires dont les inconnues sont les coefficients des polynémes. Il y aura
toujours une inconnue de plus que d'équations, ce qui implique I'existence d’au moins une
solution non identiguement nulle. Nous montrerons que la matrice du systeme est de rang
maximal, c’est-a-dire que la solution du probléme est unique a une constante multiplicative
pres, ce qui sera le sens de I'expression “unicité” dans ce texte.

Théoréme 1. A constante multiplicative prés, le probléme de P48fa une unique
solution, et elle vérifie pour toute C tel que|z| > 1,

k— k Do _
k=1 n+1
N, ke CR= ) —k+ D,
Pa<z>—k§0( 1 PR (10)

et, siz ¢ ]—o0, 0],

R(z):%/(s Pt + Do g

11
o (11)

ouC est un lacet entourant les points:, —n + 1, ..., 0 dans le sens direct.

Ce résultat concerne des séries quasi équilibrées; dans le cas parfictlierelles
sont bien équilibrées. En effet, on peut écrire (9) sous la forme :

1P Mo+ o +n+ 1)
(p+n+Dlatl

p+o+n+2, p+1, ..., p+1 1
p+n+2 ..., ptn+2 '

SiZ)=z

X a+2Fa+l
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Remarque. On peut démontrer [13] ce théoréme en calculant les exposants de I'équation
différentielle associée. Mais dans la suite on utilise une méthode completement différente.

Proposition 1. Pour chaque coupl€p, o), notons(P; , +(2))1< <« 1a solution du
probléme(8) associé &n, a, p, o) qui vérifie la normalisatior(10), et S, (z), S, (2),
R, »(z) les quantités correspondantes. On a alors

"Pj 5 p(1)2) = (=1 DFetotip.  (z) pourjefl,...,a},

"So.p(1/2) = (=D DY, (2),

"R p(1/2) = (=DHDTPHIHR ().

En particulier quandr = p, ona pourj € {1,...,a}:
Z"Pjpp(1/2) = (=)D, L o (2) et 'S, ,(1/2) = (=D YS, ().

Remarque. Cette proposition affirme que 8in + 1) 4+ j est impair alorsP; , ,(1) est

nul. Donc quand:(n + 1) est impair, respectivement pali, ,(1) est une forme linéaire

a coefficients rationnels en %(3), ¢(5), ..., {(a), respectivement 1;(2), ¢(4), ...,
£(2[a/2]) : c'est ce qui apparait dans [18,5]. Le cas le plus simple, dont nous n’avons
pas trouvé mention dans la littérature, présentant une telle dichotomie corregpend a

=1
Soo0D)=) ———.
L Wi,

Démonstration de la Proposition 1. En changeant en 1/z on voit que la famille
((=1)/ 7" Pjo.p(1/2))1<j<a €St Solution du probléme (8) associéaa, p, o), et les fonc-
tions associées sontS, ,(1/z), z"Ss.»(1/z) et —z" R, ,(1/z). D’aprés le Théoréme 1,
cette solution est proportionnelle(®; .+ (z))1<<a- L€ coefficient de proportionnalité
s'obtient a I'aide de (10) et de l'identité triviate); = (—1)*(—a —k + 1);. O

Une conséquence de ces considérations est donnée par les deux théorémes suivants :

Théoréme?2. Soienth, 1 deux réels ek un rationnel tels quéxr, u) # (0,0) et0 < o < 1.
L’ensemble

{A Lig(a) + u log' (@) s € N*}

Gk
contient une infinité de nombres linéairement indépendant@sur

Quandx # 0, on peut supposer= 1 dans I'énoncé de ce théoreme. Lorsque: 0,
on retrouve le théoreme démontré au Chapitre 2 de [19]. RaedIO, on en déduit la
transcendance de lGg) et dans ce cas, la méthode est essentiellement celle utilisée
par Reyssat [17] pour obtenir une mesure de transcendance @e.ld¢ptre résultat
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n'apporte malheureusement aucun éclairage sur I'éventuelle indépendance linéaire de
Lis(a) et log' (o) pour tout entiers > 2. En effet, la conclusion reste vraie si pour tout
entiers > 2 et tout rationnel 6< @ < 1, il existe des rationnelg (@) et d;(«) tels que

Lis (o) = c5() log' (@) + ds ().

Remarque. Le Théoréme 2 reste valable poufl < o < 0, en choisissant une détermi-
nation convenable du logarithme (voir la remarque qui suit la Proposition 2). En utilisant
des séries bien équilibrées et —1, on obtient un résultat analogue pour 'ensemble des
ALig(=1) +iu(im)* /(s — 1)), s entier impair.

Théoréme 3. Au moins I'un des trois nombres
. 5 . 1 4 . 1 4
Li2(1/2) + log=(2), Lis(1/2) — élog (2, Lia(1/2) + élog 2
est irrationnel.

Remarque. En appliquant la méthode de Hata [12], on pourrait peut-étre éliminer
Li4(1/2) + %log*(2). Remarquons par ailleurs que,ll/2) = 3¢(2) — 3log?(2) et
Lis(1/2) = §£(3) — 3¢(2)10g(2) + 3 log®(2) (voir [14]).

La démonstration du Théoreme 1 est donnée a la Section 2. Elle se décompose en trois
lemmes, chacun traduisant 'une des équations du probléme (8). A la Section 3, nous
énoncons et résolvons (Théoréme 4) un autre probléme de Padé permettant de traiter le
cas de séries trés bien équilibrées. A la Section 4, nous généralisons les Théorémes 1 et 4
de maniere a englober les problemes du type (2) : on obtient ainsi les Théorémes 5 et 6.
A la Section 5, nous donnons une solution alternative au probléme de Padé (1), sans passer
par le Théoreme 1. Enfin, aux Sections 6 et 7, nous démontrons les Théorémes 2 et 3.

2. Sériesquasi et bien équilibrées

Démonstration du Théoréme 1. Il est plus commode de chercher a résoudre le probleme
équivalent :

S(2) = Po2) + ) Py Lij(1/2) =0 ),
j=1

S()=2"Po(1/2) + ) _(~1)I2" Pj(1/2)Li;(1/2) = Oz~ Y, (12)

j=1

a . i1

R(z) = Z(—l)/—lpj (Z)lo(?_il(;) =0((1— Z)a(n+1)_p_g_1),
j=1 ~

avecS(z) =z"S(1/z).
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Fixons les notations suivantes, dans lesquelles on ne présage pas du fait §ue les
forment une solution. Poyre {1, ..., a} on écrit :

n
Pix)=Y pji'.
t=0

Ona:

—(m—1)

ZP (z)Ll,(l/z)—ZZP/’ Z mi

j=1t=0 m>1

+o0
_ Pj,t
_ Z kZ Z 7 —i-]k)f' (13)

k=1-n j=1t=max0,1-k)

Pourk > 1, le coefficient de % dans cette série est donné par la fraction rationnelle :

a n

. Pjit
Al = Z (t +k)J (1)
j=1t=0

en la variablé, qu’'on peut aussi écrire sous la forragk)/(k);, , ; ou le polyndmeQ (k)

est de degré strictement inférieund: + 1), car il n'y a pas de partie principale dans
I'équation (14). D’apres l'unicité de la décomposition en éléments simples, la donnée
de P1,..., P, est équivalente a la donnée du polyndéme Les Lemmes 1 a 3 ci-
dessous montrent que le seul polynd@egui donne une solution de (12) est (a constante
multiplicative pres) :

Qk)=(k—=p)pk+n+1),.

Cela démontre “I'unicité” de la solution et la relation (9). On en déduit facilement (10) en
calculant les coefficients, , grace a (14). Lexpression d&(z) découle du théoreme des
résidus appliqué a l'intégrale de (11)0

Lemme 1. Les polyndéme®s,..., P, satisfont a la premiére condition du systefi@)
(avecPp bien chois) si, et seulement si, le polynéme

P
[[e—i)=k—p),
i=1

divise Q (k).

Démonstration. Le coefficient de~* dans I'équation (13) est nul pour tout {1, ..., p}
si, et seulement s s’annule aux points,1.., p. O
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Lemme 2. Les polyndmeg, ..., P, satisfont a la deuxieme condition du systgh2)
(avecPp bien chois) si, et seulement si, le polynéme

n+o
[] k+i)=k+n+1),
i=n+1
divise Q (k).
Démonstration. On a:
a ) . a ) n Z,(m,t)
D VP (A=Y (DY Pt Y
j=1 j=1 =0 m>1
400 a n pi
—k 4 Jj.n—t
= -1/ -
IBERD N D D ey
k=1-n j=1 t=max0,1—k)
+00 a min(n,n+k—1)

_ i Pje
=y Y ¥ (—D/W. (15)

k=l-n  j=1 (=0

Pourk > 1, le coefficient dez* dans la sérieS(z) est donné par I'équation (15), et
vaut A(—k — n). Donc I'existence dePy vérifiant la deuxiéme condition du systéme
(12) équivaut a I'annulation dd en—n — 1, ..., —n — o, ce qui termine la preuve du
Lemme 2. O

Lemme 3. Soit D un entier inférieur ou égal a(n + 1) — 1. Alorsdeg Q) < D si, et
seulement si, quangtend versl, on a:

R(Z) — O((l _ Z)a(n+l)_D_1)-

En particulier siD = a(n + 1) — 1 alors les deux assertions sont trivialement vraies. Si
D =a(n + 1) — 2 on retrouve une observation qui apparait dans Best sans résidu a
I'infini si, et seulement siP;(1) = 0. Pour démontrer le Théoréme 1 on utilise ce Lemme
avecD =p +o.

Démonstration du Lemme3. Dans un premier temps, on traduitla condition@@g< D.

Ona:
1 _Z<e+j—1>(—i)Z
o~ 3 Ta
k+1i)J >0 Vi klti

d’ou en posand = ¢ + j, le développement asymptotique dé) a I'infini :

A=Y 2a (16)
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en notant
n min(a,d) d—1
As=(-DI>" Y (- 1)/( )"fp (17)
i=0 j=1 —J
La condition degQ) < D se traduit par :
s =0 pourtoutd € {1,...,a(n+1)— D —1}.

On déduit alors immédiatement le Lemme 3 de la proposition suivante :

Proposition 2. On a, pour tout; € C \ ]—00, 0] :

log? 1(z)
R(2) = 1)4- 1Ql _
(2) dél( ) d— 1)

Remarque. La série du membre de droite converge uniformément, esair tout compact

de C \ ]—o00,0]. En outre, on peut remplacét \ 1—oo, 0] par n'importe quel ouvert
simplement connexe qui contient 1 et pas 0, en prenant sur cet ouvert la détermination
du logarithme qui s’annule en 1. Bien entendu, il faut effectuer ce changement a la fois
dans (12) (qui définiR(z)) et dans la Proposition 2.

Premiére démonstration de la Proposition 2. Posonsc =log(z). Ona:

4 ) j—1 J
R(ex):ZPf(ex)(_l)j i 1)'_Zzp/’éx( D’ 1(x !

j=1 j=11=0
_z(d 1),(5"_“2“‘”(‘1 1)d )
dz1 j=1
d-1
_dg;( )d 19, (; o

en utilisant la formule (17). O

Deuxiéme démonstration de la Proposition 2. Un calcul de résidus montre qu'on a :

R(z) = % / A(s)z " ds, (18)
C



S. Fischler, T. Rivoal / J. Math. Pures Appl. 82 (2003) 1369-1394 1379

ou C désigne le cercle de centre 0 et de rayangarcouru dans le sens positif. En posant

u=1/s on obtient :
R(z) = i/A(l/u)exp(-lOg(Z))d_Z,
2ir u u

c’

en notaniC’ le cercle de centre 0 et de rayof(2n), parcouru dans le sens direct. Grace
au développement(1/u) = Zd>19ldud, valable quana parcourtC’, on a:

R(z) = 2|_ I 1)"0g @) dfud*Hdu.

d>1¢>0 c

Or l'intégrale est nulle sauf quanéil= ¢ + 1, et dans ce cas elle vautr2iOn a donc
démontré la Proposition 2.0

Remarque. De la relation (18) on déduitimmédiatement que I'ordre d’annulatioR @
enz =1 est égal a I'ordre d’annulation dgk) en l'infini, diminué de 1. Ceci démontre le
Lemme 3, sans passer par la Proposition 2.

3. Sériestresbien équilibrées
Considérons des entietis> 0,a > 1 etp > 0 vérifiant 20 < a(n + 1) — 2 et que nous
supposons fixés. Nous désirons maintenant résoudre le probléme d’approximation de Padé

suivant : déterminer des polynémes, Po et p; (pour 1< j < a) de degré au plus
(dépendant aussi deet p) et des fonctions, S, R tels que

S(2) = Po2) + ) Py()Lij(1/2) =0(~Y).

j=1

S(z) = Po(2) + Y (-1 P;(z) Lij(z) = O(z"**1),

=1 (19)
1 1(2) 1)—2p—2
R(z)—Z( 1)/~ P()( - =0((1—g)*rt=20-2)
j=1
Pa((=1)%) =0.

Théoréme4. A une constante multiplicative prés, le probléme de R48&a une solution
unique, et elle vérifie

o]

S(Z):Z<k+2>(k Dokt Dy 0)

k=1 (k)nJrl
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et

_ - _anka[ T (k—=p)pn—k+1),
Pa(z>_]§]< D (2 k) T TS (21)
De plus, pourtouff =1,...,a,0n a:
"Pj(1/z) = (=1 DHHLp (o) et 2'S(1/z) = (-1 TVHS (). (22)

Remarque. On peut écrire (20) comme une série hypergéométrique trés bien équilibrée :

)

Démonstration. Reprenons les notations de la Section 2. Les Lemmes 1, 2 et 3 montrent
que les solutions sont données par

1 19t1(2p +n +2)!
S =zt AN D)
2 (p+n+ Dt

<%+n+z%n+p+z p+1 ..., p+1
Intp+1, p+n+2, ..., ptn+2

Xa4+3 Fay2

e¢]

() = Z Qik) .

k=1 (k)n+1

avec un polyndbmeQ(k) de degré inférieur ou égal ap2+ 1 et divisible par
(k — p)p(k+n+1),. Pour toute solution il existe donc un polynémék) de degré au
plus 1 tel que

Qk) = (k)(k — p)p(k +n+1),.
En développant en éléments simples la fraction rationnelle :

(k—=p)ptk+n+1),

k
O o,

3

on voit que

(=k—=p)pn—k+1),
Kl (n — k)t

Pa@) =) (=DM (k)
k=0
= (=D (-Drm(—k)

k=0

(k+1)p(n —k+ 1)p k
kl%(n — k)@

Sur cette formule, il est clair que (k) = 1 pour toutk alors P,((—1)%) # 0 (car
c’est une somme de termes non nuls du méme signe), et qué&xsi= k + n/2 alors
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P,((—1)%) =0 (car le changement deenn — k changeP, ((—1)%) en son opposé). Dans

le cas général, on peut écrirgk) = « + B(k+n/2). La conditionP, ((—1)%) = O se traduit

alors pare = 0 : on a démontré que le probléme (19) a une solution unique (a constante
multiplicative pres), et qu’elle vérifie (20) et (21). On en déduit (22) comme dans la preuve
de la Proposition 1. O

4. Généralisations

Nous considérons maintenant deux problemes de Padé qui englobent le probléme (2) et
font intervenir des séries “dérivées” telles que (7). Considérons des entiefs a > 1,
L,M >0etp,o >0veérifiantLp + Mo < a(n+1) — 1 et que nous supposons fixés. Nous
voulons déterminer des polynémas;, Po ., Pj (pour0<E<L—1,0<m<M—1et
1< j <a)dedegré au plus et des fonctlon&, S, et R (qui dépendent aussi ¢g o,
L, M, a, n) tels que I'on ait lesV + L + 1 conditions simultanées pote=0,...,L —1
etm=0,.... M —1:

a ) i1 -
Se(2)=Por@+ ) < j;i 1 )P; (z)Lies;(1/2) =0(z~"71),
j=1

Sm(@)=Pom@) + Y (-1 (’” J+ j I 1) Pj(2) Lim+j(2) =O(z" ), (23)
j=1
log/ (2)

( 1)' — O((l _ Z)a(n+l)—Lp—Ma—l).

R(z) = Z( DI Pi () ———

j=1

Les entiers: etn étant fixés, on notsy () = S¢ (%) (2), etc.

Théoréme5. A une constante multiplicative prés, le probléme de R28&a une unique
solution, et elle vérifie pour towt=0,...,L —1:

LM\ (D! d (k=p)pk+n+DFN
Sg(pa)@_ 2 ga < )y )Z

et

(—k—p)5n—k+DY |

L’M _ . __1\ka 14
P“<p,a>(Z)_k§( b 19 (1 — k)l

De plus, pourtouf =1,...,a,0n a:

7' P; L.M (1/7) = (—1)a@+D+Lo+Mo+j p. M, L @
! p,0 J o, p

3
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et
s.(5 Y M,L
" Sg( ’ )(1/2) — (_1)a(n+1)+Lp+MaS£< s )(Z)
p,0 o, p

On peut également généraliser le Théoréme 4. On garde les mémes notations que
précédemment, et on suppoke= L, o = p et 2Lp < a(n + 1) — 2. On cherche des
polyndmesPo ¢, Po.r, P; (pour 1< j <a et 0< ¢ < L —1)de degré au plus et des
fonctionsS,, S¢ et R (qui dépendent aussi @e L, a etn) tels que I'on ait simultanément
les 2L + 2 conditions suivantes (poér=0,...,L —1):

a E - 1 -
S = Poe@)+ ( i )P; (@) Liey(1/2) =0z %),

j=1

e—"_ 1 1 n-—+ao
Se(z)—Poe(z)JrZ( 1)]( i - 1 >Pj(Z) Liey)(z) =O(z"T7 1Y),

j=1 (24)

-1
j-1 (Z) _ ya(m+1)—2Lp—-2
R(z) = j§lj( 1 P()( —3,; =0(@-2) ):

P,((=19) =0.

Théoréme 6. A une constante multiplicative prés, le probléme de R2d¢a une unique
solution, et elle vérifie pour towt=0, ..., L — 1:

2

Se(z) = =
2! =1 dki (k)n+1

et

(—k— )5 —k+DE

_ - _ 1\ka E_ 14
Pa(Z>—kZ:0( b (2 k) K% (n — k)la

De plus, pourtoug =1,...,aetf{=0,...,L —1,0na:

Z'Pj(L/2) = (DI (r) et 2"5i(L/2) = (=D TP (o).

Nous omettons les démonstrations des Théoremes 5 et 6 car elles sont tout a
fait similaires a celles des Théorémes 1 et 4 : les conditions a l'infini, resp. en 0,
se traduisent par I'existence d'une fraction rationnellg) = Q(k)/(k); , telle que

(k — p)5, respectivementk + n + 1), divise Q(k), et la condition en 1 implique :

e dans le cas du Théoreme 5, que @@g< Lp + Mo, ce qui suffit;
e dans le cas du Théoreme 6, que @2p< 2Lp + 1; on adapte alors la démonstration
du Théoréme 4.
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Remarque. Si dans le probleme (24), on remplace la conditi®((—1)%) = 0 par
P,((—1)**1) = 0, on trouve que ce nouveau probléme a également une solution “unique”,
qui est la méme que celle du probléme (23) (avee- L eto = p). C'est un exemple ou
plusieurs problémes de Padé admettent une série donnée comme solution unique.

Avec L =3,a=20,p=n ett =2, le Théoréme 6 donne la série utilisée dans [20]
pour prouver l'irrationalité d’au moins un des neuf nomhrés), ¢(7), ..., (21) :

>, d? n\ (k—n)3k+n+1)3
I’l!14 _<<k+_> n n)
kzzzldkz 2 k)29,

=00 + 05,805 + a7, 8 (7)+ - +0a20,8(2D),

pour certains rationnets; ,,.

Remarque. On pourrait aussi considérer des probléemes de Padé “non diagonaux”, c’est-a-
dire dans lesquels on demande @9 < n;, sans avoir forcémeny = - - - = n, = n. Ceci
permettrait peut-étre d’'englober les séries considérées par Zudilin [24] pour démontrer
gu’il y a au moins un irrationnel parmi les nombre®), ¢(7), ¢(9) et¢(11) (voir aussi

[11, Paragraphe 3.3]).

5. Résolution du probléme de Padé pour ¢(2)

Nous donnons ici une solution alternative au probléme de Padé (1) : déterminer pour
tout entiern > 0 des polynémes, b etc de degré au plus et des fonctions et R tels
que

{ S(z) =a(z)Li2(1/z) + b(z) Li1(1/z) + c(z) = 0(27"71),
R(z) = a(z)log(z) — b(z) = O((1 — 2)"*1).

En adaptant une méthode utilisée par Sorokin [23] (et qui se rapproche d’'une méthode
exposée par Siegel [22] pour déterminer les approximants de Padé usuels de la fonction
exponentielle), nous allons montrer la :

Proposition 3. A une constante multiplicative prés, le problé(igadmet une solution
unique qui vérifie

(z —xy)yr+l

11
S(Z)Zf/x (=0T =) dx dy. (25)
00

En développantl'intégrale comme série entiére g @n retrouve la série (4). Poge 1,
on obtient I'intégrale introduite par Beukers dans [6].
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Nous aurons besoin des deux lemmes suivants, dont nous omettons les démonstrations,
car ils sont classiques (voir par exemple [1] pour le Lemme 4 et [21, p. 60], pour le
Lemme 5).

Lemme4. Le probleme de Padé consistant a déterminer des polyndhetg) de degré
au plusn tels queV (z) = Q(z) Li1(1/z) + P(z) = O(z~"~1) admet une solution unique
(2 une constante multiplicative pnést on a:

x"(1— x)n
Vi )_f (z x)n+1

Lemmeb5. Soit P,;1 I'opérateur intégral défini, pour toute fonctiofianalytique dans un
voisinage de l'infini, par

(— 1)n+1 ®

Por1(f)(0) = f (r — 2" f(x) dx.

Soitg une fonction analytique dans un voisinage de I'infini et telle ime_, « g(z) =
Alors

¢tV = équivauta g= Poi1(f). (26)
Démonstration de la Proposition 3. Il existe au moins une solution non triviale, qui
donne des fonctions(z) et R(z). Nous allons montrer qué(z) est un multiple de
lintégrale (25). Remarquons tout d’abord Gue
Li2(1/z) 4 log(z) Li1(1/2) = 72/6 — Lio(1 — 1/2).
On en déduit que la fonctiofi(z) définie par :
T(2) = S(z) + Li1(1/2)R(2) = a(z)(Li2(1/2) +109(z) Li1(1/2)) + c(2),

est analytique au voisinage de 1. De plus, la condition en 1Rswy implique que
(Li1(1/2)R(z))"*Y a, au plus, une singularité logarithmique en 1. Donc

a, au plus, une singularité logarithmique en 1. Comme par ailleurs,

0(2) . P

(n+1) —
st (Z) - Z"H‘(l _ Z)n+l LI1(1/z) + Z"H'(l _ Z)n+1’

4 Cela se vérifie en dérivant les deux membres, awdz Lio(z) =Li1(z) = —log(1— z).
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ou P et O sont des polynémes de degré au plusi21, on en déduit quel — z)" 1 divise
PetQ.

En résumé, on a montré 'existence de polyndriest Q de degré au plus tels que
280D (2 = Q(z) Li1(1/2) + P(z) = O(z~"*~1) : le Lemme 4 assure qu'il existe une
constante telle que

1
x"(L—x)"

STR@ = (Y e | e dr

Il suffit alors d’appliquer le Lemme 5 &(z) = S(z) (qui tend vers 0 & [l'infini) et
f@=8"P():

n c n(l—X)n du

S(2) = Pusa(S (+1)(Z))=n!f( __) (f (u—xyntt )7
x"(1—x)" dy
1-yy dv | =
/( ) ( Gy — ot x) y

1

cff xM(L—=x)"y"(1—y)" drdy. O

(z —xy)ym+l
0

6. Démonstration du Théoréme 2
6.1. Structure de la preuve

Considérons les fonction, (z) et R, (z), de la variable réelle > 1, définies par :

S, (2) = nld=" Z (k — rn)m et Ry()= Zwllnr /‘ (s(s)rn)m =5 ds,

k=1 (k)n+l n+1

ou C est un lacet direct entourant les poirta, —n + 1,...,0, etr un entier tel que
1< r <a.Ondéduitdu Théoreme 1 I'existence de polynomgs de degré au plus tels
que

$2(2) = Pon(2) + Y Pin()Li;(1/2) =0z 1),
j=1

a i1
Ru(z) = Z Pj,n(Z) |Og (1/2) _ O((l _ Z)(afr)nJrafl)‘
Jj=1

(j—D!
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Soient) et u deux réels et un rationnel tels quéx, w) # (0, 0) etz > 1. La démontration
du Théoréme 2 consiste a appliquer le critere d’'indépendance linéaire ci-dessous a
I'expression :

log/ (1/z)>

181 (2) + 1£109(1/2) Ru(2) = 2 Pon(2) + Y Pjn(2) (x Lij(@/2) +n=c

j=1

Proposition 4 (Critére de Nesterenkooit1, 92, ..., ¥x des nombres réels. Supposons
qu'il existe N suites d'entiergp; ,).>0 et des reels, 8 > O tels que

(i) 10 pradi] = "o
(i) VI=1,....N, |pn| <prHom,

Dans ces conditions, on a

log(B) — |09(06)_

di ) s oN) =
img@Qd1+Qd2+---+Qvy) 09 (3)

Nous devrons donc déterminer un dénominateur commun Byxz), ainsi que
le comportement asymptotique d&S,(z) + wlog(1/z)R.(z)|Y" et de | P, (z)|¥".
Pour cela, nous estimerons le comportement asymptotiqu&,de)|*/” en utilisant la
Proposition 2.

On noted, le p.p.c.m. des entiers, 2,...,n : le théoreme des nombres premiers
implique que

dy = om,

Nous ne donnons pas les démonstrations des Lemmes 6 et 7 ci-dessous. En effet, la série
Sn(z) coincide avec la sérig, 4 -(z) mentionnée dans l'introduction et ces lemmes sont
démontrés au Chapitre 2 de [19].

6.2. Estimations arithmétiques et asymptotiques

Lemme 6. Pour tout entierj € {0,1,...,a}, on ad,?_ij,n(z) € Z[z]. De plus,
les coefficienty;;, des polynémes; ,(z) vérifient, pour toutj € {0,...,a} et tout
ief0,...,n}:

lim suplpj,;,nll/" < 20t

n——+00

En particulier, pour tout réel > 1 et pour tout;j on a:

. 1
limsup| Pj.» ()| /n g patrlyr,

n——+00
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Lemme 7. Pour toutréel; > 1,on a:

Su(z) = (27)
n!" (z —x1x2- - xq)"
[0,1]4

Z—X1X2- 0 Xa

(rn)! / (1‘[‘}=1x;(1— xj) )"dxldxz- - dx,

On en déduit que pour tout réeb> 1, la limite ¢, .. de la suitelS, (z)|/" existe et vérifie

e < < 1
27 (r 4+ 1)@ STEGRI rpa-r”

(28)

Remarque. Montrons la minoration de, , ., puisque le reste est démontré dans [19]. La
formule de Stirling donne ligL, oo ((rn)!/n!")HY" =" et @a.r.; €St égal au maximum sur
[0, 1]¢ de la fonction

[15_y 35— x))

rr
(z—x1x2-+-x4)"

|=

Commez > 1, on peut majorer son dénominateur pédr En considérant le point
x1=---=x, =r/(r +1) et en remarquant que/(r + 1))" > e1, on obtient :

r’ r’ a e
> — > .
bore2 g <(r + 1)r+1> Z T+
Lemme 8. Pour toutréelz > 1, sia > r > 1, alors

+1.r

r a—r
m 4 Iog (2). (29)

. 1
Ya,rz= lim SUP|Rn (Z)| n <
n——+00
Démonstration. Les diverses suites(n) qui apparaissent ci-dessous sont explicitables;
elles dépendent éventuellement de et de r, mais pas dez, et vérifient
lim,— 400 c(n)Y/" = 1. D’aprés la Proposition 2, dont on reprend les notations, on a:

— L1y log?(2)
Rux)= Y (DI ————
(Z) d=(a7r)n+a( ) ‘ (d - 1)'

avec
n

a
ofd =1\, .
T T [ LR

i=0j=1

Comme|p;inl < c1(n)2@t TV gaprés le Lemme 6, on en déduit palip 2a — 1



1388 S. Fischler, T. Rivoal / J. Math. Pures Appl. 82 (2003) 1369-1394

1
12| < e ()2 ’”ZZ(d )””

i=0j=1 J
< ca(m2etr C’l B 1>nd1.
—d

Donc

|Rn (Z)| < Cz(n)z(a+r+l)nrrn Z ((1 a+1) d |Ogd(z)

d=(a—r)n+a-1

(nlog(2))?

00
< Cs(n)z(a+r+l)nrrn |Og(z)a71 Z =

d=(a—r)n
En appliquant I'identité

o]

t
1 ¢
—Z/(I—x) e dx,
0

d=(+1

on obtient :

o]

Z (nlog(2))? < , (nlog(z)@ "

~ Z .
d—tamrm d! ((a—ryn—121!

Par la formule de Stirling, on en déduit que

e(a—r)n

|R,, (z)| < C4(n)2(a+r+l)nrrn . m .7 |Og(z)(a_’)”+a—1.
a—r

Finalement

+1.r
limsupR, 2)|" <

n—00 (a—r) r'Zloga_r(Z)' U

6.3. Fin de la démonstration du Théoréme 2

Fixons les réels. et u et le rationnelz = ¢/p > 1. SiA =0, le Théoréme 2 est
démontré (essentiellement par cette méthode,/axe@) dans [17]. On peut donc supposer
quex = 1. Définissons les entiergy ,(z) = dy p" Po,u(z) €tnj ,(z) =di p" Pjn(z) pour
j€{l,...,a}, ainsi que la combinaison linéaire a coefficients entiers :
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€n(2) = dyy p" (Sn(2) + 1109(1/2) Ru(2))

log/ (1/z))

=70,n(2) + ;ﬁj,n(z)<Lij(1/Z) +u G-

Notonss;, , (a) la dimension de I'espace vectoriel engendré@urar 1 et les

. log/ (1
L|j(1/z)+u% pourj e{l,...,a}.

Le Théoréme 2 découle immédiatement de la proposition plus précise suivante :

Proposition 5. Sia > r = [a/log?(a)] > 0, la limite de|¢,(z)|*/" existe et vérifie
. 1/n
lim |£n(Z)| = ea(l)a,r,zp- (30)
n——4o00
Pourtoutj €{0,1,...,a},0na:

limsuplr; . 2)|" < 24t g, (31)
n—-4o00

Enfin, pour tout > 0 il existe un entiero(e, z), qui dépend de et dez, tel que pour tout
a > ap(e, z) on ait:

S ()>i
onld ~ 1+1log(2)

log(a).
Démonstration de la Proposition 5. Montrons tout d’abord que si
a>r= [a/ |ng(a)] >, 0,

alors

: 1 . 1
Vare =limsup R, @7 < lim_[S,)[Y" = gz
n—-+00 n—-+00

On vérifie en effet que, avec= [a/log?(a)], on a:

Pa,r,z 1 (@a—r)—r

- : uanda )
Var, €4tlzrtllogz)a="  r’(r + 1)@ —+oo g — 400

On a donc

Jm Ja@" = il s @
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ce qui prouve (30). L'assertion (31) se déduit immédiatement du Lemme 6. On peut
appliquer le critére de Nesterenko avee €'¢, ,.p < &z r" “petp =20+ 7 .
il vient alors :

(a+7r+1log2 + (r +1)log(z) + alog(r)

den(@) 2 = D log@) + log(q) + rlog(r)

(32)
Un développement limité du membre de droite de (32) lorsque> +o00, avec
r = [a/log?(a)], conclut la démonstration de la Proposition 51

Remarque. Lorsquea et r sont fixés, on montre que lim ;o ¢, ,, = 0 alors que
liMm;_, 400 Ya.r.. = +00. Il semble donc difficile de montrer, avec nos méthodes, que les
nombresa Li, (1/z) + ulog®(1/z)/(a — 1)! sont irrationnels pour >, 0 quandx et

sont non nuls, bien que cela soit vrai quang 0 ou u = 0. C’est pourquoi nous avons
adopté le point de vue inverse en fixaret en faisant variez etr.

7. Démonstration du Théoréme 3

On utilise maintenant les deux fonctions :

4 i 4
n! = 03,11 nl2im ) (s)3,,1

4 _ a 3
S (Z) = (Zn)' Z (k n)n Z_k et R, (Z) = (2”)' / (S I’l)n 775 dS,
C

ou C est un lacet direct entourant les poirt@n, —2n + 1,...,0. Le Théoreme 1 (en
changeant en 2:) montre qu'il existe des polyndome , de degré au plusi2tels que

4
8$2(2) = Pon(2) + Y Pin(2)Lij(1/2) =0(z™"),
j=1
log/ *(1/2)

4
R,(2) = Z P,'Jl () ———————= = O((l _ Z)7n+3).
j=1 ! (] - 1)'

Posond,, = S,(2) — log(2)R,,(2). Comme Li(1/2) =log(2),on a:

En = PO,n(z) + P2,n(2))‘2 + P3,n(2))\3 + P4,n(2))¥4
avech; =Li;(1/2)+ log/ (1/2)/(j — 1)!; cette combinaison linéaire ne fait pas intervenir
log(2) puisqueii = 0. Pour conclure, il suffit donc de déterminer un dénominateur
communD,, aux rationnels; , (2) et de montrer qu'ona & liminf,_, | | Dy, < 1.
Proposition 6. (i) Pour toutj € {0, ..., 4}, on adj, Pj..(z) € Z[z].

(i) On alim,— o0 |5, (2)|1/" ~ ¢~8.:325073064
(iii) On alim,_ 100 | R, (2)|1/" ~ @ 9:799017432
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On déduit de cette proposition ngl est le dénominateup,, recherché et que

lim |dg-n en |1/n — nﬂTongn Sn (2)|1/n ~ e70,325073064e ]0, 1[’

n—+o00

ce qui prouve le Théoreme 3.

Démonstration dela Proposition 6. (i) On écrit :

@0 (k—n), _ ((2n>!<k—n>n> ( (2n)! )3

nt (03 \ 24 (K)2n+1

et on adapte ensuite la technique utilisée au Lemme 5 de [5], par exemple.

(ii) On pourrait utiliser la représentation intégrale §§&z) mais nous donnons ici une
démonstration alternative basée sur la seconde démonstration du Lemme 3 de [5]. En
appliquant la formule de Stirling a

*  (k—n),

. , aveck=xn, x>1,
2R3,

on montre que

lim |S (2)|1/" =22 max 2R
n—>-+ool " T xelltool (x — D)*~1(x + 2)4x+2)

_8_ 4~ 1 ~ o~8325073064
(a +2)8 ’

olla &~ 1,006316912 est 'unique solutioa 1 des® — 2(s — 1)(s + 2)* = 0.
(iii) Par le changement de variables> —s, on voit que

@2n)1* (s+1),

Ri(2) = (-D"——:
n!2ir J (s —2n)3, .4

2% ds,

ouC est un lacet direct entourantles pointd Q.. ., 2n. En suivant [17], on peut déformer
ce contour de telle sorte que pour tout réel 2, on ait :

cn+ioo
@t (s + 1),
R.(2)=(=1) n! 2im f (s — 2n)‘21n+1

cn—ioco

25 ds

@2n)14 7°°r((s + Dn+ DI — 2m)

n!2ix [(sn + 1)°

c—ioo

2" ds.

=(=1"n
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La formule de Stirling s’étend aux nombres complexes :

I'(z) = (z/6)* /27 /z (1 + O(1/zl))
lorsque| arg(z)| < 7 et on en déduit que

c+ioco
Ru(@ = P an) f ¢()e™ ) ds - (14 O(1/n))

c—ioo

avecc > 2 quelconque,

[ s+1
g(s) = m,

w(s) = (s +1)log(s + 1) + 4(s — 2) log(s — 2) + s log(2) — 5s log(s)

eta(n) telle que lim,_ ;o0 la(n)|¥" = 1. Nous sommes maintenant en position d’appli-
quer la méthode du col, dont nous rappelons le principe ci-dessous. Comme

w'(s) =log(s + 1) + 4log(s — 2) + log(2) — 5log(s),

les solutions de I'équatiom’ (s) = 0 sont parmi les solutions dé — 2(s + 1)(s — 2)* = 0.

Cette derniére équation admet une unique solution rgelbe 2, qui vérifie de facto

w'(B) =0. On aB ~ 11,31757856 et le réeb” (B) est non nul. L'étude des variations

de la fonctiony — Re(w)(B + iy) (a la maniére de [20, p. 165]) montre que la droite
Re(s) = B est admissible. On peut donc appliquer la Proposition 7 ci-dessous et en déduire
que

; 1
lim |R,,(2)|1/" =28 P+ ~ 9799017432
n—+00

(B-28

Pour conclure ce paragraphe, nous donnons maintenant un des énoncés possibles de
la méthode du col : on se référera a [9, pp. 91-94] ou [10, pp. 279-285] pour plus de
détails. Soitw une fonction analytique au voisinage d'un paiptet telle quew’(zg) =0
etw” (z0) = |w” (z0)|€° # 0. Au voisinage deg, on a

1
w(z) = w(zo) + éw”(zo) (z —z0)% + O((z — zo)3).

Soit L un chemin passant pab, et admettant une tangente en ce point. Noton®
'argument de; — zg, défini modular, pourz € A. Supposons que c@s + 20) < 0. Alors
Re(%w”(zo)(z — 20)%) < 0 quand; parcourtL, au voisinage deg. La fonction Réw(z))
admet donc un maximum local eg le long deL. On dit qu'un cheminL est admissible
enzp siles conditions précédentes sont remplies, et qy@Re)) est le maximum global
de Reéw(z)) le long deL.
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Proposition 7. Soientg et w deux fonctions analytiques dans un ouvert simple-
ment connexeD du plan. Supposons qu'il existep € D tel que w'(z0) = 0 et
w”(z0) = |w” (z0)|€*° # 0. Si L est un chemin inclus dari3 et admissible enp, alors

f g(z) €@ dz = £i g(z0) .

[w” (z0)] e le0/2g (o) (14-0(1/m),

L

ou le signet dépend de I'orientation dé. De plus, cette estimation est encore valable si
L est un chemin que I'on peut déformer en un chemin admissiklg.en
8. Représentation intégraleréellede R, (z)

Lorsqu'on prendo = o = 0 dans le Théoréme 1, on a pour tous reeét 7 tels que
c>netz>0:

c+ioco
Ry = 2 / " s
" 2im ] (s —n)¢ ’
c—loo

Aux notations pres, cette représentation complexe apparait dans [17] ou Reyssat montre
que pour tout réew > 0, R,(e") se représente comme la puissance de convolution
R, (") = ¢*(w) avecg,(w) = (¥ — 1)". Dans [2], Amoroso remarque qu’au moyen

de changements de variables simples on peut transformer ce produit de convolution en
l'intégrale suivante :

a—1 x/:(il‘f‘l)—l(l _ xj)n

Ry(1—z)=z40tD1 / l—[ (lj— X xg_)"t1 X
o Xae

[0, 1]a—1 Jj=1

En patrticulier, on en déduit que pour tauk 1,

xe[0,1)e1 —IXj X

a—1 J 1—x; a

. 1n ; x;(1—xj) lz]
_ - m —J - ]« )

Jim |R,(1—2)| lz] ax (||1 )<

Il serait intéressant de généraliser cette représentation intégrale au gastaet sont
guelconques.
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