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Résumé :

On donne une condition suffisante de non multiplicité pour
certaines représentations cycliques liées 3 des espaces symétriques.
On en déduit que si (G,H) est un espace symétrique exponentiel la
représentation Indg(l) est sans multiplicité.

A sufficient non multiplicity condition is given for certain
cyclic representations which are related to symmetric spaces. In
particular, it is proved that if (G,H) is an exponential symmetric
space the induced representation Indg(l) has no multiplicity.
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ESPACES SYHﬁTRIQUES EXPONENTIELS

INTRODUCTION :

Soient G un groupe de Lie connexe, o une involution de G, H
l'ensemble des points fixes de o , Ho sa composante neutre et K un
sous-groupe de G tel que Ho c K ¢ H. Un couple (G,K) est appelé un
espace symétrique. Il est connu que, dans les deux cas suivants :

i) (G,K) espace symétrique riemannien (i.e. Ad K compact)
ii) (G1 x Gl,A) oll A est la diagonale de G1 x Gy (ef. [Ma 1]
§.3),

la représentation du groupe G dans 1l'espace L2(G/K) est sans multipli-
cité (i.e. le commutant de cette représentation est commutatif).

Nous nous plagons dans le cadre des groupes de Lie ré&solubles.
Nous montrons que ce résultat est encore vrai si G-a une algébre de
Lie exponentielle (corol. 3.2.1), mais peut &tre mis en défaut pour
un groupe résoluble quelconque (exemple 3.3.2).

Voici la méthode suivie : nous montrons tout d'abord une éga-
1lité du type G = HP "décomposition de Cartan" ol P = {g ¢ G/g"1 = go}
(prop. 2.1). Nous associons ensuite 3 chaque &l&ment du commutant une
fonction généralisée sur G (1l'idée d'une telle association est due &
F. Bruhat : [Br] Chap. 6). Cette derniére est "H-semibiinvariante".
Nous montrons auparavant une propriété des fonctions généralisées
"H-semibiinvariantes" (prop. 2.3). Ceci nous permet de montrer g¢u'un
automorphisme et un antiautomorphisme du commutant coincident
(th. 3.1).

En outre, nous précisons la désintégration de cette représen-
tation sur G : les représentations unitaires irréductibles qui y in-
terviennent vérifient = = 7° (th. 4.1.2). Nous interprétons ceci en
termes de méthode des orbites (th. 4.3.2). Nous terminons par une
propriété de ces représentations irréductibles (corol. 4.4.2) liée &
notre probléme par une dualité de Frobenius.

Nous donnons & nos résultats une certaine généralité de fagon
3 retrouver le cas (G1 x Gl,A) ainsi que quelques autres. Ceci a ten-
dance 3 alourdir les é&noncés, mais n'entraine aucune modification
essentielle dans les démonstrations. On peut donc, en premiére lectu-
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re, supposer que G est un groupe exponentiel et que la représentation
dont on cherche la désintégration est la représentation de G dans

2
L°(G/H).

Ces résultats sont annoncés dans [B2], et développés dans la
premiére partie de [Bi] ol les exemples sont traités de fagon plus
détaillée.

I. GENERALITES, RAPPELS

1.1. Notations

1.1.1 Soit M une variété (paracompacte), on note $(M) (resp.
f(M)) 1'espace des fonctions continues (resp. de classe C”) de M 3
valeurs dans €, et X(M) (resp. &(M)) le sous-espace de B(M) (resp.
$%(M)) formé des fonctions 3 support compact. On note mf(M) 1l'espace
des densités C” sur M etW{Z(M) le sous-espace des densités C” 3 sup-
port compact. On munit ces ensembles de leur topologie usuelle.

Soient M et N deux variétés, ¢ et y des &l&ments de €(M) et
%(N). On note ¢ ® y 1'&l8ment de ¥(M x N) donné par, pour (m,n) dans
M x N, (¢  y)(myn) = ¢(m)y(n). De méme, si f et g sont des difféo-
morphismes de M et N, on note f @ g 1le difféomorphisme de M x N don-
né par, pour (m,n) dans M x N (f & g)(m,n) = (f(m),g(n)). On notera
souvent de la méme fagon une fonction et sa restriction 3 un sous-
ensemble.

Soit &'(M) 1l'espace des distributions sur M et ¢ (M) l'espace
des distributions 3 support compact. Soient ¢ dans of'(M) et ¢ dans
DMy, on note (g,¢) ou (g(x),¢(x)), avec une lettre muette (notation
abusive), 1'image de ¢ par g . La distribution conjuguée de g est
notée E. On a donc, par définition (E,3) = (£,6). Soit F(M) 1l'espace
des fonctions généralisées sur M (i.e. le dual de'ﬁZ(M)) ; pour T
dans F(M) et 4 dansﬂﬂ:(M), on note de méme (T,u) ou (T(x),u(x))
l'image de y par T et T la fonction généralisée conjuguée de T.
Soit f un diff&omorphisme de M, on note f_(g) la distribution image
de g par £ : ¥¢ ed (M) (£,(),6) = (g.¢ 0o f) ; et on note T o f la
fonction généralisée image réciproque de T par f :Vus‘m:(M)

(T o f,u) = (T,f'(u)).
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1.1.2 Soit G un groupe de Lie d'algdbre de Lie , pour tout
é€lément g de G, c¢n note x(g), p(g), y(g) et J les difféomorphismes de
G donnés, pour x dans G, par : A(g)x = gx, p(g)x = xg-l,

v(g)x = gxg * et J(x) = x %
Notons exp l'application exponentielle de 9 dans G et m la multiplica-
tion de G.

Une algébre de Lie est dite exponentielle si pour tout X
dans , le nombre complexe i = v=1 n'est pas valeur propre de ad X
Celle-ci est alors résoluble. Un groupe de Lie est dit exponentiel
s'1l est connexe, simplement connexe et si son algébre de Lie {J est
exponentielle. Il est équivalent de dire que l'application exponen-
tielle est un difféomorphisme de g,sur G.

Soit o un automorphisme de G, on note encore g l'automorphisme
de dérivé de o . Pour X dans (resp. g dans G), on notera parfois
x° (resp. go) 1'image de X (resp. g) par ¢ . On dit que ¢ est une
involution s'il vérifie 02 = 1. On note alors H ou Gc l'ensemble des
points fixes de cette involution :

H = Go = (g ¢ G/g° = g} , on note aussi
P={geG/gl=gl} , B2 (X eg/x® =Xy et
P = (X C},/Xo = =X} . Soit p 1la projection canonique de G
sur G/H et exp l'application de F dans G/H donnée par

Yx € F exp X = p(exp X).
On a 1'8&galité 170'4 = (} et les inclusions

th,h1 <4 Lihpl e et [p,p1 « b .

1.1.3 Soient ?{ un Hilbert (séparable) et I une représenta-
tion (continue) de G d'espace H. On note H le Hilbert conjugué de ®,
 la représentation conjuguée de I et m° 1a représentation I o o.
Rappelons que l'on appelle commutant de la représentation I 1l'ensem-
ble

() = {Aed (R)/¥g G N(g)A = A N(g)}.

Le commutant ¥(II) est une algébre de Von Neumann. La représentation
I est dite sans multiplicité si et seulement si ¥(Il) est commutatif.
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1.2. Vecteurs C” et C™" d'une représentation :

1.2.1 Soit G un groupe de Lie et 1 : G+ UCR une représenta-
tion unitaire de G dans un Hilbert #. On note H™ 1l'espace des vec-
teurs C* de 1la représentation I : R” = {v ¢ K/1'application de G dans
H: g+ n(g).v est C”} muni de sa topologie habituelle et R~
1'antidual de K® (i.e. l'espace vectoriel des formes antilinéaires
continues de ®” dans C) muni de la topologie de dual fort. Ces espa-
ces sont réflexifs ; l'antidual de ¥~ s'identifie & X* ; soient a
dans B*® et b dans R¥® . On note <a,b> 1'image de b par a ; on a
<a,b> = <b,a>. L'espace ¥ est dense dans K et H est dense dans ™.

Pour g dans G, A dans Y%(I) et u dans’ﬁk(G) les opérateurs
n(g), A, N(u) laissent stable ¥ (on note n_ (g), A_et m_(u) 1les
restrictions) et se prolongent de fagon unique en des opérateurs
continus de W™ notés n__(g), A
les indices t= (c.f. [Cal).

et n_ﬁ(u) 3 nous oterons parfois

-

1.2.2 Soit L un sous-groupe fermé de G, ug une mesure de Haar
sur G, A; et A les fonctions modules de G et L. On note x le carac-
tére de L donné par, pour 1 dans L :

x(1) = EETTT .

Soit ¢ un caractére unitaire de L, la représentation II = Indg(c)
"induite de L 3 G du caractére c" se réalise naturellement dans le
quotient L2(G/L,c) de l'espace des fonctions mesurables f de G dans [

telles que
1

Vg e6 Y1el  £(gl) = (1% c(1)”
2

fc/L [£1° dug o,

cette intégrale) par le sous-espace des fonctions ug - Presque par-

tout nulles ; si ¢ = 1, on note L2(G/L) pour L2(G/L,1). L'action de G

est donnée par Vg,x ¢ G (M(g)f(x) = £(g >x) (c.f.[(Bel Chap V 2.2).

1 f(g)

ii) < o (c.f.[Be] pour la définition de

La description des vecteurs c* des représentations induites
est due & N. S. Poulsen. Celle-ci prouve en particulier que
(L2(G/L,c))m est inclus dans‘%(G) ; cette inclusion est une applica-
tion continue (c.f. [Po] th. 5.1 ou [Ca] th. 3.1).
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1.2.3 Soit L une représentation unitaire de G. On dit qu'un
élément a de'x;° est cyclique, s'il n'existe pas d'&léments non nuls
v de)ﬁ; tels que, pour tout g dans G, on ait <a,N(g)v> = 0. Un tel
couple (Ill,a) est appelé une représentation cyclique (généralisée).
On dit que deux représentations cycliques (ll,a) et (N',a') sont
projectivement équivalentes, s'il existe un isomorphisme U qui entre-
lace 1 et NI' et tel que U_m(a) = Aa' avec A dans m', et équivalentes
si on peut choisir A = 1.

Exemple_1 : Soient L un sous-groupe de Lie de G, c un caracté-

re unitaire de L et II = Indg(c). On sait que 1; est inclus dans %(G)
(ef. 1.2.2), dont 1'application & : ¥ + T donnée par §(f) = T(e)

Il
est un élément de’uneD ; cet €lément est cyclique : en effet, soit f
dans K; tel que, pour tout g dans G, on ait <6,l(g)f> = 0, alors

f(g_l) = 0et £f = 0. Le couple (II,8) est une représentation cyclique.

Exemple_2 : Soient # une représentation unitaire irré&ductible
de G et a un vecteur non nul de'ﬁ;“ , alors le couple (m,a) est une
représentation cyclique : en effet, soit v non nul dans¥_~ , 1l'en-
semble {n(g)v/g ¢ G} est un sous-ensemble G-invariant de W: total

dansjﬁ‘; il est donc total dans'iq (ef. [Po] Corol. 3.4).

1.3.1 Soient G un groupe de Lie et 7 une représentation uni-
taire de G dans un Hilbert 7&.

Définition : A tout couple (a,b) d'éléments de'*%“, on associe
une fonction généralisée sur G, appelée coefficient de 7 en (a,b),

notée Tz et définie par Yye ﬁ:(G) (T;,b’”) = <n(ula,b>

»D

Rappelons que 1l'application : (p,a,b) » <n(pla,b> est bien
définie de m:(G) x 'ﬂ;m x. 7(;’ dans € car m(u)a est dans 'ﬂ:; elle est
séparément continue par rapport 3 u, a et b ; le coefficient T;,b
dépend linéairement de a et antilinéairement de b.

Lemme 1.3.1 : Avec les notations précédentes ainsi que celles
de 1.1, soient a et b dansjl;n et o0 une involution de G ; on a, pour
g dans G
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-1) _mT

™
a) Ta,b o A(g = Ta,u(g)b
m -1 m
o) Ta,b oplg ™) Tw(g)a,b
n R
c) Ta,b oJ = Tb,a
m iad
d) Ta p %09 F Ta,b

Démonstration : Comme l'application : (p,a,b) + <n(u)a,b> est
séparément continue et que jfest dense danSV( , 11 suffit de vérifier
ces égalités pour a et b dans 7{ Dans ce cas, les fonctions généra-
lisées sont de "vraies" fonctions et les &galités sont claires.

1.3.2 Dans le cas de représentations unitaires irréductibles
d'un groupe compact, les coefficients vérifient les relations d'ortho-
gonalité de Schur. Voici un résultat qui permet, dans certains cas,de
suppléer 3 l'absence de telles relations pour un groupe de Lie quel-
conque.

Lemme 1.3.2 : Soient G un groupe de Lie, m et n' deux représen-
tations unitaires irréductibles de G, a et b deux &léments de’L;met
a' et b' deux &léments de1&ﬂ,,

1
a) Si les coefficients Tg p €t " sont égaux, alors
bl 1 b'
>

m est équivalente 3 7'

b) Dans ce cas, si U est une équivalence unitaire entre
m et ' (en particulier, U(ﬂw) = ,et U se prolonge en un isomor-
phisme U_°° dej{TT dansj( ,) alors 11 existe un nombre complexe )X non
nul tel que U_m(a) = 2 a' et _m(b) = A b'

Démonstration : Comme a et b sont non nuls, on peut trouver My
et u, dans’m:(c) tels que ¢ = n(u,)a et d = n(u,)b soient tous deux

non nuls. Notons alors c' w'(ul)a' et 4d' = w'(u2)b'. On a alors
v
Tz g TZ',d' ; en effet, pour y dans ML:(G)’
(Tg gsk) = <ﬂ(u)ﬂ(u1)a,ﬂ(u2)b> = <n(uy + w o+ oupda,b>

ce qui, par un calcul analogue égale (T d"”) Mais ¢ et d sont dans

' [ . ™ 2 '3 P -
7{“ et c' et d' sont dans T&, ; Tc,d et Ter,qr S identifient &
des fonctions continues sur G ;
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donc on a, pour tout g dans G <n(g)c,d> = <m'(g)ec',da'> .

Considérons alors la somme directe n & #' , représentation de
G d'espace y%o 1L#. Si m et =' ne sont pas équivalentes, le commu-
tant ¥¢(7 e n') est de dimension 2 : une base en est donnée par les
projecteurs orthogonaux sur'ﬁh et u%,. Donc l'algébre de Von Neumann
engendrée par (m & n')(G) est i(‘lﬂ) ) Sl(‘ﬂ",). Or, pour tout g dans G,
on a 1'égalité

<(me n')(g)(c ® (~c*')),d @ d'> =0

Cette égalité reste vraie sur l'algébre de Von Neumann engendrée par
(m e w')(G) ([DPill Chap. 1 §3 Corol. 1 p. 4l) ; donc, pour A dans
dtH,) et B dans i(ﬂ",), ona <(A @B)(c e (-c')), d e d'> = 0 soit :

<A(c),d> = <B(c'),d’'>

ce qui méne 3 une contradiction si on choisit A tel que A(c) = 4 et
B tel que B(c') = 0. Donc m et n' sont équivalentes.

b) Quitte & remplacer a par U__(a) et b par U__(b), on se ramé-
ne au cas od 7 = w'. Choisissons encore c = ﬂ(u1)8 et d = "(“2)b non
nuls ; on a, pour tout g dans G <n(g)c,d> = <n(g)c',d'> . Or l'alge-
bre de Von Neumann engendrée par w(G) est &’(‘X_ﬂ) Comme en a), l'éga-
1ité se prolonge 3 i("q‘) et on a pour tout A dans gmﬂ)
<Ac,d> = <Ac',d'> . Si c¢' n'est pas colinfaire 3 c, on peut choisir A
de sorte que Ac = d et Ac' = 0 ; ceci méne 3 une contradiction.

Donc il existe A dans C* tel que c¢' = 3l et da' = a4 .

Supposons que l'on ait a # Xa‘', soit alors i dans!nQ:(G) tel
que, d'une part n(ui)a # 0, et d'autre part n(ua)(a-ia') # 0. Le rai-
sonnement précédent prouve qu'il existe X' dans T tel que
m(uya = i'w(ui)a' et m(u,)b' = A'm(u,)b. Cette dernidre égalité,
comparée 3 d' = Ad et d # 0, donne X' = X d'od w(uj)(a - xa') = 0.

Contradiction. Donc a = Xa' et de méme b = A b'.
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II. FONCTIONS GENERALISEES L-SEMIBIINVARIANTES

2.1. Involutions_dans_un_groupe_exponentiel

Voici un résultat tout 3 fait analogue 3 la d&composition de
des groupes de Lie semi-simples.

Proposition 2.1 : Soit G un groupe de Lie exponentiel d'algé-
Lie } muni d'une involution o, alors

1) l'application exponentielle est un difféomorphisme de é
sur H ;

2) l'application exponentielle est un difféomorphisme de F
sur P ;

3) la multiplication m est un difféomorphisme de H x P sur G.

Démonstration :

1) et 2 )
L'égalité o o exp = exp o 0 donne immédiatement les in-

clusions exp(@) < H et exp(y) ¢ P. REciproquement, si g est dans H

(resp.
o
g =B

(resp.

P), on peut trouver X dans (jtel que exp X = g et 1'égalité
(resp. go = g-l) se réécrit exp(xo) = exp(X)
exp(Xo) = exp(-X)). Par injectivité de 1l'application exponen-

tielle, on en déduit X e¢f (resp. X ep). Donc exp(f;) = H et

exp(p)

sur G,

= P. L'application exponentielle est un difféomorphisme de .

)

donc par restriction, exp est un difféomorphisme de Q (resp:I

sur H (resp. P).

3)

L'application X » 2X de F dans 15 est bijective ; donc

1'application C de P sur P donnée par C(p) = p2 est un difféomorphis-

me.

on a nécessairement p2 = (%) g done p = ¢ () ") et h o= ogp

Si g dans G s'écrit g = hp avec h dans H et p dans P,
-1

Donc m est injective.

est dans P. Posons alors p ﬁVC'l((ga)-

Réciproquement, soit g dans G, il est clair que (go)-lg

1g) et h = gp.1 5 p est dans P

et h-est dans H, en effet

10
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2

n(h9)™ = g %(g ! = g((g®) 1) T = e

On a g = hp. Donc m est surjective.

Les formules donnant m et m.1 sont C” donc m est un difféomor-
phisme.

Remargues : On montrerait de méme que la multiplication m est
un difféomorphisme de P x H sur G.

On en déduit que (lorsque G est exponentiel) l'application exp
est un difféomorphisme de ;- sur G/H.

2.2. Exemples

La proposition 2.1 peut &tre mise en défaut si on ne suppose
pas que G est exponentiel. Donnons deux exemples

. ~ . .

2.2.1 8Soit G = E(R") le revétement universel du groupe
des déplacements du plan. Les &léments du groupe sont donnés par un
triplet de réels (6,a,b) : éaﬁz) est difféomorphe iTR’>. Le réel 8 est
"l1'angle" de la "rotation™ et le couple (a,b) est "l'image du point
(0,0)" par cette "rotation" ; si 8 = 0, on dit que la "rotation" est
une "translation". La loi de multiplication est

(6,a,b)(8',a",b') = (p+8', a+ a'cos® - b' sinB, b+ a'sing + b' cosh).

L'algébre de Lie de ce groupe éﬁmz) est de dimension 3, elle a
pour base {T,X,Y} avec [T,X] = Y, [T,Y] = -X et [X,Y] = 0. Elle est
résoluble mals pas exponentielle.

On peut voir qu'il n'existe dans EORé) que deux automorphismes
d'ordre 2 (3 conjugaison prés) gqui sont

1) o, ¢ (6,a,b) - (8,-a,-b) , o, est un automorphisme inté-
rieur, conjugaison avec (nv,0,0) qui est la "rotation d'angle = autour
de (0,0)". L'automorphisme dérivé est l'application

04 tT + xX + yY » tT - xX - yY.
2) o, ¢ (6,a,b) - (-8,a,-b) , o, n'est pas un automorphisme

intérieur, c'est la "conjugaison avec la symétrie d'axe Oa". L'auto-

1



Y. BENOIST

morphisme dérivé est 1l'application

P tT + xX + yY + -tT + xX - yY.

Les conclusions de la proposition 1.2 sont vérifiées pour 945
mais pas pour ¢ =0, .

Si on avait eu 1'égalité G = HP, la condition plus faible sui-
vante aurait &té vraie : Vg ¢ G (go)—1 e HgH. Cette derniére n'est

1

méme pas vérifiée dans notre exemple ; pour g = (w,0,1), (gc)- n'est

pas dans HgH.

2.2.2 Soit G le groupe de Lie simple SL(2,R) des matrices
2 x 2 8 coefficients réels et de déterminant 1 ; soit % l1'involution
de G définie par °0((2 g)) =z (_2 -d) 3 9g n'est pas un automorphis-
me intérieur, c'est la conjugaison par 1l'é€lément (g _2).

0

ag
soit g = (} "5), 1'&1&ment (g 0y-1. &

HgH. Donc G n'est pas égal 3 HP.

-i) n'est pas dans

Définition : Soient G un groupe de Lie, L un sous-groupe de
Lie de G, c et c' deux caractéres de L. Une fonction généralisée T
sur G est dite (L,c,c')-semibiinvariante ((c,c')-semibiinvariante, si
la référence au groupe L n'est pas ambiglie) si elle vérifie

2

V(1,1 ¢ L° To a(1™d o p(1'™h) = c(lrer(an)rT.

Définition : Soient G un groupe de Lie muni d'une involutionao,
L un sous~groupe de Lie de G stable par ¢ . On dit que L vérifie la
propriété 9, s'il existe une sous-variété Q de G telle que

i) la multiplication m de L x Q dans G soit une submersion
surjective ;

ii) et iii) pour tout g dans Q on ait q % € Q et q°q € L ;

iv) pour tout 1 dans L on ait 1171 = Q.

12
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On peut maintenant énoncer :

Proposition 2.3 : Soient G un groupe de Lie muni d'une involu-

tion 0 , L un sous-groupe de Lie de G stable par ¢ vérifiant la pro-
priété g’pour une sous-variété Q, ¢ et c' deux caractéres de L. Alors

1) il existe une fonction £C” sur G, ne s'annulant pas, telle
que pour toute fonction généralisée T sur G (c,c')-semibiinvariante,
on ait

TodJ=°f.(Tooag).

2) Si en outre, on a 1'égalité c¢' = c o 0 et si ¢ vérifie la
propriété (p) .

Va e @ c(q%) eR'
alors on a 1'égalité
Tod=Too .

La démonstration est donnée en 2.5 ; cette proposition est un
point clef dans la démonstration des théoréme 3.1 et proposition
LI

Remarque 1 : La propriété (p) est vérifiée dans les trois cas
suivants -
(p,) pour tout g dans Q, a°.q = e ;

s +
(p,) c est @ valeur dans R ;

(p3) ¢ est la restriction d'un caractére de G, encore

noté .c, vérifiant ¢ = ¢ o o.

Remargque 2 : Si on affaiblit les hypothé&ses de la proposition
2.3 en ne supposant pas que la multiplication m de L x Q dans G est
surjective, 1'ouvert b = m(L x Q) est alors stable par les difféomor-
phismes J, o, A(1) et p(1l) (1 € L) et les résultats de la proposi-
tion 2.3 restent vrais si on remplace le groupe G par l'ouvert UL
(c.f. la démonstration en 2.5).

2.4.1 Soit (G,H) un espace symétrique, avec G exponentiel,
alors H vérifie 1la propriétéfp avec Q = P (c.f. 2.1) ; dans ce cas

13
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la propriété (p) est toujours vérifiée.

2.4.2 Pour un groupe de Lie G, considérons l'e-pace symétri-
que (G x G,A) ol A est la diagonale de G x G, ensemble des pbints
fixes de l'involution ¢ : o(x,y) = (y,x) pour x et y dans G ; alors A
vérifie la propriétéiI'avec Q =G x {e} .

2.4.3 G groupe fini.

Lemme 2.4.3 : Soient G un groupe fini, o une involution de G
et K un sous-groupe de G0 s on a l'équivalence

K vérirfie P Vg ¢ G &)1 ¢ K gx.

Démonstration : Si K vérifie Uppour un sous-ensemble Q, on
peut alors écrire, pour g dans G, g = k.q, avec k dans K et q dans Q
(d'aprés i)) ; donc

€)™ = (@@ D)™ = k(@) %)) € KeK d'apres iii).

Réciproquement, supposons que tout g de G vérifie (gc')-1 e KgK
posons Q = {g € G q%g ¢ K} . Soit g dans G, on peut &crire
g = k(8% k

; avec k, et k, dans k, donc q = k;lg z (go)-lk2
vérifie q°q

(x "k,
dans Q ; ceci prouve i). Soit q dans Q, on a 1'égalité
(q—l)oq-l 1

= (o(qaq))-1 e Kdone q ~ ¢ Q 3 ceci prouve ii). Le iii)
est évident et le iv) résulte de ce que tout &lément de K est inva-

"

¢ K ; on a donc g = qu avec kl dans K et q

riant par o . Donc K vérifie la propriété >,

2.4.4 Soit (G,K) un espace symétrique riemannien de type non
compact (i.e. G est semi-simple connexe et ¢ est une involution de
Cartan). La décomposition de Cartan prouve que Q = exp { est une sous
variété de G et que la multiplication m de H x Q sur G est un difféo-
morphisme. Donc K vérifie la propfiété Si(c.f. [He]l Chap. VI Th. 1.1)

2.4.5 Soient (G,K) un espace symétrique et P comme en 1.1.
P est une sous-variété de G ; en outre, P vérifie ii), iii) et iv) ;
P est donc a priori un bon candidat pour étre la sous-variété Q de
2.3 (par exemple, pour G = Eaﬁz) et o = a, (c.f. 2.2.1), H1 vérifie
la propriété‘P pour la sous-variété Q = Pl)' Cependant, dans le cas

général, la multiplication m de X x P dans G n'est pas surjective

14
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~
(par exemple G = E(R®) et K = Gy, 0u G = SL(2,R) et K = G ; c.f. 2.3
dans ces deux cas les conclusiofis de la proposition 2.3 ng sont pas
vérifiées : nous le verrons en 3.3).

2.4.6 Si G est compact, la multiplication m de K x P dans G
est bien surjective mais pas nécessairement une submersion, comme on
peut s'en convaincre avec l'exemple suivant : G = SU(2), o est la corr
jugaison avec (_2 é) et K = Gc . Notre démonstration ne s'adapte pas
3 ce cas bien que les résultats des th. 3.1 et proposition 4.4.1 res-

tent vrais.

2.4.7 Lorsque P ne convient pas, un autre candidat pour Q est
l'ensemble P' = {p ¢ PO tels que (Adp + Id)]ﬁ est injective}. Par
exemple :

a) Soient G = EﬂRé), o =0, (ef. 2.2.1) et

L = {(km,a,0) / k ¢ 2, a ¢ R} L est stable par ¢ et vérifie la pro-
P

priété pour la sous-variété

Q = {(8,-r sin %, r cos %) /r eR,8 ¢ R, 62-: ¢ )

b) Soient G = SL(2,R), ¢ = o4 (c.f. 2.2.2), w = (_g é)

a0

L = {(O 1/a

)/ aeR)u (2 MY /e R

< as ccez D
Alors L est stable par o et vérifie la propriété . pour

Q = {(2 2) / (a,b,c) e RB, a #0eta’ - be = 1}.

Principe de la démonstration : on utilise la propriété d'inva-
riance 3 gauche de la fonction généralisée T pour la restreindre 3 Q;
on compare alors les restrictions de T oo et T o J.

2.5.1 Nous avons besoin d'un résultat général

Lemme 2.5 : Soient M et N deux variétés et p : M + N une sub-
mersion. Alors

=

a) Pour toute densité u C* 3 support compact sur M, la

18
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mesure image p*(u) est une densité C* 3 support compact sur N.

b) Soit F une fonction généralisée sur N, on note
¥ = F o p la fonction généralisée définie par Vyu e’ni:(M)
(F o Psl-l) = (F’p*(U))-

¢) Si (F,f) est un couple de difféomorphismes de M et. N,
respectivement, qui vérifie po f = f o p ; alors Fo f = F o f.

o ~d ~
d) Soit ¢ dans C (N) alors ¢F = (¢ o p)F.

e) Supposons désormais p surjective, l'application F + F
est alors injective de F (N) dans F(M).

f) (p surjective) Soit a dans C”(M), alors il existe B
dans CT(N) tel que tous les couples de fonctions généralisées (F,G)
de F(N) qui vérifient F = of vérifient F = gG.

La démonstration se fait sans difficulté : le a) est une con-
séquence du théoréme du rang constant. Pour f), on choisit une parti-
tion de 1l'unité Yy associée 3 un recouvrement de N par des ouverts U
sur lesquels il existe une section différentiable Sy de p et on pose
g = EYU o O Sy

2.5.2 Soit m : L x Q » G la multiplication qui, par hypothése
est une submersion surjective ; on peut donc, grice au lemme 2.5.1,

"relever"” toute fonction généralisée T sur G en une fonction généra-
lisée T sur L x Q.

Notons J et ¢ les difféomorphismes de L x Q donnés par

-1 -11-1)

"

Y(1,0) ¢ L x Q J(1,0) = (171,14

et 5(1,9) = (19°Q,q™H

"

qui sont bien définis grace & ii), iii), iv) et 3 1'invariance de H
par o . Conformément & nos notations (cf. 1.1), pour 1 dans L,
A(l) e 1 et p(l)  y(1l) sont les difféomorphismes de L x Q donnés

par

(k,q) ¢ L x Q (A (1) » 1)(k,q) = (1k,q)

1

et (p(1) & y(1))(k,q) = (k171,1q27%).

16
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Lemme 2.5.2 :

a) L'application T = T de Gf(G) dans F (L x Q) est in-

Jjective.
b) Pour toute fonction généralisée T sur G et 1 dans L,
on a
~ ~
b1) T o ( A(1l) & 1) =T o A(1)
~ "
b2) T o (p(l) @ y(1)) = T o p(1)
~ ~~——
b3) ToJ=T0o4J
~ ~ ~
bl) Too=Togo
¢) En particulier, si T est (b,c') - semibiinvariante,
on a

c1) Fo(1™YH e 1) = c(1)f
e2) o (p(1™h) & y(1™1)) = cr(1)F

Le a) résulte du lemme 2.5.1 e). Par construction, on peut
appliquer aux couples (A(1) ® 1,A(1)), (p(1) @ y(1),p(1)), (F,J) et
(g,0) les résultats du lemme 2.5.1 ¢), on obtient alors les &galités
du b). Le c) résulte du b) et de la semibiinvariance de T.

2.5.3 Nous voulons utiliser les propriétés d'invariance cl)
de la fonction généralisée T pour la restreindre en une fonction géné-
ralisée S de Q. Pour cela nous avons besoin des résultats bien connus:

Lemme 2.5.3

a) Soit G un groupe de Lie et F une fonction généralisée
sur G invariante par translation 3 gauche (i.e. ¥g ¢ G F o i(g) = F).
Alors F est une fonction constante.

b) Soient M une variété et F une fonction généralisée
sur G x M qui vérifie Vg e G F o (A(g) ® 1) = F, alors il existe
une unique fonction généralisée E sur M telle que F = 1 ®» E.

2.5.4 Calculons maintenant, pour 1 dans L, en utilisant
1'égalité 2.5.2 c2)

((c & 1)) o (A (1) & 1) = (c o A(1) ® 1)(T o (A (1) & 1)) = (c ® 1)T.

17



Y. BENOIST

Donc (lemme 2.5.3), il existe une unique fonction généralisée S sur Q
vérifiant (c @ 1)T = 1 €S soit T =c¢ 1 e s.

Puisque T est (c¢,c')-semibiinvariante, T o J est (c¢',c)-semi-
biinvariante et T o 0 est (¢ o g, ¢' o o)-semibiinvariante ; en
effet, pour 1 dans L

(Tod)o (ML) = Mo p(1)) 0J = (¢'(1™HMo J =c' A" H)(T 0 )

"

et

(To o) o (A1) = (T o A(1%))00= (e(a(1)")T) 0oz (co0a(171))(To o)

de méme
(Tod)op(1) =c(l™)(Tod) et (Too)op(l) =(c' 0 o(1™1))(Toa)

On en déduit qu'il existe des fonctions généralisées S' et S" sur Q
telles que

N -
TodJ=c¢' ® S' et Too = (c9) 1qsn

Lemme 2.5.4 : Notons ¢ l'application de Q dans L donnée par
¢(q) = ¢° g. S, S' et S" sont les fonctions généralisées sur Q
définies ci-dessus. On a

a) Y1 eL 5oy =c1™hHera™hs
b) S' = SoJ (J désigne ici la restriction de J & Q)
¢) 8" = (¢ 1o #)s 0 4.

Démonstration : Scient y dans WL:(L) et v dans 4Q_Z(Q).

T =1 -1,, -1
a) Calculons : T o p(l) = ¢'(1 T = ¢'(1 “)(c

(lemme 2.5.2 c2)) ;

e S)

F o (p(1) »v(1)) = (¢ 2 0 p(1)) @ (S 0 y(1))
c(1)(c™t e 50 y(1))
c(1™Her(1™hs.

N
d'autre part T o p(1)

"

on en déduit S o vy(1)

b) Calculons : (ToJ, ue v)=((clesS)od, use v)

ce qui en utilisant la définition de J et la notation des fonctions
généralisées avecune lettre muette s'écrit
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(T5F, pew = (70 3)(1),(S 0 y(1) 0 3, vIu(1)
(e(1),e(1™Her (171 (S 0 3, y)u(1)) ‘d'apras a))
(' (171 ,u(1))(8 0 3,v) done

® S',uey)s (ct"laso J,u ® v) on en déduit que S' = S o J.

(c'"?

¢) Calculons (T o g, y ® v) = ((c"1as)o Gop @ v)
ce qui par définition de ¢ donne

—~— -1 o -1
(T oo, uev) (S o J(q),(e " o p((g q) *) o o,u)vi(q))

= (S0 3@, o o,me q%)via)
= (¢™r o o,1)((c” Y 0 ¢) SoJ ,v)  donc
1

((c™? o00)es",uev)=((ctoaellc
déduit que

0o ¢) SoJ ),u © V) on en

s = (0-1 o ¢) SoJ

2.5.5 Le lemme 2.5.4 prouve les égalités
— -1 —~ -1 -1
Tod=c¢c' @ (SoJ) et Too = (c o o)e((c 0 ¢) SoJ) on en
. ~ —~— ~ . o
déduit que T o J = aT 0 ¢ ol a est la fonction C sur L x Q donnée

par

a(1,q) = ¢'"H(1)e%(1)e(a%) ;

cette fonction ne dépend que de ¢ et c¢' ; donc le lemme 2.5.1 f)
prouve que l'on peut trouver une fonction f ¢® sur G ne dépend-

que des caractéres c et c¢' telle que toute fonction généralisée
T(c,c')-semibiinvariante sur G vérifie T o J = f(T o ¢g). Ceci prouve
la premiére partie de la proposition 2.3.

2.5.6 Supposons maintenant que ¢' = ¢ 0 ¢ , on a alors
a(l,q) = c(qoq). La fonction a prend ses valeurs dans R+ ; on peut
donc choisir f & valeurs réelles positives. On a vu que T' = TogolJd
est (¢' 0 6, ¢ o o)-semibiinvariante (2.5.4), donc T' est (c,c')-

semibiinvariante. D'aprés 1), on a simultanément

TodJ=1f(Too) et T'oJ = f(T'" o o) ; cette deuxiéme égalité
stécrit T o o= £f(ToJ) d'od Too = £2(T 0 o) et (1-£°)(Tog) = 03
on peut multiplier cette dernidre &galité par la fonction C” sur G
(1+f‘)“1 ; on trouve (1-f)(Tog) = 0 d'oU T o o= f(T o g) et

TodJd =Tog; cecl achéve la démonstrxation de la proposition 2.3.
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III. MULTIPLICITE DE INDg(i) :

3.1 Non_multiplicité_de_certaines_représentations

Les outils introduits en 1.4 et 2.3 permettent de démon-
trer :

Théoréme 3.1 : Soient G un groupe de Lie, ¢ une involution de
G, L un sous-groupe de Lie de G stable par ¢ qui vérifie la propriété
S? pour une sous-variété Q de G (cf. 2.3) et ¢ un caractére de G véri-
fiant 1'égalité ¢ = ¢ o g et la propriété (o) : Vq e Q c(ch) € R:.

Soit I une représentation de G, admettant un vecteur cyclique
a tel que a ¢ R-=ybse (par exemple, soit c' un caractére unitaire
de L vérifiant 1'égalité c' = c¢' o ¢ ainsi que la propriété (p), 1la
représentation I = Indg(c') a un tel vecteur cyclique), alors @I est
sans multiplicité.

p R _ G, o .
Remargue : La représentation I = IndL\c') vérifie bien les hy-

pothéses de ce théoréme : soit a = § le vecteur cyclique de cette re-
présentation introduit en 1.2.3 exemple 1 ; on a § € Cﬂﬁm)L’c pour

-1 ,1/2

. 0o P .
c =c en effet, soit v un vecteur C de cette représentation

calculons, pour 1 dans L

<M(1)8,v> = <6,M(1 " Hyvs = v(1) = ' (1T Hx(m 3%, v>
ceci prouve que M(1)8 = c¢(1)8 . Il est clair que, puisque c' véri-
fient 1'égalité c' = c¢' o ¢ et la propriété (p), le caractdre c véri-
fie aussi 1'égalité ¢ = ¢ o o et la propriété (p).

Démonstration : Pour A dans le commutant (M), notons 'I‘A la

fonction généralisée coefficient du couple (a,Aa) : TA = Tg Aa”
2
Le lemme 1.3.1 donne les égalités, pour 1 dans L
-1, _ - -
TA o A1 °) = Ta,ﬂ(l)Aa = chiTa’Aa = {(c o o)(l)’I‘A
et T, 0 p(17Y) =l : c(1)T
A N(l)a,Aa A

On est dans les conditions de la proposition 2.3 avec T = 'I‘A : en

effet, ¢ o 0 vérifie la propriété (p) car, pour g dans Q, on a

¢ 0 0(g%) = (c((a™H ¢"1))™! est dans R:). On a donc 1'égalité
T

A ° J = TA o0

20



ESPACES SYMETRIQUES EXPONENTIELS

n n

Pour A = Id, le lemme 1.3.1 donne alors 1l'égalité Ta a’ Ta 2}
(n°,a) et (fi,a) sont des représentations cycliques dont les coeffi-
cients sont égaux, elles sont donc équivalentes. Donc il existe un
opérateur antiunitaire S de7{ dans?t tel que S__(a) = a et tel que,
pour g dans G, on ait

M{(g) oS =So H(go).

Pour A dans ¥(I), notons 25 = so0ao0s? ; A

car, pour g dans G

S est dans &(m

S 1 1 S

Ao M(g) =SoAoMg’ os?=50mg’ oaos™t=ung oas.

L'application A =+ AS est un automorphisme antilinéaire de ¥(I) : en
effet, soient A et B dans 6 () et A dans L, on a

1 1 S.S

()5 =S50 rosSt=3%S0405"t = %S et (aB)S = aSES.

Pour A dans ¥(I), notons A" l'adjoint de A ; l'application
A +~ A" est un antiautomorphisme antilinéaire de ¥(Il). Montrons que
TA* =T S 3 ceci résulte de 1'égalité TA oJ = TA o 06 et du lemme
suivantA appliqué 2 b = a.

Lemme : Pour tout b dans 7fﬁ° et A dans ¥(N), on a les éga-
lités

| S | S
TTl od =T * ~et Tn oo =T S
Sb,A”(Sb)

Démonstration : Comme dans le lemme 1.3.1, il suffit de véri-
fier ces égalités lorsque b est dans /¢ ; elles sont alors claires
pour g dans G, on a

n

- *
(Ty gp © (8 = <M(g™H)b,Ab> = <A'b,M(g)b> = Ty v (&) et
(Tg ap © 9 (8) = <N(g’)b,Ab> = <Sn(sc)b,SAb> (car S est antiuni-
’ taire).
= <I(g)Sb,A%Sb>= T
Sb,A>(Sb)

Pour finir la démonstration du théoréme 3.1, il suffit de mon-
trer que l'application de ¥ (M) dans F(&) qui 3 A associe TA est in-
jective : l'égalité,TAt = T g prouvera que A" = As ; l'automorphisme

A
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S

A + A° et l'antiautomorphisme A + A* coincideront ; '“(l) sera commuta-

tif.

Pour montrer cette injectivité, supposons que A dans‘€(1)
véririe TA = 0. Done V;leﬁqz(g) <N(w)a,Aa> = 0 ; on en déduit que
‘pour g dans G et v dans?ﬂZ(G) on a <a,lN(g)(v)Aa> = 0 ; comme a est
cyclique, on en déduit N(v)Aa = O puis Aa = 0. Soit al.rs v dans{” ,

on a pour g dans G, <a,N(g)A*v>
*

<Aa,n(g)v> = 0. Donc comme a est cy-
est nul sur ¥ qui est dense dans K,
donc A* = 0 et A = 0. Ceci prouve 1l'injectivité et achdve la démons-
tration du théoréme 3.1.

clique, on obtient A*v = 0 : A

Nous pouvons appliquer ce résultat aux diverses situations
étudiées en 2.4.

3.2.1 Voici la principale application du théoréme 3.1.

Corollaire 3.2.1 : Soit G un groupe de Lie exponentiel et H

l'ensemble des points fixes d'une involution de G;alors la représenta-
tion Indg(l) est sans multiplicité (1 désigne le caracteére trivial de

H).
Démonstration : Cette situation décrite en 2.4.1 permet d'ap-

pliquer le théoréme 3.1 avec L = K.
Pour le cas (G x G,a), voir en 4.2,

3.2.2 Soient G un groupe fini, o une involution de G et X un
sous-groupe de Go ; si, pour tout g dans G, (gc).1 est dans la double
classe KgK (cf. 2.4.3), alors Indi(l) est sans multiplicité : on re-
trouve, & grand frais, un résultat bien connu ; celui-ci est encore
vral si G est seulement supposé compact.

3.2.3 Voici un autre résultat connu que l'on retrouve par
cette méthode : Soit (G,K) un espace symétrique riemannien de type non
compact {(c¢f. 2.4.4), alors la représentation Indi(l) est sans multi-
plicité.
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I1 se peut que certaines hypothéses du théoréme 3.1 soient
superflues (par exemple, le fait que la multiplicationm : Lx Q + G
soit une submersion). Il faut cependant tenir compte des exemples sui-
vants qui justifient, en partie, la lourdeur de ce théoréme.

3.3.1 Soient G uh groupe fini muni d'une involutiono,
H = q; . Il se peut que la représentation Indg(l) ait de la multipli-
cité. Ainsi, si G = SL(ZJFS) est le groupve des matrices 2 x 2 & coef-
ficients dans le corps 3 5 E€léments Eg et de déterminant 1, et si o
est 1'involution qui, 3 une matrice, associe l'inverse de la transpo-
sée de celle-ci, alors il existe une représentation irréductible de G
qui intervient dans Indg(l) avec multiplicité 3.

3.3.2 Voici un contre-exemple au corollaire 3.2.1 si on ne
suppose pas que G a une algébre de Lie exponentielle.

Prenons les notations de 2.2.1, et montrons que si on munit
G = E(R") de 1'involution 0y, €t si H = Ga , alors Indg(l) a de 1la
multiplicité : on peut, pour le montrer, opgrer la désintégration de
cette représentation en représentations unitaires irréductibles. Il
apparait alors de la multiplicité 2. On peut aussi montrer directement
que le commutant de cette représentation n'est pas commutatif.

Si on identifie H\G & P (c.f. 2.1) et P 2 R° (grdce 3
(t,0,y)e» (t,y), on obtient une réalisation de la représentation
Indg(l) dans l'espace LiQRi). L'action de G est donnée par : pour
g = (8,a,b) et f dans L°(R")

(g.£)(t,y) = f(t + ¢,y + asint + b cos t)

En appliquant une transformation de Fourier ?y par rapport &
la seconde variable y, on obtient une nouvelle réalisation de cette
p : 2
représentation dans 1l'espace L20R2) avec, pour F dans L GRZ)

(g8.F)(t,n) = ein(a sin t + b cos t)F(t Y.

Avec pour convention : si f est dansﬂ‘GRZ)

Fy (e (e,n) = o jme‘iy“f(t,y)dy.
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Considérons alors les deux opérateurs ¢, et ¢ de L20R2)donnés par
¢1(F)(t’n) = F(t,ﬂ)l{n > 0}(“) et ¢2(F)(t,n) = F(t""ﬂ':-n)- On a

||¢1|| = I|¢2|| = 1. ¢, et ¢, appartiennent au commutant de Il mais
¢, et ¢, ne commutent pas. ¢(1) n'est pas commutatif.

3.3.3 Par contre, en prenant encore G = Ezﬁb) et 0 = o, mais
L = {(km,a,0)/a ¢eR, k ¢ Z} et ¢ un caractére de L constant sur la
composante neutre H de L, on peut appliquer, grice 3 2.4.7 a), le
théoréme 3.1 et en déduire que Indg(c) est sans multiplicité.

Pour o = o, et H = Gc , on peut, grice 3 2.4.5, déduire du
théoréme 3.1 que Indg(l) est ! sans multiplicité.

3.3.4 Une &tude analogue 3 la précédente, basée sur les
exemples- 2.2.2 et 2.4.7 b) prouverait que, pour G = SL(2,R) et
o = 0y, la représentation IndH(i) a de la multiplicité, tandis que,
pour L = H v wH et ¢ caractére de L égal 38 1 sur la représentation H,
la représentation Indg(c) est sans multiplicité.

3.3.5 Nous avons vu, dans les exemples précédents, le rdle
joué par la propriété ®? dans le théorzme 3.1. Mettons maintenant en
évidence 1l'importance de 1'égalité ¢ = ¢ o o.

. Soit €y=‘63 1'algébre de Lie de Heisenberg de dimension 3
c'est l'algébre de Lie nilpotente de base X, Y, Z avec
(X,2) = {Y,2] = 0 et [X,Y] = Z. S0it G = H3 le groupe de Lie connexe
et simplement connexe associé. On peut identifier G & g'gréce a
1'application exponentielle. On a alors

G = ((x,y,2) / (x,y,2) e R} et
exp(xX + yY + 22) = (x,y,2).
La loi de groupe est donnée par
(X,y,2)(x",y',2") = (x+ x', y +y', 2+ 2"+ 1/2(xy'-yx")).

Soit ¢ = o3 1'involution de G donnée par
03(x,y,z) = (~-x,-y,2) ; l'ensemble des points fixes de o est le cen-

tre de G : H3 = {(0,0,2) / z ¢ R} . Soit ) le caractére donné par
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¢,((0,0,2)) = e*2 (X ¢R). On n'a 1'égalité e, = ¢, 0 0 que si
A = 0. On vérifie que Indg(cx) est de multiplicité infinie lorsque A

est non nul.

Iv. DESINTEGRATION DE INDS(1)

4.1. Désintégration_de_certaines représentations

4.1.1 Nous nous proposons de donner des précisions sur la
désintégration des représentations qui interviennent dans le théoré-
me 3.1 ; pour cela, nous avons besoin d'un résultat de théorie de 1la
mesure

Lemme 4.1.1 : Soit (X,H,u) un espace mesuré oil j)est une
tribu 3 base dénombrable telle que tous les points de X sont mesura-
bles et u une mesure positive sur (x,%). Supposons que f : X + X soit
une application mesurable telle que, pour toute fonction ¢ : X - R
mesurable bornée, on ait

(¢ o £)(x)

$(x) u-presque partout,

alors on a f(x) X u-presque partout.
Démonstration : Pour x dans X, notons ?& = {B ¢ D tels que

{x,f(x)} n B = @ ou tels que {x,f(x)} < B} . ﬁx est une tribu.

Pour B dans B , notons Xp = (B n£73(B)) v (B® f-l(Bc)). En appli-

quant 1l'hypothése 3 la fonction ¢ = 1B caractéristique de B, on trou-

ve que 1f'1(B)(X) = 1B(x) u-presque partout. Donc u(X;) = 0.

Soient (Bi""’Bn"") une base dénombrable de B et
« ]
Xt = i) Xy, » d'une part on a w(x'®y = (U Xg ) = 0, d'autre part,
i=1 i i=1 i

si x est dans X', on a H 5 (Bl""’B .} et comme 3& est une

nce
tribu, on a 3& =9 . Puisque {x} est mesurable, on a {x} < ﬁx.
On en déduit {x,f(x)} c {x} et ¥x ¢ X', x = £f(x). On obtient bien

que x = f(x) y-presque partout.
4.1.2 Introduisons un ensemble dont la dimension est liée,

au moins dans certains cas (c.f. [Ca) 3.4 et [Pe] IV), 3 la multipli-
cité de nos représentations induites par un principe de dualité dit
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de Frobenius.

Définition : Soient G un groupe de Lie, Il une représentation
unitaire de G,L un sous-groupe de Lie de G et ¢ un caractére de L ;
on note (R - L ¢ 1le sous~-espace vectoriel des €léments & deikan
qui verlflent, pour tout 1 dans L, M(l)a = c(l)a. Pour ¢ = 1, carac-
tére trivial de L, on note Cﬂf;)L pourtf?“)ﬁ’l . Notons G le dual
unitaire de G ; rappelons qu'une mesure sur G est dite standard, si
elle est portée par un ensemble standard (i.e. un ensemble dont la

structure borélienne est sous-jacente 3 une structure topologique
d'espace polonais ; cf. [Ma 2] p. 138). On peut maintenant énoncer :

Théoréme 4.1.2 : Reprenons les hypothéses du théoréme 3.1
et supposons G séparable.

a) Il existe une mesure positive bornée m sur G portée par
un ensemble standard E, un champ mesurable sur E g + p(g) de
représentations irréductiblesde(; (p(g) € r) d'espace H_ et un iso-
morphisme ¢ de Xn sur H dm(z) qui transforme Il en

¢ p(g)am(Z). La classe de Eette mesure m ne dépend que de I . Cet

S

isomorphisme transforme le commutant ¥ (II) en l'algébre des opéra-
teurs diagonaux.

b) ¢ = g° m-presque partout.

°
¢) Si on écrit (a) = at dm(g) (cf.(Pe)] th. C et
corol. C.1) a® (sz)L,c m-presqug partout.

Démonstration :
Le a) est une conséquence directe de notre théoréme 3.1 et
du théoréme 8.5.2 de [Di 21].

b) L'idée de la démonstration est d'utiliser pleinement

s

1'égalité A" = As, pour A dans $(N), qui nous a servi i démontrer le
théoréme de non multiplicité (ef. 3.1).

Soit f la bijection de G donnée par £(g) = % ; £ est un

isomorphisme boré&lien. Quitte & remplacer E par E v f(E) qui est
standard, on peut supposer que E = f(E). Pour simplifier 1'écriture,

identifions ﬂh et E HC dm(g). Notons IC 1'identité de HC , alors

26



ESPACES SYHETRIQUES EXPONENTIELS

(d'apgés a)) tout €lément A du commutant ¥ (1) s'écrit
A = a(C)Ic dm(Z) oll a est bien déterminé comme élément de L™(E,m).
E

Réciproquement, toute fonction a de L™(E,m) définit un &lément A de
‘¢(M). Pour un tel &lément A, on a

* e
AT = JE a(;SICdm(c) (fpi 1] p. 161 Prop. 3)

Calculons As : rappelons que S est un isomorphisme anti-
unitaire de”ﬂ.H qui vérifie V¥g ¢ G N(g° oS = S o n(g) (ef. 3.1).
Soit jC : HC -+ H‘E un champ mesurable sur E d'antiisomorphisme qui
vérifient, pour g dans G, (p(T%)(g%) o =3 0 {p(e)(@). Définis-
sons S' isomorphisme antilinéaire de J; HC um(g) par

[
I Jj__(v(Z9))dm(g).
E g9

4
S'( JE v(g)dm(zg))

S' vérifie alors Vg ¢ G R(go) oS' =8'"o ng).

[ ] [ ] —
En effet (1(g%) o s'>(j v(z)am(z)) j (o()(g%)) (G__(v(Z8)))am(y)
E E .

[4
[ ]
J i (o(T0) (g)v(TD))am(g)
B

(8" o n(g))(j;v<;)dm(;>>

-1

Donc 1l'application S o S' est linéaire et commute & I .

Comme le commutant de 1 est commutatif, on a

-1

Ao(s"tos)=(stos)on,

S

on en déduit que AS - sonos?

=S'0oAos?

Remarquons que

-1 (® .
7 voante)) = [t v@anco
E E
s, (® ® .oy -1
Donc A <J vioam(©) = | §_ (@) G_) 7 v(o))ant)
E ETZ0 70
.-—
= J a(g%)v(g)am(g) (j est antili-
E 0 néaire).
°
ceci prouve que AS = J a(g?) I am(zg).
E

27



Y. BENOIST

L'égalité A™ = AS et les formules obtenues pour ces deux

opérateurs permettent d'affirmer que, pour a dans L™(E,m), on a

a(g) = a(T%) m-presque partout. Soit “® la trace sur E de la tribu de
Mackey ; (E,®) est standard donc 3 base dénombrable ; tout point de

* E est mesurable (cf. [Di 2] Prop. 3.8.4.). On peut donc appliquer le
lemme 4.1.1 & cette situation. On en dé&duit que g = 23 m-presque par-
tout dans E, et comme m(Ec) =0Oona = ZB m-presque partout.

c) D'aprés [Pe] Corol. C1l, a se désintégre de fagon "uni-
que " sous la forme a = Joacdm(c). Soit 1 dans L, 1'égalité
N(l)a = c(l)a implique Eue (p(c))(l)ac = ¢(1)a® m-presque partout.
Soit alors 11, .,ln,... une suite dense dans L et N ceosN
ensembles m-negllgeables en dehors desquels on a l'egallte
(p(2)) (1, yab = el ya® ; soit N = V] N,, N est m-négligeable et,
pour g en dehors de N, on a, pour n=1

pe - des

tout entier n

(p(c))(l ya® = c(1.)a® ; par densité&, on en déduit que a% est dans
oL, e? n

(H )

Le th&ordme 4.1.2 s'applique bien siir 3 tous les exemples
étudiés en 3.2. Nous ne les reprenons pas tous en détail. Voici un
résultat bien connu, di 3 I.E. Segal et R. Godement (cf. [Di 2)

§ 18.7.7 et [Dul §2) que notre théoréme permet de retrouver

Soient G un groupe de Lie séparable, Z un sous-groupe fer-
mé du centre de G,c un caractére unitaire de Z et uG 7 une mesure G-
invariante sur G/Z (i.e. une mesure de Haar sur G/Z). On définit 1les
représentatlons réguliéres gauche et droite Ao et p, de G dans
L (G,Z,c) de la maniére suivante : Pour ¢ dans L (G,Z,c) et x et g
dans G

1/2

(A (0)8) () = 6(x"1g) et (o (x)0)(8) = ag(x)" %o(gx).

Considérons la représentation Ao 8 P du groupe G x G dans

L2(G,Z,c) : pour x et y dans G on a (xc ° pc)(x,y) = Ac(x)pc(y).
Soit o 1'involution de G x G donnée par o((x,y)) = (y,x).
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Corollaire 4.2 :

a) Ac © o, est une représentation de G x G sans multipli-
cité.
PN b) Il existe une mesure positive borgée stangard M sur
G * G telle que Ac e o, soit dans la classe /Ab; du(z). La classe
de la mesure u_est déterminée de fagon unique G par cette proprié-
té. On a ¢ = ¢° u-presque partout.

¢) Si G est de type I, il existe une mesure positive bornée
(itandard) v sur G telle que A, o Pe soit dans la classe
o8 dv(f). La classe de la mesure v est déterminée de fagon uni-

que par cette propriété.

Démonstration :

Soient A la diagonale de G x G et c' le caractére de
L = A(Z x Z) donné par c'((x,y)) = c(xy-l) ; on vérifie que les re-
présentations de G x G A_ e fe et IndeG

c L
groupe L vérifie la propriété P avec la sous-variété Q = G x {e} H

(¢ ')sont équivalentes.Le sous-
le caractére c' restreint 3 L vérifie la propriété (p) du théoréme

3.1 car c'IA =1 ; on est donc dans les conditions d'application des
théorémes 3.1 et 4.1.2. On en déduit les affirmations a) et b).

Si G est de type I, on a un isomorphisme borélien de G x G
sur 6/:\C donné par (E,n) -~ £ ® n pour £ et n dans G. On a
(Een’=netftet Ten=TFan Donc sifg=2¢en estdans 6,:\6
et véririe ¢° = T ,onat=¢&m#®E. Lec) est une conséquence du b)
et cette remarque.

Dans ce paragraphe G désigne un groupe de Lie exponentiel
(donc connexe et simplement connexe), 0 une involution de G. R 9 s
F , H, P sont comme en 1.1. Notons 1 le caractére trivial de H.

4.3.1 Rappelons dans ce cas la description du dual unitai-
re G de G : le groupe G agit dans %', dual de l'algébre de Lie %r,
par l'action coadjointe. Soit f dans 9', on choisit b'polarisation
réelle en f vérifiant la condition de Pukanszky. Soient B le sous-
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groupe connexe d'algébre de Lie B et p le caractére de B tel que

dp = iflh R alots la représentation unitaire Indg(p) est irréductible;
sa classe dans G ne dépend pas du choix de b , elle ne dépend que de
l'orbite Q = Gf de f dans %f. On construit donc ainsi une applica-
tion 8 : G\@* + G. Cette pplication est une bijection qui respecte
les structures boréliennes (cf. {Bel Chap. 6).

Notons to 1'involution de transposée de l'involution o
de . On vérifie alors aisément que, si Q est une G-orbite dans %f,
alors Q° = to(n) et -Q sont des G-orbites dans %f et que
8(2%) = (8(2))° et o(-R) = BIA). On déduit du théoréme 4.1.2 qu'il
existe une mesure positive m' sur G\q: telle que Indg(l) soit dans
la classe \o¥ 6(Q)dm'(Q) et on a m'-presque partout Q = -to(n).
Nous nous intéressons donc aux orbites stables par -tc. Rappelons que
l'orthogonal §* de h dans g: s'identifie 2 P' car 6 op = g'. La
restriction de 1l'action coadjointe & H laisse stable 6‘ et s'identi-
fie alors 3 l'action contragrédiente de l'action de H dans P .

Lemme 4.3.1 : Avec les notations précédentes (en particulier
G est exponentiel),

a) si1 Q est une orbite de G dans g: , on a égquivalence entre
i)a nht #0et ii) e’ = -p

b) pour f dans b* ,ona Gf n b‘ = Hf ;

¢) par passage au quotient de l1l'injection de yldans %f,
on obtient une application j : H\‘}l - G\gf ;3 1l'image de j est
l'ensemble des orbites de , vérifiant ii) ;

d) notons té)c = %2 e G/7%9 = ¢} et pour o dans H\® ,
notons ¢ = 0(j(w)) ; l'application w+g ~est une bijection de H\b*
sur (G)o qui respecte les structures boréliennes.

Démonstration

a) Si f est dans Q n%* alors on a f = -tc(f) donc 2 et -p°
sont deux orbites qui ont un point commun : elles sont égales.

Réciproquement, si 2 est une G-orbite dans * qui vérifie
o = -q° R (-to) est un difféomorphisme d'ordre deux de Q . Or Q est
difféomorphe & mp, pour un certain p([Be] Chap. 1.3.5). On peiit alors
appliquer le résultat suivant : "Soit s un difféomorphisme de RP tel
que s2 = Id, alors il existe un point m de RP tel que s(m) = m
([Sel p.10)".
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Donc il existe f dans Q tel que £ = -Co(f) et ona @ o 6* 0.

b) I1 est clair que, pour f dans 5* , on a Hf ¢ Gf n 5*

Soit f' dans Gf n b* ,onaf'=g.f (ge@G), -to(r) = f et

ey = £, pone Yo(r') = g.%o(f) et on a £' = g%.f. Ecrivons grice
& la proposition 1.2 g = h exp X aveec h dans H et X dans P » on ob~-
tient alors les &galités f' = h exp X.f = h exp(-X).f puis

exp(2X).f = f. Donc, exp(2X) est dans le stabilisateur G(f) de f.

On en déduit que 2X est dans le stabilisateur f) de f dans s

car G(f) = exp(g(f)) ([Be) Chap. 1.3.3). Donc X est dans %(f) et
exp(X) est dans G(f) : exp X.f = f. On en déduit que f' = h.f ¢ Hf.

c¢) La partie b) de ce lemme exprime l'injectivité de l‘'appli-
cation j. La partie a) décrit 1'image de j.

d) C'est une conséquence de c¢) et du début de ce paragraphe.

Corollaire : Soit p une représentation unitaire irréducti-
ble d'un groupe exponentiel G , alors p est équivalente 3 p si et
seulement si p est le caractére trivial de G.

Démonstration : La représentation p est 1l'image par ¢ d'une
orbite § qui vérifie @ = -Q ; on applique le a) du lemme pour ¢ = Id
et on trouve que 0 est dans Q. Donc @ = {0}.

Remarque : L'hypothése "G exponentiel"” n'est pas superflue
pour ce lemme

Pour G = SU(2) et o = Id, toutes les orbites de la représen-
tation co-adjointe (qui en général sont des sphéres) vérifient ii),
mais seule l'orbitg\ig} vérifie 1).

Pour G = E(R") et o = o, comme en 2.2.1, le b) n'est pas
vrai. En effet, soit T*, X', Y* la base duale dans (* de la base T,
X, Y de (ef. 2.2.1). Un petit calcul donne pour lYaction coadjointe
de G dans (Q* 1la formule :

¥Yg = (8,a,b) ¢ G Wr = tT* + xX* + yY* . g

Ad*(g—l)(f) = (t+xb-ya)T* + (x cose + y sin 8)X" + (-x sing+ycosg)Y
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Donc les orbites de la représentation coadjointe sont, d'une part 1les
points de la droite (O,T*), d'autre part les cylindres d'équation

x2 + y2 = R2 (R > 0). L'orthogonal de %;est le plan engendré par T"
et Y'. Si 1l'orbite Q est un cylindre, son intersection avec b‘ a
deux composantes connexes alors que H est connexe. On ne peut avoir

“b).
4.3.2 Nous pouvons maintenant énoncer

Théoréme 4.3.2 : (Avec les notations de 4.3.1 ; G est un

groupe exponentiel et o une involution de G) Il existe une mesure
positive v sur H\?‘ telle que la représentation Indg(l) soit équiva-

lente 3 d
H\g
par cette propriété.

Lcwdv(w). La classe de la mesure v est bien déterminée

Démonstration : C'est une conséquence directe de 4.3.1
v est 1'image réciproque de m' par l'application j.

Remarques : On pourra rapprocher ce résultat de [Gr] et de
[Bul ; ce qui est nouveau est l'absence de multiplicité.

Si G est nilpotent, la classe de la mesure v est l'image par
la projection de 91 sur H\%# de la classe de la mesure de Lebesgue
sur 9‘ . En effet, la proposition 2 de [Gr) est valable quand G est
nilpotent méme si H n'est pas distingué : si v' est 1l'image dans
H\bl d'une mesure finie équivalente 3 la mesure de Lebesgue sur 9*,
la représentation Indg(l) est quasi-équivalente 3 ﬁ\bl T, dv'(w).
Or ces deux représentations sont sans multiplicité (Théoréme 3.1).
Elles sont donc équivalentes ([Di 2] Prop. 5.4.6).

4.4 L'ESPACE ('I,'I"")H’c

Proposition 4.4.1 : Soient G un groupe de Lie, o une involu-

tion de G, L un sous-groupe de Lie de G stable par o , vérifiant la

propriétéfp pour une sous~-variété Q (cf. 2.3) et c un caractére de L
vérifiant : Vq ¢ Q c(ch) eIR: (p). Soit 7 une représentation uni-~
taire irréductible de G d'espace 7% ; alors
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-g
a) dim((x;n)L’ﬁdim((ﬂ;n)L’c ) <1 (avec la convention

0w = 0) et si on a égalité, 7 et n° sont équivalentes.
b) Si m est &quivalente 3 7% , alors dim((ﬁ;o)L’c)s 1.

Démonstration : On peut supposer qu'il existe des &léments
non nuls a et b dans (X;”)L’c et CR;Q)L’C , sinon il n'y a rien 2
démontrer. Soit alors Tg,b le coefficient du couple (a,b) ; le lemme
1.3.1 donne les égalités, pour ] dans L,

m =1, _ m7 - g
Ta’b o1 ) = Ta,ﬂ(l)b = c(1 )Ta’b
L =1, _ mT = L
et Ta,b o p(l 7) = Tn(l)a,b c(l)Ta,b‘

On est exactement dans les conditions de la proposition 2.3 avec
T = T" . Done
a,b o7 "
a,b® 9~ Ta,b °J.

On applique de nouveau le lemme 1.3.1 qui donne

o7
rI‘a,b - Tb,a

[s)

Le lemme 1.3.2 prouve alors que 7 et x° sont équivalentes. En outre,

si A est un opérateur d'entrelacement de T et " , a est colinéaire

-0 - . <p™00 [}
3 A__(b) ; ceci prouve que dim((‘lTr y¥2¢) < 1. De méme dlm(K“ yLsc ysi.

R)-8i 7 est équivalente 3 n% , on peut trouver une applica-
tion antiunitaire A de ﬂh dans lui-méme telle que, pour tout g dans G,

on a n(g) o A = A o n(g’. Elle se prolonge en un opérateur A__ de_

cw - - @ o
xﬂ” .Montrons que A__ induit une bijection de C’C“m)L’c sur (Kﬂ”)L’c :
en effet, si a est dans (X;")L’c , on a, pour tout 1 dans L,

n(1)A__(a) = A__(n(1%)a) = A__%1a) = cO(VA__(a) ;

- =0
d'od A__(a) e [0 L,e ; on_a donc

A ”((X;N)L’c) c G&;Q)L’cc ; la propriété cherchée s'en déduit,

en utilisant 1'opérateur (A_m’)_1 = (A'i)_w. Donc
- - o
dim((X"O)L’c) = dim((X““’)L’c ) et, avec a), on conclut

dim((ﬂ;°)L’°) < 1.
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Corollaire 4.4.2. : Soient G un groupe de Lie exponentiel,
o une involution de G, H = Go l'ensemble des points fixes de 0 et ¢
un caractére de H 3 valeurs dans Fﬂ . Soit 7 une représentation uni-
taire irréductible de G. Alors

a) dim((ﬂ;ﬁ)H’c) = 0 ou 1.

b) Si dim((!{‘)n’c) = 1, alors 7 et 7° sont &quivalentes.

Démonstration : D'aprés 2.4.1, le sous-groupe H vérifie la
propriété ; et le caractére ¢ la propriété (p). On peut donc appliquer
la proposition 4.4.1 (a)) ; or, ¢ = ¢’ , on a donc (dim(Cu;u)H’c))Es 1
on en déduit dim(CR;Q)H’c) < 1, 1'égalité ne pouvant avoir lieu que
si 7 et 7% sont &quivalentes.

4.5 EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES

4.5.1 Si ¢ n'est pas un caractére 3 valeurs réelles, mais
si ™ est équivalente 3 n° , On a encore l'inégalité dim((ﬂ;")L’c) <1
(ef. b) de la proposition 4.4.1).

Par contre, si ¢ n'est pas 3 valeurs réelles et si 7 n'est
pas équivalente 3 ﬂo, cette inégalité peut &tre mise en dé&faut comme
le prouve l'exemple suivant

Reprenons les notations de 3.3.5 : G = H3 esE muni de 1l'invo-
lution 03. Rappelons la description du dual unitaire G de G. D'un
point de vue ensembliste, on a :

g = “A / AeR"} v {ﬁ(x 8 / (a,B) e]R?') . Chacune des classes
3

est donnée par un représentant

1) T, est la représentation dans l'espace LZGR) dont l'ac-
tion est donnée par

Ve e L2GR)  ((m, (x,y,2))0)(8) = e (BTVE* X9/ ooy,

2) Ty.g €St la représentation d'espace [
I’

iax + i
"a,B(x’Y,z) = e By,

On vérifie que, pour h dans HB’ on a "A(h) = cx(h)Id ; donc, pour
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tout A dans ]R*,
- H ,CA -00 . . . .
*, )3 As ﬂﬂ est de dimension infinie.
A A

4.5.2 8Si G n'est pas un groupe exponentiel, la conclusion
du corollaire peut &tre fausse. En voici un exemple : reprenons les
notations de 2.2.1 ; soit G = E?ﬁ?) muni de l'involution o, pour
laquelle H = H, = {(0,a,0)/a ¢ R} . La théorie de Mackey, appliquée
au sous-groupe distingué N = {(0,a,b)/a,b ¢ R} des translations, per-
met de décrire le dual unitaire G de G.
D'un point de vue ensembliste on a

G = (hy /A R}y {hg / ae (0,1l et R e 10, }.

Chacune des classes est donnée par un représentant
ixe

1) LY est la représentation d'espace € : nx((e,a,b)) = e

2) TR.a est une représentation d'espace L2(T), od T =1R/2nZ
3
est muni de la mesure g% . L'action est donnée par, pour ¢ dans LE(T)

et t dans T,

e-i(a cos t + b sin t)R e-iae

(mp o€ (8,2,0))(8))(t) (£+6).

1 mais aim((R]" )H) = 2.
N

On a bien dim(CK;’)H)
A

Par contre, pour o = o, et H = H1 , les conclusions de ce
corollaire sont vraies (cf. 2.4.5).
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