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Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe, H I’ensemble 
des points fixes dune involution de G; nous donnons la formule de Plancherel de la 
representation IndE(1) et en diduisons que tout operateur differentiel G-invariant 
sur G/H non nul admet une solution tltmentaire temperee H-invariante. 

Let G be a connected simply connected nilpotent Lie group and H the set of 
fixed points of an involution of G; we give the Plancherel formula of the represen- 
tation Indi(1) and infer from it the existence of an H-invariant tempered 
elementary solution for every nonzero G-invariant differential operator on G/H. 
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suppkmentaires. 2.2. Polarisations invariantes par une involution. 2.3. Construction 
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des orbites. 3.2. Calcul d’un coeffkient. 3.3. Fonctions generalikes H-invariantes 
de type positif. 3.4. Formule de Plancherel pour L*(G/H). 3.5. L’espace symetrique 
G x G/A. 4. Opkrateurs dz@rentiels invariants. 4.1. L’algebre des operateurs 
differentiels invariants. 4.2. Action de %%(~~?c)~ sur (X;z)H. 4.3. Solutions elemen- 
taires des operateurs differentiels invariants. 4.4 Calcul dun caractere de %((.vrJh 
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INTRODUCTION 

R. Penney d&it dans [Pe] ce quest une formule de Plancherel 
“abstraite.” Nous obtenons, pour un groupe de Lie nilpotent G connexe et 
simplement connexe muni d’une involution u, la formule de Plancherel 
“concrete” de la representation de G dans L*(G/H) oti H est l’ensemble des 
points fixes de u. 

Pour cela, nous Ctudions l’ensemble des vecteurs-distributions H-invariants 
de chaque representation unitaire irreductible 7c de G lorsque it = 9. Nous 
montrons que c’est une droite vectorielle (prop. 2.3). Nous montrons alors 
une egalitt entre “un coeffkient generalis? de 7c et la transformee de Fourier 
d’une mesure invariante sur une orbite de H dans h’ associie a 7c (th. 3.2.2). 
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Cette Cgalite est l’analogue de la “formule du caracthe” (th. 7.4 de [Ki I]). 
La formule de Plancherel s’en deduit (th. 3.4). 

Un outil important pour ce travail est I’existence de polarisations reelles 
invariantes par u en tout pointfde 9’. Les demonstrations que nous donnons 
ne se generalisent done pas au cas G exponentiel (remarque 2.3.2). 

Nous donnons quelques applications de ces resultats d’analyse et de 
synthese harmoniques: 

Nous decrivons les fonctions generalisees de type positif sur G, invariantes 
par H; elles s’obtiennent, par un pro&de tlementaire, a partir des fonctions 
generalisees de type positif, invariantes par H, sur l’espace vectoriel 
p = {X E Y/X” = -X} (prop. 3.3.2). Ceci generalise le theoreme de [S]. 

La formule de Plancherel nous permet aussi d’obtenir des renseignements 
sur les opirateurs differentiels G-invariants sur G/H: 

(1) L’algebre de ces optrateurs est isomorphe i l’algebre des 
polynomes H-invariants sur p (prop. 4.2.3). Nous avions deja montre ce 
resultat dans [Bl ] par une mithode entierement algebrique. 

(2) Ces operateurs ont une solution elementaire temperee et H- 
invariante (prop. 4.3.2 et coral. 4.3.3). Pour montrer ce dernier resultat, nous 
appliquons une technique due a M. Rai’s [Ra2] et bake sur un theoreme de 
M. F. Atiyah et I. N. Bernstein [At, Ber]. 

Dans le dernier paragraphe, nous precisons le calcul d’un caractere de 
l’algebre des operateurs differentiels G-invariants sur G/H (prop. 4.2.2) qui 
nous a permis d’obtenir ces resultats: nous obtenons une formule (prop. 4.4) 
qui est I’analogue du th. 7.2 de [Kill. 

Cet article est la suite logique de [B3]; il a Cte annonce dans [B2]. 
Je remercie M. Duflo qui m’a suggtre d’entreprendre ce travail. 

1. RAPPELS 

1.1. Involution dam un groupe de Lie nilpotent 

Dans TOUT cet article, on designe par G un groupe de Lie nilpotent 
connexe et simplement connexe d’algebre de Lie 5Y’; pour tout element g de 
G, on note n(g), p(g), y(g) et J les diffeomorphismes de G donnbs, pour x 
dans G, par: A(g)x=gx, p(g)x=xg-‘, y(g)x=gxg-‘, et J(x)=x-‘; 
Notons exp l’application exponentielle de Y dans G et m la multiplication de 
G. Rappelons que Ad (resp. ad) designent l’action adjointe de G (resp. Y) 
dans Y. Identifions .Y i l’espace tangent T,(G) a G en l’element neutre e. 
Pour g dans G et X dans 55”, on a les formules: Ad g = D&(g)), et 
Ad(exp X) = eadX. 

On dtsigne par c une involution de G (i.e., un automorphisme de G tel que 
cr* = Id), on note encore u l’automorphisme de 5 derive de u. Pour X dans 
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.Y(resp. g dans G), on notera parfois X” (resp. g”) l’image de X (resp. g) par 
0. 

On note alors H l’ensemble des points fixes de cette involution: 
H=G,= {gE G/g”=g}, on note aussi P= {gE G/gO=g-‘}, 
b= (XELiF/X”=X}, et p = {XE F/X” = -X}. Soit p la projection 
canonique de G sur G/H et exp l’application de p dans G/H donnee par: 

VXE P, eip X = p(exp X). 

On a l’egalitb h @ p = 59 et les inclusions: [h, h] c $, [b, p] c p, et [p, p] c I). 
Un tel couple (G, H) est appele un espace symetrique nilpotent. 

La proposition 2.1 de [B3] donne pour les groupes nilpotents: 

PROPOSITION 1.1. Avec les notations ci-dessus, 

(a) l’application exponentielle est un d@omorphisme de I) sur H; 

(b) rapplication exponentielle est un diffeomorphisme de p SW P; 

(c) la multiplication m est un diffPomorphisme de H X P sur G; 

(d) l’application exp est un dijJeomorphisme de p sur G/H; 

(e) soit dP une mesure de Lebesgue sur p, alors eip,(dP) est une 
mesure G-invariante sur GfH. 

(le (e) provient d’un calcul de la derivee de exp (cf. [He 1, th. IV.4.1 I)) 
On gardera ces notations pendant TOUT cet article. 

1.2. Notations 

1.2.1 

Soit M une variete (paracompacte), on note q(M) (resp. B(M)) l’espace 
des fonctions continues (resp. de classe Cm) de A4 a valeurs dans C, et 
X(M) (resp. g(M)) le sous-espace de 59(M) (resp. B(M)) forme des 
fonctions a support compact. On note JP’(M) l’espace des densites C” sur 
A4 et A,“(M) le sous-espace des densitts C” a support compact. On munit 
ces ensembles de leur topologie usuelle. 

Soit g’(M) l’espace des distributions sur A4 et r’(M) l’espace des 
distributions a support compact. Soient < dans 9’(M) et 4 dans g(M), on 
note (r, 4) ou (l(x), Q(x)), avec une lettre muette (notation abusive), l’image 
de 4 par <. La distribution conjuguee de 4 est notee r. On a done, par 
definition (t, $) = (<, 4). Soit R(M) l’espace des fonctions generalisies sur 
M (i.e., le dual de J,“(M)); pour T dans F(M) et p dans J:(M), on note 
de mtme (T,p) ou (T(x),p(x)) 1 ‘image de p par T et r la fonction 
gtneralisee conjuguee de T. Soit f un diffeomorphisme de M, on notef*(c) la 
distribution image de c par f: V4 E g(M) (f*(r), 4) = (c& $of); et on note 
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T of la fonction generalisee image rtciproque de T par f: V,U E&?(M), 
(Tof,lu>= (T,f,@)). On pose.fidT) = Tof I. 

On note OD(M) le sous-espace vectoriel de l’espace des endomorphismes 
de g(M) forme des operateurs differentiels lintaires i coefficients C”O sur M. 
Celui-ci s’identifie aussi, de facon canonique, a un espace d’endomorphismes 
de F(M). Pour D dans OD(M), on note *D l’endomorphisme de g’(M) 
transpose de D: V# E ST(M), V< E L@‘(M) (*D(r), () = (<, D(4)). 

Si on fait le choix d’une densite C” ,u sur M qui ne s’annule pas, on peut 
identifier g(M) a My(M) grace a l’application d--f 4,~. L’espace des 
distributions g’(M) s’identifie alors a l’espace des fonctions gentralisees 
Z(M). Pour D dans OD(M), *D s’identifie i un element de OD(M) (encore 
note ‘0) defini par V$, ty E .@@I) I, *D(g) ydp = sM ED dp. 

1.2.2 

Soient Fc l’algebre de Lie complexifiee de F (Fc = F @n C) et %(Fc) 
l’algebre enveloppante de Fc, On note J l’antiautomorphisme principal de 
%(%c); c’est l’unique antiautomorphisme de %(.J$c) tel que VXEA, 
J(X) = -X. Pour U dans F(Zc), on note parfois U = J(U) et U* = J(U) 
(rappelons que J designe aussi l’inversion dans G). On note ad et Ad les 
actions adjointes de Fc et G dans %(Fc). 

A X dans Y’, on associe la distribution & sur G de support {e} detinie par 
VQ E gW9 G 4) = (WWtev WL. 

On peut prolonger cette application en un isomorphisme d’algebres de 
ZZ!(F’c) dans l’algebre g&,(G) des distributions sur G de support {e} muni de 
la convolution. 

On note & I’image d’un Clement U de &(Fc). 
On note ‘(OD(G)) (resp. (OD(G))G) l’algebre des operateurs differentiels 

D sur G (lineaires i coefficients Cm) invariants a gauche (resp. a droite) 
(i.e., qui verifient VgEG, (Wyc> 0 D 0 @(g-‘)*) = D (rev. 
b(g)*) 0 D o @(g-r)*) = D)). A X dans y, on associe un operateur 
differentiel L, (resp. R,) invariant i gauche (resp. a droite) defini par, pour 4 
dans g(G) L(d)(g) = WW~(g w WIt=o (rev. U9)(d = 
WWtexpt-W g)) Lo) on peut prolonger cette application en un 
isomorphisme d’algebres de 9(Fc) dans I’algebre ‘(OD(G)) (resp. 
(OD(G))‘). On note L”(resp. RU) l’image d’un element U de %(Fc). 

Pour U dans &(.Y& on a les formules suivantes qui relient &, L,, et R, 
($ dtsigne un Clement arbitraire de g(G) et v un element de g’(G)) 

(1) MO = b * 4 et L.(4) = 4 * (J&i& 
(2) & = *Lu(&,) = (J,(*R,))(d,,,) oti 6(,, designe la masse de Dirac 

en e; ceci signifie que (&, 4) = (L,(#))(e) = (R,(( o J))(e). 

(3) R,=J* oLuoJ*, 
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(4) J* (t-u> = rri9 
(5) ‘R.(n)= (J,(Q) * n et ‘L,(r)= Q- * &; done si on choisit, 

comme densite, une mesure de Haar, on a les identifications: ‘R, = R 6 et 
IL,=Lfi. 

En outre, si U est un produit d’elements de Y: U = X, -a- X,, on a 

(6) (L, 4) = (d”/dt, --a 4) ~(ev(~lXl) .a. expO,X,))>I,,=. . +,,, 

(7) (L,W(d = W/4 - 4M(gexpWl) - 
ev(4F,)>>l,,=. . =t,=oy 

(8) &hWg> = @“l4 -.a &J(d(exp(-G5) - 
exp(-44) d)L,= . . =tn=O. 

On a aussi, pour g dans G, 

(9) Lfgu= @W*) o L” o @W)*), 
(10) Lig ” = Y(g)* (r”)’ 

Remarque. Si G n’etait pas nilpotent, il faudrait modifier certaines de ces 
formules en introduisant la fonction module de G et preciser le choix du 
produit de convolution. 

1.2.3 

Soit l7 une representation (unitaire continue) de G d’espace Rn; on note 
fi la representation conjuguee de IZ et 17” la representation I7 0 u. Soient 
3; I’espace des vecteurs C” de la representation muni de sa structure 
naturelle de Frechet: A?; = {u E Zn/l’application g + n(g) u est Coo}, et 
2~~ I’espace des vecteurs C-m(Zna, est I’antidual de Zp, i.e., I’espace 
des formes antilineaires continues sur Rz); on note Dl7 l’action de %(&) 
dans 3; ou A?; m : si X E Y’, on a DL’(X) u = (d/d) II(exp(tX)) u It=,, 
(u E Ay). 

Pour a, b dans Zn a3, on definit le coeffkient Tf$ de a et b qui est une 
fonction generalisee sur G par: 

ce qui a un sens car ZZ(ff) a E SF;. 
On note (Znm)H = {a E SF;“/Vh E H Ii(h) a = a}. 
Un element a dans 02”nw est dit cyclique si ses translates engendrent un 

sous-espace dense dans R;O”. Un couple (IZ, a) est alors appele une 
representation cyclique. Deux representations cycliques (I7, a) et (II’, a’) 
sont dites Cquivalentes si il existe une equivalence unitaire de Il et II’ qui 
envoie a sur a’. 

On note R+(G) le c6ne des fonctions generalides de type positif sur G: 
Y’(G) = {T E F(G)/Vp EAT(G) (T, J*(J) *p) > 0). On rappelle que 
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l’application (ZZ, a) --t Tf,, delinit une bijection de l’ensemble des classes 
d’equivalence de representations cycliques de G sur F’(G) (cf. [SC~]). 

On note d l’ensemble des classes de representations unitaires irreductibles 
de G muni de sa structure borllienne habituelle; on fait un choix mesurable 
de representants et on identifiera abusivement chaque classe avec son 
representant. 

1.2.4 

Soient L un sous-groupe de G, c un caractere unitaire de L et ,u~,~ une 
mesure G-invariante sur G/L; celle-ci existe car G est nilpotent. Soit 
L*(G, L, c) le Hilbert quotient de {f: G+ C mesurable telle que 
V(g,Z)EGxL f(gl)=c(l)-‘fig) et jG,L(f/2dpG,L < co} par le sous- 
espace des fonctions presque partout nulles, et Z7 = Indf(c) la representation 
de G “induite de L a G du caractere c” dont l’espace est L’(G, L, c) et dont 
l’action est donnee par: pour g, x dans G, (17(g)f)(x) =f(g-ix). 

La description des vecteurs C” des representations induites est due a N. S. 
Poulsen. Donnons en ici un cas particulier. 

PROPOSITION 1.2.4. L’espace (L*(G, L, c))” des vecteurs C” de la 
reprksentation induite 17 = Indz(c) est: 

(L’(G,Lc)Y’= {fE B(G)/(i) V(g,l)E G x L f(gl)=c(l)-‘f(g) 

L’action de Palg&re enveloppante 2V(Yc) est don&e par 

VU E p’(Q, W-E (L’(G, L, c)Y, DWJ)f = R.(f 1. 

Cette formule permet de ramener le calcul de I’action de Z?(Fc) a des 
calculs de d&i&es de fonctions reelles de variable reelle: R, est la derivation 
invariante a droite associee a U (cf. 1.2.2). Remarquons que si f verifie (i) 
alors R,(f) le verifie aussi et I’intlgrale en (ii) a un sens. 

Dhnonstration. (cf. [PO, th. 5.11 ou [Ca, th. 3.11). 

EXEMPLE DE REPRI~ENTATION CYCLIQUE. Soient II la representation 
induite de H a G du caractere trivial de H: L7 = Indg(l) et 6 l’element de 
Z?nCO detini par Vv E AYz 6(v) = m (ce qui a un sens grace a la 
proposition precedente); on verifie que 6 est un vecteur cyclique et que 
6 E (Gqymy. 
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1.3. Dt!sintkgration de L*(G/H) 

Nous presentons ici les resultats de [B3] dans le cadre ou ils nous seront 
utiles. Nous gardons les notations precedentes: G est nilpotent. 

PROPOSITION 1.3.1 ([B3, th.3.1 et 4.1.21). Soit (IZ, a) une reprbentation 
cyclique de G telle que a E (X6 *)H (par exemple, n = Indg( 1) et a = 6, cjI 
1.2.4); alors 

(a) ll est suns multiplicite’ (i.e., le commutant de cette reprPsentation 
est commutatif) 

(b) il existe une mesure positive born&e m sur C? et une famille 
mesurable (a,&8 de vecteurs CPm(an ~2;“) telles que (I7, a) est 
kquivalente ci (l$ndm(7z), I” 6 a, dm(z)) et on a f = 9 m-presque partout et 
a, E (G??; m)H m-presque partout. 

Soit v dans RF, on peut icrire de facon “unique” : v = I$ v, dm(n), 
on a v,EZz m-presque skement; la premiere partie de (b) affkme 
qu’alors 
l’application z + (a,, v.J est dans L’(G, m) et que (a, v) = ie (a,, vs) dm(n) 
(cf. [ Pe, Corol. C 11). 

Notons (G), = (7~ E G/n” = ii}. Notons 19 la bijection construite par A. 
Kirillov qui a chaque orbite de la representation coadjointe de G dam le dual 
F* de F associe un element de G: 13: G\F* + G (cf. [Be]). Remarquons que 
l’action coadjointe restreinte a H laisse stable l’orthogonal Ijl de h et notons 
H\hl l’espace des orbites. 

PROPOSITION 1.3.2 ([B3, 94.31) Avec les notations ci-dessus, 

(a) l’application c: H\l)‘-+ (6), don&e par w + c, = I est une 
bijection. 

(b) Soit (l7, a) comme duns la proposition 1.3.1, il existe une mesure 
positive bornke v sur H\t)’ et une famille mesurable (aJweH,,+ de vecteurs 
C-” H-invariants (a, E (R;“)“) telles que (II, a) est t?quivalente ti 
(J&l i, Ww), J‘$\Q 0, dv(w)). 

PROPOSITION 1.3.3 ([B3, coral. 4.4.21). Avec les notations prkckdentes, 

(a) pour tout T duns G, on a dim((X;“O)H) < 1 

(b) si on a kgalite’, alors 71 est duns (e),. 

La reciproque du (b) est l’objet de la partie 2. 
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2. VECTEURS C-“O H-INVARIANTS 

Dans ce chapitre, nous cherchons a construire, quand c’est possible (cf. 
prop. 1.3.3.), un element de (Z’;“)“, pour rt dans 6; pour cela nous avons 
besoin d’une realisation commode de rc. 

2.1.1 
2.1. Bases supplementaires 

DEFINITION. Soient F une algebre de Lie nilpotente et ip une sous- 
algebre de F’, on appelle base supplementaire de Y dans F”, une famille 
(1, ,*-*, AT,) de vecteurs de F formant une base d’un sous-espace supplemen- 
taire de 4p dans F telle que, pour i = O,..., d- 1, le sous-espace 
g’= RXi+, @ .** @ IRX, @ 9 est une sous-algebre de F. 

Une telle famille existe toujours (cf. [Ral, §5.3.a]) ou la demonstration de 
notre lemme 2.3.1 b)) 

LEMME 2.1. Soient G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement 
connexe, L un sous-groupe connexe de G, 59 et 9 les algebres de Lie 
associees; 

(a) si (X, ,..., X,) est une base supplementaire de 9 dans A???, alors 
rapplication 

@:lRdXP+G 

(t 1 ,..., tdy x) + exp(tlXl) “’ exp(tdxd) exp(X) 

est un dt@fomorphisme et I’application (exp-‘) 0 @ de Rd x 9 dans F est 
une bijection polyn6miale a inverse polyno^miale. 

(b) Soient dt et dL des mesures de Lebesgue sur Rd et 4p, alors 
@*(dt @ dL) est une mesure de Haar sur G (a droite et a gauche), 

(c) en particulier, I’application 

6: Rd+G/L 

0 , ,..., td) + exp(tlXl) --’ exp(tdXd) L 

est un d@eomorphisme et &,,(dt) est une mesure G-invariante sur G/L. 

DEMONSTRATION. Ces resultats sont bien connus ([Ral, $5.3.d] et 
formule de Campbell-Hausdorf). 11s se demontrent par recurrence sur 
codim(g): on se ram&e au cas codim(F) = 1: 9 est alors un ideal de 5’. 

2.1.2 

Rappelons que I’on peut montrer l’existence de polarisations rtelles en tout 
point f de F* par le pro&de suivant du i M. Vergne [Be, Chap. IV]: Soient 
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mcl<i<n un drapeau d’idltaux de 5 (i.e., dim(q) = i et 3 c g+ 1), Bf la 
forme bilinkaire alternke associle g f (c’est la forme dkfinie sur F x F par 
BxX, Y) =f( [I, Y])), Bi 1 a restriction de B, i q X ,q et N(B,) le noyau de 
Bi, alors l’espace b = Cyzl N(B,) est une polarisation rCelle en f (i.e., un 
sous-espace totalement isotrope maximal pour B, et une sous-alghbre de F). 

Appelons “polarisation de M. V.” (de M. Vergne) en f, une polarisation 
r6elle construite par ce proddb. 

LEMME 2.1.2. Notons C,(.!Y) la suite centrale ascendante de 59 (i.e., 
C,,(F) = (0) et Ci+I(Y)/Ci(F) est le centre de F/C,(Y)). Si 3’ (nilpotente) 
n’est pas abkiienne, alors to&e polarisation b de M. V. vPriJie la proprie’te’ 
suivank: b n C,(F) # C,(F) (rappelons que le centre C,(F) est inclus dans 
toutes les polarisations). 

Dimonstration. Soit (g)O<i(. le drapeau d’idkaux qui sert i la 
construction de b et i, tel que .!?$ Ct C,(F) et go-l c C,(F); alors q0 est 
un idCal abklien de F et BiO= 0 done go= N(B,J et l’inclusion 
[F’, %:,I c g;‘,- 1 c C,(F) prouve que g0 c C,(F). Done b n C2(.L%) ck C,(F). 

2.1.3 

Soient f dans F*, R = Gf, b une polarisation en f, B le sous-groupe 
connexe d’algkbre de Lie b, xr le caractke de B tel que dx,= ifl ,, et 
no = IndgOlf); zQ est une reprtsentation unitaire irrkductible associke g J 
L’espace de la reprksentation est L*(G, B,xJ. Par construction on a 
7rn = e(Q). 

Soit (X, ,..., X,) une base supplkmentaire de b dans F’, dt une mesure de 
Haar sur Rd et dpo,B = d*(dt) sa mesure image sur G/B qui est G-invariante 
(lemme 2.l.c)), alors l’application 

w: L*(G, B, xr> -, L’(lR’) 

est bien dklinie et est unitaire. L’application inverse est donnke par 
W-‘(w) = Q avec #(exp(t,X,) e.. exp(t,X,) b) =xAb)-’ v(tI,..., td) (b E B) 

Notons z, la reprksentation de G dans L2(lRd) dbtinie par, pour g dans G, 
?rAg) = w 0 7cn(g) 0 W-l. 

Notons ODpO,(Rd) l’algtbre des optrateurs diffkrentiels g coeffkients 
polynbmiaux de Rd. On a ([Co, th.3.11; voir aussi [Kil, th.7.11): 

PROPOSITION 2.1.3. Avec les notations et les hypothPses ci-dessus (G est 
nilpotent). 

(a) On a l’&galite’: (Dxf)(2Z(Fc)) = OD,,,(lRd). 
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(b) L’espace des vecteurs C” de la representation 5 est respace de 
Schwartz ,4”(Rd) des fonctions C” sur Rd a decroissance rapide ainsi que 
toutes leurs d&ivies muni de sa topologie usuelle. 

2.2. Polarisations invariantes par une involution 

LEMME 2.2.1. Soient G un groupe de Lie nilpotent connexe et 
simplement connexe dalgdbre de Lie 9’ et o une involution de F. Soit f dans 
F?* telle que f 0 o = u, alors 

(a) il existe des polarisation (de M. V.) en f stables par o, 

(b) pour une telle polarisations b, on peut trouver une base supplemen- 
taire (X, ,..., X,) de b dans F telle que, pour tout i = l,..., d, a(X,) = fXi. 

Demonstration. (a) On construit tout d’abord, par recurrence sur 
n = dim F’, un drapeau (FJ,,cic, d’ideaux de F stables par (T: 

Un tel drapeau existe quand n = 1. 
Supposons n > 1. Soit k une droite vectorielle du centre de 5 stable par a; 

une telle droite existe car le centre de Y est stable par 0. Soit 
n: F--t F” = F/k la projection canonique. L’involution u induit une 
involution u’ de F’. Par hypothese de recurrence, il existe un drapeau 
(F?;)OGiGn-, d’ideaux de F’ stables par (T’. Posons alors F0 = {0) et 
g = z-‘(F/- ,) (1 < i < n). Les idiaux q conviennent. 

Soit b la polarisation de M. V. en f construite a partir d’un tel drapeau. 
Montrons que b est stable par u. Soient Bf la forme bilineaire associee a f et 
Bi la restriction de B, a g x g. Le noyau N(B,) de Bi est stable par u, car 
N(B,) est l’intersection de g et de son orthogonal pour B, qui sont stables 
par u. Done b = Cy=, N(B,) est stable par u. 

(b) Montrons que si 40 est une sous-algebre de F stable par u, on 
peut trouver une base supplementaire (XI,..., X,) de ip dans .Y telle que, 
pour tout i, 0(X,) = *Xi. 

Par recurrence sur n = dim F; le resultat est clair si n = 1. 
Supposons n > 1. Notons C”(F) la suite centrale descendante de T7: 

Co(F) = Y et C”(F) = [F’, C”-‘(F)]. 
Supposons que l’on ait 9 + [F, F] = F, on prouve alors par recurrence 

sur k que Y + C”(F) = 3’, en effet, cette egalite implique que 
A? + [Y + C”(F), 9 + Ck(F’)] = .F’, d’ou 9 + Ckt l(F) = F. On en deduit 
9 = 55’. Dans ce cas, le resultat est trivial. 

Supposons maintenant que g + [3’, F’] f 3’; l’ideal 9 + [g’, 3’1 est 
stable par u, on peut done trouver un hyperplan F’ de F stable par u et le 
contenant et un element X, de .Y - 5’ tel que u(X,) = fX, ; F’ est un ideal 
de 57. On peut done appliquer I’hypothese de recurrence au couple (F’, Ip): 
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il existe une base (A’*,..., X,) supplementaire i 9 dans F’ telle que 
0(X,) = *Xi (2 < i < d). La famille (Xi ,..., X,) convient. 

Remarque 2.2.2. Si on ne suppose pas G nilpotent, le (a) du lemme 2.2.1 
peut etre mis en defaut. Example: Soit F l’algebre de Lie completement 
resoluble de dimension 4, de base T, X, Y, Z avec [T, X] = -X, [T, Y] = Y, 
[X, Y] = Z et Z dans le centre de F. Soit u l’involution de F definie par 
a(T)= -T, a(X)= Y, u(Y)=X et u(Z)= -Z; on a t, = R(X+ Y) et 
p = IRT @ R(X - Y) CTj RZ. Soit f = Z* (Jest dans 9’). Dans cette situation, 
f n’a pas de polarisation, m&me complexe, stable par u. 

En effet, comme F(f) = IRT @ RZ, une telle polarisation b serait de 
dimension (complexe) 3; elle devrait verifier b = b f7 hc@ b f7 pc. On ne 
peut pas avoir l’egalitt b = pc car p nest pas une sous-algebre de .F’?, done b 
contient h et, par consequent, b est inclus dans l’orthogonal de hc pour Bf qui 
est (hBf)c = CT @ C(X + Y) @ CZ. Or cet espace n’est pas une sous-algebre 
de %$. On aboutit a une contradiction. 

2.3. Construction d’un t%ment de (Z;*)* 

PROPOSITION 2.3. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement 
connexe muni d’une involution u. H, P, 9, et p sont comme en 1.1. Soient fJ 
dans G\.F* une orbite de la reprksentation coadjointe et n, une rep&en- 
tation unitaire irrkductible qui lui est associke. Alors 

(4 GK:)* est de dimension 1 ou 0 selon que 0 rencontre ou ne 
rencon tre pas b I. 

(b) Si an b’# 0, soient f dans R (79’ et w = Hf; soient b une 
polarisation en f invariante par u, B le groupe connexe associe’, xf le 
caracthe de B tel que dxf = if] b et n, = IndzOI,). Soit ,uUH,Hne une mesure H- 
invariante sur H/H n B. Alors l’application 

est bien d&ie, est continue, et E’tSment a, de Z;Uw qu’elle d$nit est dans 
G+yT. 

Dtfmonstration. Le (a) est une consequence du (b) et des propositions 
1.3.2 et 1.3.3. 

(b) Soit (X1,..., X,) une base supplementaire de b dans F qui verifie 
u(X,) = fXi pour i = l,..., d (lemme 2.2.1). Soient (Xj, ,..., X,,) la sous-famille 
des vecteurs Xi qui verilient a@,) =Xi, 7rf la representation de G dans 
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L2(Rd) construite a partir de la base (X1,...,Xd) et W l’operateur d’en- 
trelacement de 71, et 7cf comme en 2.1.3. 

Montrons que (Xi,,..., X,,) est une base supplementaire de h n b dans $. 11 
suffit pour cela de remarquer que ‘RXj, @ RX,,,, 0 . . . @ [RXjk @ h n b est 
une sowalgibre car elle Bgale h n (iRXj, @ [RXjI+ , @ a.. @ WX, @ b) 

Soit alors E le sous-espace vectoriel de IRd: E = { (tl ,..., td)/ si ti # 0 alors 
il existe I tel que i =j!}. Soit @ le diffeomorphisme de IRd X b sur G donne 
par @(ti ,..., t,, X) = exp(t,X,) .a. exp(t,X,) exp(X). Par restriction, @ induit 
un diffeomorphisme de E x ($ f? b) sur H et I’image d’une mesure de 
Lebesgue sur E x (h n 6) est une mesure de Haar sur H (lemme 2.1(a) et 
(b)). Le diffeomorphisme d de IRd sur G/B obtenu par passage au quotient 
de @ induit un diffeomorphisme de E sur H/H n B (considere comme sous- 
ensemble de G/B) et on peut choisir une mesure de Lebesgue dE sur E telle 
ve (&hddE) =IU~,~~. 

La proposition 2.1.3 prouve que dE dilinit un element af de Z;” grace i 
la formule: Vy/ E dspn = Y(Rd) u,(y) = lE v/(e) dE(e). 

Remarquons que, pour d dans Zn”,, on a: Vg E G, Vb E Hf? B 
@( gb) = 4(g) car Xf(b) = 1 (fE 4”). Done, par restriction et passage au 
quotient, 4 d&it une application 4 de classe Cm sur H/H n B. Calculons: 

= I E (& (@I&, ,..., s/J Ws,,..., s,J 

Ceci prouve que cette derniere integrale a un sens et d&it un element a, de 
04?ymm : a, = (w-‘)-,(a,>. 

Calculons, pour d dans rzw et h dans H: 

Done, pour tout h dans H, on a n,(h) a, = a,; ce qui signifie que U, est 
dans (AV;wa)H. 
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Remarque. L’orbite $2 = Gf, munie de la 2-forme obtenue par transport 
de Bf, est une variete symplectique. La sous-variete o = Hf de ~2 est une 
sous-variCt6 lagrangienne. La construction que l’on vient de faire doit 2tre 
rapproche de la quantification dune sow-variett lagrangienne (cf. 
[We, § 101). 

3. FORMULE DE PLANCHEREL 

3.1. Mesures invariantes SW des orbites 

3.1.1 

Soient V un espace vectoriel de dimension linie sur IR et p une represen- 
tation unipotente de G dans V, soit @ une orbite de G dans T/. Comme G est 
nilpotent, cette orbite est fermee [Be, p. 6 et 71 et admet une mesure G- 
invariante /Ia; celle-ci est unique a un scalaire positif pres; elle definit une 
mesure positive (encore notee /18) sur V. 

On dit qu’une mesure positive ,U sur V est Q croissance lente, s’il existe un 
entier positif m tel que, si ]/ ]( est une norme sur V, on a 
l,( 1 + ]]xl] 2)-m dp(x) < co. 11 est equivalent de dire que p d&nit une 
distribution temperte [SC 1, th. VII, p. 2421. 

PROPOSITION 3.1.1. La mesure pa est ci croissance lente duns V. 

Dimonstration (cf. [Ral, $5.41). 

Notations. Soit V un espace vectoriel de dimension linie, on note F la 
transformation de Fourier de l’ensemble des distributions temper&es sur V 
sur l’ensemble des fonctions generalisees temperees sur V* de sorte que, si p 
e_st une mesure born&e sur V, on ait F(u)(J) = (u(x), eiflx’)(fE V*). On note 
F l’application conjuguee de F. 

3.1.2 

Nous aurons besoin en 3.2.2 d’une description plus precise d’une orbite et 
de sa mesure invariante dans un cas bien particulier. 

Soient u une involution de G, H, P, h et p comme en 1.1. Soientfdans h ‘, 
b une polarisation reelle en f stable par u, Bf la forme bilineaire associie a f 
et F(f) l’annulateur de f dans 59 qui est aussi le noyau de B,. Notons 
l)(f) = F(f) f? h et p(f) = g(f) f~ p. Pour un sous-espace vectoriel A4 de 
Y, on note Mf son orthogonal pour B,. 

LEMME 3.1.2. (a) On a bf=t,@p(f)et (hnby=b+t). 

(b) (BnH)f=f+(b +$)'. 



224 YVES BENOIST 

(c) L’application y: B (7 H/H(f) + f + (b + Q)’ qui se dkduit de (b) 
. r est un dlfeomorphrsme et, SI ,LL,~,~~ est une mesure invariante sur 

B ~H/Wf 1, son image w+@~,.,~ ) est une mesure de Lebesgue sur 
f+ (b + 9’. 

Dkmonstration. (a) Comme f E b1 et que [b, b] = b et [P, P] = b, les 
espaces b et p sont isotropes pour Bf. Soit X=X, +X, dans F avec X, dans 
lj et X, dans p; on a les equivalences: 

xEtjfoVX;EIJ, fW1 +X,,Xil) =o 

0 vx; E Q, fw*~x;l)=o 

0 vx; E 8, vx; E p, f([X,,& tx;1>=0 

Done ljf= b @ p(f). On montrerait de m&me: pf = p @ b(f). On a 
(b n b)’ = hf + d = (b @ p(f)) + b = b + b car b est totalement isotrope 
maximal pour B, et done p(f) c F(f) c b. 

(b) Soit X dans b f? b et v dans b + h, alors (exp(X)f--f)(v) = xi=, 
(l/k!) f((-ad X)k v) = 0 car (ad X)kv E [b, b] t $ et f([b, b] t b) = (0). 
Done exp(X)fEf+ (b t b)“. L’igalite B n H = exp(b n b) (prop. 1.1) 
permet de conclure: (B f7 H)fcft (b + b)‘. 

Calculons la dimension de I’orbite (B n H)f, rappelons pour cela que, si 
M est un sous-espace vectoriel de Y’, on a l’egaliti dim M t dim Mf = 
dim 55’ + dim@4 n 59(f)). Pour M = b n b, on a dim(b fT b) t dim(b + b) = 
dim F + dimb(f)). 0 n en deduit que dim((B f7 H)f) = dim(bnb) - 
dim@(f)) = dim F - dim(b t b) = dim((b t b)‘). Done (B fl H)f est 
ouverte dansf+ (b t b)‘. 

Les orbites de B n H dans f+ (b + b)’ sont ouvertes, elles sont done 
fermees. Commeft (b t b)’ est connexe, on a (B n H)f=ft (b t b)‘. 

(c) L’orbite (B n H)f est fermte done y est un diffeomorphisme 
(th. 3.2 et prop. 4.3 du chap. II de [He1 I). 11 s&it maintenant de montrer 
qu’une mesure de Lebesgue k surf t (b t b)’ est invariante sous l’action de 
B n H: pour tout g dans B n H, Ad*(g) delinit par restriction une 
application affine de f+ (b + b)’ dont l’application lineaire tangente est la 
restriction de Ad*(g) a (b t b)‘, or Ad*(g) est un endomorphisme 
unipotent et done det/,,+,,,I(Ad*(g))= 1. D’ou (Ad*(g)),(l)=& ,J est 
invariante sous l’action de B n H. 

3.2. Cal& d’un coefficient 

3.2. I 
Soit a une involution de G; H, P, b, p, p et ejtp sont comme en 1.1. Soient 

w dans Hjb’ et &,, dans (e), la classe de representations qui lui est associee 
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(cf. prop. 1.3.2); soientfdans o, b une polarisation en f invariante par c (cf. 
lemme 2.2.1), B le sous-groupe connexe d’algebre de Lie b et xf le caractere 
de B tel que dx,= ifIb. 

Choisissons une mesure ,uuc,B G-invariante sur G/B; ceci nous permet de 
considerer la representation rt, = IndgOlr) et surtout d’identifier XF’ a un 
sous-espace de Ziwa ; la reppresentation rc, est dans la classe 6,. 

Choisissons une mesure pH+Hne H-invariante sur H/H n B; ceci nous 
permet de construire un element non nul a, de (Pi,“)” grace a la 
proposition 1.3.3. 

Remarquons que, si a est dans (P;tia)H et si m est dans &F(G) et verifie 
p*(m) = 0, on a q,,(m) a = 0; on peut done definir, pour p dam Jy(G/H), 
n’,&) a comme &ant la valeur commune des x,(m) a lorsque p*(m) = P. 

Choisissons une mesure ~c,~ G-invariante sur G/H; ceci nous permet de 
delinir, pour tout $ dans g(G/H), Z,(4) a comme egal a Is,(#,+H) u. 

Les trois choix precedents de mesure permettent, grace a une propriete de 
transitivite [Be, Chap. V, $1.21, den deduire une mesure pG,Nns G-invariante 
sur G/H n B puis une mesure pB,Hns B-invariante sur B/H c-7 B. Les 
formules qui relient ces mesures sont: pour tout 4 dans g(G/H n B) 

J #(g) dPG,N*B(g) = G,H~B j (j H,HnB #(iThI 44f,HnB (4) 4c,J g) GIH 
et 

On a alors 

LEMME 3.2.1. Soit 4 dans @(G/H), alors 75,(#)a, est l’kl~ment de 
&“Fw = (L*(G, B, xf))” don& par, pour g dans G, 

Remarquons que, pour b dans B et h dans H n B, on a ;If(bh) = Xr(b); ceci 
donne un sens a l’integrale. 

Dkmanstration. Soit u dans (L*(G, B,xf))“O, on a les egalites 
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Lzz J c(g) ibY> dPc,Hm(d 
G/HI-S 

= 

f (c 
u(d) @(@I k,,,, PI) &,,(d 

G/B BIHr-23 

ZZ 

j 0 G/B 
B,H~ 4(gb)x,-W &,Hm cb)) d(g) dk,B(g) 

car u(gb)=Xfl(b)u(g). 

On en deduit, pour presque tout g, @L(4) %>(s> = 
.&B #(gb)XAb) dpB,HT\B(b). Ces deux fonctions sont C”, elles sont done 
Cgales partout. 

3.2.2 

Soit T, = TantraM le coeffkient du couple (a,, a,); on a Vh E H, 
T, o p(h) = T, done il existe une fonction geniralisee S, sur G/H telle que 

S, 0 P = C;,aw et on a, pour # dam g(G/H), (s,, &G,H) = (k(#> %,,, %,>. 
Soit A une mesure de Lebesgue sur un espace vectoriel V de dimension 

tinie sur IR, on appelle mesure duale de A, la mesure de Lebesgue A.* sur V*, 
le dual de V, telle que, si 4 dans 9’(V) et 4 dans Y(V*) sont liees par 
l’egalite VI E Y*, #(I) = Sy e -iw 4(x) M(x), alors on a la formule inverse 
Vx E V, 4(x) = ,fv* eiicX’ i(Z) dA*(f). Par exemple, si V= V* = iR, la mesure 
duale de kdx est (2nk)-‘dx (k E R T). 

Remarquons que les trois choix de mesure de 3.2.1 permettent de 
construire de facon canonique une mesure p, H-invariante sur o = Hf: la 
mesure pUe,Hrul sur B/H f~ B est adaptee a une mesure de Lebesgue A., sur 
b/b n b 2 (b + h)/b. De mime la mesure pG,H est adaptee a une mesure de 
Lebesgue ,I2 sur W/b. Et comme (F/h)/((b + h)/b) zz F/(b + b), on en deduit 
une mesure de Lebesgue 1, sur F/(b + 0). La mesure 2, sur 
(F/(b + b))* z (b + b)’ duale de 1, donne, grace au lemme 3.1.2, une 

mesure pu, m ,H(f) H n B-invariante sur H n B/H(f); en utilisant la propriete 
de transitiviti des mesures invariantes avec les mesures ,u~,~~ et ,u~~,?(~), 
on construit une mesure pH,Hcn H-invariante sur H/H(f). Celle-ci fourmt la 
mesure /?, H - invariante sur o que 1’011 cherche. 

THBOR~ME 3.2.2. Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe et 
simplement connexe muni dune involution o. Gardons les notations 
p&&de&es et notons dP la mesure de Lebesgue sur p telle que 
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ek&J> = ruG,H (cf: prop. 1.l.e)). Soient co dans H\b’, [, la classe de 
representations qui lui est associee (prop. 1.3.2), 7c une representation de G 
dans cette classe. Rappelons que dim((x;“)H) = 1 (prop. 2.3.). 

(a) Alors a tout element a de (&Y;“)“, on peut associer une mesure 
positive p H-invariante sur bL par le procede’ suivant: soit S la fonction 
gene’ralisee sur G/H d&nie par l’egalite S o p = T,“,, (cJ ci-dessus), alors la 
fonction generalisee sur p S o exp est la transformee de Fourier dune mesure 
positive /I H-invariante sur Q’ de support w (cette derniere est temper&e 
d’apres 3.1.1): S o exp = F@). C’est cette mesure qu’on associe a a. 

(b) Si on fait les choix de mesure du debut de ce paragraphe et si on 
prend z = 7c, = Indzhf) et a = a,, alors la mesure que l’on associe a a, est 
la mesure ,8, construite ci-dessus. Ce qui signtjie que, pour tout Q dans a(p), 
on a regali&!: 

(7?,(# 0 exp-‘) a,, a,) = hl 
j (j P 

e”‘X’ d(X) dP(X)) d/I,(l). 

Remarque. Si, dans (a), on remplace a par La, oti A est un nombre 
complexe, alors la mesure p associee est remplacee par 1 A 1’ p. Done si on 
connait la mesure associie a a, a n’est determine qu’i un scalaire de module 
1 pi-es. 

Demonstration. Le (a) se deduit de (b). Montrons (b). Soit Z = (S,, 
(4 0 eip-l)k,H) = @A 0 eh+)aw4,). On a Z = JHIHne UBIHnR 
(4 0 eip-‘) (hb)Xf(b) dpe,n,,(b)) dp,,,,,(h) par definition de a, et d’apres 
le lemme 3.2.1. Appliquons la proposition 1.1 au groupe B: l’application exp 
est un diffeomorphisme de b n p sur B/B n H et il existe une mesure de 
Lebesgue dB sur b n p telle ezkp,(dB) = pB,n m. Soit J(h) = 

.hd# oe,p-‘)(hb)~,(b)d~l~,~~(b). On a 

J(h) = j,,, (4 0 eip -‘)(h exp X) X,(exp X) dB(X) 

= #(Adh X) einx) dB(X) 
pnb 

car eip(Adh X) = h exp X. 

Soient K un supplementaire de p n b dans p: p = (p f’7 6) 0 fF et dS la 
mesure de Lebesgue sur d telle que dP = dB @ dS. Le dual 6” de ET 
s’identifie a (b n p + b)’ = (b + b)‘. Soit dS* la mesure duale de la mesure 
dS. On verifie aisement que dS* est la mesure que nous avons appelee L,. 
Pour tout ly dans 9(p), l’application definie sur K par Y-, 
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s,,, I@ + Y) &I(X) est darts 9’(@?); sa transformee de Fourier est alors 
dans y(!T*) et la formule d’inversion donne: 

= jK* dS*(Z) (j,dS(Y) (jpnbei’(x+y) WV+ Y)dW))) 

car I est dans K* = (b + b)’ et X dans b ~7 p c b + h; d’oti 

Done 

J(h)=jlb+f,)L ( dS*(l) 1 #(Adh Z) eicrtncz) dP(Z) 
P i 

= i(ltf)(Adh-lZ’) dp(zr) 

car comme Adh est un endomorphisme unimodulaire de p, on a 
det,(Adh) = 1. Utilisons maintenant le lemme 3.1.2 qui relie dS* et 
iu Hm,Hm; on a 

J(h) = j &,mm, (b) ( jp 4(-W e i((Ad*b)f)(Adhk’z’) dp(Z/) 

HfwiHcf, 

Et par suite: 

I= _ J H/HI-m 
dpH,H,-&) ii,,,,, dpHm,HV) (!’ 

P 
4(x) ei((Ad*(hb))f)x dp(x))) 

= 
!’ HIHWI 

dp,,,&) (lp 4(X) ei((Ad*hf)X dp(x)) 

grace a la propriete de transitivite des mesures invariantes. Un dernier 
changement de variable donne I = i, d/l,(l)(j, 4(X) e”‘“‘dP(X)); ce qui peut 
s’ecrire: 

(7?,(# o eip-‘) a,, a,) = 
P 

4(X) eilCx) @(X)) dP,(Q 
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3.3. Fonctions gene’ralisees H-biinvariantes de type positv 

Le but de ce paragraphe est de decrire les fonctions gtntralisees de type 
positif H-biinvariantes sur G. Ceci gineralise le theoreme de [S]. 

3.3.1 D&integration de mesures invariantes 

On a le resultat bien connu: 
Soient G un groupe localement compact a base de’nombrable douverts, X 

un espace localement compact a base denombrable d’ouverts sur lequel G 
agit continu^ment et y une mesure G-invariante sur X. On suppose que les 
orbites de G dans X sont localement fermees. Alors 

(a) la structure borelienne quotient sur G\X est standard; 

(b) il existe une mesure positive v sur Gp et une famille (IZw)wEGCY de 
mesures positives sur X telles que 

(i) A, est portee par w, 

(ii) pour toute fonction I# mesurable positive, rapplication 
o -+ s, 41, dlE, est mesurable sur Gw (nous dirons que la famille A, est 
mesurable) 

(iii) et on a l’egalite J’, 4(x) dp(x) = Jo&, o Iw dll,) dv(w); 

(c) soit o une fonction integrable sur X, alors, pour v-presque tout w, 
I’application 4 Iw est A,-integrable et Papplication cc) + iw Q lo dA, est 
integrable et on a encore I’egalite’ ci-dessus; 

(4 si v’ et K,LEG~ sont d’autres choix de mesures verifiant (i), (ii), 
et (iii), alors il existe une fonction F mesurable et strictement positive telle 
que v’ = Fv et, pour v-presque tout o, II, = FI, AL. 

Demonstration. (a) cf. [Ef], (b), (c), et (d) cf. [Bo, Chap. 6, §3, prop. 2, 
th. 2, et th. 41. 

On dit we &LaG~ est la d&integration de ,U relative a v; la classe de la 
mesure v est l’image de la classe de la mesure p par la projection de X sur 
GCY. 

Remarques. (1) 0 n montre aisement, grace a (d), que les A, sent, pour 
v-presque tout o, G-invariantes. 

(2) Reciproquement, si on se donne la mesure ,U G-invariante sur X et 
une famille mesurable @JwsGw de mesures G-invariantes non nulles sur les 
orbites o, alors il existe une unique mesure v sur Gw telle que (AJweCb 
soit la d&integration de ,U relative a v. 

3.3.2 

G est de nouveau un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement 
connexe et c une involution de G; H, P, lo, p, p, et exp sont comme en 1.1. 
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Rappelons que jr+(G) designe le cone des fonctions gentralisees sur G de 
type positif et notons: 

“(~+(G))={TE.F+(G)/VhEH ToI(h)=T}, 

(F+(G))H={TEF+(G)/V’hEH Top(h)=T}, 

H(Y-+(G))H = (3-+(G))” n “(F+(G)), 

jr+ (G/H) = {S E F(G/H)/S o p E F+(G)}. 

On verifie grace a 1.2.3 que H(Xi(G))= (;7f(G))H = “(;7’(G))H, que 
l’application S + S o p est une bijection de ;7+ (G/H) sur (j7’ (G))H et que, 
pour tout S dans sT’(G/H) et h dans H, on a S 0 A(h) = S (A disigne ici 
l’action a gauche de G sur G/H). 

Notons F’(p) le cone des fonctions generalisies de type positif sur le 
groupe additif p, rappelons que Ad(H) laisse stable p et notons 

“(F+(p)) = {R E F+(p)/Vh E H R 0 Ad(h) = R). 

PROPOSITION 3.3.2. L’application de F(G/H) dans ST(p) qui ci S 
associe S 0 exp induit une bijection de ST+ (G/H) SW “(F+(p)). 

Dkmonstration. (a) Soit S dans K(G/H) telle que S 0 exp est dans 
*(F+ (p)), montrons que S est dans jr+ (G/H). 

Le theoreme de Bochner-Schwartz affkme que S o exp, qui est de type 
positif, est temperee et est la transform&e de Fourier d’une mesure positive ,u 
temperee sur 9’ [Scl, Chap. 6, th. 18, p. 2761. Comme S o exp est invariante 
sous l’action de H, ,U Vest aussi. 11 existe done une mesure positive v sur H\l)’ 
et une famille mesurable de mesures positives H-invariantes sur IJ ’ 
da,L EH\$ I telles que /I, est portee par w et que, pour tout 4 dans L’(l)‘,,u), 
on a 

(hl d(f) Mf) = jH,bl (lb1 Kf> dPJ.0) dv(w) (prop. 8.3.1). 

Soit, pour tout w dans H\t)l, S, la fonction generalisee sur G/H telle que 
S, 0 exp = F(/?J. Le theoreme 3.2.2 prouve que, si S, est non nulle, il existe 
une representation cyclique (7rU, a,) de G ayant pour coefficient 

particulier, S, est dans jr+ (G/H) (i.e., Vy E A,“(G), 
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Calculons, pour a dans M,“(p), 

= (S, 0 exp, a) h(0). 

Dow, pour a’ dans A,“(G/H), on a (S, a’) = IH,+ (S,, a’) h(w) et si on 
prend a’ =p*(y * r*) avec y dans M,“(G), on obtient l’inegalite 
(S 0 p, y * y*) > 0. Ceci prouve que S 0 p est dans F’(G) et done que S est 
dans jr’ (G/H). 

(b) Reciproquement, soit S dans F’(G/H), montrons que S 0 exp est 
dans H(STI-(p)). 

Soit T = S o p, T est par definition dans jr+(G); il existe done une 
representation cyclique (II, a) de G telle que T = T:,, (cf. 1.2.3); on a 
a E (Z@,“)” car Vh E H, T 0 p(h) = T. 

Choisissons une d&integration de cette representation: 

lZ= n, dv(o), a= aLI dv(w) 

oti v est une mesure positive sur H/h’, 71, une representation unitaire irreduc- 
tible dans (G), associbe a w et a, un element de (ZcJH(cf. 1.3). Soit S, 
dans jT+ (G/H) l’element defini par T~~,au = S, 0 p et soit /?, la mesure 
positive H-invariante sur $I, porde par w, telle que S, 0 exp = F(/3,) 
(th. 3.2.2). En particulier S, o exp est de type positif sur hi et H-invariante. 

Soit p dans A,“(G); l’application w + (S, 0 p, /3) = (zw(p) a,, a,) est 
dans L’(H\h’, v) et on a (cf. 1.3): 

Soit a dans AT(p), on en deduit que l’application w + (S,, exp*(a)) est 
dans L’(H\h’, v) et que (S, exp*(a)) = J”H,h~ (S,, exp*(a)) dv(w). C’est a 
dire (S 0 exp, a) = IHibi (S, 0 exp, a) h(w). Comme S, 0 exp est de type 
positif et H-invariante, cette Cgalite prouve que S 0 exp est dans H(jTt (p)). 

Ceci termine la demonstration de la proposition; precisons cependant les 
liens qui existent entre S 0 exp, v et /I, (avec les notations de (b)). 

Si on prend a de la forme a, * a1 (a, dans A,“(p); la convolution est la 
convolution dans le groupe additif p), les remarques precedentes prouvent 
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que I’application (w -+ (S, o exp, a, * a:) = (,8,, ]F(a,)]‘)) est dans 
L’(H\$‘, v); on en diduit que la famille p, est v-mesurable. Done, par 
integration des mesures p, le long de v, on construit une mesure positive ,U 
sur $I telle que, pour toute fonction mesurable positive 4 sur b’, on a 
jr+ g(f) Q(f) = JH,rJJhl #(f) dp,(f)) dv(w). Cette mesure est H-invariante 
et on a l’egalite pour tout a, dans J,“(p) 

done 

formule qui a un sens car, d’apres le theoreme de Bochner-Schwartz, comme 
S o exp est de type positif sur $I, S 0 exp est une fonction generalisee 
temperte, image de Fourier d’une mesure positive temperee 
p’ =F-‘(S o exp) sur h1 [Scl, Chap. 6, th. 18, p. 2761. Si on sait que ,U =,u’, 
on en deduit que ,u est temper&e et a pour image de Fourier 

F(u) = S 0 exp. 

Pest cette formule, qui relie S o exp, v et p,, que nous cherchons. Nous l’in- 
terpreterons dans la remarque qui suit. Auparavant, montrons l’egalite 
,U = ,L; c’est une consequence immediate du lemme: 

LEMME. Soient ,a1 et ,a2 deux mesures sur IR” telles que 

(i) ,a, est positive, 

(ii) ,a2 est temp&t!e, 

(iii> Va E&YR”), 01,, IF(a) = b2, IF(a)I 

Alors ,a, =p2. 

Dt?monstration. Soit 0 un element de Jp(R”) tel que 

(i) vvw) = 1, 
(ii) Vx E R” (F(e))(x) > 0 

(une telle fonction existe; il sufftt de le voir sur R : soit /I une mesure de 
JF(lR) non nulle; quitte a multiplier /3 par la fonction x -+ (eiax + 1) oti a 
n’est pas la difference de deux zeros de la fonction analytique F@), on peut 
supposer que la fonction R’(J) ne s’annule pas; on prend alors 0 = /? * /3*). 

Soient ,u; = II;(e)l*fil et ,LLU; = ]F(8)]‘pZ, il est clair que la mesure ,LL; est 
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positive, que la mesure & est bornee et que ces deux mesures virifient (iii). 
On a P;U) = cUly IF(e) = b2, IF(W) =,4(l). 

Les mesures ,u; et & sont done born&es et definissent deux elements de 
.Y’(iR”) qui co’incident sur un ensemble dense, elles sont done egales comme 
elements de P”(iR”) et par consequent elles sont Cgales. Done P, = P,. 

Remarque. On a en fait prouvi un peu plus que ce qui est enonce dans la 
proposition 3.3.2. 

Notons RC(G, H) l’ensemble des classes d’equivalence de representations 
cycliques (II, a) telles que a est dans (Z;m)” et H(Af (9’)) l’ensemble des 
mesures positives temperees sur $I invariantes sous l’action de H. 

Les quatre ensembles .it’ (G/H), H(ft (p)), RC(G, H) et H(~&?’ (h’)) 
sent relikes par des bijection canoniques qui sont d&rites duns le diagramme 
commutatif suivant: 

(Dans ce diagramme, la fleche du bas est la seule qui puisse preter a 
confusion; on peut la lire ainsi: 

Soit (I7, a) un element de RC(G, H) que l’on desintegre en 
WY a> - SiQ (n, 7 a,) dv(o), alors la mesure ~1 de “(A’(hl)) qu’on lui 
associe est obtenue par integration des mesures /3, = F ~ ‘(S, 0 exp) le long 
de v od S, est la fonction generaliste sur G/H telle que S, 0 p = T,“;,,_). 

x+(GIH) d 
S-+R=S0eip 
(prop. 3.3.2) ’ “v-‘(P)) 

, (th. de Bochner- 

/ I \ 
I 

(d&m&ration de la 
reprkentation cyclique: I 

(d&m&ration 

prop. 1.3.1) 
1 de la mesure cf. 3.3.1) 

I I 

mesure dm sur (G), = H/t)’ t - “=V - -+ mesure v sur H\l)’ 
(lice au choix de) (lice au choix de) 
classes d’iquivalences de s, 0 exp=F&) 

+------+ mesures ,!I, H-invariantes 
representations cycliques oti TzW 

%J’%J =s, op sur w 
(7~ y a,> 

(formule du 
coefficient 3.2.2) 

3.4. Formule de Plancherel pour L*(G/H) 

THBORBME 3.4. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et 
simplement connexe muni d’une involution o. H, P, $ et p sont comme en 1.1. 
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Soient po,n une mew-e G-invariante sur G/H, dP la mesure de Lebesgue sur 
p adaptee a po,h et p la mesure duale de dP sur b’ = PT. Soit (n,),C,,hl un 
champ mesurable de representations unitaires dans (G), telles que 71, est 
associee a w (cf. 1.3.2). 

On peut choisir de faron mesurable a, dans (Z’;Ua)H presque partout non 
nuls (pour la classe de mesure image de celle de ,tt). Soient S, les fonctions 
generalisees sur G/H telles que S, o p = Tzz,,, et p, les mesures positives 
H-invariantes sur b’, portee par w, telles que S, o e,p = F(L?,) (th. 3.2.2). 
La famille COoLeHlh L de mesures ainsi construites est mesurable et il existe 
une unique mesure v positive sur H\b’ telle que (jI,),Eu,,,l soit la desin- 
tegration de p par rapport a v (remarque 2 de 3.3.1). On a alors, pour tout $ 
dans g(G/H), 

vormule de Plancherel) 

cette integrale &ant absolument convergente. 

DEMONSTRATION. L’etude Qrectdente (3.3) appliquee a la representation 
cyclique (Indz(l), 6) (cf. 1.2.4) donne exactement l’enonce de ce theorime: 
en effet, dans ce cas, les elements qui interviennent dans le diagramme 
commutatif sont 

(i) S tel que Sp,,, = 6,,, (masse de Dirac en H), 

(ii) R tel que RdP = 6,,, (masse de Dirac en 0), 

(iii) p mesure duale de dP (que nous avons aussi notee ,U dans 
l’enoncb), 

(iv) (Zi’, a) = (Indg( l), 6). 

3.5. L’espace symetrique G x G/A 

Dans ce Qaragraphe, G designe un groupe de Lie nilpotent connexe et 
simplement connexe d’algebre de Lie F’, pc une mesure de Haar sur G, G, le 
groupe G x G et 0, l’involution de G, donnee par, pour x, y dans G 
ai((x,y))= (y,x). On note H,,P,, I),, pi et p, les objets relatifs a (5, 
introduits en 1.1. Soit A x p la representation de G, d’espace L’(G) don&e 
w ((A X P>(x, Y)f)( g> =fW1gY). 

3.5.1 
On a les identifications canoniques 

cv=:b,, grace a, x -+ (X, X), 
GzH,, grace a, x + (x, x), 

LiF* z I):, g-ice i, f + (f, 3) (identification de (G = H,)- 
modules), 
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c z (W,,, gracea, < -+<@Z (ceci coincide avec 
G\F * = H,\b :I, 

y=P,, grace a, x -+ j (X, -X), 
G z G,/H,(zP,), grace a, x -+ (x, e) H,. 

Cette derniere identification preserve l’action de G, (l’action de G, sur G est 
don&e par, pour x, y, g dans G, (x, y) g = xgy-l), elle permet d’identifier les 
representations cycliques (A x p, S) et (Ind$;(l), 8,) (6, est detini en 1.2.4 et 
6 est l’application antilineaire de l’espace (L’(G))“O dans C donnee par 
(a,$) = 4(e): 6 est dans (L2(G))m)H1). 

On peut appliquer la formule de Plancherel 3.4 a cette situation: soient p 
la mesure de Lebesgue sur .F* duale de la mesure de Lebesgue dX sur F 
adaptee a F~, v une mesure sur G\F* dans la classe de mesure image de 
de de P et &hGip une b&integration de ,U par rapport a v (cf. 3.3.1). 
Soit rr, un champ mesurable de representations de G telles que rc, est dans 
la classe de representations associee a R. 

Alors la representation nR 0 rc, du groupe G, verilie dim(Z,;P”Ozn)H1 = 1 
et on peut choisir uR dans (Z;Qm&,)“l d e sorte que l’on ait l’equivalence des 
representations cycliques (1 x p, 6) et (j&* 71, @ “n dv(Q), J& a, dv(R)). 
Soit S, la fonction generalisie sur G z GJH, telle que S, 0 p est le coef- 
ficient de la representation cyclique (71, 0 nn , an). Les theoremes 3.2.2 et 
3.4 donnent les egalites: 

(1) F(‘j?,) = S, o exp (egalite de fonctions generalisees sur F), 

(2) 4(e) = .b\p. (Soy 4~~) WQ), VJ E g(G). 

3.5.2 

Dans cette situation, on peut faire un choix canonique de a, et de Pn : 
L’espace de la representation rcn @ rr, , XX, @ZEn , s’identilie a l’espace 

Y*(ZX,) des operateurs de Hilbert-Schmidt. Montrons que (i;p’(<&))” est 
forme d’operateurs a trace. Rappelons, pour cela, que l’on peut chow rrn de 
sorte que Zz, = L’(lR’) et Dr&?(Fc)) = OD,,,(IRd). On en deduit que, si A 
est dans (92(L2(IRd)))m et D et D’ dans OD,,,(IRd), l’operateur D 0 A o D’ 
est dans 9*(L2(iRd)); choisissons alors un element D = D’ = A” de 
OD,,,(IRd) inversible et dont l’inverse est a trace (par exemple, 
A = Cf=, (a’/axf) + 1, n suftisamment grand), on a alors A = 
D-‘oBoD-’ ou B est dans Ip2(L2(IRd)). Done l’operateur A est a trace. 

Le theoreme du graphe ferme prouve alors que l’application A -+ tr(A *) est 
une application continue de (Y2(L2(IRd)))“0 dans G, elle delinit un element 
de (Z;$&JH1 encore note a *: en effet, pour tout g dans G, on a l’tgalite 
tr(;rcg(g)A*n,(g-‘))=tr(A*). 
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Calculons S D : pour p et v dans ./F(G) et B dans (Y*(RJ)“, on a 

((%2 0 w$o v> a, 3 B) = tr((zo @ ZJ@* @ v*) B) 

= t%&*)B%(v)) 

= tr(rro& * v*) B*). 

Done 

On en deduit (TzQ Onn L2n,an , P 0 v) = (77J(p,)*@ 0 v)), a,) ce vi se ri+crit 
(S,, (p&& 0 v)) = tr(n,((p,>& 0 v))). On en d&hit we Va E JCYG), 
(S,, a> = tr(q&)). 

La mesure PO, donnee par la formule (l), qui correspond a cet element uR 
est la mesure de Kostant de l’orbite a; la formule (1) est alors la formule du 
caractere des representations unitaires irreductibles d’un groupe de Lie 
nilpotent (th. 7.4 de [Kill) et la formule (2) est la formule de Plancherel des 
groupes de Lie nilpotents [Ki2]. 

3.5.3 

Montrons que dans cette situation notre proposition 3.3.2 est equivalente 
au theoreme de [S] qui s’enonce ainsi: 

Soient “(F’(F)) = (R EF’(F)/Vg E G, R o Adg = R), et (F’(G))‘“” = 
{S E f’(G)/‘dg E G, S 0 y(g) = S), alors l’application S -+ S 0 exp est une 
bijection de (F’(G))i”v sur “(F’(Y)). 

En effet, il est clair que, avec les identifications de 3.5.1, les applications 
exp: F -+ G et exp: p1 + G,/H, coincident et que ‘(F+(F)) =: “‘(F’(pr)). 
11 reste a voir que (F+(G))‘“’ z Y’(G,/H,). Pour cela, soit T dans 
“l(F(Gl))“l et p et Y dans &Y(G); posons T = S 0 p, : S est un element de 
(T(G))‘“” et on a 

CT, Cu 0 v> *,y@ 0 VI*> 

= (T, Cu *ciu*) 0 (v *G v*)> 

= 6% (P,)*(C$ *cl*> 0 (v * v*>>> 

=(S,p *p**v*v*) 

= (S, (v* * ,u) *(v* * ,u)*) car S est dans (F(G))‘““. 

On en deduit l’tquivalence 

T E “‘(F (G,))H1 e S E (;T+ (G))‘“‘. 

Ceci prouve que (F’(G))‘“’ s’identifie a Y’(G,/H,). 
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4. OP~RATEURS DIFFI~RENTIELS INVARIANTS 

Nous presentons quelques applications des theoremes 3.2.2 et 3.4. 

4.1. L’Algt?bre des ope’rateurs diffe’rentiels invariants 

4.1.1 

Soient E un espace vectoriel de dimension tinie sur R et E, son 
complexifie. On peut appliquer la construction du 1.2.2 au groupe abelien E: 
Soient S(E,) l’algebre symetrique de E,, D&,(E) l’algebre des distributions 
sur E de support inclus dans (0) et OD,(E) l’algebre des operateurs 
differentiels lineaires a coefficients constants sur E. Soit J le diffeomorphisme 
de E don& par J(X) = -X, on note encore J l’antiautomorphisme principal 
de S(E,) (qui est un automorphisme car S(E,) est abtlienne !); pour V dans 
S(E,), on note parfois p = J(V) et I’* = J( I’). 

A I’ dans S(E,), on associe qv dans G&-,,(E), I, dans OD,(E) et ry dans 
OD,(E). On definit ainsi des isomorphismes entre ces algebres. Voici les 
formules qui relient V, rr,, I,, ry : ($ designe un element arbitraire de g(E) et 
< un element de g’(E)) 

(1) b(4) = V*(r,)) * 6 

(2) rv = ‘W(O,) oil 40, designe la masse de Dirac en 0; ceci signifie 
we (tlyy #I= MfW). 

(3) ry = 1~. 

(4) J*(vv) = r f. 

(5) ‘b(t) = I?, * t d one on a l’identification ‘I, = 1 p. 
En outre, si I’ est un produit d’elements de E: V = X, . -. X,, on a 

(6) (rv, 4) = d”/dt, a-. dt, (Wlx, + .a. + t,&))l,,,. . Et,=,,. 
(7) (M4>)(x) = d”/dt, ..- dt,(@ + t,X, + ..- + tJn>)It,z.. . =t,zo. 
(8) (ry($)>(x> = d”/dt, .a- dt, (4(x- t,X, - ..a - tnXn))lt,=. =I,=,,. 

L’ClCment V de S(E,) s’identifie a une fonction polynome sur E$. Celle-ci 
permet de calculer la transformee de Fourier de vv: 

(9) (WvW)(=M-47 eiflx’)) = Wf) VfE 45 

4.1.2 La symt!trisation 

Soit G un groupe de Lie d’algtbre de Lie Y. 11 existe une unique 
application lineaire p de S(.Q sur @(Yc) telle que, pour tout X dans Y et n 
dans N, on ait p(P) = (‘J(X))n. Cette application est appelee la 
symetrisation [Di, $2.4.51. 

Notons par un m&me symbole ad (resp. Ad) l’action adjointe de Y (resp. 
G) dans S(Yc) et %(Yc). 
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4.1.3. L’algibre A = ZY(~C)~/(~(Q”n 22(YC) 9) 

Soit L un sowgroupe ferme connexe de G d’algebre de Lie 9. Notons p 
la projection de G sur G/L. 

Soient 

(y%(Q)9= {UE~(Y~)/VXEY adX U=O} 

= {UE ~(~,)/WE L Ad 1 U= U) 

et 

G(OD(G))L = {O E ‘(OD(G))/Vl E L, D o @(I),) = (p(E),) 0 D}. 

11 est clair que U est dans Z!($c)” si et seulement si l’operateur differentiel 
L, est dans G(OD(G))L (cf. 1.2.2 formule (9)); soit L, l’eltment de l’espace 
GPW/LN d es operateurs differentiels lineaires G-invariants sur G/L 
don& par, pour 4 dans @(G/L), (L,(#)) 0 p = Lu(# 0 p); cette formule reste 
vraie pour 4 dans X(G/L). Par dualite, on obtient, pour ,u dans B(G) 
P*wJcuN = m(P*w>. 

LEMME 4.1.3. (a) Le morphisme l.J+ i, de PalgPbre ZY(&)” dans 
I’algZbre ‘(OD(G/L)) a pour noyau P(&)” n 22(Q Y. 

(b) Si 2’ admet un supplkmentaire q Sinvariant (i.e., F = 9 @I q et 
[p, 41 = s>, dors 

(i) ce morphisme est surjectiS; 

(ii) soit 

S(q,)~={(VE(q,)/VXE~adX V=O) 

on a 

Dkmonstration (cf. [He2, 62 enonces 2.5, 2.6, et 2.71). 

Notations. On note A l’algebre ~(~c)~/(~(Yc)yn Z?(Fc) 9) et, pour a 
dans A, y(a) l’element de G(OD(G/L)) qui lui est associe. 

Si 9 admet un supplementaire q g-invariant, on note fi l’application de 
s&J sur A obtenue par passage au quotient de la symetrisation; c’est un 
isomorphisme d’espaces vectoriels. L’application y est un isomorphisme 
d’algebres de A sur ‘(OD(G/L)). 

Remarque. L’espace S(q,)” s’identitie a l’ensemble des fonctions 
polynbmes sur q* = .Y1 constantes sur les orbites de L dans 9’. Pour V 
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dans S(q,) et o dans L\@, on note alors V(w) la valeur commune des 
V(f) pour f dans w. 

4.1.4 

Gardons les notations de 4.1.3 et choisissons un supplementaire q de 9 
(non ntcessairement p-invariant). Soit exp l’application de q dans G/L egale 
ii p 0 exp. 

Pour U dans %(Fc), on a definit en 1.2.2 l’element rU de @le,(G); 
delinissons maintenant t, dans g[,,(G/L) par & =p*(&) (L designe le 
point de G/L Cgal a p(e)). On vtritie, comme en 4.1.3, que le noyau de l’ap- 
plication U + $, est %(Fc)9 et que cette application est surjective. 

Si U est dans &(Fc)y on a l’egalite & = (‘i,)(S,,,) en effet, la formule 
(2) de 1.2.2 et la definition de L,. donnent, pour Q dans g(G/L), 

(L 4) = CL 4 0~) = (L,(# 0 p))(e) = (L,(#))(L). 

LEMME 4.1.4. Soient V duns S(q,), qv duns B&,(qJ la distribution 
qu’on hi associe (4.1.1 avec E = q), U = B(V) duns %(.!Q et b, duns 
@&,(G/L) la distribution d$nie ci-dessus. Alors on a 

Dhonstration. 11 suffit de verifier cette egalite pour V = X” (X E q); on 
a alors U = X” et, pour d dans @(G/L), on a 

d” 
= dt, .a. dt, (4 op(ew((tl + .-. + 4JX)))I,1=...=f,=o 

= (L 4 O P) (formules (6) de 4.1.1 et de 1.2.2) 

= (L 4). 

Done 

ti, = eh (b). 

Remarques. Pour 9 = 0 et q = 59, ce resultat est bien connu. 
Ce lemme exprime la commutativite du diagramme: 
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4.2. Action de A SW (Z,-,“)” 

Supposons de nouveau que G est un groupe de Lie nilpotent connexe et 
simplement connexe muni d’une involution 0; H, P, b, p, p et exp sont 
comme en 1.1, l’algebre A est l’algebre ~(~~c)h/(~(~c)~fJ ZP(Yc) h) 

4.2.1. Les caract&-es A, de I’algZbre A 

Soient w une orbite de H dans hl, <, la classe de representation qui lui est 
associee (1.3.2) et 71, une representation dans cette classe. On sait que P(Fc) 
agit dans Z’iww et que (Z;Um)H est de dimension 1 (2.3). Soit done a, non 
nul dans (Zll,OO)“, calculons, pour U dans P(Fc-Jh: Vh E H, 

~L#W~LGJ) a,> = ~,@d~,GJ a,> (do, est la masse de Dirac en h) 

- %@,h, * LJ a, 

= %J(Ld/Iu * &l,) a, (1.2.2 formule (10)) 

= Drr,(Ad hU)(z,(h) a,) 

= h,(U) a, (car fJ E ZP’(5Qb et a, E (R;JH). 

Done, si U est dans P(cYc)b, IIT,,, a, est dans (Z;wm)” et il existe un 
nombre complexe n,(U) unique tel que &r,(U) a, = J,(U) a,. Ce nombre 
ne depend ni du choix de rr, dans &,, ni du choix de a, dans (Z,-,oO)“. 

11 est clair que, pour U et U’ dans ?P(,Fc)h et a dans C, on a les egalites 
I,(uU + U’) = an,(U) + A,(U’) et A,(UU’) = n,(U) n,(U’). Done 1, est 
un caractere de l’algebre P(Yc)? 

En outre, si U est dans %(c~c)hn~(~c)~, on a Dr,(U)a, y 0 et 
A,(U) = 0. Le caractere II, passe au quotient en un caractere A, de 
l’algebre A. 

Remarquons que, pour U dans P(gc)4 on a ‘i, = L, quel que soit le 
choix de la mesure puc,H G-invariante sur G/H qui permet d’identitier 
B(G/H) a un sous-ensemble de g’(G/H) (cf. 4.1.3 pour la definition de it! 
et cf. 1.2.2 formule (5)). 

Notons, pour g dans G, k(g) la translation a gauche par g dans G/H. 

LEMME 4.2.1. Soit S, la fonction gt!nne’ralist!e sur G/H telle que 
S, 0 p = T;;,,_ (cf. 3.2.2), alors: 

(a) Vh E H, S, 0 A(h) = S,. 

(b) VU E P’(&>“, &,(S,) = L(u) S,. 

DEMONSTRATION Soit p dans MF(G/H) et v dans J,“(G) tels que 
P =P*(v> de sorte we (S,,P) = (qJv) a,, a,> 
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(a) Calculons 

Done S, o;l(h)=S,. 

(b) Calculons 

(~“(XJY cl) = P,, vGlxJ4) 
= eL(‘Lu(v)) a, 3 %> (carz-h(‘L.(v)) = ‘Ghd.v))) 
= kJ(v * &I) a,~ %> (cf. 1.2.2 formule (5)) 

= h.Av> TAu) a, 7 %> 

= kAvwL(u) %A %J 

= km hl(v> a,9 4 (par definition de A,(U)) 

= ~,vJW,, PI* 

Done i&S,) = A,(U) S,. 

Remurques. (1) Ce lemme decrit les fonctions generalisees H-invariantes 
S, comme des vecteurs propres communs aux opirateurs differentiels G- 
invariants sur G/H. Le calcul des valeurs propres A,(U) est l’objet du 
prochain paragraphe. 

(2) Soit d le diffeomorphisme de G/H obtenu par passage au quotient 
de a; on verilie aisement que S, o 6 et S_, sont colineaires. 

4.2.2. Calcul de A, 

On peut, grace a la formule de Plancherel, calculer I, presque partout. 

PROPOSITION 4.2.2. Pour presque tout f duns 9’ = p* (pour la mesure de 
Lebesgue), si w dkigne l’orbite Hf, on a, pour tout V duns So, 
A,(p(V)) = V(io)(= vu eur 1 commune des V(if), pour f duns w; rq. 4.1.3). 

Ddmonstrution. Choisissons ,uG,“, dP, ,u, v et (a,, p,, SW)wEH,hl comme 
dans la formule de Plancherel 3.4. Identifions S, a une distribution sur G/H 
grace i ,uc,H. 
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Soient alors 4 dans g(G/H) et I,U = 4 o exp dans g(p); soient V dans 
S(p$ et U=/3(v) dans Z!(,Fc) ‘). Remarquons que l’on a l’egalite 

LWW) = Uv(v))P) en effet, avec les notations de 4.1.4: 

L(PwW = cfu7 $1 (cf. 4.1.4) 

= C+h4vv)~ 4) (lemme 4.1.4) 

= (%o w> = (b(v)>P> (4.1.1 formule (2)). 

Calculons les deux membres de cette Cgaliti. D’une part 

(formule de Plancherel 3.4) 

= c (i ixS,)9 4) No) 
H\hl 

. . 
(car ‘L,=Lo cf. 4.2.1) 

(lemme 4.2.1) 

(formule du coeffkient 3.2.2). 

D’autre part 

(4Jw>>(O> = (vv, WI 

= 1^ ~(~y)(f)(F(y&‘))(f) &(f) (form. Plancherel classique) 
h1 

= I V(---if)(F(rydP))(f) Q(f) (4.1.1 formule (9)). 
h1 

Pour pouvoir terminer le calcul de (i,(#))(H) en appliquant la formule de 
la d&integration de p et obtenir alors 

v&w) = jhl &m ~(VW(.f)4u)~ 

il faudrait savoir que l’application f + /A,,(@:>l IF(y&‘) 1 (f) est dans 
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L ‘($I, p); le seul renseignement que nous fournit la formule de Plancherel 
3.4 est que l’application w + IA,(d)\ ) (/3,, F(y/dP))) (=I (S,, i,,(#))I) est 
dans L ’ (H\l)‘, v). 

Si tydP est de la forme a * a” (a E J,“(p)), on sait done que I’application 
w--, I;i.,(~)l@,, IF(a) est dam L’(H\b’, ) v , on en deduit que l’application 
positive f -+ (&A@ / IF(a)\*(f) est dans L ‘(hi, cl); dans ce cas, on peut 
appliquer la formule de d&integration de p: 

Soient vr et vz les mesures reelles (localement tinies) sur b’ don&e par 
dv,(f) = J,(ci> d,(f) et &(f) = V(-if) &(S); pour tout a dans J,“(p), 
IF( est dans L’(~v,~)nL*(~v,j) et on a (~,,/F(a)(~)=(v~,~F(a)~*). On 
peut alors reprendre les idces de la demonstration du lemme de 3.3.2 pour 
montrer que vr et v2 coincident: soit 0 comme darts ce lemme, posons 
vf=(F(B)12vi (i= 1,2), v; et v; sont des mesures reelles borntes sur h1 qui 
coincident comme elements de 9”(h)), elles sont done egales, done vr = V, et 
&AU) = V(-if) = ri(if) ,kpresque partout. 

On a done montre que, pour tout V dans S(p,)4 on a, pour p-presque tout 
f darts h’, &Q?(V)) = V(u). C e n’est pas tout a fait ce que l’on voulait: Soit 
v v,,... 1 ,‘..> une base de So (qui est un espace vectoriel de dimension 
dinombrable car c’est un sous-espace de S(p,)). Considerons N, ,..., N,,... 
des ensembles negligeables de b’ tels que, pour f en dehors de N, on a 
&,#(V,)) = V&j-). Soit N = U r=, N,, N est negligeable et, pour f en 
dehors de N, on a, pour tout V dans S(pc)! 

Remarque. Nous montrerons directement, par une fastidieuse methode de 
recurrence, que I’igalite de la proposition 4.2.2 a lieu pour tout f dans I)’ 
(cf. 4.4). 

4.2.3. Une description de Z’algGbre A z ‘(OD(G/H)) 

Retrouvons un rcsultat que nous avions montre dans [B 1 ] par une 
methode entierement algebrique. 

PROPOSITION 4.2.3. Soient F une algdbre de Lie niipotente (sur [R), u 
une involution de Y?, b, et p les ensembles des points fixes de o et - o, alors 
la bijection 8: S(p$+ %(FC)~/(%(~FpC)Qn I obtenue par passage au 
quotient de la syme’trisation (4.1.1 et 4.1.3) est un isomorphisme cfalgPbres. 

DCmonstration. Soit G le groupe de Lie nilpotent connexe et simplement 
connexe associe a F, 5 l’involution de G qui se deduit de celle de y et H 
l’ensemble des points fixes de (T. 

A w dans H\h’, on a associi un caractke i, de l’algibre A = 
%(~Y’C)b/(%‘(Fc)6n %(.!?‘Jh) (cf. 4.2.1). On a montre qu’il existe un ensem- 
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ble negligeable N de h1 tel que, pour f en dehors de N, on a l’egalite, pour 
tout a dans A: n,,(u) = &‘(a))(~~) (prop. 4.2.2). Si on applique cela a des 
elements a, a’, et au’ de A, on obtient: 

V E Ejl\N, ((p(u))(p(u~))(~) = @‘(aa’))( 

les deux membres de cette Cgaliti sont des fonctions polynomes de f, on a 
done l’egalite des polynbmes: b- ‘(a) @- ‘(a’) = b- ’ (au’). L’application fi est 
done un isomorphisme d’algebres. 

Remurque. On trouve en particulier que l’algebre A est commutative. Ce 
resultat est, dans un cadre plus general, dd a A. Lichnerowicz (cf. [Li] et 

PI>. 

4.3. Solutions elementuires des operateurs dtfferentiels invariants 

La mise en ceuvre d’une technique bake, d’une part sur les resultats de M. 
F. Atiyah et de I. N. Berstein [At, Ber]), d’autre par sur la formule de 
Plancherel des groupes de Lie nilpotents due i A. A. Kirillov [Kil, Ki2], 
pour montrer la resolubiliti des operateurs differentiels biinvariants sur un 
groupe de Lie nilpotent est due a M. Rai’s [Ra2]. 

Une fois la formule de Plancherel demontree pour les espaces symetriques 
nilpotents, il semble plausible d’obtenir par cette technique des resultats sur 
les operateurs differentiels invariants sur un espace symetrique nilpotent. 
C’est ce que nous faisons. 

4.3.1 

Rappelons les resultats de M. F. Atiyah et I. N. Berstein. Ceux-ci sont 
exposes sous la forme qui nous interesse dans [Ral, 5 1.1 et 1.21: 

Soit F une fonction polyno^me non nulle a valeurs positives sur un espuce 
vectoriel de dimension jkie E. A tout nombre complexe s de purtie reelle 
positive, on peut ussocier la fonction generulisee temperee FS sur E (c’est une 
fonction loculement integrable). La fonction s+ Fs qui est deynie et 
holomorphe duns le demi-plan {s E C/Re(s) > 0) udmet un prolongement 
meromorphe a G. Les fonctions g&&ulist?es FS uinsi obtenues sent temperees 
ainsi que les coefficients du developpement de Laurent de la fonction s -+ FS 
au voisinuge de chucun de ses p6les; pour s = 0, Pa est la fonction constunte 
egule a 1. 

4.3.2. Appliquons ces resultats a notre situation 

DEFINITION. Une fonction generalisee S sur G/H (resp. une distribution 
0 est dite temperire si la fonction generalisee S 0 exp (resp. la distribution 
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exp; ‘(0) est temperbe sur p. Elle est dite H-invariante si, pour tout h dans 
H, elle verifie S o A(h) = S (resp. @),< = <). 

TH~OR~ME 4.3.2. Soient G un groupe de Lie nilpotent connexe et 
simplement muni dune involution o et H l’ensemble des points fixes de o. 
Soit D (E’(OD(G/H))) un operateur dt@%-entiel non nul G-invariant sur 
G/H. 

Alors il existe une distribution temptfree et H-invariante E sur G/H qui est 
solution e’lementaire de D (i.e., D(E) = dot, masse de Dirac au points H de 
GIW- 

Demonstration. Soient P~,~, dP, p, v, (a,, Sw,Pw)oEH,b~ comme en 3.4. 
On a done S, 0 exp = F(j3,); la mesure ,u G,H permet d’identifier g(G/H) et 
g’(G/H). 

On sait qu’il existe V dans S(pc)O tel que D = i, avec U = /3(V) (lemme 
4.1.3). Quitte a remplacer D par DD*, on peut supposer que, pour tout f 
dans hi, on a V(v) > 0. En effet: 

D’une part, comme 6 est un isomorphisme d’algebres, on a 
y o p’( W*) = DD * et on remarque que (VI’*)($) = V(if) v(-if) > 0. 

D’autre part, si E, est une solution Clementaire temperie et H-invariante 
de DD*, alors E = D “(E,) est une distribution H-invariante, car D* est G- 
invariant, temper&e, car (exp; ’ o D * 0 eip,) est un operateur differentiel a 
coefficients polynbmiaux sur p qui laisse done stable Y’(p) et E est une 
solution elementaire de D. 

Supposons done que, pour tout f dans h’, on ait V(if) > 0. Posons 
P(f) = V(g). Le theoreme d’Atiyah-Berstein (4.3.1) permet done de 
construire une fonction meromorphe sur C a valeurs dans l’ensemble des 
fonctions generalisees temper&es sur h 5 s + Ps qui prolonge l’application 
holomorphe definie SUL {s E C/Re(s) > 0): s + (x + P(x)“). 

Notons A, = exp,(T’(PS)) ou F-’ est la transformation de Fourier 
inverse: elle envoie les fonctions generalisees temperees sur h1 sur les 
distribution temperees sur p; A, est done une distribution tempiree sur G/H. 
Voici quelques proprietes de ces distributions. 

LEMME. (a) Si Re(s) > 0, on a, pour o dans a(G/H), (A,, $) = 
J u,,+ P(w)‘(S,, 4) dv(w) cette integrale etant absolument convergente. 

(b) Pour h dans H, on a les Pgalites de fonctions meromorphes 

k(h)*A,=A, et D(As)=As+l. 

Demonstration. (a) Remarquons que, comme ~1 et dP sont des me- 
sures duales, on a l’egalitt de distributions temperies: F-‘(4 0 ekp) = 
F(# o exp dP) dp et calculons: 
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(As, 4) = (F-‘(P’), 4 0 eip) 

= (P”, F ’ (4 0 e;tp)) (dif. de la transf. de Fourier) 

= (P”, F(# 0 e,p dP) &) 

(d&integration de ~1; celle-ci est justiliee car P” . F(# o ejtp dP) est dans 
L ‘(Q’, p). Done 

(A,, 4) = jH,aL P’(o)(S,, 4) h(o) (car S, 0 e,p = F@?,)). 

(b) La formule de (a) et le lemme 4.2.1 permettent de calculer, pour 
Re(s) > 0 et pour 4 dans g(G/H) 

=! PS(w)(S, 9 i o WI) MO) 
H\hl 

= (A,, 4) (car S, = J@)*(S,)) 

done I(h),(A,) =A,. Et 

PVJ 4) = (As, ‘W>> 

=i P(w)“’ ‘(S, 9 $> Ww) (lemme 4.2.1 et P(m) = V(h)) 
H\hi 

done D(As)=As+,. Ces igalites se prolongent en egalites de fonctions 
miremorphes. 

11 est facile maintenant de terminer la demonstration du theoreme: Soit E 
le terme constant dans le developpement de Laurent au voisinage de -1 de la 
fonction mtromorphe s + A, : E est une distribution temperie sur G/H, H- 
invariante et telle que D(E) = A. = 6(,, . 
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4.3.3 

L’existence de solutions Clementaires entraine des proprietes de resolubilite: 

COROLLAIRE 4.3.3. Soit D un opkrateur diffe’rentiel non nul G-invariant 
sur G/H. 

(4 WVWN = WGIH) 

(b) D(g’(G/W) = WGIH); on dit que D est semi-globalement 
rksoluble). 

Dkmonstration. (a) Rappelons la definition de la convolution de deux 
distributions R dans Z”(G) et R’ dans ‘22’(G/H): notons rit: G x G/H+ G/H 
l’action naturelle de G sur G/H, on a alors R * R ’ = ti2*(R @ R ‘). Done on 
a, pour tout 4 dans @(G/H) (R * R’, 4) = (R OR’, 4 o ti). 

Remarquons que D(R * R’) = R * D(R’); en effet, pour 4 dans g(G/H), 

WR * R’L $I= CR * R’, ‘D(4)) = (R(g) @R’(P), ‘D($)(gp) 

= (R(g), (R’(P), (‘D(4) 0 A(g))(p))) 

= (R(g), (R’(P), (‘D($ 0 A(g)))(p))) (‘D E GPWWN) 

= (R(g), W’(p), #(gp>> = CR * D(R’), 4) 

done D(R * R’) = R * D(R’). 
Soit maintenant E dans g’(G/H) tel que D(E) = 6(,, (th. 4.3.2); soit R 

dans a’(G), calculons: D(R * E) = R * D(E) = R * 6(,, =p,(R). Soit 
s: G/H + G la section differentiable de p telle que, pour tout x dans G/H, 
s(x) est dans P (1.1). Prenons alors R = s,(S), pour S element arbitraire de 
s’(G/H), la distribution T = R * E verifie 

D(T) = (p 0 s),(S) = S. 

(b) Si S est une densite C” a support compact sur G/H, alors on peut 
trouver une densite C” a support compact R sur G telle que S =p,(R); 
done la demonstration de (a) prouve aussi (b). 

4.3.4. Reprenons les notations de 3.5 

L’espace G,/H, s’identifie a G et G1(OD(G,/H,)) s’identitie a l’espace 
‘(OD(G))’ des operateurs differentiels biinvariants sur G. Le resultat de M. 
Rai’s [Ra2, corollaire] peut done se deduire de notre theoreme 4.3.2: 
appelons centrale une distribution de G invariante par automorphisme 
inttrieur: 
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Tout ophateur d@%entiel non nul biinvariant sur un groupe de Lie 
nilpotent connexe et simplement connexe admet une solution Umentaire 
temp&e et centrale. 

4.4. Calcul dun carache de %(Fc-.” 

Voici une version plus precise de la proposition 4.2.2. Sa demonstration 
n’utilise pas la formule de Plancherel 3.4 mais une methode de recurrence. 

PROPOSITION 4.4. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement 
connexe muni &une involution o. F’, b, p, H, et P sont comme en 1.1. Soient 
w dans Hjt)‘, rt, une reprhentation qui lui est associt!e (i.e., n, E i, CJ 
prop. 1.3.2), a, un t%ment non nul de (R;wa)H (prop. 2.3). Soit 1, le 
caracthe de l’algibre %(.!Qh donne’ par: VU E %(Fc)h Dz,( U) a, = 
l,(U) a, (4.2.1) 

Alors, pour tout V dans S(p,)” on a 1’Pgalite’: 

A,(/l( V)) = V(i0). 

DPmonstration. Par recurrence sur n = dim G. 

*n=l: si o-Id, le resultat est clair, 

si a=-Id, ona .5 ==G=Ret.%‘*=p*=H\~l=R; 

soit X une base de F. On a S(pJh= %(Yc) = @,“=, CX”. Pour w = ax* 
dans H\h’, rc, est la representation de dimension 1: z,(exp(xX)) = eiax; 
done Dr,(X) = ia et A,(X) = h(X) =X(iw) et done, pour tout V dans 
S(pc)4 on a n,(/3(V)) = V(h). 

* n > 1: soit f dans lj’ et w = HJ: Notons -.Z le centre de .Y’. Le caractere 
1, ne depend pas de la realisation de z,, nous pourrons done choisir celle-ci 
a notre convenance. Distinguons plusieurs cas: 

ler Cas. dim@ f’ Ker(f)) > 1. 

Soit k = B f7 Ker(f); k est un ideal de F stable par cr. Soient K le sous- 
groupe connexe d’algebre de Lie k, 71: y + .y” = F/k et p: G -+ G’ = G/K les 
projections canoniques, h’ = r(h) et p’ = rr(p) les espaces propres de o’,f’ la 
forme lineaire sur 55” telle que f =f’ 0 rc et H’ =p(H). 

Soient b une polarisation en f stable par 0 et (Xi ,..., X,) une base 
supplementaire de b dans F telle que o(X,) = fXi (i = l,..., d) (lemme 2.2.1). 
11 est clair que b contient k et que b’ = b/k est une polarisation en f’ stable 
par CT’. Choisissons pour realisation de rr, la representation de G dans 
l’espace L’(Rd) que nous avions notee 7~~ en 2.1.3 et qui est construite a 
partir de la base (X ,,..., Xd); (X(X,) ,..., rr(XJ) est une base supplementaire de 
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b’ darts F’, on a done aussi une representation 5, de G’ dans l’espace 
L’(lRd). Cette representation est associee af’ et on a l’egalite: r+= rry 0 p. 

Notons 0: %(Fc) + %(F&) et q: S(pc) -+ S(pb) les morphismes d’algebres 
qui se diduisent de rc; on a done 8 0 p =/3’ o rl ou ,L? et ,8’ sont les 
symetrisations de F et de F’ (cf. 3.1.2). On a Dnf= D+ o 8. Remarquons 
que, si X est dans y’, on a ad z(X) 0 q = q 0 ad X, on en deduit que 
~WkY) = %%)“‘. 

On a les egalites A7;,w = A?;,? = Y’(lRd) et (/F;m)H = (A?;F)H’. Soit 
done aJ un vecteur non nul de (A?,“)“; on a en utilisant ces preliminaires et 
l’hypothese de recurrence, pour V dans S(p,)! 

Dr#(V-)) uf= D;~cf’((e 0 PW)> uf = D+(Ca o b’)(v)) af 

= (r@-))(if’) Uf = V(if’ 0 7r) Uf’ V(V) Uf 

done A&3(V)) = V(h). 

2eme Cm. dim(8 n Ker(f)) = 0. 

Soit Z une base de B telle quef(Z) = 1. Comme P est stable par o et que 
fest dans bl, on a necessairement u(Z) = -Z. 

Soit b une polarisation de M. V. en f stable par u (lemme 2.2.1). Comme 
C,(F) n b nest pas egal a B (lemme 2.1.2) et que C,(F) n b est stable par 
u, on peut trouver Y dans C,(F) n b tel que a(Y) = f Y et Y 6? 2. 

Puisque [F’, C,(F)] c C,(F) = 3, ‘1 i existe une unique forme liniaire Q 
sur F telle que, pour tout X dans F, [Y, X] = 4(X) Z; cette forme lineaire 
est non nulle car Y nest pas dans le centre de g. L’identite de Jacobi donne 
[ [F, .E?], C,(F)] c [F’, C,(F)] = (O}, done [F, F’] c Ker($). On a aussi 
l’inclusion b c Ker(Q) car, si X est dans b, on a $(X) =f([ Y, X]) = 
B~Y,X)=O.Ona~~o=f~. 

Soit done F’ = Ker(#); F’ est un ideal de .F contenant b, stable par u. 
Notons f’ = f Is,. Montrons que b est une polarisation en f’. 11 est clair 
que b est totalement isotrope pour By. Soient F(f) et F’(f’) les 
stabilisateurs de f et f’ dans 55’ et F’ respectivement. On sait que 
dim(F) + dim(F(f )) = 2 dim(b) et I’on veut montrer que dim(F’) + 
dim(F’(f ‘)) = 2 dim(b); il suffit pour cela de montrer que .%’ df’) = 
F(f) @ IRY. 11 est clair que F(f) @ IRY c F’df’); Soient maintenant Y, un 
vecteur de F - .A?’ tel que &Yl) = 1 et X un vecteur arbitraire de Y'(f '); on 
a (X -f( [X, Y,]) Y) E F(f ), Ceci prouve l’inclusion inverse. 

Soit ( Y2 ,..., Yd) une base supplementaire de b dans <y’ telle que 
u(Y,) = kYi (i = 2,..., d) et Y, un element de 5F - F’ tel que u(Y,) = f Y, et 
4(Y,) = 1 (cf. lemme 2.2.1). La famille (Y, ,..., Yd) est une base supplemen- 
taire de b dans F. 

Soient G’ le sous-groupe connexe de G d’algebre de Lie F”, H’ = H f’ G’, 
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b’ = b n F’ et p’ = p n F’. Soient 7~~ et rry les representations de G et G’ 
dam les espaces L2(lRd) et L2(lRd-‘) obtenues comme en 2.1.3. On a 
Rz = 9’(Rd) et Rz, = 9’(lRd-‘) (prop. 2.1.3). Les representations 7~~ et rtf 
sont associees aux elements f de F et f’ de 59’ respectivement. 

Soit (Yj,,..., Yj,) la sous-famille des vecteurs Yi invariants par u. On sait 
(prop. 2.3 et sa demonstration) que, si E est le sous-espace de Rd donne par 
E= {(t i ,..., td)/si ti f 0 alors il existe I tel que i =jl} et dE une mesure de 
Lebesgue sur E, alors l’application ur de jO(lRd) dans C, donnee par 
QY> = km P(x) Wx), est un element de (3~~)~. Identifions Rd-’ au 
sous-espace de Rd: Rd-’ = ( (tl ,..., td)/tl = 0). Soit alors E’ = E n Rd-‘, 
avec une formule analogue, on construit un element aT de (R,“)“‘. 

II nous sulfit de demontrer que, pour V dans S(p,)” on a Orrf@(V)) uf= 
V(if) a,, i.e., que, pour tout (u dans .9 (Rd) jlRd ((I$@(~))) y)(t) dE(t) = 
V(f) JRd p(t) dE(t). Ce que nous reecrivons: VVE So, Vy/ E ,i”(R’), 

lRd W7cxp( V>> v)(t) W) = W-1 1, w(t) dE(t). (1) 

Pour montrer cette egalite (I) nous utiliserons l’hypothese de recurrence 
qui nous donne une formule analogue, Rd, n,, E Ctant remplaces par Rdp I, 
r+ et E’. 

Pour U dans %(F$ notons D(U) l’optrateur differentiel a coefficients 
polynomiaux sur Rd obtenu en faisant agir l’optrateur 
&WW OD,,,(~d-lN sur Rd, la premiere variable t, &ant consideree 
comme un parametre. 

Calculons grace a 
(4 = W-l(y); cf. 2.1.3) 

1.2.4, pour w dans G?‘;, et X dans F’, 

= $ (#(exp(tl Yl) exp(-s(e-ad(flY1) x)) exp(t2 Y2) “’ exp(tdYd)))IszO. 

Done 

((D+)(X) ty)(tl ,..., td) = (D(epad(flY1) X) ty))(tl ,..., td). 

On en deduit que, pour U dans Z!(F&) et v dans Y(iR’), 

((07+,(U)) v/)(tl ,..., td) = (D(e~ad”lY1’ U) ty)(t ,,..., td). 
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Distinguons encore deux sow-cas: 

(a) Y, E p. 
On a done h=h’ et E=E’; choisissons dE = dE’. Montrons qu’on a 

l’egalite: S(.!?&)“’ = S(F’,)! l’inclusion S(.F&)h’ c S(LQh est Claire; pour 
montrer l’inclusion inverse, completons (Y2,..., Y,) en une base (Y, ,..., Y,) de 
F’; remarquons que Y ne peut etre dans p car [Y, Y,] = Z est dans p et 
[p, p] c h; done Y est dans h. Soit alors P un polynome en n variables tel 
que P(Y,,..., Y,) est dans S(Fc)? Pour X dans h, on a 
adX(P(Y, ,..., Y,)) = 0; ce qui se rtecrit: Cy=i [X, Yi] Pf(Y, ,..., Y,) = 0. 
Prenons par exemple X = Y, comme [Y, Y,] = ... = [Y, Y,] = 0 et 
[Y, Y,] = Z, on en deduit P;(Y, ,..., Y,,) = 0 et P ne depend que des it - 1 
dernieres variables: P( Y, ,..., Y,) E S(Fk)Q’. Ceci prouve S(Fc)h = S(F&)h’. 
On en deduit S(pc)h = S(pk)“‘. 

Montrons maintenant l’egalite (I): soit V dans So et w dans Y’(Rd), 

!^ W W@W>>) v/)(4 dE(t) 

= I IRd VW ad(tlY1) p(V)) iy)(t) dE(t) 

(car PV) E ~(~3) 

(Y, E p done t 1 = 0 dE-presque partout) 

= v(if’) .jliiill vdfz,..., 4,) dE’(b,..., 4,) 

(hyp. de recurrence; V E S(pk)“‘) 

C’est bien l’egalite (I) cherchee. 

(b) Y, E 9. 
On a done p=p’, E’ =En (t E Rd/t, = 0) et S(p,)‘c S(Pk)“. 
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Choisissons sur E une mesure de Lebesgue telle que dE = dt, @) dE’. 
Calculons, pour V dans So et v dans 9(lRd), 

j W+iWN u/>(t) dE(t) l?d 

= j IRd @(em ad(‘lul)/3( I’)) y)(t) dE(t) 

(car W> E V~k)> 

ad(tlYr) I’)) y)(t) dE(t) 

= J iRd WV)) v)(t) W) 

(Y, E IJ done e -ad(ftYd v= v> 

coti V/&W*3 b) = @I >..., td)) 

= j-P dt, j-dm, %f’) Vt,(twr td) dE:‘(tz,..., td) 1 
(hyp. de rkurrence) 

= Wf-1 lRd w(t) dE(t). 

C’est bien l’kgalitl (I) cherchte, ceci termine la dkmonstration. 
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