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Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement connexe, H ’ensemble
des points fixes d’une involution de G; nous donnons la formule de Plancherel de la
représentation Ind§(1) et en déduisons que tout opérateur différentiel G-invariant
sur G/H non nul admet une solution élémentaire tempérée H-invariante.

Let G be a connected simply connected nilpotent Lie group and H the set of
fixed points of an involution of G; we give the Plancherel formula of the represen-
tation Ind$(1) and infer from it the existence of an H-invariant tempered
elementary solution for every nonzero G-invariant differential operator on G/H.
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INTRODUCTION

R. Penney décrit dans [Pe] ce quest une formule de Plancherel
“abstraite.” Nous obtenons, pour un groupe de Lie nilpotent G connexe et
simplement connexe muni d’une involution o, la formule de Plancherel
“concréte” de la représentation de G dans L*(G/H) ou H est I'ensemble des
points fixes de o.

Pour cela, nous étudions ’ensemble des vecteurs-distributions H-invariants
de chaque représentation unitaire irréductible 7 de G lorsque 7 =n’. Nous
montrons que c’est une droite vectorielle (prop. 2.3). Nous montrons alors
une égalité entre “un coefficient généralisé” de x et la transformée de Fourier
d’une mesure invariante sur une orbite de H dans h* associée a 7 (th. 3.2.2).
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Cette égalité est I'analogue de la “formule du caractére” (th. 7.4 de [Ki1]).
La formule de Plancherel s’en déduit (th. 3.4).

Un outil important pour ce travail est ’existence de polarisations réelles
invariantes par ¢ en tout point £ de h. Les démonstrations que nous donnons
ne se généralisent donc pas au cas G exponentiel (remarque 2.3.2).

Nous donnons quelques applications de ces résultats d’analyse et de
synthése harmoniques:

Nous décrivons les fonctions généralisées de type positif sur G, invariantes
par H; elles s’obtiennent, par un procédé élémentaire, a partir des fonctions
généralisées de type positif, invariantes par H, sur l'espace vectoriel
p={XEZ/X°=—X} (prop. 3.3.2). Ceci généralise le théoréeme de [S].

La formule de Plancherel nous permet aussi d’obtenir des renseignements
sur les opérateurs différentiels G-invariants sur G/H:

(1} L’algébre de ces opérateurs est isomorphe a [Ialgébre des
polyndmes H-invariants sur p (prop.4.2.3). Nous avions déja montré ce
résultat dans [B1] par une méthode entiérement algébrique.

(2) Ces opérateurs ont une solution élémentaire tempérée et H-
invariante (prop. 4.3.2 et corol. 4.3.3). Pour montrer ce dernier résultat, nous
appliquons une technique due a M. Rais [Ra2] et basée sur un theoreme de
M. F. Atiyah et I. N. Bernstein [At, Ber].

Dans le dernier paragraphe, nous précisons le calcul d’un caractére de
lalgebre des opérateurs différentiels G-invariants sur G/H (prop. 4.2.2) qui
nous a permis d’obtenir ces résultats: nous obtenons une formule (prop. 4.4)
qui est I’analogue du th. 7.2 de [Kil].

Cet article est la suite logique de [B3]; il a été annoncé dans [B2].

Je remercie M. Duflo qui m’a suggéré d’entreprendre ce travail.

1. RAPPELS

1.1. Involution dans un groupe de Lie nilpotent

Dans TOUT cet article, on désigne par G un groupe de Lie nilpotent
connexe et simplement connexe d’algebre de Lie £'; pour tout élément g de
G, on note A(g), p(g), y(g) et J les diffécomorphismes de G donnés, pour x
dans G, par: A(g)x=gx, p(g)x=xg7 ", W@ x=gxg™ !, et Jx)=x"";
Notons exp I'application exponentielle de & dans G et m la multiplication de
G. Rappelons que Ad (resp. ad) désignent I’action adjointe de G (resp. &)
dans £. Identifions ¥ a l'espace tangent T,(G) a G en I’élément neutre e.
Pour g dans G et X dans &, on a les formules: Adg=D,.(y(g)), et
Ad(exp X) = e?%¥.

On désigne par o une involution de G (i.e., un automorphisme de G tel que
02 = Id), on note encore ¢ 'automorphisme de & dérivé de . Pour X dans
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Z (resp. g dans G), on notera parfois X° (resp. g°) 'image de X (resp. g) par
a.

On note alors H l’ensemble des points fixes de cette involution:
H=G,={g€G/g°=g}, on note aussi P={g€ECG/g°=g""},
b={XeZ/X"=X}, et p={XE€Z/X°=-X}. Soit p la projection
canonique de G sur G/H et exp 'application de p dans G/H donnée par:

vX€Ep, exp X = p(exp X).

On a I'égalité H @ p = & et les inclusions: [h, ] < b, [h, p] < p, et [p, p] = h.
Un tel couple (G, H) est appelé un espace symétrique nilpotent.
La proposition 2.1 de [B3] donne pour les groupes nilpotents:

ProposiTiION 1.1. Avec les notations ci-dessus,

(a) Tapplication exponentielle est un difféomorphisme de Y sur H;
(b) [lapplication exponentielle est un difféomorphisme de p sur P;
(¢) la multiplication m est un difféomorphisme de H X P sur G;
(d) Tapplication exp est un difféomorphisme de p sur G/H,

(€) soit dP une mesure de Lebesgue sur p, alors expy(dP) est une
mesure G-invariante sur G/H.

(le (e) provient d’un calcul de la dérivée de exp (cf. [He 1, th.IV.4.1]))
On gardera ces notations pendant TOUT cet article.

1.2. Notations

1.2.1

Soit M une variété (paracompacte), on note (M) (resp. &£(M)) espace
des fonctions continues (resp. de classe C*) de M a valeurs dans C, et
K (M) (resp. Z(M)) le sous-espace de Z (M) (resp.&(M)) formé des
fonctions a support compact. On note .# (M) espace des densites C* sur
M et #T(M) le sous-espace des densités C* a support compact. On munit
ces ensembles de leur topologie usuelle.

Soit Z'(M) lespace des distributions sur M et &'(M) lespace des
distributions a support compact. Soient & dans ¥/(M) et ¢ dans 2 (M), on
note (& @) ou (&(x), #(x)), avec une lettre muette (notation abusive), 'image
de ¢ par & La distribution conjuguée de & est notée £ On a donc, par
définition (&, @) = (&, 4). Soit F (M) I'espace des fonctions généralisées sur
M (i.e., le dual de A4 (M)); pour T dans # (M) et u dans .#°(M), on note
de méme (T,u) ou (T(x),u(x)) 'image de u par T et T la fonction
généralisée conjuguée de T. Soit f un diffeomorphisme de M, on note f (&) la
distribution image de & par f: V¢ € Z(M) (f(£), 8) = (&, ¢o f); et on note
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T of la fonction généralisée image réciproque de T par f: Vu € # (M),
(T fy ) = (T,fi()). On pose f4(T)=To "

On note OD(M) le sous-espace vectoriel de I’espace des endomorphismes
de & (M) formé des opérateurs différentiels linéaires a coefficients C* sur M.
Celui-ci s’identifie aussi, de fagon canonique, a un espace d’endomorphismes
de F(M). Pour D dans OD(M), on note ‘D I’endomorphisme de Z’'(M)
transposé de D: Yo € Z(M), VEE 2'(M) (‘D(), ¢) = (£, D(4)).

Si on fait le choix d’une densité C* # sur M qui ne s’annule pas, on peut
identifier 2 (M) a #>(M) grace a l'application ¢- gu. L’espace des
distributions &'(M) s’identifie alors a l'espace des fonctions généralisées
# (M). Pour D dans OD(M), ‘D s’identifie a un élément de OD(M) (encore
noté ‘D) défini par Vo, w € D (M) [,, 'D($) wdu = [,, 6D(v) du.

1.2.2

Soient & l'algébre de Lie complexifiée de & (¥ =5 ®zxC) et Z (%)
Palgébre enveloppante de £:. On note J I’antiautomorphisme principal de
#Z(%:); cest l'unique antiautomorphisme de #(¥;) tel que VX€E %,
J(X)=—X. Pour U dans #(%), on note parfois U=J(U) et U* =J(U)
(rappelons que J désigne aussi I'inversion dans G). On note ad et Ad les
actions adjointes de & et G dans 7' (%)

A X dans &, on associe la distribution &, sur G de support {e} définie par
Y9 € Z(G), (&, 8) = (@/dr)(@(exp tX))],—o-

On peut prolonger cette application en un isomorphisme d’algebres de
% (Y ¢) dans 'algebre & (,)(G) des distributions sur G de support {e} muni de
la convolution.

On note &, I'image d’un élément U de Z (%)

On note “(OD(G)) (resp. (OD(G))?) I'algébre des opérateurs différentiels
D sur G (linéaires a coefficients C*®) invariants a gauche (resp. a droite)
(e, qui vérifient VYgEG, (A(g)s)oDo(A(g )s)=D (resp.
((g)x)oDo(g " ))=D)). A X dans &, on associe un opérateur
différentiel L, (resp. Ry) invariant a gauche (resp. a droite) défini par, pour ¢
dans  2(G) L,(#)(g)=(d/di)(¢(gexp X)), (resp. R,(#)(g)=
(d/dt)(g(exp(—tX) g)}|,_,) on peut prolonger cette application en un
isomorphisme d’algebres de #(%.) dans Dlalgébre ¢(OD(G)) (resp.
(OD(G))%). On note L (resp. R,;) 'image d’un élément U de Z ().

Pour U dans Z (&), on a les formules suivantes qui relient £, L,;, et Ry,
(¢ désigne un élément arbitraire de 2(G) et # un élément de Z'(G))

(1) Ry(@) =&y et Ly(g) =6 * (Jx(&p))s

(2) & ="Ly(d)= (Jx(‘Rp))O¢)) ou ., désigne la masse de Dirac
en e ceci signifie que (&, 8) = (Lo(#)(E) = Ry(d © N)(@).

(3) Ry=JyoLyody,
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@) ) =¢p
(5) ‘RyM=WUxE))*n et ‘Lyn)=n=*¢&,; donc si on choisit,
comme densité, une mesure de Haar, on a les identifications: ‘R, = R et
‘Ly=Lg.
En outre, si U est un produit d’éléments de ¥: U=X,--- X,, on a

(6) (Sy»>9)=(a"/dt,---at,)d(exp(t, X,) -+ eXp(tan)))lt,=---=:,,=0’

(1) Ly(P))g)=(d"/dt, --- dt,)(g(gexp(t, X,) -
exP(tan)))lq: Cee=g=00
(8) (Ry(#))(g)=(d"/dt, --- dt,)¢(exp(—t,X,) -+
exp(—t,,X,,) g))lllz cre=t, =0
On a aussi, pour g dans G,

9) Laggu=0(g)x) oLy (p(g™ s,
(10)  Caggu = 7(8)x(Sp)-

Remarque. Si G n’était pas nilpotent, il faudrait modifier certaines de ces
formules en introduisant la fonction module de G et préciser le choix du
produit de convolution.

1.2.3

Soit IT une représentation (unitaire continue) de G d’espace -#7;; on note
IT la représentation conjuguée de I7 et IT° la représentation IT o g. Soient
A DPespace des vecteurs C® de la représentation muni de sa structure
naturelle de Fréchet: 275 = {v € #4/I'application g— II(g)v est C*}, et
& 7® Pespace des vecteurs C~*(#;® est I'antidual de #77, i.e., I'espace
des formes antilinéaires continues sur -7 ); on note DIT Iaction de Z (%)
dans #® ou #®:si XEZ, on a DI(X)v = (d/dt) H(exp(tX))v|,_,
v e#R).

Pour a,b dans #;®, on définit le coefficient T4 , de a et b qui est une
fonction généralisée sur G par:

Ve ALG),  (To,,u)=()a,b)

ce qui a un sens car [I{u)a € #F.

On note (F7°) ={a€# ;*/VhE H I(h)a=a}.

Un élément a dans #;* est dit cyclique si ses translatés engendrent un
sous-espace dense dans #;®. Un couple (II,a) est alors appelé une
représentation cyclique. Deux représentations cycliques (/1,a) et (II',a’)
sont dites équivalentes si il existe une équivalence unitaire de /T et 17’ qui
envoie a sur a’.

On note # *(G) le cOne des fonctions généralisées de type positif sur G:
FHG)= {TEF(G)Yu€ #X(G) (T,J«(u) *u)>0}. On rappelle que
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Papplication (fI,a)— T., définit une bijection de I'ensemble des classes
d’équivalence de représentations cycliques de G sur # *(G) (cf. [Sc2]).

On note G l'ensemble des classes de représentations unitaires irréductibles
de G muni de sa structure borélienne habituelle; on fait un choix mesurable
de représentants et on identifiera abusivement chaque classe avec son
représentant.

1.2.4

Soient L un sous-groupe de G, ¢ un caractére unitaire de L et u;, une
mesure G-invariante sur G/L; celle-ci existe car G est nilpotent. Soit
L*G,L,c) le Hilbert quotient de {f:G—C mesurable telle que
V(&) EGXL f@)=c()"' g) et fqu || dig, <o} par le sous
espace des fonctions presque partout nulles, et /7 = Indf(c) la représentation
de G “induite de L a G du caractére ¢” dont I'espace est L*(G, L, ¢) et dont
Paction est donnée par: pour g, x dans G, (II(g) f)(x) =/ (g~ 'x).

La description des vecteurs C* des représentations induites est due a N. S.
Poulsen. Donnons en ici un cas particulier.

PROPOSITION 1.2.4. L’espace (L*(G,L,c))* des vecteurs C* de la
représentation induite I1 = Ind?(c) est:

(LYG, L, 0)* = {fEE(G)/() V(& DEG XL f(gh=c(1)"'f(g)

() YUEZ(Z)| RSN g, < o}

L’action de I'algebre enveloppante 7 (<) est donnée par

VU E (%), V€ (L¥G, L,c))®,  DIIU)f=Ry(f).

Cette formule permet de ramener le calcul de 'action de Z(¥) a des
calculs de dérivées de fonctions réelles de variable réelle: R, est la dérivation
invariante a droite associée a U (cf. 1.2.2). Remarquons que si f vérifie (i)
alors Ry {(f) le vérifie aussi et 'intégrale en (ii) a un sens.

Démonstration. (cf. [Po, th. 5.1] ou [Ca, th. 3.1]).

EXEMPLE DE REPRESENTATION CYCLIQUE. Soient IT la représentation
induite de H a G du caractére trivial de H:IT =Ind§(1) et & I’élément de
A g® défini par Yo € AL d(v)=v(e) (ce qui a un sens grace a la
proposition précédente); on vérifie que ¢ est un vecteur cyclique et que
dE (F ™).
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1.3. Désintégration de L*(G/H)

Nous présentons ici les résultats de [B3| dans le cadre ou ils nous seront
utiles. Nous gardons les notations précédentes: G est nilpotent.

ProrosiTioN 1.3.1 ([B3,th.3.1 et 4.1.2]). Soit (II, a) une représentation
cycliqgue de G telle que a € (# ;™) (par exemple, I1 =Ind$(1) et a =4, cf.
1.2.4); alors

(a) I est sans multiplicité (i.e., le commutant de cette représentation
est commutatif’)

(b) il existe une mesure positive bornée m sur G et une famille
mesurable (a,),.c de vecteurs C~*(a,€# ;) telles que (Il,a) est
équivalente a (| ndm(n), [€a, dm(n)) et on a T=n° m-presque partout et
a, € (#,; ) m-presque partout.

Soit v dans #%, on peut écrire de fagon “unique”: v =[gv_dm(n),
on a v, €4 m-presque slrement; la premiére partie de (b) affirme
qu’alors
Papplication m - {a,,v,) est dans L'(G, m) et que {a,v) = [¢ {a,,v,) dm(n)
(cf. [Pe, Corol. C1)).

Notons (G), = {n € G/n° = 7}. Notons 6 la bijection construite par A.
Kirillov qui & chaque orbite de la représentation coadjointe de G dans le dual
Z* de & associe un élément de G: 6: G\¥* - G (cf. [Be]). Remarquons que
’action coadjointe restreinte a H laisse stable I’orthogonal §+ de b et notons
H\b* Pespace des orbites.

PropPOSITION 1.3.2 ([B3, §4.31) Avec les notations ci-dessus,

(a) Clapplication {: H\b* - (G), donnée par w— {,=60(Gw) est une
bijection.

(b) Soit (II, a) comme dans la proposition 1.3.1, il existe une mesure
positive bornée v sur H\b" et une famille mesurable (@) wemyy: de vecteurs
C~® H-invariants (a, € (#_*°)) telles que (Il,a) est équivalente ad
(i Co d(@). [1g1 a,, dv()).

ProposITION 1.3.3 ([B3, corol. 4.4.2]). Avec les notations précédentes,

(a) pour tout n dans G, on a dim((:#;*°)¥)< 1
(b) si on a égalité, alors n est dans (G),.

La réciproque du (b) est 'objet de la partie 2.
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2. VECTEURS C~%® H-INVARIANTS

Dans ce chapitre, nous cherchons a construire, quand c’est possible (cf.
prop. 1.3.3.), un élément de (-#, °)*, pour 7 dans G; pour cela nous avons
besoin d’une réalisation commode de 7.

2.1. Bases supplémentaires
2.1.1
DEFINITION. Soient & une algébre de Lie nilpotente et & une sous-
algébre de &, on appelle base supplémentaire de & dans &, une famille
(X5, X,) de vecteurs de ¥ formant une base d’un sous-espace supplémen-

taire de & dans & telle que, pour i=0,..,d—1, le sous-espace
Z=RX,, @ - ®RX,;® L est une sous-algébre de ¥

Une telle famille existe toujours (cf. [Ral, §5.3.a]) ou la démonstration de
notre lemme 2.3.1b))

LEMME 2.1. Soient G un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement
connexe, L un sous-groupe connexe de G, ¥ et & les algébres de Lie
associées,

(a) si (X,,..,X,) est une base supplémentaire de ¥ dans <, alors
lapplication

P:RIXL -G

(ty 50 b4y X) > exp(t, X)) --- exp(t,X,) exp(X)
est un difféomorphisme et Papplication (exp™')o @ de R® X & dans & est
une bijection polynémiale a inverse polynémiale.

(b) Soient dt et dL des mesures de Lebesgue sur R et ¥, alors
D, (dt ® dL) est une mesure de Haar sur G (a droite et a gauche),

(c) en particulier, Papplication
&:RY5 G/L
(ty5ees tg) > exp(£, X)) -+ exp(t, Xy L
est un difféomorphisme et @ (dt) est une mesure G-invariante sur G/L.

DEMONSTRATION. Ces résultats sont bien connus ([Ral, §5.3.d] et
formule de Campbell-Hausdorf). Ils se démontrent par récurrence sur
codim(&’): on se raméne au cas codim(¥’) = 1: & est alors un idéal de &.

2.1.2

Rappelons que I’on peut montrer ’existence de polarisations réelles en tout
point f 'de & * par le procédé suivant dii a M. Vergne [Be, Chap. IV]: Soient
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(ZDo<i<n un drapeau d’idéaux de ¥ (ie., dim(&)=iet L&, ,), B, la
forme bilinéaire alternée associée a f (c’est la forme définie sur & X & par
BAX, Y)=/f(|X, Y])), B, la restriction de B, a & X %, et N(B,) le noyau de
B;, alors l'espace b=)7_, N(B;) est une polarisation réelle en f (i.c., un
sous-espace totalement isotrope maximal pour B ef une sous-algebre de &).

Appelons “polarisation de M. V.” (de M. Vergne) en f, une polarisation
réelle construite par ce procéde.

LEMME 2.1.2. Notons C(¥) la suite centrale ascendante de & (i.e.,
Co(Z)= {0} et C;, ((2)/C(Z) est le centre de T/C(Y)). Si & (nilpotente)
nest pas abélienne, alors toute polarisation b de M. V. vérifie la propriété
suivante: b M Cy(¥) # C,(¥) (rappelons que le centre C(¥) est inclus dans
toutes les polarisations).

Démonstration. Soit (%)e¢;<, le drapeau d’idéaux qui sert a la
construction de b et i, tel que & £ C\(¥) et & _, < C,(¥); alors & est
un idéal abélien de ¥ et B, =0 donc ¥ =N(B;) et linclusion
[¥,%,)c %, = C\(¥) prouve que & < C,(¥). Donc b N C,(¥) £ C((¥).

ig—1
2.1.3

Soient f dans £*, Q= Gf, b une polarisation en f, B le sous-groupe
connexe d’algébre de Lie b, y, le caractére de B tel que dy,=if], et
mo =Ind§(x,); 7y est une représentation unitaire irréductible associée a f.
L’espace de la représentation est L*(G,B,y,). Par construction on a
o =0(2).

Soit (X,,..., X;) une base supplémentaire de b dans &, dt une mesure de
Haar sur R? et dug 5 = &, (dt) sa mesure image sur G/B qui est G-invariante
(lemme 2.1.c)), alors I’application

W:L*G, B, x;) » L*(R%)
9w =W(@):w(t,... 1) = ¢(exp(t, X,) -+ exp(taX4))

est bien définie et est unitaire. L’application inverse est donnée par

W=l (w)=¢ avec g(exp(t, X,) - exp(t;Xy) b) = xb) ™" w(ty,s ty) (b € B)
Notons 7, la représentation de G dans L*(R?) définie par, pour g dans G,

n{g) = Wemg(g)e W™
Notons OD,,(R?) lalgébre des opérateurs différentiels a coefficients
polyndémiaux de R9. On a ([Co, th.3.1]; voir aussi [Kil, th.7.1]):

PRrROPOSITION 2.1.3. Awvec les notations et les hypothéses ci-dessus (G est
nilpotent).

(a) On a Pégalité: (D)% ($)) = OD o (RY).
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(b) L’espace des vecteurs C* de la représentation n, est Pespace de
Schwartz ¥ (R?) des fonctions C* sur R? d décroissance rapide ainsi que
toutes leurs dérivées muni de sa topologie usuelle.

2.2. Polarisations invariantes par une involution

LEmMME 2.2.1. Soient G un groupe de Lie nilpotent connexe et
simplement connexe d’algébre de Lie & et o une involution de ¥ . Soit f dans
Z* telle que f o 0 = +f, alors

(a) il existe des polarisation (de M.V.) en f stables par o,

(b) pour une telle polarisations b, on peut trouver une base supplémen-
taire (X,,..., X ;) de b dans & telle que, pour tout i = 1,...,d, o(X;) = +X,.

Démonstration. (a) On construit tout d’abord, par récurrence sur
n=dim &, un drapeau (£)),;, d’idéaux de & stables par o:

Un tel drapeau existe quand n= 1.

Supposons #n > 1. Soit k une droite vectorielle du centre de & stable par o;
une telle droite existe car le centre de ¥ est stable par o. Soit
.Y %' =%/k la projection canonique. L’involution o induit une
involution ¢’ de &'. Par hypothése de récurrence, il existe un drapeau
(¥ Docicny dlidéaux de ¥’ stables par o’. Posons alors %= {0} et
Z=n"Y¥;_)) (1<i<n). Les idéaux & conviennent.

Soit b la polarisation de M. V. en f construite a partir d’un tel drapeau.
Montrons que b est stable par 0. Soient B/ la forme bilinéaire associée a /et
B, la restriction de B, 4 ¥ X ¥,. Le noyau N(B;) de B, est stable par o, car
N(B;) est l'intersection de Z; et de son orthogonal pour B, qui sont stables
par . Donc b =}"7_, N(B,) est stable par .

(b) Montrons que si & est une sous-algebre de & stable par o, on
peut trouver une base supplémentaire (X,,..., X,) de & dans & telle que,
pour tout i, 6(X,) = +X,.

Par récurrence sur # =dim £; le résultat est clair si n = 1.

Supposons n > 1. Notons C*(¥) la suite centrale descendante de %
CU%¥)=¥% et CHZ)=|Z,C* 1 (¥)].

Supposons que l'on ait & + (¥, ¥ ]| =%, on prouve alors par récurrence
sur Kk que L +CHZ)=%, en effet, cette égalité implique que
LH[L+CHE), L +CHP)] =%, dou &+ CH'(F)=F. On en déduit
¥ =%. Dans ce cas, le résultat est trivial.

Supposons maintenant que ¥ + [, ¥+ %; Pidéal ¥ + [¥,%] est
stable par o, on peut donc trouver un hyperplan &’ de & stable par o et le
contenant et un élément X, de ¥ — %' tel que o(X,) = +X,; ¥’ est un idéal
de ¥. On peut donc appliquer I’hypothése de récurrence au couple (¥/, ¥):
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il existe une base (X,,..,X;) supplémentaire a & dans ¥’ telle que
o(X;) = +X,; 2<i<d). La famille (X,..., X,) convient.

Remarque 2.2.2. Si on ne suppose pas G nilpotent, le (a) du lemme 2.2.1
peut étre mis en défaut. Example: Soit & Dalgébre de Lie complétement
résoluble de dimension 4, de base T, X, Y, Z avec [T, X|=-X, [T,Y]|=7,
|X, Y] =Z et Z dans le centre de &. Soit ¢ l'involution de & définie par
o(Ty=-T, a(X)=Y, o(Y)=X et 6(Z)y=—Z; on a h=R(X +Y) et
p=RT®RX —Y)® RZ. Soit f= Z* (fest dans h*). Dans cette situation,
S n’a pas de polarisation, méme complexe, stable par o.

En effet, comme &(f)=RT® RZ, une telle polarisation b serait de
dimension (complexe) 3; elle devrait vérifier b=bMNhc®bMpc. On ne
peut pas avoir I’égalité b= p. car p n’est pas une sous-algebre de &, donc b
contient b et, par conséquent, b est inclus dans I'orthogonal de ¢ pour B, qui
est (h3)c=CT@® C(X + Y)®D CZ. Or cet espace n’est pas une sous-algebre
de £. On aboutit a une contradiction.

2.3. Construction d'un élément de (# ;)"

PROPOSITION 2.3.  Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement
connexe muni d’une involution o. H, P, by, et p sont comme en 1.1. Soient
dans G\¥* une orbite de la représentation coadjointe et m, une représen-
tation unitaire irréductible qui lui est associée. Alors

(@) #,2) est de dimension 1 ou O selon que 2 rencontre ou ne
rencontre pas b=.

(b) Si 2Ny« Q, soient [ dans Q Nbh* et w = Hf, soient b une
polarisation en f invariante par o,B le groupe connexe associé, x; le
caractére de B tel que dy,= if |, et n,, = Indj(x,). Soit 4 ;; ~p une mesure H-
invariante sur H/H M B. Alors application

a, #y —C

w 7y

8| ) iy n )

H/HNB

est bien définie, est continue, et I'élément a,, de #° * qu’elle définit est dans
2N
Démonstration. Le (a) est une conséquence du (b) et des propositions
1.3.2 et 1.3.3.
(b) Soit (X,,..., X,;) une base supplémentaire de b dans ¥ qui vérifie
o(X;) = X, pour i = L,...,d (lemme 2.2.1). Soient (X} ..., X; ) la sous-famille
des vecteurs X, qui vérifient o(X,)=X;, 7, la représentation de G dans
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L?*(R9) construite a partir de la base (X,,...,X,;) et W lopérateur d’en-
trelacement de 7, et 7, comme en 2.1.3.

Montrons que (Xj ,..., X; ) est une base supplémentaire de hMb dans b. Il
suffit pour cela de remarquer que RX X;,® IRX LD @ RX; ®@HMb est
une sous-algebre car elle égale h M (PX @ RX 1 @ o ®RX,®0b)

Soit alors E le sous-espace vectoriel de R4: E = {(£, yr t4)/ si t;# 0 alors
il existe / tel que i =J,}. Soit @ le difféomorphisme de RY X b sur G donné
par D(t,,..., 15, X) = exp(£, X,) - -- exp(t,X,) exp(X). Par restriction, @ induit
un difféeomorphisme de E X (hMb) sur H et I'image d’une mesure de
Lebesgue sur £ X (h N b) est une mesure de Haar sur H (lemme 2.1(a) et
(b)). Le difféomorphisme & de R sur G/B obtenu par passage au quotient
de @ induit un difféomorphisme de E sur H/H M B (considéré comme sous-
ensemble de G/B) et on peut choisir une mesure de Lebesgue dE sur E telle
que (@)« (@E) =ty yrp-

La proposition 2.1.3 prouve que dE définit un élément a, de -#, * gréace a
la formule: Yy € #5 = S(R?) aly) = [ w(e) dE(e).

Remarquons que, pour ¢ dans £, on a:VgeG, VbEHNB
#(gb)=9¢(g) car x(b)=1 (f€ I)_*). Donc, par restriction et passage au
quotient, ¢ définit une application ¢ de classe C® sur H/H M B. Calculons:

a{WE)) =] Hexp(s, X;) -+ exp(s,X,)) dE(s s )
= | @ @l 50 AE 1m0
= $(A) dity 1 o (A)
=[ ) dity sl

Ceci prouve que cette derniére intégrale a un sens et définit un élément a,, de
# o Pra,=(W)_(a)
Calculons, pour ¢ dans 277" et h dans H:

s W)Y = G0 K) iy ()
=], oy ) it sl = (2, 6).

Donc, pour tout 4 dans H, on a n,(h)a,=a,; ce qui signifie que a_, est
dans (#, ©)".
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Remarque. L’orbite 2 = Gf, munie de la 2-forme obtenue par transport
de By, est une variété symplectique. La sous-variété w = Hf de Q est une
sous-variété lagrangienne. La construction que I'on vient de faire doit étre
rapproché de la quantification d’une sous-variété lagrangienne (cf.
[We, § 10]).

3. FORMULE DE PLANCHEREL

3.1. Mesures invariantes sur des orbites

3.1.1

Soient ¥ un espace vectoriel de dimension finie sur R et p une représen-
tation unipotente de G dans V; soit & une orbite de G dans V. Comme G est
nilpotent, cette orbite est fermée [Be, p. 6 et 7] et admet une mesure G-
invariante f,; celle-ci est unique a un scalaire positif prés; elle définit une
mesure positive (encore notée £ ) sur V.

On dit qu’une mesure positive u sur ¥ est a croissance lente, s’il existe un
entier positif m tel que, si ||| est une norme sur ¥V, on a
[ (1 +1x]1?)"™ du(x) < 0o. Tl est équivalent de dire que g définit une
distribution tempérée [Scl, th. VII, p. 242].

PrOPOSITION 3.1.1. La mesure 8, est a croissance lente dans V.
Démonstration (cf. [Ral, §5.41).

Notations. Soit V un espace vectoriel de dimension finie, on note F la
transformation de Fourier de ’ensemble des distributions tempérées sur V
sur I’ensemble des fonctions généralisées tempérées sur V'* de sorte que, si y
est une mesure bornée sur ¥, on ait F(u)(f) = (u(x), e")(f€ V*). On note
F Tapplication conjuguée de F.

3.1.2

Nous aurons besoin en 3.2.2 d’une description plus précise d’une orbite et
de sa mesure invariante dans un cas bien particulier.

Soient ¢ une involution de G, H, P, b et p comme en 1.1. Soient f dans b,
b une polarisation réelle en f stable par o, B, la forme bilinéaire associée a f
et &(f) lannulateur de f dans ¥ qui est aussi le noyau de B,. Notons
BN =Z()Nb et p(f)=Z(f)Np. Pour un sous-espace vectoriel M de
&, on note M’ son orthogonal pour B,.

LEMME 3.12. (a) Ona Wy =p@p(f) et (hJNbYy=b+h.
(b) BNH)f=f+{®+b)~
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(c) L’application w: BNH/H(f)->f+ (b+bh)* qui se déduit de (b)
est un difféomorphisme et, Si Ug~y g, €St une mesure invariante sur
BNOH/H(f), son image Wy (Up~y ny) et une mesure de Lebesgue sur

S+ (®+b)"

Démonstration. (a) Comme fE€ b et que [h,h]<h et [p,p]ch, les
espaces et p sont isotropes pour B;. Soit X =X, + X, dans ¥ avec X, dans
h et X, dans p; on a les équivalences:

Xey < VX €D, S((X + X, X(])=0
< VX[ ED, S([Xy: X1])=0
<= VYX e VX, Ep, f([Xp Xi+X3])=0
<X, € p(f)

Donc H' =@ p(f). On montrerait de méme: P =p@H(f). On a
BN =+ = h®Dp(f))+b=h+b car b est totalement isotrope
maximal pour B, et donc p(f)=Z(f)cb.

(b) Soit X dans b Y et v dans b + b, alors (exp(X) f— /)W) =D%_,
(1/kY) f((—ad X)*v)=0 car (ad X)*v € [b,b] +b et f{|b,b] +b)={0}.
Donc exp(X)fEf+ (b+b)*~ Légalitt BN H=exp(bNh) (prop.l.1)
permet de conclure: (BN H) f<f+ (b+ )~

Calculons la dimension de Vorbite (B M H) f; rappelons pour cela que, si
M est un sous-espace vectoriel de &, on a I'égalité dim M + dim M/ =
dim & + dim(M N Z(f)). Pour M =bN D, on a dim(b M p) + dim(b + h) =
dim & +dimb(f)). On en déduit que dim((BNH)f)= dim(bMNp)—
dim(h(f)) =dim & — dim(b + h) =dim((b + )*). Donc (BN H)Sf est
ouverte dans f+ (b + h)*

Les orbites de B H dans f+ (b + b)* sont ouvertes, elles sont donc
fermées. Comme f + (b + h)* est connexe, on a (BN H)f=f+ (b + b)~

(c) L'orbite (BMH)f est fermée donc y est un difféeomorphisme
(th. 3.2 et prop. 4.3 du chap. II de [Hel]). Il suffit maintenant de montrer
qu’une mesure de Lebesgue A sur £+ (b + b)™* est invariante sous I’action de
BN H: pour tout g dans BN H, Ad*(g) définit par restriction une
application affine de f+ (b + h)* dont ’application linéaire tangente est la
restriction de Ad*(g) a (b+b)%, or Ad*(g) est un endomorphisme
unipotent et donc det|, (Ad*(g))=1. D’ou (Ad*(g))«(1)=4, 4 est
invariante sous ’action de B M H.

3.2. Calcu! d'un coefficient

3.21

Soit ¢ une involution de G; H, P, b, p, p et exp sont comme en 1.1. Soient
w dans H\b* et {, dans (G), la classe de représentations qui lui est associée
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(cf. prop. 1.3.2); soient f'dans w, b une polarisation en finvariante par o (cf.
lemme 2.2.1), B le sous-groupe connexe d’algebre de Lie b et x, le caractere
de B tel que dy,= if |;.

Choisissons une mesure fg p G-invariante sur G/B; ceci nous permet de
considérer la représentation 7, = Indj(y,) et surtout d’identifier #°7 4 un
sous-espace de #”, ©; la repprésentation 7, est dans la classe {,,.

Choisissons une mesure Uy -~ H-invariante sur H/H M B; ceci nous
permet de construire un élément non nul @, de (#;°)" grice a la
proposition 1.3.3.

Remarquons que, si a est dans (# °°)” et si m est dans . #°(G) et vérifie
px(m)=0, on a n_(m)a=0; on peut “donc définir, pour 4 dans #°(G/H),
7, () a comme étant la valeur commune des 7,,(m) a lorsque py(m) = u.

Choisissons une mesure yg , G-invariante sur G/H; ceci nous permet de
définir, pour tout ¢ dans Z(G/H), 7 _(#) a comme égal a 7,(dug ) a-

Les trois choix précédents de mesure permettent, grice a une propriété de
transitivité |Be, Chap. V, §1.2], d’en déduire une mesure y 5 ~p G-invariante
sur G/HMB puis une mesure i, ,~p B-invariante sur B/HMB. Les
formules qui relient ces mesures sont: pour tout ¢ dans 2(G/H N B)

|, o= (1 6(ah)ditynral®) dica®

H/HNB

et

J

G/HMNB

08 dionrn( =] (|| 0(eb) ditynrl®)) i)
On a alors

LEMME 3.2.1. Soit ¢ dans Z(G/H), alors 7 (¢)a, est I'élément de
= (L*(G, B, x;))® donné par, pour g dans G,

Fu®)a)@) =], 9(88)xb) ditpnralb)

Remarquons que, pour b dans B et h dans H M B, on a x{(bh) = y{b); ceci
donne un sens a Pintégrale.

Démonstration. Soit v dans (L*(G, B, x;))®, on a les égalités
(@) 0o ) =] $(8)(T(8) s ) ditg u(8)
G/H

=] 9(8) (@0 787 0) di(9)

580/59/2-6
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-

G/H

( me o(gh) ¢(gh) d/z,,,,,m(h)> dug (h)

car ¢(g) = ¢(gh)

=, 5@ 9(8) diucal8)

-

G

-

(| 685)20) it el®)) 8(8) it ()
G/B B/HNB

car v(gh)=yx; '(b) v(g).

On en déduit, pour  presque  tout g, (z, (@) a,)g) =
Jasung 0(8D) xAb) dug y5(b). Ces deux fonctions sont C, elles sont donc
égales partout.

(| a(6b) 6(8b) dity yru®)) dic (&)
/B B/HMNB

322
Soit T, =77, le coefficient du couple (a,,a,); on a YA€ H,

QeyrQyy
T, oph)=T, donc il existe une fonction genéralisée S sur G/H telle que
Sw p=T;~, eton a, pour ¢ dans Z(G/H), (S, dug H) ={(1,(¢9)a,,a,)

Soit A une mesure de Lebesgue sur un espace vectoriel V' de dimension
finie sur R, on appelle mesure duale de A, la mesure de Lebesgue A* sur V'*,
le dual de V, telle que, si ¢ dans .#(V) et ¢ dans .#(V*) sont liées par
Pegalite VI € V*, §()) =], e™" g(x) dA(x), alors on a la formule inverse
Vx €V, ¢(x) = [,. e g(I) dA*(I). Par exemple, si ¥ =V* =R, la mesure
duale de kdx est (2zk)~'dx (k € R*).

Remarquons que les trois choix de mesure de 3.2.1 permettent de
construire de fagon canonique une mesure §,, H-invariante sur w = Hf: la
mesure Uy 4~y sur B/HM B est adaptée a une mesure de Lebesgue 4, sur
b/b M= (b +b)/b. De méme la mesure u; , est adaptée a une mesure de
Lebesgue 4, sur £/h. Et comme (£/H)/((b + b)/h) = £/(b + b), on en déduit
une mesure de Lebesgue A, sur Z/(b+b). La mesure A, sur
(Z/(b +h))*~ (b + b)* duale de A, donne, grace au lemme 3.1.2, une
Mesure Uy ~z u( H O B-invariante sur H M B/H(f); en utilisant la propriété
de transitivit¢ des mesures invariantes avec les mesures (y ;g €t Uy s n(s)
on construit une mesure 4y ., H-invariante sur H/H(f'). Celle-ci fournit la
mesure f§, H — invariante sur w que I'on cherche.

THEOREME 3.2.2. Soit G un groupe de Lie nilpotent, connexe et
simplement connexe muni dune involution o. Gardons les notations
précédentes et notons dP la mesure de Lebesgue sur p telle que
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exp«(dP) =g y (¢f. prop.1.l.e)). Soient w dans H\b", {, la classe de
représentations qui lui est associée (prop. 1.3.2), m une représentation de G
dans cette classe. Rappelons que dim((-#,°)*)=1 (prop.2.3.).

(a) Alors a tout élément a de (# ), on peut associer une mesure
positive § H-invariante sur Y par le procédé suivant: soit S la fonction
généralisée sur G/H définie par I'égalité S o p=T7 , (cf. ci-dessus), alors la
Jonction généralisée sur p S o exp est la transformée de Fourier d’une mesure
positive § H-invariante sur h* de support w (cette derniére est tempérée
dapreés 3.1.1): S o exp = F(B). C’est cette mesure qu’on associe d a.

(b) Si on fait les choix de mesure du début de ce paragraphe et si on
prend n=n,=1Ind§(x,) et a=a,, alors la mesure que Pon associe d a,, est
la mesure B, construite ci-dessus. Ce qui signifie que, pour tout ¢ dans & (p),
on a lPégalité:

(F,@oeip ) a, a,)=| . ( | 1900 dP(X)> dB..(1).

Remarque. Si, dans (a), on remplace a par Aa, ou 4 est un nombre
complexe, alors la mesure 8 associée est remplacée par |4|* 8. Donc si on
connait la mesure associée a a, @ n’est déterminé qu’a un scalaire de module
1 pres.

Démonstration. Le (a) se déduit de (b). Montrons (b). Soit /=(S,.
(poexp Nugy) = (A, (@oexp )a,,a,). On al = fH/HﬁB (JB/H(\B
(6 o exp™") (hb) x;(b) dug 41 ~5(b)) dity; 4 ~5(h) par définition de a,, et d’apres
le lemme 3.2.1. Appliquons la proposition 1.1 au groupe B: I’application exp
est un difftomorphisme de b p sur B/BMH et il existe une mesure de
Lebesgue dB sur bMp telle  expy(dB)=upyqp- Soit J(h)=

[s/mrs (@ © exp™")(hb) x,(b) ditp 41 ~s(b). On &

Jm = @ cio )k ekp X) g ek X) dBXY)

-

car exp(Adh X) = hexp X.

$(4dh X) €% dB(X)

M)

Soient £ un supplémentaire de p b dans p: p=(pMNbB) D& et dS la
mesure de Lebesgue sur & telle que dP=dB ®dS. Le dual £ * de &
s’identifie a (b M p + h)* = (b + h)~. Soit dS* la mesure duale de la mesure
dS. On verifie aisément que dS* est la mesure que nous avons appelée A,.
Pour tout w dans .%(p), lapplication définie sur & par Y-
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foms W(X + Y)dB(X) est dans S/(€°); sa transformée de Fourier est alors
dans (£ *) et la formule d’inversion donne:

[ Y dB(x) = L ds*() ( erS(Y)e”‘Y’ ( mew(X-l— Y) dB(X)))
=L* dS*(l) (L ds(Y) (fmbe”“”’ w(X +Y) dB(X)))
car [est dans £ * = (b + h)* et X dans b p b + b; d’ou

J _ ymaBn = ’[M 450 (j e® y(Z) dP(Z)) .

P

Donc
J(h) = ds*() | ( #(Adh Z) e/ @) dP(Z))
-+
( dS*(l) (( ¢(Z ) iti+1{Adh—127) P Z- N
: e
(!Hb)l \ P )

car comme Adh est un endomorphisme unimodulaire de p, on a
det (Adh) = 1. Utilisons maintenant le lemme 3.1.2 qui relie dS* et

Murpapn O A
J(h) :J dluHﬁB,H(f)(b) (j ¢(ZI) ei((Ad*b)f)(Adh*IZ’) dP(Z/))
HMB/H() p

Et par suite:

i) ]

JH/Hm; HNB/H(f)

dluHF\B,H(f) (j ¢(X) ei((Ad*(hb))f)X dP(X)))
»

fﬂmm ity i (h) (L B(X) elAdThX dP(X))

grice a la propriété de transitivité des mesures invariantes. Un dernier
changement de variable donne 7 = [, dB,,(1)([ ,$(X) e"'® dP(X)); ce qui peut
s’écrire:

(F(poexp ") a, a,)= jbl ( | g€ dP(X)) dB,,(1).
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3.3. Fonctions généralisées H-biinvariantes de type positif

Le but de ce paragraphe est de décrire les fonctions généralisées de type
positif H-biinvariantes sur G. Ceci généralise le théoréme de [S].

3.3.1 Désintégration de mesures invariantes
On a le résultat bien connu:

Soient G un groupe localement compact a base dénombrable douverts, X
un espace localement compact a base dénombrable douverts sur lequel G
agit continidment et u une mesure G-invariante sur X. On suppose que les
orbites de G dans X sont localement fermées. Alors

(a) la structure borélienne quotient sur G\X est standard,

(b) il existe une mesure positive v sur G\X et une famille (A,,),,ccx d€
mesures positives sur X telles que

(1) 4, est portée par w,
(ii) pour toute fonction ¢ mesurable positive, lapplication

w- [, 8|, dA, est mesurable sur G\X (nous dirons que la famille 1, est
mesurable)

(ili) et on a Pégalité [ (x) du(x) = [oe([., 41, dA,) dv(w);
(c) soit ¢ une fonction intégrable sur X, alors, pour v-presque tout w,
Papplication |, est A-intégrable et Tlapplication w- |, ¢l,dA, est
intégrable et on a encore légalité ci-dessus;

(d) siv' et (A,), e\ sont dautres choix de mesures vérifiant (i), (ii),
et (iii), alors il existe une fonction F mesurable et strictement positive telle
que v' = Fv et, pour v-presque tout w, A, =F| 4.

Démonstration. (a) cf. [Ef], (b), (c), et (d) cf. [Bo, Chap. 6, §3, prop. 2,
th. 2, et th. 4].

On dit que (4,),ec\x est la désintégration de u relative a v; la classe de la
mesure v est 'image de la classe de la mesure u par la projection de X sur

G\X.

Remarques. (1) On montre aisément, grace a (d), que les 4, sont, pour
v-presque tout w, G-invariantes.

(2) Réciproquement, si on se donne la mesure ¢4 G-invariante sur X et
une famille mesurable (1,,),,q\ de mesures G-invariantes non nulles sur les
orbites w, alors il existe une unique mesure v sur G\X telle que (4,,), o\
soit la désintégration de g relative a v.

3.3.2

G est de nouveau un groupe de Lie nilpotent connexe et simplement
connexe et ¢ une involution de G; H, P, b, p, p, et exp sont comme en 1.1.
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Rappelons que # *(G) désigne le cone des fonctions généralisées sur G de
type positif et notons:

”(ﬁ'*(G)) ={TEF '(G)VhEH ToAh)=T},
(F*(G)! ={T€F*(G)/Yh€H Top(h)=T},
HFHG) = (F (O NHF (),
et

F Y (G/H)={S € F(G/H)/S o p € F *(G)}.

On veérifie grace a 1.2.3 que “(F ' (G)) = (F *(G))" = #(F (G))", que
I’application S — S o p est une bijection de .# *(G/H) sur (# *(G))" et que,
pour tout S dans # *(G/H) et h dans H, on a S o A(h)=S (4 désigne ici
’action a gauche de G sur G/H).

Notons # *(p) le cone des fonctions généralisées de type positif sur le
groupe additif p, rappelons que Ad(H) laisse stable p et notons

H(#+(p))={R €F *(p)/Yh € H R o Ad(h) =R\

PRroPOSITION 3.3.2. L’application de #(G/H) dans #(p) qui a S
associe S o exp induit une bijection de # *(G/H) sur *(F *(p)).

Démonstration. (a) Soit S dans F(G/H) telle que S oexp est dans
H(# *(p)), montrons que S est dans .# *(G/H).

Le théoréme de Bochner-Schwartz affirme que S oexp, qui est de type
positif, est tempérée et est la transformée de Fourier d’'une mesure positive u
tempérée sur h* [Scl, Chap. 6, th. 18, p. 276]. Comme S o exp est invariante
sous ’action de H, u ’est aussi. Il existe donc une mesure positive v sur H\h~*
et une famille mesurable de mesures positives H-invariantes sur b
(B..)weny. telles que S, est portée par w et que, pour tout ¢ dans L'(h+ u),
on a

Jonraen=| ( J o) B (@) (prop.83.1)

Soit, pour tout w dans H\h*, S, la fonction généralisée sur G/H telle que
S, oexp=F(f,). Le théoréeme 3.2.2 prouve que, si S, est non nulle, il existe
une représentation cyclique (7,,a,) de G ayant pour coefficient
T;e, =S, op. En particulier, S, est dans # *(G/H) (i.e., Yy € #°(G),
(S,eop yxy*)>0).
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Calculons, pour a dans .#(p),
(8 oeip =] (F@))du(s)
[ (L F@0)d8.0) e
H\pLt Vil

= jH\bl (S, o eikp, @) dv(w).

Donc, pour a’ dans .#F(G/H), on a (S,a’) = [4\y1 (S,,, @) dv(w) et si on
prend o' =py(y*y*) avec y dans #T(G), on obtient linégalité
(S op,y*y*)>0. Ceci prouve que S o p est dans # *(G) et donc que S est
dans # *(G/H).

(b) Réciproquement, soit S dans # *(G/H), montrons que S o exp est
dans #(F *(p)).

Soit T=Sop, T est par définition dans .# *(G); il existe donc une
représentation cyclique (I7,a) de G telle que T=T45 , (cf. 1.2.3); on a
ac (#5°)W¥ car Vh€ H, Top(h)=T.

Choisissons une désintégration de cette représentation:

® @
1I= n,, dv(w), a= f a,, dv(w)
H\pL H\pt

ou v est une mesure positive sur H\h*, 7, une représentation unitaire irréduc-
tible dans (G), associée a w et a,, un élément de (% j‘f’w)" (cf. 1.3). Soit S,
dans # *(G/H) I'¢lément défini par T, , =S, op et soit §, la mesure
positive H-invariante sur b, portée par w, telle que S, oexp=F(8,)
(th. 3.2.2). En particulier S, o exp est de type positif sur h* et H-invariante.

Soit f dans #(G); lapplication w— (S, o p,f)=(n,B)a,.a,) est
dans L'(H\b*, v) et on a (cf. 1.3):

Soph=]  (S,opBdviw)

Soit a dans #X(p), on en déduit que l'application w — (S, exp4(a)) est
dans L'(H\b*,v) et que (S,exp4(a)) = [y (S,,,expx(a)) dv(w). Cest a
dire (S o exp, a)= .rH\I)-L (S, o exp, a) dv(w). Comme S oexp est de type
positif et H-invariante, cette égalité prouve que S o exp est dans “(F *(p)).

Ceci termine la démonstration de la proposition; précisons cependant les
liens qui existent entre S o exp, v et f, (avec les notations de (b)).

Si on prend a de la forme a, * «, (a, dans .#(p); la convolution est la
convolution dans le groupe additif p), les remarques précédentes prouvent
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que [lapplication (w- (S, cexp,a,*a¥)= (B,,|F(a,)|*)) est dans
L'(H\b*,v); on en déduit que la famille B, est v-mesurable. Donc, par
intégration des mesures £, le long de v, on construit une mesure positive u
sur h* telle que, pour toute fonction mesurable positive ¢ sur %, on a

Jo1 8CF) du(f) = [ g1 (41 8(f) dB,,(f)) dv(w). Cette mesure est H-invariante
et on a I'égalité pour tout a, dans .#°(p)

(Sociparat)=[ ([ IF@))d) )
donc
(F(S o cip) | F@)) = [F@)P() du()

formule qui a un sens car, d’apres le théoréme de Bochner—Schwartz, comme
Soexp est de type positif sur h*, Soexp est une fonction généralisée
tempérée, image de Fourier d’une mesure positive tempérée
u' =F~'(S o exp) sur h* [Scl, Chap. 6, th. 18, p. 276]. Si on sait que u = y’,
on en déduit que ¢ est tempérée et a pour image de Fourier

F(u) =S o ekp.

C’est cette formule, qui relie S o exp, v et §_, que nous cherchons. Nous I'in-
terpréterons dans la remarque qui suit. Auparavant, montrons [’égalité
& =u'; c’est une conséquence immédiate du lemme:

LEMME. Soient u, et u, deux mesures sur R" telles que
(i) u, est positive,
(ii) u, est tempéree,
(i) Va€AZR"), (,|F@)*) =y, |[F@)]*).

Alors u, = u,.
Démonstration. Soit 8 un élément de .#°(R") tel que
@ F@)0)=1,
(ii) YxER" (F(#)(x)>0
(une telle fonction existe; il suffit de le voir sur R : soit § une mesure de
#*(R) non nulle; quitte 4 multiplier B par la fonction x — (e 4+ 1) ou a

n’est pas la différence de deux zéros de la fonction analytique F(f), on peut
supposer que la fonction F(f) ne s’annule pas; on prend alors 8 = f x §*).

Soient u] =|F(0)|* 1, et u;=|F(8)|* u,, il est clair que la mesure u] est
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positive, que la mesure u} est bornée et que ces deux mesures vérifient (iii).
On a (1) = (. [FO)?) = (ay, |F(O)?) = 3(1).

Les mesures u; et u; sont donc bornées et définissent deux éléments de
S"(R™) qui coincident sur un ensemble dense, elles sont donc égales comme
¢léments de .#’/(R") et par conséquent elles sont égales. Donc ¢, =g,.

Remarque. On a en fait prouvé un peu plus que ce qui est énoncé dans la
proposition 3.3.2.

Notons RC(G, H) ’ensemble des classes d’équivalence de représentations
cycliques (7, a) telles que a est dans (% ;)" et “(L#* (™)) ’ensemble des
mesures positives tempérées sur b~ invariantes sous ’action de H.

Les quatre ensembles # *(G/H), "(# *(p)), RC(G,H) et "(#*(H"))
sont reliées par des bijection canoniques qui sont décrites dans le diagramme
commutatif suivant:

(Dans ce diagramme, la fléche du bas est la seule qui puisse préter a
confusion; on peut la lire ainsi:

Soit ([I,a) un ¢élément de RC(G,H) que l'on désintégre en
(I, a)~ [ Ry.(n,,a,)dv(w), alors la mesure 4 de “(#*(h*)) qu'on lui
associe est obtenue par intégration des mesures 8, =F '(S_ o exp) le long
de v ou S est la fonction généralisée sur G/H telle que S, o p=T7~, ).

el

+ SoR=Sooexp H +
F (G/H) (prop. 3.3.2) (f (p))
Stelque.S‘:;,;:va‘I R = Fu)
(th. de Schwartz T \T (th. de Bochner—
cf. 1.2.3) : : Schwartz)
(1,a) U
H + (L
RC(G, H) +———— "(#"(h")
| GFERTRN |
(deS{ntegra-txon de !a X [ (/ | ' (désintégration
représentation cyclique: | 1 de la mesure cf. 3.3.1)
prop. 1.3.1) | T

1

mesure dm sur (G), = H\h* «—2=2_
(lite au choix de)
classes d’équivalences de
représentations cycliques
(%,,4,,)

Sw °ekp=F(By)
————

1
ou Ta:,’-aw=sw op
(formule du
coefficient 3.2.2)

|
8

mesure v sur H\h*

(lice au choix de)
mesures 8, H-invariantes
sur @

3.4. Formule de Plancherel pour L*(G/H)

THEOREME 3.4. Soit

G un groupe de Lie nilpotent connexe et

simplement connexe muni d’une involution 6. H, P, Y et p sont comme en 1.1.
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Soient u. u une mesure G-invariante sur G/H, dP la mesure de Lebesgue sur
p adaptée d u; , et u la mesure duale de dP sur b = p*. Soit (n,,),cn\yL UN
champ mesurable de représentations unitaires dans (G), telles que 7, est
associée d w (cf. 1.3.2).

On peut choisir de facon mesurable a,, dans (# Dpresque partout non
nuls (pour la classe de mesure image de celle de ,u) Soient S, les fonctions
généralisées sur G/H telles que S, op=Tz* , et f3, les mesures positives
H-invariantes sur b*, portée par w, telles que S, o exp=F(B,) (th.3.2.2).
La famille (8,,),,cy 1 de mesures ainsi construites est mesurable et il existe
une unique mesure v positive sur H\b* telle que (B,,),cu s SOit la désin-
tégration de u par rapport d v (remarque 2 de 3.3.1). On a alors, pour tout ¢
dans ¥ (G/H),

OO)H

O(H) = j (Sslg.p) dv(@)  (formule de Plancherel)

cette intégrale étant absolument convergente.

DEMONSTRATION. L’étude précédente (3.3) appliquée a la représentation
cyclique (Ind%(1), ) (cf. 1.2.4) donne exactement I’énoncé de ce théoréme:
en effet, dans ce cas, les éléments qui interviennent dans le diagramme
commutatif sont

(i) S tel que Sug 4 = Jy (masse de Dirac en H),
(i) R tel que RdP =4, (masse de Dirac en O),
(ili) u mesure duale de dP (que nous avons aussi notée x dans
I’énoncé),

(iv) (I, a)= (Ind%(1), d).

3.5. L’espace symétrique G X G/4

Dans ce paragraphe, G désigne un groupe de Lie nilpotent connexe et
simplement connexe d’algébre de Lie ¥, u; une mesure de Haar sur G, G le
groupe G X G et ¢, linvolution de G, donnée par, pour x,y dans G
o,((,¥))=(y,x). On note H,,P,,b,, p, et p, les objets relatifs a o,
introduits en 1.1. Soit A X p la représentation de G, d’espace L*(G) donnée

par (4 X p)(x, »)/)(8) =/ (x"'gy).

3.5.1
On a les identifications canoniques
g =~b,, gracea, X - (X, X),
GxH,, gricea, x — (x,x),
Z* bt gricea, [ - (f,—f) (identification de (G ~ H,)-

modules),
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Gz (Gl)‘,l, griced, ¢ ~¢®E (ceci coincide avec
G\T* =~ H\b;),

g xp,, gricea, X - 3(X,—X),

G~ G,/H,(=P,), gracea, x — (x,e)H,.

Cette dernicre identification préserve ’action de G, (’action de G, sur G est
donnée par, pour x, y, g dans G, (x,y) g = xgy "), elle permet d’identifier les
représentations cycliques (4 X p, d) et (Indfj!(1),d,) (J, est défini en 1.2.4 et
& est Papplication antilinéaire de I’espace (L*(G))® dans C donnée par
(6, 0) = g(e): J est dans (L*(G)™ *)").

On peut appliquer la formule de Plancherel 3.4 a cette situation: soient u
la mesure de Lebesgue sur £* duale de la mesure de Lebesgue dX sur &
adaptée a u;, v une mesure sur G\¥* dans la classe de mesure image de
celle de 1 et (Bg)geq\e+ Une désintégration de g par rapport a v (cf. 3.3.1).
Soit 7, un champ mesurable de représentations de G telles que 7, est dans
la classe de représentations associée a £2.

Alors la représentation 7, ® 719 du groupe G, vérifie dim(#; %z )" =1
et on peut choisir a,, dans (#; %z )" de sorte que I'on ait 'équivalence des
représentations cycliques (A X p, 6) et (J & A\ Tg @ Tg dv(R2), fg\y* a,dv(Q)).
Soit S, la fonction généralisée sur G ~ G,/H, telle que S, o p est le coef-
ficient de la représentation cyclique (n, ® 7, ,a,). Les théorémes 3.2.2 et
3.4 donnent les égalités:

(1) F(Bgp) =S, o exp (égalitée de fonctions généralisées sur &),
(2) ¢(e)=Jc\e (Sq, dug) v(2), Y4 € Z(G).

3.5.2

Dans cette situation, on peut faire un choix canonique de a, et de f,:

L’espace de la représentation 7, @ 7 , 7 ®f , S’identifie a I’espace
LUE, o) des opérateurs de Hilbert-Schmidt. Montrons que (¢ (7)) est
forme d opérateurs a trace. Rappelons, pour cela, que ’on peut cho151r m, de
sorte que o7, =L*(R?) et Dno(% (%)) = ODDO,(IF?") On en déduit que, si 4
est dans (.f/Z(Lz(P")))Oo et D et D' dans OD_,(R?), I'opérateur D o 4 o D'
est dans ¥*(L*(RY)); choisissons alors un élément D=D'=4" de
OD,,(R?) inversible et dont linverse est a trace (par exemple,
4=3% ,(0*ox})+1, n suffisamment grand), on a alors A=
D 'oBoD™! ou B est dans ¥*(L*(R%)). Donc l'opérateur 4 est & trace.

Le théoréme du graphe fermé prouve alors que I’application 4 — tr(4 *) est
une application continue de (¥*(L*(R9)))® dans C, elle définit un élément
de (#, om0 Y1 encore noté ag: en effet, pour tout g dans G, on a I’égalité

tr(ng(8) A*7g(g ")) =tr(4™).
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Calculons S, : pour u et v dans #P(G) et B dans (¥ *(#, ))*, on a

(g ® T Y ®@v) ag, B) =tr((nq @ mg )™ ®v*) B)
= tr(no(u*) Brg(v))
=tr{ng(u * v¥) B*).

Donc

(Mg ® 7o Yu @ V) ag =g *v*) =mo((p)xl ®v)).

On en déduit (7722, u®v)=(mo((p)x( ®v)),a,) ce qui se réécrit
(Sas (P)x(l ® ) = U (To((P)x(e ® v))). On en déduit que Ya € .#7(G),
(So» @) = tr(no(a))

La mesure f,, donnée par la formule (1), qui correspond a cet élément a,,
est la mesure de Kostant de l'orbite £2; la formule (1) est alors la formule du
caractére des représentations unitaires irréductibles d’un groupe de Lie
nilpotent (th. 7.4 de [Kil]) et la formule (2) est la formule de Plancherel des
groupes de Lie nilpotents [Ki2].

3.5.3

Montrons que dans cette situation notre proposition 3.3.2 est équivalente
au théoreme de [S] qui s’énonce ainsi:

Soient “(F (%)) ={RE€.F T(¥)/VgE G, Ro Adg =R}, et (F " (G))™ =
ISEF T (G)/Vg EG, Soy(g)=S}, alors lapplication S — S o exp est une
bijection de (F *(G))'" sur °(F *(¥)).

En effet, il est clair que, avec les identifications de 3.5.1, les applications
exp: ¥ - G et exp: p, » G,/H, coincident et que “(F *(£)) = *'(F *(p,)).
Il reste & voir que (F T(G))™ ~.# *(G,/H,). Pour cela, soit T dans
HY(#(G )" et u et v dans A F(G); posons T=Sc p,: S est un élément de
(F(G))™ et on a

(T, (4 ® ) *6,(u @ )*)
= (T, (u #6u*) ® (v %6 v*))
= (5 (P)x(( 5 #*) @ (v 5 v¥)))
=(S,u *u*xvxv¥)
= (8, (v* * u) *(v* x 4)*) car S est dans (F(G))™.
On en deduit I’équivalence
TEI(FHG ) & S e (F(G)™.

Ceci prouve que (& *(G))™™ s’identifie a .# " (G,/H,).
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4. OPERATEURS DIFFERENTIELS INVARIANTS

Nous présentons quelques applications des théorémes 3.2.2 et 3.4.
4.1. L’Algebre des opérateurs différentiels invariants

4.1.1

Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur R et E. son
complexifie. On peut appliquer la construction du 1.2.2 au groupe abélien E:
Soient S(E) l'algebre symétrique de E¢, () (E) 'algebre des distributions
sur E de support inclus dans {0} et OD.(E) lalgébre des opérateurs
différentiels linéaires a coefficients constants sur E. Soit J le difféomorphisme
de E donné par J(X)=—X, on note encore J I’antiautomorphisme principal
de S(E() (qui est un automorphisme car S(E) est abélienne!); pour ¥ dans
S(E¢), on note parfois ¥ =J(V) et V* =J(V).

A V dans S(E¢), on associe 7, dans & ,(E), [, dans OD(E) et r, dans
OD_(E). On définit ainsi des isomorphismes entre ces algébres. Voici les
formules qui relient V, n,,, 1., r, : (¢ désigne un élément arbitraire de Z(E) et
¢ un élément de ' (E))

(1) L(9) = (Jx(ny)) * 6.
(2) n,="1,(d,) ou J, désigne la masse de Dirac en 0; ceci signifie

que (77, 9) = (1,(9))(0).
(3) r=I.
4) Ji(my)=ny.
(5) 1,(&)=n, * & donc on a l'identification ‘I, = /;.
En outre, si V' est un produit d’¢léments de E: V=X, --- X, on a

(6) (1, 9)=d"/dt,---dt, ($(6, X\ + - + 1, X)) =2y =0
() GeNX)=d’/dt, - dt,(pX + 1, X, + - + 6, X)) =~y —0-
(8) (rV(¢))(X)-—_d"/dt, dtn (¢(X_ thl -t tan))|t,=---=t,,:0'

L’¢lément V de S(E) s’identifie & une fonction polyndme sur E¥. Celle-ci
permet de calculer la transformée de Fourier de #,:

) F@))S)=my(x),e") =V(if) VfEEE
4.1.2 La symétrisation

Soit G un groupe de Lie d’algébre de Lie ¥. Il existe une unique
application linéaire § de S(%) sur Z (%) telle que, pour tout X dans & et n
dans N, on ait B(X")= (B(X))". Cette application est appelée Ila
symeétrisation [Di, §2.4.5].

Notons par un méme symbole ad (resp. Ad) ’action adjointe de & (resp.
G) dans S(%;) et Z ().
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4.13. Lalgebre A=% (%)% )# (%) N¥(Z.) ¥)

Soit L un sous-groupe fermé connexe de G d’algebre de Lie &. Notons p
la projection de G sur G/L.
Soient

H(F))={UE#(ZYVXEY adX U=0)
= {UeZ(ZYNIEL AdlU=U)
et

S(OD(G))" = (D € “(OD(G))/YIE L, D > (o)) = (1)) ° D}.

Il est clair que U est dans #(%.)” si et seulement si I'opérateur différentiel
L, est dans S(OD(G))" (cf. 1.2.2 formule (9)); soit L, I’élément de I’espace
¢(OD(G/L)) des opérateurs différentiels linéaires G-invariants sur G/L
donné par, pour ¢ dans Z(G/L), (L,(4)) o p=L(9 o p); cette formule reste
vraie pour ¢ dans .#(G/L). Par dualité, on obtient, pour u dans &(G)

P+('Ly®)) = ('L)(px@))-
LEMME 4.1.3. (a) Le morphisme U— L, de lalgébre % (%.)* dans
Palgébre °(OD(G/L)) a pour noyau # () "% (%) &.

(b) Si & admet un supplémentaire q -invariant (i.e., ¥ =% @ q et
(¥, q] = q), alors

(i) ce morphisme est surjectif;
(ii) soit
Say*={VeSy/NXeLadX V=0}
on a
% (%)% =B(S@)) ® @ (F) N (%) £).
Démonstration (cf. [He2, §2 énoncés 2.5, 2.6, et 2.7]).

Notations. On note 4 I'algébre % (%)) (¥ ($)Y "% (%) £) et, pour a
dans 4, y(a) 'élément de “(OD(G/L)) qui lui est associé.

Si & admet un supplémentaire q &-invariant, on note § I'application de
S(ac)¥ sur A obtenue par passage au quotient de la symétrisation; c’est un
isomorphisme d’espaces vectoriels. L’application y est un isomorphisme
d’algébres de 4 sur (OD(G/L)).

Remarque. L’espace S(qo)“ s’identifie a I'ensemble des fonctions
polyndmes sur q* = &* constantes sur les orbites de L dans ¥+ Pour V
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dans S(qc) et w dans L\&¥*, on note alors ¥(w) la valeur commune des
V(f) pour f dans w.

4.1.4

Gardons les notations de 4.1.3 et choisissons un supplémentaire q de &
(non nécessairement ¥-invariant). Soit exp I'application de q dans G/L égale
a p o exp.

Pour U dans #(¥%;), on a définit en 1.2.2 Pélement &, de Z(,(G);
définissons maintenant &, dans &;,(G/L) par &, =ps(&,) (L désigne le
point de G/L égal a p(e)). On vérifie, comme en 4.1.3, que le noyau de I’ap-
plication U - &, est # (%)< et que cette application est surjective.

Si U est dans #(%.)%, on a Pegalité &, = ('L,)(d,) en effet, la formule
(2) de 1.22 et la définition de I;U' donnent, pour ¢ dans Z(G/L),
ps )= (€ 8 0 P) = (Ly($ ° P))E) = L)L)

LEMME 4.1.4. Soient V dans S(ac), 1, dans Z(y(ac) la distribution
quon lui associe (4.1.1 avec E=1q), U=B(V) dans Z (%) et &, dans
Z 1,(G/L) la distribution définie ci-dessus. Alors on a

EU = expx(1y)-
Démonstration. 11 suffit de vérifier cette égalité pour V' = X" (X € q); on

a alors U= X" et, pour ¢ dans Z(G/L), on a

(expx(ny), )= (ny, 9 o p o exp)
dn

= m (@ o plexp((t, + -+ +¢,) X)))|t,:.- oo
=(Eys9°Dp) (formules (6) de 4.1.1 et de 1.2.2)
= (EU’ ¢)

Donc

Sy = expx ().

Remarques. Pour ¥ =0 et q =%, ce résultat est bien connu.
Ce lemme exprime la commutativité du diagramme:

S(a0) —2— # (&G (Z) &L

) I

D () —2  D,(G/L)
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4.2. Action de A sur (# ;)"

Supposons de nouveau que G est un groupe de Lie nilpotent connexe et
simplement connexe muni d’une involution o; H, P, b, p, p et exp sont
comme en 1.1, Palgébre A est I'algébre Z (S)Y(Z ()N Z (%) h)

4.2.1. Les caractéres i, de lalgébre A

Soient w une orbite de H dans b+, {, la classe de représentation qui lui est
associ¢e (1.3. 2) et 7,, une représentation dans cette classe. On sait que Z/ (%)
agit dans #, et que (#, )" est de dimension 1 (2.3). Soit donc a,, non
nul dans (%, w"o)” calculons, pour U dans #(%,)": Yh € H,

n, (W) Dr (U)a,)=n,0u) 7 (&) a,) (O, est la masse de Dirac en h)
= 7,0 * &) a,
=7, Eagnu * Ony) A (1.2.2 formule (10))
= Dn (Ad hU)(n () a,,)
=Drn,(U)a, (carUEZ (%) eta, € (# ;7))

Donc, si U est dans # (%)% Dn,(U)a, est dans (#, )" et il existe un
nombre complexe A (U) unique tel que Dz (U)a, =4 (U) a,. Ce nombre
ne dépend ni du choix de 7, dans {, ni du choix de a,, dans (f O

Il est clair que, pour U et U’ dans # (%) et a dans C, on a les égalités
A (U + U )=ad (U)+ A (U") et 4, (UUy=A,U)A,(U’'). Donc 4, est
un caractére de 1’algébre 7 ()"

En outre, si U est dans #(5)°N#Z(Zh, on a D, (U)a,=0 et
A, (U)=0. Le caractére A, passe au quotient en un caractére 4, de
’algebre A.

Remarquons que, pour U dans #(%.)" on a ‘L, =L, quel que soit le
choix de la mesure u;, G-invariante sur G/H qui permet d’identifier
%(G/H) a un sous-ensemble de Z'(G/H) (cf. 4.1.3 pour la définition de L,
et cf. 1.2.2 formule (5)).

Notons, pour g dans G, A(g) la translation a gauche par g dans G/H.

LemMme 4.2.1. Soit S, la fonction généralisée sur G/H telle que
S, op= T”“ (cf. 3.2.2), alors:
(a) YREH,S_ oAh)=S
(b) YUEZ (%) Ly(S,)=A,U)S,,.
DEMONSTRATION Soit ¢ dans #7(G/H) et v dans A#°(G) tels que
u = py(v) de sorte que (S, u4)=(n,()a,,a,)
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(a) Calculons
(S, 0 A(h), ) = (S, A(h)5 (1))
= (n,AM) () a,,a,)  (car A(h)yu)=px(A(h)«(»)))
= (n,() a,,1,(h"")a,)
={(n,(a,,a,) (car a, € (#,°))
=(S,,4)

Donc S o A(h)=S,,.

(b) Calculons

LS )= (S,» (‘L))
= (1,(Ly() a,.a,)  (car px('Ly() = "Ly(ps(»)
={n, (vx&)a,,a,) (cf. 1.2.2 formule (5))
= (1,(") 7, (&) 4y A,
= {(n,(n)(Dm,(V)a,) a,)
=i, U)(n () a,,a,) (par définition de 4_,(U))
=A,(U)S,,, u).

Donc L (S,,)=A,U)S,,.

Remarques. (1) Ce lemme décrit les fonctions généralisées H-invariantes
S, comme des vecteurs propres communs aux opérateurs différentiels G-
invariants sur G/H. Le calcul des valeurs propres 4,(U) est I'objet du
prochain paragraphe.

(2) Soitdle difféomorphismc; de G/H obtenu par passage au quotient
de o; on vérifie aisément que S oo et S_, sont colinéaires.
4.2.2. Calcul de A,

On peut, grace a la formule de Plancherel, calculer 4, presque partout.

PROPOSITION 4.2.2. Pour presque tout f dans b* = p* (pour la mesure de
Lebesgue), si w désigne Torbite Hf, on a, pour tout V dans S(p A%
A, (B(V)) = V(iwX=valeur commune des V(if), pour f dans w; rq.4.1.3).

Démonstration. Choisissons g g, dP, u, v et (a,,B,:5,)wen\p. cOMmMe
dans la formule de Plancherel 3.4. Identifions S, a une distribution sur G/H
grice a Ug 4.

580/59/2-7
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Soient alors ¢ dans Z(G/H) et yw=¢ o exp dans & (p); soient V dans
S(pc)* et U=p(V) dans #(%)". Remarquons que l'on a Iégalité
(Ly(@)(H) = (I,(w))(0) en effet, avec les notations de 4.1.4:

(LU(¢))(H) = (EU’ ) (cf. 4.1.4)
= (expx(ny), 4) (lemme 4.1.4)
= v)=(l(w)(O0)  (4.1.1formule (2)).

Calculons les deux membres de cette égalité. D’une part

Co@NE =] (S Lyf)) dr(e)
(formule de Plancherel 3.4)
= |, LotSL): ) (@)
(car 'L, =L cf. 4.2.1)
= [ R OS0r 0) (@)
(lemme 4.2.1)
=], 2O ([, FOdPY) 1) @)

(formule du coefficient 3.2.2).

D’autre part

W))O0) = (1y> ¥)

= 4( F(n,)(f)(F(wdP))(f)du(f) (form. Plancherel classique)
bi

=be V(=i WF(wdP))(f) du(f)  (4.1.1 formule (9)).

Pour pouvoir terminer le calcul de (L,(4))(H) en appliquant la formule de
la désintégration de u et obtenir alors

Lo@NE) =] AudD) FlydP)f) du(f),

il faudrait savoir que lapplication f— |A,{U)||F(ydP)|(f) est dans
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L'(%, u); le seul renseignement que nous fournit la formule de Plancherel
3.4 est que Vapplication w —|A,(U)| |(B,,, F(wdP))| (=|(S,,L($))]) est
dans L'(H\b%, v).

Si wdP est de 1a forme a x a* (¢ € #(p)), on sait donc que P'application
@~ |A (DB, | F(@)|?) est dans L'(H\b*, v), on en déduit que 'application
positive /- |1, A0)| |F(a)|*(f) est dans L'(y%,u); dans ce cas, on peut
appliquer la formule de désintégration de u:

Soient v, et v, les mesures réelles (localement finies) sur h* donnée par
dv,(f) = Ay (U) du(f) et dvy(f) = V(~if ) du(f); pour tout a dans .#2(p),
|F(a)]? est dans L'({v,) OV L'(v,)) et on a (v,, [F(@)|") = (v,, | F(e)|*). On
peut alors reprendre les idées de la démonstration du lemme de 3.3.2 pour
montrer que v, et v, coincident: soit § comme dans ce lemme, posons
vi=|F(@)*v; (i=1,2), v}, et v} sont des mesures réelles bornées sur b qui
coincident comme éléments de /(b ), elles sont donc égales, donc v, = v, et
AudU) = V(—if ) = V(if ) u-presque partout.

On a donc montré que, pour tout ¥ dans S(p¢)® on a, pour y-presque tout
S dans b, A, (B(V)) = V(if ). Ce n’est pas tout a fait ce que I'on voulait: Soit
Vi seis Voo une base de S(pc)? (qui est un espace vectoriel de dimension
dénombrable car c’est un sous-espace de S{p.)). Considérons N .., N,....
des ensembles négligeables de b~ tels que, pour / en dehors de N, on a
AgdBV )=V, (if). Soit N={UJ_,N,, N est négligeable et, pour f en
dehors de N, on a, pour tout ¥ dans S(p.)"

AudB(V)) = V(If).

Remarque. Nous montrerons directement, par une fastidieuse méthode de
récurrence, que Iégalité de la proposition 4.2.2 a lieu pour tout f dans §*
(cf. 4.4).

4.2.3. Une description de lalgébre A ~ “(OD(G/H))

Retrouvons un résultat que nous avions montré dans [Bl} par une
méthode entierement algébrique.

ProposiTION 4.2.3. Soient ¥ une algébre de Lie nilpotente (sur R), o
une involution de &, Y, et p les ensembles des points fixes de o et — g, alors
la bijection f: S(p)"— Z(F)YV (¥ ()N ¥ ($)b) obtenue par passage au
quotient de la symétrisation (4.1.1 et 4.1.3) est un isomorphisme dalgébres,

Démonstration. Soit G le groupe de Lie nilpotent connexe et simplement
connexe associé 4 ¥, ¢ Vinvolution de G qui se déduit de celle de & et H
I’ensemble des points fixes de o.

A o dans H\BY, on a associé un caractére i, de lalgébre A4 =
V(G (G NNH(F)b) (cf. 4.2.1). On a montré qu’il existe un ensem-
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ble négligeable N de bt tel que, pour S en dehors de N, on a I’égalité, pour
tout a dans A: Ayz{a) = (B~ "'(a))(if) (prop.4.2.2). Si on applique cela a des
éléements a, a’, et aa’ de A, on obtient:

YEDNN, (B @B @ N = (B @a )N

les deux membres de cette égalité sont des fonctions polynomes de f, on a
donc I'égalité des polynomes: f~'(a) 8~ '(a’) =~ '(aa’). L’application § est
donc un isomorphisme d’algébres.

Remarque. On trouve en particulier que I’algebre A4 est commutative. Ce
résultat est, dans un cadre plus général, di a A. Lichnerowicz (cf. [Li] et
[Du]).

4.3. Solutions élémentaires des opérateurs différentiels invariants

La mise en ceuvre d’une technique basée, d’une part sur les résultats de M.
F. Atiyah et de I. N. Berstein [At, Ber|), d’autre par sur la formule de
Plancherel des groupes de Lie nilpotents due a A. A. Kirillov [Kil, Ki2],
pour montrer la résolubilité des opérateurs différentiels biinvariants sur un
groupe de Lie nilpotent est due a M. Rais [Ra2].

Une fois la formule de Plancherel démontrée pour les espaces symétriques
nilpotents, il semble plausible d’obtenir par cette technique des résultats sur
les opérateurs différentiels invariants sur un espace symeétrique nilpotent.
C’est ce que nous faisons.

4.3.1

Rappelons les résultats de M. F. Atiyah et 1. N. Berstein. Ceux-ci sont
exposés sous la forme qui nous intéresse dans [Ral, §1.1 et 1.2]:

Soit F une fonction polynéme non nulle d valeurs positives sur un espace
vectoriel de dimension finie E. A tout nombre complexe s de partie réelle
positive, on peut associer la fonction généralisée tempérée F* sur E (c’est une
Jfonction localement intégrable). La fonction s— F° qui est définie et
holomorphe dans le demi-plan {s € C/Re(s) > 0} admet un prolongement
méromorphe a C. Les fonctions généralisées F* ainsi obtenues sont tempérées
ainsi que les coefficients du développement de Laurent de la fonction s — F*
au voisinage de chacun de ses pbles; pour s =0, F° est la fonction constante
égale a 1.

4.3.2. Appliquons ces résultats d notre situation

DEFINITION.  Une fonction généralisée S sur G/H (resp. une distribution
&) est dite tempérée si la fonction généralisée S o exp (resp. la distribution
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expx ' (€)) est tempérée sur p. Elle est dite H-invariante si, pour tout 4 dans
H, elle vérifie S o A(h) =S (resp. A(h) & =¢).

THEOREME 4.3.2. Soient G un groupe de Lie nilpotent connexe et
simplement muni d’une involution ¢ et H 'ensemble des points fixes de o.
Soit D (€°(OD(G/H))) un opérateur différentiel non nul G-invariant sur
G/H.

Alors il existe une distribution tempérée et H-invariante E sur G/H qui est
solution élémentaire de D (i.e., D(E) =0, masse de Dirac au points H de
G/H).

Démonstration. Soient ug y, dP, u, v, (a,,, S, By)wenyy: cOmme en 3.4.
On a donc S, o exp = F(f,,); la mesure u; , permet d’identifier Z/(G/H) et
' (G/H).

On sait qu'il existe ¥ dans S(pc)" tel que D=L, avec U=pS(V) (lemme
4.1.3). Quitte a remplacer D par DD*, on peut supposer que, pour tout
dans b*, on a V(if') > 0. En effet:

D’une part, comme f est un isomorphisme d’algebres, on a
yo f(VV*)=DD* et on remarque que (VV*)(if) = V(if) V(—if) > 0.

D’autre part, si E, est une solution élémentaire tempérée et H-invariante
de DD*, alors E = D*(E,) est une distribution H-invariante, car D* est G-
invariant, tempérée, car (expy' o D* o expy) est un opérateur différentiel a
coefficients polynémiaux sur p qui laisse donc stable .¥’/(p) et E est une
solution élémentaire de D.

Supposons donc que, pour tout f dans b+, on ait V(if)>0. Posons
P(f)=V(if). Le théoréme d’Atiyah—Berstein (4.3.1) permet donc de
construire une fonction méromorphe sur C a valeurs dans l'ensemble des
fonctions généralisées tempérées sur h:s— P* qui prolonge lapplication
holomorphe définie sur {s € C/Re(s) > 0}: s > (x = P(x)*).

Notons A, = exp4(F~!(P*)) ou F~' est la transformation de Fourier
inverse: elle envoie les fonctions généralisées tempérées sur h* sur les
distribution tempérées sur p; A, est donc une distribution tempérée sur G/H.
Voici quelques propriétés de ces distributions.

- LemME. (a) Si Re(s)>0, on a, pour ¢ dans Z(G/H), (4;,9)=
Vgt P(@)'(S,,, 9) dv(w) cette intégrale étant absolument convergente.

(b) Pour h dans H, on a les égalités de fonctions méromorphes
AMh)eA;=A et D(A)=A,, ;.
Démonstration. (a) Remarquons que, comme u et dP sont des me-

sures duales, on a Dégalité de distributions tempérées: F~'(g o exp) =
F(¢ o exp dP) du et calculons:
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(A, 8)= (F~'(P°), ¢ o ekp)
= (P, F~'(¢ o exp)) (déf. de la transf. de Fourier)
— (P, F(¢ o exp dP) du)

- L PS(f) F(g o exp dP)(f) du(f)

=[ P ( | F(g o ckp dP)(/) dB,,(f)) d¥()
“H\bL b

(désintégration de u; celle-ci est justifiée car P°. F(¢ o exp dP) est dans
L'(b*, 1). Donc

U 9)=] P@)S,.0)dv(w) (car S, o cip=F(5.)

(b) La formule de (a) et le lemme 4.2.1 permettent de calculer, pour
Re(s) > O et pour ¢ dans Z(G/H)

(HR)4(A,). 9) = (4., 9 o A1)
=, P@S0s 820 Do)
=, 9) (a5, =i0)x(S.)

donc A(h)4(4,) =A,. Et
(D(4,).9)= (4. ‘D(@))

=|  P@)(S,, "L@) (@)
H\p+
N J;;\bL P(w) (Ly(S,,). 9) dv(w)

= J P(w)*'(S,,8) dv(w)  (lemme4.2.1 et P(w) = V(iw))
H\bL

:(As+1a¢)

donc D(A,)=4,,,. Ces égalités se prolongent en égalités de fonctions
mérémorphes.

Il est facile maintenant de terminer la démonstration du théoréme: Soit E
le terme constant dans le développement de Laurent au voisinage de —1 de la
fonction méromorphe s — A4, : E est une distribution tempérée sur G/H, H-
invariante et telle que D(E)=A4.=Jy,.
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433

L’existence de solutions élémentaires entraine des propriétés de résolubilité:

COROLLAIRE 4.3.3. Soit D un opérateur différentiel non nul G-invariant
sur G/H.

(@) D(Z'(G/H))>&'(G/H)

(b) D(E&(G/H)>%(G/H); on dit que D est semi-globalement
résoluble).

Démonstration. (a) Rappelons la définition de la convolution de deux
distributions R dans £'(G) et R’ dans 2'(G/H): notons m: G X G/H - G/H
’action naturelle de G sur G/H, on a alors R . R’ =m,(R ®R’). Donc on
a, pour tout ¢ dans Z(G/H) (R*R',¢)=(R®R’, ¢ o m).

Remarquons que D(R * R’)=R x D(R'); en effet, pour ¢ dans Z(G/H),

(DR = R'), ¢)= (R * R, 'D($)) = (R(8) ® R'(p), 'D($)(gp)
= (R(8): (R"(p), ('D($) > A(&)XP)))
=(R(8), (R'(p), (D@ A(gN)(P) (‘D€ “(OD(G/H)))
= (R(g), (DR'(p), ¢(gp)) = (R + D(R"), 9)

donc D(R*R’)=R %« D(R').

Soit maintenant E dans 2'(G/H) tel que D(E) =4, (th.4.3.2); soit R
dans &'(G), calculons: DR *E)=R x* D(E)= R * 04, =ps«(R). Soit
s: G/H - G la section différentiable de p telle que, pour tout x dans G/H,
s(x) est dans P (1.1). Prenons alors R = s,(S), pour S élément arbitraire de
&'(G/H), la distribution T = R * E vérifie

D(T) = (po 5)x(S) = S.

(b) Si S est une densité C* a support compact sur G/H, alors on peut
trouver une densité C* a support compact R sur G telle que S =p4(R);
donc la démonstration de (a) prouve aussi (b).

4.3.4. Reprenons les notations de 3.5

L’espace G,/H, s’identifiec 4 G et “1(OD(G,/H,)) s’identifie & I’espace
%(OD(G))¢ des opérateurs différentiels biinvariants sur G. Le résultat de M.
Rais [Ra2, corollaire] peut donc se déduire de notre théoréme 4.3.2:
appelons centrale une distribution de G invariante par automorphisme
intérieur:
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Tout opérateur différentiel non nul biinvariant sur un groupe de Lie
nilpotent connexe et simplement connexe admet une solution élémentaire
tempérée et centrale.

4.4. Caleul dun caractére de # (5)"

Voici une version plus précise de la proposition 4.2.2. Sa démonstration
n’utilise pas la formule de Plancherel 3.4 mais une méthode de récurrence.

ProrosiTiON 4.4. Soit G un groupe de Lie nilpotent connexe simplement
connexe muni d’une involution 6. &, b, p, H, et P sont comme en 1.1. Soient
w dans H\b*, n,, une représentation qui lui est associée (i.e., n, € (, cf.
prop. 1.3.2), a, un élément non nul de (#, %) (prop. 2.3). Soit 1, le
caractére de [lalgébre #(%.)" donné par: YU €E % (%) Drn,(U)a, =
A, a, (4.2.1)

Alors, pour tout V dans S(pc)® on a l'égalité:

A,(B(V)) = V(iw).
Démonstration. Par récurrence sur » =dim G.

xn=1. si o=1Id, le résultat est clair,

sig=—Id, ona ¥ =G=RetF*=p*=H\h'=R;

soit X une base de . On a S(po)’=7% (%) = DL, CX". Pour w = aX*
dans H\b*, 7, est la représentation de dimension 1: 7 (exp(xX))=e'*";
donc Dr (X)=ia et A,(X)=iw(X)=X(iw) et donc, pour tout V dans
S(po)’ on a i_(B(V)) = V(iw).

x n > 1:soit fdans h* et w = Hf. Notons .Z le centre de ¥. Le caractére
A, ne dépend pas de la réalisation de 7z ,, nous pourrons donc choisir celle-ci
a notre convenance. Distinguons plusieurs cas:

ler Cas. dim(Z MKer(f)) > 1.

Soit k =.Z M Ker(f); k est un idéal de & stable par o. Soient K le sous-
groupe connexe d’algebre de Lie k, 1: & > &' =% /k et p: G- G' = G/K les
projections canoniques, h’ = z(h) et p’ = n(p) les espaces propres de ', f' la
forme linéaire sur ¥’ telle que f=/" o 7 et H' = p(H).

Soient b une polarisation en f stable par o et (X,,.., X,) une base
supplémentaire de b dans ¥ telle que o(X,) = +X; (i = 1,..., d) (lemme 2.2.1).
Il est clair que b contient k et que b’ = b/k est une polarisation en f’ stable
par o’. Choisissons pour réalisation de 7, la représentation de G dans
’espace L*(R?) que nous avions notée m, en 2.1.3 et qui est construite a
partir de la base (X,,..., X,); (7(X),..., 7(X,)) est une base supplémentaire de
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b’ dans %, on a donc aussi une représentation 7, de G’ dans I'espace
L*(R?). Cette représentation est associée a f' et on a I’égalité: Mp=Ty 0 P.

Notons 8: Z ()~ #(Z¢) et n: S(pc) = S(pe) les morphismes d’algébres
qui se deduisent de 7; on a donc fof=F"0on ou B et B’ sont les
symétrisations de & et de ¥’ (cf. 3.1.2). On a Dn,= Dn,, o §. Remarquons
que, si X est dans &, on a adn(X)on=noadX, on en déduit que
n(S(pc)’) = S(pr)°.

On a les égalités A7, =27, * = '(RY) et (#, ) = (# ;)" Soit
donc a, un vecteur non nul de (a?’ °°)” ;onaen utilisant ces prelxmmalres et
I’hypotheése de récurrence, pour V dans Spo)™

DrAB(V)) a;= Drp((8  BYV)) ay= Dy (B o n)(V)) gy
= (V)") ap= Vil » m) a,= V(if) a

donc A_(B(V)) = V(iw).
2¢me Cas. dim(Z NKer(f))=0.

Soit Z une base de Z telle que /(Z) = 1. Comme Z est stable par o et que
Sest dans b*, on a nécessairement 6(Z) = —Z.

Soit b une polarisation de M. V. en f stable par ¢ (lemme 2.2.1). Comme
C,(¥)Mb n’est pas égal a Z (lemme 2.1.2) et que C,(£)M b est stable par
g, on peut trouver Y dans C,(F)Mb tel que o(Y)=+Y et Y& Z.

Puisque [Z, C,(¥)] = C,(¥)= 2, il existe une unique forme linéaire ¢
sur & telle que, pour tout X dans &, [Y, X| = ¢(X) Z; cette forme linéaire
est non nulle car Y n’est pas dans le centre de ¥. L’identité de Jacobi donne
[Z,Z], CAE) ] c|Z,C(¥)] =10}, donc [¥,Z]|cKer(g). On a aussi
Iinclusion b < Ker(g) car, si X est dans b, on a ¢X)=S(|Y,X])=
B{Y,X)=0.0nagoo= 14

Soit donc ¥’ =Ker(g); &’ est un idéal de ¥ contenant b, stable par o.
Notons f' =f|,.. Montrons que b est une polarisation en f'. Il est clair
que b est totalement isotrope pour B,. Soient Z(f) et ZF'(f') les
stabilisateurs de f et f’ dans & et &’ respectivement. On sait que
dim(¥) + dim(¥(f)) = 2dim(b) et lon veut montrer que dim(¥’')+
dim(Z'(f')) = 2dim(b); il suffit pour cela de montrer que %' (f’)=
Z(f)® RY. Il est clair que Z(f)DRY < Z'(f’); Soient maintenant ¥, un
vecteur de & — £’ tel que ¢(Y,) = 1 et X un vecteur arbitraire de £’(f"'); on
a(X—f(X,Y,])Y)€E Z(f). Ceci prouve l'inclusion inverse.

Soit (Y,,....Y;) une base supplémentaire de b dans ¢’ telle que
o(Y)=4Y,(i=2,.,d) et Y, un élément de & — &' tel que o(Y,) = 1Y, et
¢(Y,)=1 (cf. lemme 2.2.1). La famille (Y,,..., Y,;) est une base supplémen-
taire de b dans &.

Soient G’ le sous-groupe connexe de G d’algébre de Lie &', H' = HN G,
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b =hNZ' et p’=pN ¥’ Soient 7, et n, les representations de G et G’
dans les espaces L?(R?) et L*(R“"') obtenues comme en 2.1.3. On a
HP =S (R et #7, = (R?™") (prop. 2.1.3). Les représentations 7, et 7,
sont associées aux éléments fde & et f' de &/ respectivement.

Soit (Y} .., ¥;,) la sous-famille des vecteurs Y, invariants par . On sait
(prop. 2.3 et sa démonstration) que, si E est le sous-espace de R9 donné par
E={(t;y, ty)/si t;# 0 alors il existe / tel que i =j;} et dE une mesure de
Lebesgue sur E, alors l'application a, de % (R9) dans C, donnée par
ady) = [paW(x) dE(x), est un élément de (#, ). Identifions R4! au
sous-espace de R RY"'={(t,,.., t;)/t; = 0}. Soit alors E'=ENR?,
avec une formule analogue, on construit un élément a,., de (#, )"

Il nous suffit de démontrer que, pour V¥ dans S(pc)" on a D, (B(V))a,=
V(if) a,, ie. que, pour tout y dans % (RY) [o, (DnAB(V))) w) (1) dE(1) =
V(if) [ na w(t) dE(). Ce que nous réécrivons: YV € S(pc)’ Yy € ¥ (RY),

| @m0 dED=VE) | v dEQ), )

Pour montrer cette égalité (I) nous utiliserons I’hypothése de récurrence
qui nous donne une formule analogue, =GN n,, E étant remplaces par RI-1,
m et E.

Pour U dans Z (%), notons D(U) l'opérateur différentiel a coefficients
polynomiaux  sur |R? obtenu en faisant agir  l'opérateur
D (U)€E OD,(R?™")) sur R la premiére variable ¢, étant considérée
comme un parametre.

Calculons grice a 1.2.4, pour w dans #2, et X dans %,
(6 = W~ (y); cf. 2.1.3) !

(D7 JX) W)t 1 5vees L)

d
= — (B(exp(=sX) exp(t, ¥) -+ exp(t4 Y))ls o
= gs— (p(exp(s, Yy) exp(_s(e—ad(t.m X)) exp(t,Y,) - exp(t; Y ) |s—o-

Donc
(D7 )(X) W)Uy es tg) = (D247 X) Y)Wty senes La).
On en déduit que, pour U dans # (£;) et w dans & (RY),

(D7 (U)) Y)(ty o tg) = (D(e 2410 U) W)t soees ).
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Distinguons encore deux sous-cas:

(a) Y, €p.

On a donc h=Y' et E=E’; choisissons dE =dE’. Montrons qu'on a
Pégalite: S(ZL)" =8(¥ )" Vinclusion S(F )Y < S(%)" est claire; pour
montrer I'inclusion inverse, complétons (Y,,..., ¥,;) en une base (Y,...., ¥,,) de
Z'; remarquons que Y ne peut étre dans p car [Y,Y,|=Z est dans p et
[p, p] = b; donc Y est dans b. Soit alors P un polyndme en n variables tel
que P(Y,,.,Y,) est dans S(%.)% Pour X dans b, on a
adX(P(Y .., Y,))=0; ce qui se réécrit: .7, [X,Y;]P{(Y,,..Y,)=0.

i=1
Prenons par exemple X=Y; comme [Y,Y,]=--= [V,Y,]=0 et
[Y,Y,]=Z, on en déduit P{(Y,,...,Y,)=0 et P ne dépend que des n—1
derniéres variables: P(Y,.., Y,) € S(¥1)". Ceci prouve S(¥)"=S(¥y)".
On en déduit S(p)"= S(pp)"".

Montrons maintenant I’égalité (I): soit ¥ dans S(p¢)" et w dans & (R),

f  (DTAB)) v}t dE(1)

= | (D BV w)e) dE()
(car B(V) € Z (% 1)
= [, 0BON YO ED
(Y, € p donc f, = 0 dE-presque partout)
=| 1 OB YY1 ) AE (s 1)
(08 Wo(tysoens Lg) = W(0s £3nes 1))
= V(") j Vil 1) dE (L 1)
(hyp. de récurrence; V € S(p)")
= V) |_ wit)dE)

C’est bien I’égalité (I) cherchée.

(b) Y, €D
On a donc p=p/, E'=EN{tERY, =0} et Sp)'<Sr".
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Choisissons sur E une mesure de Lebesgue telle que dE =dt, ® dE’.
Calculons, pour ¥ dans S(p.)? et y dans . (IR9),

J‘Pd ((DrAB(VN)) w)() dE(2)

=] (e g o) dE)

(car (V) € Z(¥'0)

= | (D@e™ " V) w)(0) dE()

(carfoadY,=ad Y, o p)

= D) v)e) dEG)

(Y, € hdonc e M) =)

_ Jp dr, |P D BY)) W, ) aro 1) dE " (Ey s 1)
(00 Y (310 1) = Wty 1 )

=| dt, | V) Wy ) AE (L s 1)
L= Y Rd—1

(hyp. de récurrence)

= V()| () dEQ).
Rd
C’est bien I’égalité (I) cherchée, ceci termine la démonstration.
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