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Théorie des groupes/Group Theory

La partie semi-simple de I’algébre des dérivations d’une
algébre de Lie nilpotente

5 Y ves BENOIST

Résumé — On montre que la partie semi-simple de I'algebre de Lie des dérivations d’une algebre
de Lie nilpotente est arbitraire.

Semisimple part of the algebra of derivations of a nilpotent Lie algebra

Abstract — Any semisimple Lie algebra is isomorphic to the semisimple part of the Lie algebra of
derivations of a nilpotent Lie algebra.

[. InTRODUCTION. — Soient k un corps commutatif de caractéristique 0, k* ’ensemble
de ses ¢léments inversibles, k sa cloture algébrique, g une algébre de Lie semi-simple de
dimension finie sur k et g=g®k.

k

THEOREME. — Il existe une algébre de Lie nilpotente A" sur k dont [algébre des
dérivations a sa partie semi-simple (i. e. le quotient de cette algébre par son radical résoluble)
isomorphe a g.

Soient p=22 et A7, (g)= @ g T' muni de la structure d’algébre de Lie: VX, Yeg,

1<i<p
[XT, YT/]=[X, Y]T""/si i+j<p et 0 sinon. On peut prendre A =.4",(g) si p=3.
Supposons que g ne contienne pas d’idéal isomorphe a sl(2, k); on peut alors prendre
N =I5 (9).

Je remercie P. Pansu pour ses suggestions et J. Dixmier et M. Duflo pour I'intérét qu’ils ont porté a ce
travail.

IT. CONSTRUCTION D'ALGEBRES DE LIE NILPOTENTES. — Soient Aut(g) le groupe des
automorphismes de g, C(g)={ ¢€End(g)|VX, Yeg, o (X, Y)=[o(X), Y]} le commu-
tant de la représentation adjointe [lorsque g est simple, C(g) est un corps commutatif
([4), ch. X,§ 1)], et C*(g) le groupe des ¢elements inversibles de C(g). Le groupe Aut(g)
normalise C*(q) et on a Aut(g) N\ C*(g)=Id. On note A (g)=Aut(g)x C*(g) le sous-
groupe de Gl(g) produit semi-direct de C*(g) par Aut(g).

Soit /' =N, (g)=N"1,D... DN, avec N ;=g T' que I'on identifie 4 g. Remarquons
que les idéaux A" [,= @ .47, sont les idéaux de la suite centrale descendante. Soient

isjsp
Aut, (V) ={®eAut(N)|O(AN )Ny, Vi=1, ... p}
et
Aut, (A)={PeAut(A) [(®—Id) (AN )= AN Gy Yi=1, ..., p}

Alors Aut, (A7) est un sous-groupe distingué unipotent de Aut(.4’) et on a
Aut(A)=Aut, (A )x Aut,(A). Soient Der(.4), Dery, (A7) et Der, (A7) les algebres de
Lie des groupes algébriques Aut(.47), Aut, (A7) et Aut,(.A47). Der (A7) et Der, (A7) ont
méme partie semi-simple.

Note présentée par Michel DUFLO.
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PROPOEIT[ON. — 1. Soit p=3. Le groupe Aut, (A" ,(g)) s'identifie a A(g).
2. Si g ne contient pas d’idéal isomorphe a sl(2, k), le groupe Aut, (A", (g)) s'identifie
aAlqg).
Remarques. — Le théoréme est une conséquence du 1.
Lorsque k=R, I'hypothése du 2 signifie que g ne contient pas d’idéal isomorphe &
sl(2, R), s1(2,-C) ou so(3, R).
Démonstration. — 1. On a I'identification :
Auty, (A, (@) ={(0,. ..., 9,)e(Gl(g))?|Vi, javeci+j<p, VX, Yeg,
[@; (X), (Pj(Y)]=(Pi+j([Xa YD}
Soit p=@"=ye A (g) avec ¢" € Aut(g) et yeC*(g) alors
D=(¢" oy, ¢ =y ..., @' oY) eAuty (A ,(q)).
Donc A (g) s'identifie a un sous-groupe de Aut, (A7, (g)).
Montrons que ce sous-groupe est Aut, (.4",(g)). Pour cela, il suffit de voir que,
VO=(@;, ..., @ )eAut, (A ,(g), onag,eA(g).
Légalite VX, Yeg [¢,(X), ¢,(Y)]=0¢,([X, Y]) et le lemme 3 prouvent qu’il existe
yeC*(qg) tel que @, =0, °y. Posons o=¢, >y 'eGl(g). On a
[e(X), eWM)]=[o; (v "(X)), @1 (v *(Y)]=0:(y '(X), v "(Y)D=0([X, Y.

Donc peAut(g) et ¢, €A (g).
2. C’est une conséquence du lemme 4.

ITII. NotaTions ET RAPPELS ([3], [1] et [2]). — Soient b une sous-algébre de Cartan de g,
b* son dual; on note, poura dans b* g¢*={Xeg|VHebh, [H, X]=a(H)X},
A={aeh*|{0}|g*#{0}} le systéme de racines, (H,),_, le systéme de coracines. On
choisit, pour aeA, X,eg" et, pour o, Be A avec a+BeA, N, gek* tels que

Ko X_J=H, [X,XJ=N,,X., e N _,=-N,,

Soient g= @ g; la décomposition de g en idéaux simples et h;=hMNg. On a

1<i<l
b= @ bh,doub*= @ b¥ on pose A;=AMNb¥ On aura besoin du
15is1 1<i<lI
LEMME 1. — Soient V un R-espace vectoriel euclidien et A un systéme de racines dans V

indécomposable et de rang supérieur ou égal a 2.

(a) Soit aeA; alors {BeA|o+PBeA} engendre V.

(b) Seit v:ar—v, une application de A dans k telle que, Yo, Be A avec a+BeA, on ait
V,=Vg=V, g Alors v est constante.

(c) Soient n={a,,..., o, } une base de A et a: o+ a, une application de A dans k
telle que, Vo, BeA avec a+PeA, on ait a,ag=a,,y Alors Tapplication a est soit
identiquement nulle, soit nulle part nulle et, dans ce second cas, il existe ay, . . ., a, dans
k* tels que, pour tout «=>3 n;o; dans A, on ait a,=Tlal

IV. CENTROIDE ET AUTOMORPHISMES.

Lemme 2. — C(g)={@eEnd(g)|¥Xeg, [X, ¢(X)]=0}.

Démonstration. — Si 9eC(g) on a [X, o(X)]=0([X, X])=0.

Réciproquement, ’égalité C(g)=End(g) M C(g) permet de supposer que k est algébri-
quement clos. Soit @ tel que ¥ X e g on ait [X, ¢(X)]=0; quitte a remplacer ¢ par ¢+AId
(Aek), on peut supposer @ inversible. L’égalité précédente appliquée a X +Y donne VX,
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Yeg Tégalite [X, o(Y)]=[e(X), Y]. On en déduit o(h)=bh. Soient Hebh et
aed; on a [H, ¢o(X)]=[e(H), X,]=a(@(H))X,. Donc, il existe v,ek* tel que
o(X)=v,X,+Z,avecZ,ehetonav,a(H)=a(p(H)) i e a°@=v, a Posons 0="¢ }b).
Si a, B sont des racines ainsi que o+, on a v,=vg=v,,,; on a aussi v,=v_,; le
lemme 1b permet de conclure que I'application o+ v, est constante sur chaque A, égale
a v;. Soit \ I’¢lément de C(g) qui agit par multiplication par v, ! sur chacun des idéaux g;.
Quitte a remplacer @ par =@, on peut supposer que ¢ est I'identité sur h : on a alors,
VaeA, o(X,)=X,%+Z, avec Z,eh. Soient o, BeA; on a: [p(X,), Xg=[X,, ¢(Xy)]; d’ou
Z,=0et o=Id.

On note A, B, et C,_ les groupes suivants :

A,={0eGl(9)|IVeGCl(9)., ¥X, Yeg [¢(X), p(V)]=¥([X, Y]}
comme g=[q, g], ¥ est unique quand il existe;
B,={(01, 0,)€(Gl(9))?|395eGl(g), VX, Yeg [9,(X), ¢,(Y)]=05(X, YD };
B, contient le sous-groupe A, de fagon diagonale; il contient aussi le sous-groupe
C,=1{(1d, ) e(Gl(g))* | yeC*(g) } ~C*(g).

LeMME 3. — On a l'égalité : B;=A x C_

Démonstration. — 1l est clair que A, (M C,=1d et que A normalise C, (lemme 2).

Soit (¢,, ¢,) €B,, posons y=0, > @, '. Calculons, pour X dans g :

[7(X), X]=05([0; " (X), @, 1 (X)]) =0.
Le lemme 2 prouve alors que ye C*(g). Donc (9,, @,) € A X C,

LeMME 4. — Si g ne contient pas d’idéal isomorphe a sl(2, k), on a I'égalité : A,=A(g).

Démonstration. — On peut supposer k algebriquement clos. Il est clair que A (g)cA,.
Réciproquement, soient e A et | tels que, VX, Yeg, [o(X), o(Y)]=¥([X, Y]). Mon-
trons que @ est produit d’¢léments de Aut(g) et de C*(q).

Quitte a multiplier ¢ par des automorphismes de g, on peut supposer que @ (h)=h.
Soit B="¢p|,; pour toute racine « il existe A, ek* tel que A B(x)eA et on a I'égalité,
Va, BeA avec a+BeA, A =Af=A7, ;. Le lemme 1b affirme alors que A? est constant
sur chaque A, Quitte a multiplier ¢ par un élément de A(g), on peut supposer que
h,= +1 puis que @ |h:Id.

On a alors @(X)=a,X,+b,X_,+Z, avec (a, b)ek™{(0,0)} et Z b, dou
V(X)) =a,X,—b,X _, L'étude des égalités (x) : Y ([X,, Xg]) =[9(X,), ¢ (Xy)] prouve que
¢ et Y laissent stables les idéaux de g (on suppose désormais g simple) et prouve que,
Vo, BeA avec a+BeA, on a

(i) B(Z,) =0, (ii) a,,g=a,ay et (iii) b,,z3=b, b,

La propriété (i) et le lemme 1a donnent : YaeA, Z,=0. Appliquons le lemme 1¢ 4
(i1) et (i11). Comme a, et b, ne sont pas simultanément nuls, trois cas apparaissent :

1* cas : VaeA a,#0 et b,#0. Choisissons deux racines o, B telles que o.— B est racine;
I’égalité (*) donne alors a, by =0. Contradiction.

2°cas : VaeA a,#0 et b,=0. On verifie que ¢ =\ est un automorphisme.

3¢ cas: YaeA a,=0 et b,#0. On vérifie que ¢ = —\ est un antiautomorphisme.

On peut deécrire le groupe A  pour une algebre de Lie semi-simple quelconque grace
au lemme suivant :

LEMME 5. — Soit g une algébre de Lie simple sur k. On suppose que g contient un idéal
isomorphe a sl(2, k). Alors :

A,={9eGl(g)|Itel (C(g)/k) tel que @ est t-semi-linéaire |
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(ou T (C(g)/k) désigne le groupe de Galois de I'extension C(g)/k).
Démonstration. — Remarquer que A normalise C(g) (utiliser le lemme 2) et que g est
un C(g)-espace vectoriel de dimension 3. ‘

Note remise le 10 octobre 1988, acceptée le 18 octobre 1988.
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