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Géomeétrie différentielle/ Differential Geometry

Flots d’Anosov a distributions stable et instable
différentiables

Yves Benoist, Patrick FouLon et Francois LABOURIE

Résumé — Nous décrivons les flots d’Anosov sur une variété compacte dont les distributions stable
et instable sont différentiables et dont la 1-forme canonique est de contact : a revétements finis prés
et aprés un reparamétrage C®, ils se réalisent tous comme le flot géodésique sur (le fibré unitaire
tangent 4) un espace localement symétrique riemannien a courbure strictement négative.

Anosov flows with smooth stable and unstable foliations

Abstract — We describe which Anosov flows have C* stable and unstable distributions and a contact
canonical 1-form: up to finite coverings and up to a C* change of parameter, each of them is isomorphic
to the geodesic flow on (the unit tangent bundle of) a compact locally symmetric space of strictly
negative curvature.

1. INTRODUCTION. — Soient V une variété compacte (C* et connexe), X un champ de
vecteurs (C®) sur V et ¢, le flot associé. On munit V d’une métrique riemannienne
annexe.

DEFINITION [1]. — Le flot ¢, est dit d’Anosov s5'il existe une décomposition (automatique-
ment continue) invariante par le flot du fibré tangent TV=E* ® E° @ E~ et des constantes
a, b>0 telles que :

(i) ECest le fibré de rang un engendré par X ;

(i) VZ*eE*, V120, | To_,(Z")||Za||Z" ||e™™;

(iii) VZ~€E~, V120, | To,(Z7)||Za||Z7 |l e™™.

La distribution E* (resp. E*, E°@ E* et E°@® E™) s’appelle la distribution instable
(resp. stable, centrale instable et centrale stable). Elle est intégrable. Les feuilles intégrales
qui sont appelées feuilles instables (resp. stables, centrales instables et centrales stables)
sont C* mais la distribution n’est pas en général de classe C? [1]. On appelle 1-forme
canonique associée au flot, la 1-forme A donnée par A(E*)=0 et A (X)=1.

Le but de cette Note est de classifier les flots d’Anosov pour lesquels les distributions
E* et E~ sont C® et la 1-forme canonique A est de contact, i. e. A A (d\)"~! n’est nulle
part nulle ou dimV=2n—1; a revétements finis prés et aprés reparamétrage C* ce
sont des flots géodésiques sur un espace localement symétrique riemannien & courbure
strictement négative (ELSRCSN) compact. Cette classification est due a E. Ghys lorsque
n=2 [2], et elle précise [3]. Nous en déduirons le :

COROLLAIRE. — Soit N une variété riemannienne compacte a courbure strictement
négative. On suppose que le flot géodésique o sur le fibré unitaire tangent
VN={ veTN|||v||=1} a une distribution centrale stable (resp. centrale instable) de classe
C=,

Alors il existe un ELSRCSN compact S et un difféomorphisme F de Vy sur Vg qui
échange les flots géodésiques : Vt, Fe@N=¢5<F.

Ce corollaire généralise des résultats antérieurs de M. Kanai (pour n=3 et N a
courbure 4/9-pincée [4]) de E. Ghys (pour n=2 [2]) et de R. Feres et A. Katok (pour n
impair, ou N & courbure strictement 1/4-pincée) ([5], [6], [7]).

Note présentée par Marcel BERGER.
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2. CLASSIFICATION. — Exemple fondamental : a des revétements finis pres, et aprés
reparamétrage, il s’agit du flot géodésique sur un ELSRCSN compact. — Plus précisément :

Choisissons S un ELSRCSN simplement connexe de dimension n. Soit V:=Vj le fibré
unitaire tangent a S et G:=1s(5) le groupe des isométries de S [sauf pour n=2 ou V
(resp. G) est le revétement universel de Vs (resp. Is(5))]. Le groupe G agit transitivement
sur § et V. Soit @, le flot géodésique sur V (pour n=2 il s’agit du relevé de ce flot a V).

Choisissons T, un sous-groupe discret de G tel que V,: =T\ V soit une variété
compacte. Soient @ le flot sur V, image de ¢, et X° le champ de vecteurs associé.
A des revétements finis preés, il s’agit du flot géodésique sur un ELSRCSN
compact. Soit Qy ~ l'ouvert convexe symétrique et borné de T’espace vectoriel
E=hom (T, R)=H'(V,, R) : Qy :={ hycE]| il existe une I1-forme fermée a, représen-
tant hj, telle que oy (X°)+1>0 en tout point de V, }.

Choisissons h, dans Qy . Soit T'y:={ (o, hy(v0))|¥0€Ty } = GXR. Le groupe
G'=G xR agit transitivement sur V par: (g, 7).0=0¢,(g.?). Le quotient V,: =T, \ V
est encore une variété compacte. Soit ¢} le flot sur V, image de ¢, et X! le champ
de vecteurs associé. Il est d’Anosov, ses distributions stable et instable sont C* et la
I-forme canonique est de contact.

A reparamétrage prés, il sagit du flot ¢° : en effet, soient 7, la projection de V sur
V,, feC®(V) telle que df=m*(x,) ou a, est un représentant de h, satisfaisant
2, (X +1>0 et y: V> V le diffeomorphisme donné par U (v)=¢, ;(v). On a I'égalité
U (Y0 2)=(Yo» ho (Vo)) U (2), Yyo€T,. Donc | passe au quotient en un difféomorphisme
Y: Vo= V,etona X' =Ty (o, (X% +1)"XO).

THEOREME. — Soit ¢, un flot d’Anosov C* sur une variété compacte V de dimension
2n—1 tel que :

(i) les distributions stable et instable sont C™ ;

(ii) la 1-forme canonique ). est de contact.

Alors, il existe un triplet (S, Ty, hy), comme ci-dessus, tel que le flot o} sur V, associé

soit isomorphe a ¢, : c’est-a-dire qu’il existe un difféomorphisme C” F: V% V, tel que Vt,
Fe@,=@} °F. Ce triplet est unique (a isomorphisme prés).

Remarques. — (1) Si on ne suppose pas que la 1-forme canonique est de contact, la
conclusion est fausse : prendre la suspension du difféomorphisme du tore T>=R?*/Z*

; . 2 1
donné par la matrice i i

(2) Si on suppose seulement E* de classe C* avec k=2(2n*—n+1) le résultat est
encore vrai avec F de classe C*.

3. DEMONSTRATION DU THEOREME. — Pour une démonstration compléte du théoréme,
on renvoie a [8]. En voici les principales étapes :

ProposiTioN 1. — Soient V le revétement universel de V, ¢, et E* les relevés de o, et
E* 4 V. Soit G' le groupe des difféomorphismes de V qui préservent X, E* et E~.

Alors, G' est un groupe de Lie qui agit transitivement sur V. On peut donc écrire
V=G'/H.

Démonstration. — La 2-forme dh met en dualité non dégénérée les fibrés E* et E-,
elle permet donc de construire une structure pseudoriemannienne sur V invariante par
G’ qui est donc un groupe de Lie.
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Il résulte de [9] (corollaire 3.1 A, p. 96) que toute orbite dense du pseudogroupe des
diffeomorphismes locaux de V qui préservent X, E* et E~, est ouverte. Comme ce
pseudogroupe contient le flot, il a une orbite dense Q qui est donc ouverte. On montre
ensuite que Q=V. N

Si K est un groupe de Lie, on note K, sa composante connexe et .4 son algébre de
Lie.

ProposITION 2. — (@) On a G'=G xR ou G est simple et R est le sous-groupe de G'
donné par le flot. Le groupe G agit transitivement sur V. On peut donc écrire V=T"\_G/H
ou H=H'N G et T est un sous-groupe discret de G'.

(b) On a H,=M, ou M est le « facteur M » dans le décomposition de Langlands d'un
sous-groupe parabolique maximal de G,:P"=MAN™. Le flot ¢, est donné par l'action
droite de A sur V.

Démonstration. — (a) Le point crucial est de construire une connexion sur V, pour
laquelle E* et E~ sont paralléles et de montrer que A™> (E*) est plat (¢f. [3]).

(b) On prouve que # est de codimension un dans la partie réductive d’une sous-
algebre parabolique #°. Le raisonnement du (a), appliqué a des sous-fibrés de E*
construits a I'aide d’un élément hyperbolique du centre de #, prouve que #* est
maximal. W

ProposiTioN 3. — Le rang réel de G est égal a 1.

Démonstration. — On veut éliminer les cas ol ce rang est supérieur ou égal a 2. On
peut supposer I' = G, et Ad(I') sans torsion. Soit p=4#(P*/PJ).

Supposons p<oo. En étudiant I'action d’un élément y de T' sur I'espace G,/P) des
feuilles centrales instables du flot ¢, et sur 'espace G,/M, A des orbites de ¢,, on montre
que Ad(y) est un ¢lément non semi-simple ou est I'identité. D’autre part, en étudiant
I’adhérence de Zariski du groupe adjoint de I', on montre que Ad (I") contient forcément
des éléments semi-simples.

On peut dresser la courte liste des cas ot p=oo0. On les élimine en reprenant les idées
précédentes et en étudiant cas par cas I'action des éléments non semi-simples de M, A
surG,/P*. H

Note remise le 1° juin 1990, acceptée le 7 juin 1990.
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