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6.3 Questions.
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Introduction.

0.1 Notations. Soient g une algèbre de Lie nilpotente sur un corps F algébriquement
clos de caractéristique 0 , U = U(g) son algèbre enveloppante, I un idéal primitif de U et
Ω l’orbite dans g∗ correspondante ; c’est une variété symplectique.

Soient f ∈ g∗, k une sous-algèbre de Lie de g telle que f([k, k]) = 0 et
kf := {T − f(T ) | T ∈ k} ⊂ U . On note par une lettre latine G,K... les groupes
unipotents correspondants. Pour tout g-module N on note N k,f := {n ∈ N | kf .n = 0}.

0.2 Résultats. Pour chaque composante irréductible lagrangienne Λ de la variété
cöısotrope Z := Ω∩ (f+k⊥) , on construit un g-module simple MΛ d’annulateur I tel que
mΛ := dimM k,f

Λ 6= 0 (5).
On montre que le g-module M := U/(I +Ukf ) est de longueur finie si et seulement si

Z est lagrangienne. Et dans ce cas :
i) M est isomorphe à

⊕
Λ comp.irr.deZ

(MΛ)mΛ

ii) Tout g-module simple N annulé par I tel que N k,f 6= 0 est isomorphe à MΛ pour
une unique composante Λ (6).

En particulier: M = 0⇔ Z = ∅ .
Les multiplicités mΛ ne sont pas toujours égales à 1 (6), même lorsque Z est une

K-orbite, contrairement au cas des modules sphériques ([Be]).

0.3 Méthodes. Donnons quelques détails de la méthode suivie : Soit Λ une composante
irréductible de Z. Supposons que f ∈ Λ. Soient b une polarisation en f et p : G.f → G/B
la projection : U/I s’identifie à un anneau d’opérateurs différentiels tordus Df,X sur G/B .
On montre que Λ est lagrangienne si et seulement si p(Λ) est une K-orbite (4) et que,
dans ce cas, le Df,X-module MΛ : “image directe des fonctions sur p(Λ)” ne dépend pas
du choix de b (5). La démonstration utilise les “foncteurs d’entrelacements” étudiés en
(3). Les Df,X-modules MΛ et M sont (K, f)-équivariants (c.f. ci-dessous) et leur étude
peut être menée dans un cadre plus général :

Soit X une variété algébrique lisse sur F sur laquelle un groupe algébrique H agit
et D un faisceau d’opérateurs différentiels tordus avec action de H ([Ka], [BB1]). Soit
µ ∈ (h/[h, h])∗. Soit C la catégorie des D-modules cohérents (H,µ)-équivariants (i.e. des
D-modules avec action de H tels que la différence de l’action de h à travers D et de
la différentielle de l’action de H est égale à µ ). On définit un ensemble A d’orbites
admissibles (2) et on montre que A est fini si et seulement si l’ensemble des objets simples
de C l’est. Dans ce cas ces deux ensembles sont naturellement reliés. Si en outre les orbites
admissibles sont fermées alors C est une catégorie semisimple (i.e. sans extension) (2).

On appliquera ceci à H = K et X = G/B : p(Z) est alors la réunion des orbites
admissibles (4).
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0.4 Motivations. Supposons un instant que F = C ,que g (resp.k ) est la complexifiée
d’une algèbre de Lie réelle go (resp. ko ),que f ∈ ig∗o (i =

√
−1) et que Ω = G.Ωo où Ωo

est une Go-orbite dans ig∗o . Soient πo la représentation unitaire irréductible associée à Ωo

([Ki 1]) et H−∞πo le g-module des vecteurs distributions de cette représentation. L’espace
Mo := (H−∞πo )k,f (au moins sa valeur pour “presque tout πo”) joue, via la dualité de

Frobenius, un rôle dans la désintégration de la représentation IndGoKo(χf ) induite à partir
du caractère χf de Ko dont la différentielle est f |k ([Pe]).

Une de mes motivations est l’étude de cet espace “pour tout πo” et du lien entre celui-
ci et Zo := Ωo ∩ (f + k⊥) . Malheureusement, ce lien n’est pas aussi précis que celui entre
M et Z : j’ai construit un exemple où Zo est lagrangienne mais où dimMo = ∞ (non
publié).

Une approche pour ce problème est de remarquer que, pour tout a dans Mo , le g-
module engendré par a est un quotient de M . Ainsi ces résultats permettent facilement
de montrer les implications:

Z = ∅ =⇒Mo = 0 =⇒ Zo = ∅

et
Z est lagrangienne =⇒ dimMo <∞ =⇒ Zo est lagrangienne .

Je remercie M. Duflo qui est à l’origine de ce travail.
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1 Notations D-modules.

Les idées de cette partie viennent de [B −B] et [Ka].

1.1 F.o.d.t. avec action de H

.
Soient X une variété algébrique lisse sur un corps F algébriquement clos de

caractéristique 0 et iX : OX ↪→ DX l’injection du faisceau structural dans celui des
opérateurs différentiels.

Définition. Un faisceau D d’algèbres sur OX est un f.o.d.t. (faisceau d’opérateurs
différentiels tordus) si localement (en topologie de Zariski) le morphisme i : OX → D
est isomorphe à iX .

Soient H un groupe algébrique qui agit sur X et h = Lie(H).

Définition. Un “f.o.d.t. avec action de H” est la donnée d’un f.o.d.t. D qui est un
OX-module équivariant et d’un morphisme de H-modules α : h→ Γ(X,D) tels que :

i) l’injection i : OX → D est équivariante
ii) la multiplication dans D est équivariante
iii) la différentielle de l’action de H sur Γ(X,D) est donnée par

h 3 ξ 7→ (D 7→ [α(ξ), D])

Si X est un espace homogène, i.e. X = H/I où I est un sous groupe algébrique de H,
on dit que D est un f.h.o.d.t. . Rappelons la construction des f.h.o.d.t. : Soit i = Lie(I),
i∗ le dual de i et (i∗)I l’ensemble des formes linéaires sur i invariantes par I. Soit λ ∈ (i∗)I .
Le faisceau OX ⊗U(h) a une structure d’algèbre donnée par la relation de commutation :

[1⊗X,φ⊗ 1] = LXφ⊗ 1 ∀X ∈ h , φ ∈ OX(V )

où (LXφ)(x) = d
dt
φ(exp(−tX)x) |t=0 . Soient I ⊂ OX ⊗ h le faisceau d’isotropie :

I := {
∑

φi ⊗Xi ∈ OX ⊗ h | ∀h ∈ H (Adh−1)(
∑

φi(hI)Xi) ∈ i } ,

l : I → OX le morphisme de OX-modules donné par

(l(
∑

φi ⊗Xi))(hI) = λ((Adh−1)(
∑

φi(hI)Xi))

et
I l := {ξ − l(ξ) | ξ ∈ I}

le faisceau d’isotropie tordu. (OX ⊗ U(h))I l est un faisceau d’idéaux de OX ⊗ U(h). On
pose

Dλ,X = (OX ⊗ U(h)) / (OX ⊗ U(h))I l
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[Noté AX(λ) dans [Ka] ].

Proposition 1.1 ([B - B]) Soit X = H/I . L’application λ→ Dλ,X est une bijection de
(i∗)I sur l’ensemble des f.h.o.d.t.

1.2 D-modules avec action de H

.

Définition. Soit D un f.o.d.t. avec action de H, on dit que M est un D-module avec
action de H si M est un D-module (quasi-cohérent et à gauche) et un OX-module H-
équivariant tel que l’action de D sur M est H-équivariante.

M a alors deux structures de h-modules. La première via h→ Γ(X,D) , est notée α
, la deuxième, différentielle de l’action de H, est notée β. La différence γ = β−α est une
action de h qui est OX linéaire.

Définition. Un (h, I)-module λ-tordu M est la donnée de structures de h-module ρ :
h → End(M) et de I-module π : I → GL(M) (on suppose que M est réunion de sous-
I-modules algébriques de dimension finie) telle que ρ est I-équivariante et, ∀T ∈ i ,
dπ(T ) = ρ(T ) + λ(T )Id.

Proposition 1.2 Soit X = H/I. La catégorie des Dλ,X-modules avec action de H est
équivalente à la catégorie des (h, I)-modules λ-tordus. L’équivalence est donnée par la
fibre géométrique M→ i∗(M) où i : {I} → X est l’injection du point de base.

Démonstration. c.f. [Ka] th. 4.10.2. La structure de I-module sur i∗(M) est claire.
Celle de h-module est donnée par γ .

Définition. Soient µ un caractère de h (i.e. µ ∈ (h/[h, h])∗ ) et D un f.o.d.t. avec action
de H. Un D-module (H,µ)-équivariant est un D-module avec action H tel que γ = −µ Id
.

Lorsque H est connexe, la catégorie des D-modules (H,µ)-équivariants est une sous-
catégorie pleine de la catégorie des D-modules.

Exemple. Soient Fµ le h-module de dimension 1 donné par µ et V un H-module, alors

Mµ := D ⊗U(h) (Fµ ⊗ V )

est un D-module (H,µ)-équivariant [l’action de D est donnée par d′.(d⊗1⊗v) = d′d⊗1⊗v
et celle de H par h(d⊗ 1⊗ v) = (h.d)⊗ 1⊗ (h.v) ].

Corollaire. Soit X = H/I . La catégorie des Dλ,X-modules (H,µ)-équivariants est
équivalente à la catégorie des I-modules (M,π) tels que ∀X ∈ i ,
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dπ(X) = (λ(X)− µ(X))Id . L’équivalence est donnée par M→ i∗(M) .

En particulier cette catégorie est semi-simple et n’a qu’un nombre fini d’objets simples
(cf. [Ki] 14.2).

SoitM un D-module cohérent, on note Supp(M) ⊂ X son support et Ch(M) ⊂ T ∗X
sa variété caractéristique. M est dit holonome si dimCh(M) = dimX .

1.3 Foncteurs pour les D-modules avec action de H

.
Soit D un f.o.d.t. avec action de H sur X.
Soit L un fibré inversible H-équivariant alors DL := L⊗OX D⊗OX L⊗−1 est naturelle-

ment un f.o.d.t. avec action de H ([Ka] 2.6.5.). En outre le foncteurM→ L⊗OXM est
une équivalence de la catégorie desD-modules avec action deH (resp. (H,µ)-équivariants)
dans celle des DL-modules avec action de H (resp. (H,µ)-équivariants).

Soit ν un caractère de H : c’est une représentation de H dans un espace vectoriel de
dimension 1 : Fν . Le foncteur M →Mν := M⊗F Fν est une équivalence de catégorie
entre D-modules (H,µ)-équivariants et D-modules (H,µ − dν)-équivariants (l’action de
D sur Mν se fait sur M, celle de H se fait sur les deux facteurs M et Fν .

Le faisceau d’anneaux opposés Dopp est aussi un f.o.d.t. avec action de H (par exemple
(DX)opp = (DX)ΩmaxX où Ωmax

X est le faisceau des formes différentielles de degré maximum).
Un D-module à droite avec action de H est (par définition) un Dopp-module avec action
de H.

Soient φ : Y → X un morphisme de H-variétés lisses, φ. et φ. les images inverse et
directe en théorie des faisceaux, D→ = φ∗(D) := OY ⊗φ.(OX) φ

.(D) et Dφ le f.o.d.t. avec
action de H sur Y , image inverse de D ([B-B 2]) : Dφ est le faisceau des endomorphismes
différentiels du OY -module φ∗(D) qui commutent à l’action à droite de φ.(D). Par con-
struction, D→ est un Dφ-module avec action de H et un φ.(D)-module à droite. Exemple:
DφX = DY . Soit M un D-module avec action de H (resp. (H,µ)-équivariant). On note
φ∗(M) := D→ ⊗φ.(D) φ

.(M) le Dφ-module avec action de H (resp. (H,µ)-équivariant)
image inverse de M.

On a l’égalité de f.o.d.t. avec action de H : (Dopp)φ = ((Dφ)
Ωmax
Y |X )opp où

Ωmax
Y |X = Ωmax

Y ⊗OY φ∗(Ωmax
X )⊗−1 ([Ka] 2.11). Soit D← := Ωmax

Y |X ⊗OX φ∗(Dopp) , c’est

un (φ.(D),Dφ)-bimodule. Donc si M′ est un D-module à droite avec action de H,
φ.(M′) ⊗φ.(D) D← = Ωmax

Y |X ⊗φ.(OX) φ
.(M′) est un Dφ-module à droite avec action de H.

D’autre part, on note φ+(M) = Homφ.(D)(D←, φ.(M)) : c’est un Dφ-module avec action
de H.

Soit N ′ (resp. N ) un Dφ-module à droite (resp. à gauche) avec action de H, on note
: φ+(N ′) := φ.(N ′⊗Dφ D→) (resp. φ+(N ) := φ.(D←⊗DφN ) ) le D-module à droite (resp.
à gauche) avec action de H image directe de N ′ (resp. N ).

Proposition 1.3 (Kashiwara) Soit Y
i
↪→ X une sous variété fermée, lisse et stable par
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H, alors les foncteurs
Di −modules cohérents

avec action de H
(resp. (H,µ)− équivariants)

 ←→


D −modules cohérents avec action
de H (resp. (H,µ)− équivariants)
dont le support est inclus dans Y


N −→ i+(N )

i+(M) ←− M

sont des équivalences de catégories inverses.

Prenons les notations de 1.1 : soit ψ : K → H un morphisme de groupes, J un sous
groupe de K tel que ψ(J) ⊂ I et φ : Y = K/J → X = H/I le morphisme de variétés
que l’on déduit de ψ, alors ∀λ ∈ (i∗)I , on a l’égalité de f.o.d.t. avec action de K sur
Y : (Dλ,X)φ = Dλoψ,Y ([Ka] 4.14). Dans cette situation, on note Dλ,Y→X := D→ et
Dλ,X←Y := D← .

On a (Dλ,X)opp = D−λ+2ρ,X où ρ(·) = 1
2
trg/h(ad ·) ([Ka]).

2 D-modules (H,µ)-équivariants.

Dans cette partie, nous donnons des conditions suffisantes pour qu’un D-module (H,µ)-
équivariant soit holonome. Sous ces conditions, on peut décrire ceux qui sont simples.

Soient H un groupe algébrique, µ ∈ (h/[h, h])∗, X une H-variété lisse et D un f.o.d.t.
avec action de H.

Soient x ∈ X , ω = H.x l’orbite contenant x , iω : ω ↪→ X l’injection,
Ix := {h ∈ H | h.x = x} le groupe d’isotropie en x et ix son algèbre de Lie. Le f.h.o.d.t.
Diω correspond, d’après 1.1, à un élément λω ∈ (i∗x)

Ix . On pose ω̂ = {π , représentation
(algébrique de dimension finie) irréductible de Ix telle que dπ = (λω − µ|ix)Id } . C’est
un ensemble fini ; pour π dans ω̂, on note Oπ le Diω -module simple correspondant (1.2).

Définition. Une orbite est dite admissible si ω̂ 6= ∅ . On note A l’ensemble des orbites
admissibles et Â = {(ω, π)/ω ∈ A et π ∈ ω̂} .

Proposition 2.1 Avec ces notations, soit M un D-module cohérent (H,µ) équivariant.
a) Si A = ∅ alors M = 0
b) Si A est fini alors M est un D-module holonome.
c) Dans ce cas, on a une bijection naturelle

Â−̃→{D −modules (H,µ)− équivariants simples}

donnée par (ω, π) −→ l’unique sous module (H,µ)-équivariant simple de iω+(Oπ) .
d) Si, en outre, toutes les orbites admissibles sont fermées alors la catégorie des D-

modules cohérents (H,µ)-équivariants est une catégorie semi-simple (i.e. tout objet est
somme directe finie d’objets simples).
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Cette proposition généralise la description des DX-modules H-équivariants pour une
variété avec un nombre fini d’orbites ([Bo] VII thm 12.11). Elle en diffère de deux façons :

1) M n’est pas en général un D-module holonome régulier (c.f. [Bo] VII 11 ou [Ka]
3.5).
Exemple. H = F = le sous groupe unipotent de SL(2, F ) qui agit sur X = P1F =

F
⋃{∞} par

(
1 h
0 1

)
.z = z + h , ∀h ∈ F , ∀z ∈ X (X a deux orbites ), h = F E =

son algèbre de Lie ( E =

(
0 1
0 0

)
), µ ∈ h∗ l’élément donné par µ(E) = 1 et D = DX le

faisceau des opérateurs différentiels. Le DX-moduleM = DX⊗hFµ = DX/DX(E−1) est
(H,µ)-équivariant mais il n’est pas holonome régulier ; en effet, au voisinage de l’infini on
a E − 1 = y2∂y − 1.

2) Le support de M peut contenir une infinité d’orbites.
Exemple. H = { (a, b) ∈ F ∗ × F} = le groupe affine de la droite, h = FA ⊕ FB
son algèbre de Lie avec [A,B] = B , X = h∗ = {(x, y) = xA∗ + yB∗} l’espace de
la représentation coadjointe (l’action est donnée par : (a, b)−1.(x, y) = (x − by, ay) ,
∀(a, b) ∈ H , (x, y) ∈ X ), D = DX et µ tel que µ(A) = γ ∈ F\Z et µ(B) = 0 . Il y
a une seule orbite admissible l’orbite ouverte Ω (car µ ne s’intègre pas en un caractère
de H). Le DX-module M = DX ⊗h Fµ = DX/DX(y∂y − γ , y∂x) est (H,µ)-équivariant.
On vérifie que M est holonome (car γ 6= −1) et pourtant Supp(M) = X contient une
infinité d’orbites.

Démonstration. Pour toute partie P de X on note iP : P ↪→ X l’injection naturelle.
a) Notons AM = {ω ∈ A | ω ⊂ Supp(M)} et montrons que

Supp(M) =
⋃

ω∈AM
ω

[Si A = ∅ , on aura alorsM = 0]. Quitte à ôter à X la partie singulière de Supp(M) , on
peut supposer que S = Supp(M) est une variété lisse. On peut alors écrire, grâce à 1.3,
M = iS+(N ) où N est un DiS -module (H,µ)-équivariant. On se ramène ainsi au cas où
Supp(M) = X .

Dans ce cas, il existe un ouvert dense U de X sur lequel M est un OX-module
localement libre ([Mi]). En particulier, si x ∈ U , on a i∗x(M) 6= 0 . Soient ω = H.x
et jx : {x} ↪→ ω l’injection naturelle, on a i∗x(M) = j∗x(i

∗
ω(M)) . Donc i∗ω(M) est un

Diω -module (H,µ)-équivariant non nul. On en déduit que ω est admissible (1.2). Donc

X =
⋃
ω∈A

ω .

b) Soit U le plus grand ouvert sur lequel M est holonome et F = X\U . On a bien
sûr F ⊂ Supp(M) . On veut montrer que F = ∅ . Quitte à ôter à X la partie singulière
de F , on peut supposer que F est lisse.

On a alors une suite exacte de D-modules (H,µ)-équivariants ([Bo] VI prop. 8.2) :

O → ΓF (M)→M→ iU+(M|U)
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où ΓF (M) est le faisceau des sections de M à support dans F . Par hypothèse M|U est
holonome, donc iU+(M|U) aussi ([Bo] VII th. 10.1). Pour montrer queM est holonome,
il suffit de montrer que ΓF (M) l’est. On peut écrire, grâce à 1.3, M = iF+(N ) où N est
un DiF -module (H,µ)-équivariant qui n’est holonome sur aucun ouvert de F . ([Bo] VI
lemme 7.8). On se ramène ainsi au cas où F = X .

Dans ce cas, Supp(M) = X . On a alors
⋃
ω∈A ω = X, d’après a).Comme A est fini,

il existe une orbite admissible ω ouverte dans X. La proposition 1.2 prouve alors que le
Diω -module cohérent (H,µ)-équivariant N =M|ω est déjà cohérent comme OX-module
([Ka] th. 4.10.2). Il est donc holonome, ce que contredit l’égalité F = X .

c) Soit (ω, π) ∈ Â. Soit Mπ = iω+(Oπ): c’est un D-module holonome (H,µ)-
équivariant ; en particulier il est de longueur finie. Montrons que M a un unique sous
D-module (H,µ)-équivariant (on dira “sous-module” si cela ne prête pas à confusion)
simple. Comme ω est une orbite d’un groupe algébrique, elle est localement fermée:
soit U = X\(ω\ω) , ω est fermé dans U et U est ouvert dans X. Notons j : ω ↪→ U
l’injection. Soit N = j+(Oπ) : c’est un DiU -module (H,µ)-équivariant simple (1.3). On
a Mπ = iU+(N ) , donc Mπ|U = N et Mπ a un unique sous-quotient simple M′ tel que
M′|U = N . Soient Mk (k = 1, 2) deux sous modules simples de Mπ. On a

HomX(Mk,Mπ) = HomX(Mk, iU.(N )

= HomX(Mk|U ,N )

où HomX (resp. HomU ) désigne l’ensemble des morphismes dans la catégorie des D-
modules (resp. DiU -modules) (H,µ)-équivariants. On en déduit Mk|U 6= 0 d’où Mk|U =
N puis M1 ∩M2 6= 0 et enfin M1 =M2(' M′) . Donc Mπ a un unique sous module
simple. Notons le L(ω, π) .

Soient (ω, π) et (ω′, π′) ∈ Â . Supposons que L(ω, π) et L(ω′, π′) sont isomorphes.
Comme ω = Supp(L(ω, π)) , on a ω = ω′ d’où ω = ω′. En outre, comme Oπ = i+ω (L(ω, π))
, on a π = π′.

Soit M un D-module (H,µ)-équivariant simple, montrons qu’il existe (ω, π) ∈ Â tel
que M≈ L(ω, π) . Par hypothèse l’ensemble AM = {ω ∈ A | ω ⊂ Supp(M)} est fini, et
le a) prouve que

Supp(M) =
⋃

ω∈AM
ω ,

donc il existe une orbite admissible ω qui est ouverte dans S = Supp(M) . Soit U =
X\(S\ω) : ω est fermé dans U et U est ouvert dans X. Notons j : ω ↪→ U l’injection. Le
DiU -module (H,µ)-équivariantM =M|U a pour support ω , il existe donc un Diω -module
(H,µ)-équivariant V tel que N = j+(V) (1.3). Il existe π dans ω̂ tel que Homω(V ,Oπ) 6= 0
(1.2). On a alors les identifications canoniques :

HomX(M,Mπ) = HomX(M, iU.(j+(Oπ)))

= HomU(M|U , j+(Oπ))

= Homω(V ,Oπ)
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Donc M est l’unique sous module simple L(ω, π) de Mπ.
d) SoitM un D-module cohérent (H,µ)-équivariant, montrons queM est semi-simple.

Pour ω ∈ A, notons Γω(M) le faisceau des sections de M à support dans ω. Comme les
orbites admissibles sont fermées et en nombre fini, on a, d’après a),

Supp(M) ⊂
⋃
ω∈A

ω

puis
M =

⊕
ω∈A

Γω(M) .

On peut donc supposer que Supp(M) = ω est une orbite admissible. Dans ce cas on peut
écrireM = iω+(V)où V est un Diω -module cohérent (H,µ)-équivariant ; V est semi-simple
(1.2) donc M aussi (1.3).

3 Foncteurs d’entrelacement.

Le théorème de Serre permet de “localiser” les g-modules annulés par un idéal primitif. Ce
procédé de “localisation” dépend du choix d’une polarisation. Nous montrons dans cette
partie, que des “foncteurs d’entrelacements”, analogues à ceux introduits par Beilinson et
Bernstein [B-B 2] dans le cas semi-simple, relient les localisés associés à des polarisations
différentes.

3.1 Localisation

.
Soient g une algèbre de Lie nilpotente sur F , U = U(g) , fo ∈ g∗, Bfo la forme bilinéaire
sur g : Bfo(X, Y ) = fo([X, Y ]) , g(fo) le noyau de Bfo , Ω := G.fo : c’est une variété
symplectique pour la 2-forme G-invariante donnée par Bfo sur Tfo(Ω) = g/g(fo) , 2d :=
dim(Ω) , I l’idéal primitif de U associé à l’orbite Ω par la bijection de Dixmier ([Di]
th. 6.2.4), R = U/I , b une polarisation en fo (i.e. une sous algèbre de g isotrope
pour Bfo telle que 2 dimb = dimg + dimg(fo) ) , X := G/B : c’est une variété affine
isomorphe à F d , Dfo := Dfo,X le f.h.o.d.t. sur X de paramètre fo|b ∈ (b∗)B(1.1) et
Dfo = Dfo,X := Γ(X,Dfo) .

Proposition 3.1 (Kirillov) Le morphisme d’algèbres U → Dfo qui prolonge α (c.f.1.1)
induit un isomorphisme R ' Dfo .

Démonstration. (c.f. [Ki] ou [Be2] appendice A).
Notons ΓX le foncteur “sections globales” de la catégorie des Dfo-modules (quasi-

cohérents) dans celle des R-modules : ΓX(M) = Γ(X,M) et ∆X le foncteur “localisa-
tion” de la catégorie des R-modules dans celle des Dfo-modules : ∆X(M) = Dfo ⊗R M .
Le théorème de Serre donne alors:
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Lemme . Les foncteurs ΓX et ∆X sont des équivalences de catégories inverses l’une de
l’autre.

3.2 Foncteurs d’entrelacement

.
Soient b′ une (autre) polarisation en fo , X ′ = G/B′ , Dfo,X′ , Dfo,X′ , ΓX′ , ∆X′

comme ci-dessus, Y = G/B ∩ B′ , π : Y → X et π′ : Y → X ′ les projections naturelles,
Dfo,Y , Dfo,Y→X et Dfo,X′←Y comme en 1.3 . Lorsqu’un faisceau est désigné par une lettre
ronde, on note par la lettre droite correspondante les sections globales de ce faisceau (ainsi
Dfo,Y→X = Γ(Y,Dfo,Y→X) est un (Dfo,Y , Dfo,X)-bimodule). Le foncteur image inverse π∗

est un foncteur exact sur les Dfo,X-modules car π est une application lisse. Le foncteur
image directe π′+ est un foncteur exact à droite sur les Dfo,Y -modules car π′ est une
application affine (de fibre B

′
/B ∩ B′ ' F δ ) ; on note L−kπ′+ son kème foncteur dérivé

à gauche.

Définition. On appelle foncteur d’entrelacement le foncteur IX′ ,X = π′+o π
∗ qui envoie

Dfo,X-modules sur Dfo,X′ -modules.

Proposition 3.2 Avec les notations ci-dessus
a) Les foncteurs IX′ ,X et ∆X′o ΓX sont isomorphes.

b) ∀k ≥ 1 , (L−kπ′+) o π∗ = 0 .

Le b) n’est pas utilisé dans la suite, il signifie que “en catégorie dérivée, le foncteur
d’entrelacement est concentré en degré 0”. Cette proposition est un analogue algébrique
de [Li].

Corollaire3.3 Avec les notations ci-dessus, soit b′′ une (troisième) polarisation en fo ,
X

′′
= G/B

′′
, . . .

Alors les foncteur IX′′
,X et IX′′

,X
′ o IX′ ,X sont isomorphes.

Démonstration. IX′′ ,X′ o IX′ ,X = ∆X′′ o (ΓX′ o ∆X′ ) o ΓX
= ∆X′′ o ΓX
= IX′′ ,X .

Démonstration de la proposition. On utilise les idées de la démonstration du résultat
analogue pour les groupes de Lie semisimples ([Mi] theorème 3.16). La différence essen-
tielle est qu’on ne peut pas se ramener au cas où dim(B

′
/B∩B′

) = 1 (c.f. remarque 5.3).
On utilise à la place le fait que (B

′
/B ∩B′

) est une sous variété fermée de X (c.f. lemme
3.4).

a) Soit IX′ ,X = ΓX′ o IX′ ,X o ∆X : c’est un foncteur de la catégorie des R-modules
dans elle-même. On veut construire un isomorphisme de foncteurs

Id→̃IX′ ,X .
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Soit M un R-module, on a

IX′ ,X(M) = Dfo,X
′←Y

⊗
Dfo,Y

Dfo,Y→X
⊗
Dfo,X

M

(On a utilisé l’identification Dfo,X ' R ' Dfo,X
′ ). Remarquons que Dfo,Y→X = OY ⊗OX

Dfo,X contient l’élément canonique 1⊗1 et que Dfo,X
′←Y = Γ(Y,Ωmax

Y |X)⊗OXDfo,X
′ contient

l’élément ω⊗ 1 où ω est une section non nulle G-invariante de Ωmax
Y |X : ω est unique à une

constante près. Notons FM le morphisme de M dans IX′ ,X(M)donné par ∀m ∈M
FM(m) = (ω ⊗ 1)⊗ (1⊗ 1)⊗m .

On vérifie que, ∀u ∈ U , FM(um) = u.FM(m) : en effet, si on regarde Dfo,X
′←Y comme un

(Dfo,X
′ , Dfo,Y )-bimodule et donc comme un (U,U)-bimodule via les applications α , on a

l’égalité u.(ω⊗ 1) = (ω⊗ 1).u; on a une égalité analogue avec l’élément 1⊗ 1 ∈ Dfo,Y→X .
Donc FM est un morphisme de R-modules. Cela définit un morphisme de foncteurs
Id→ IX′ ,X .

Montrons que, pour tout R-module M , FM est un isomorphisme. Comme les foncteurs
Id et IX′ ,X sont exacts à droite et commutent à la somme directe, il suffit de le montrer
pour M = R , le R-module libre de rang 1. En effet une résolution libre L1 → Lo →
M → 0 donnera un diagramme:

L1 −→ L0 −→ M −→ 0
↓FL1 ↓FL0 ↓FM

IX′,X(L1) −→ IX′,X(L0) −→ IX′,X(M) −→ 0

où FL1 et FL0 seront des isomorphismes et FM sera un isomorphisme.
Supposons donc M = R . Dans ce cas, les localisés ∆X′ (M) = Dfo,X′ et

∆X′ (IX′ ,X(M)) = IX′ ,X(Dfo,X) sont des Dfo,X′ -modules avec action de G et le localisé FR
du morphisme FR est un morphisme de Dfo,X′ -modules avec action de G (i.e. c’est un mor-
phisme de Dfo,X′ -modules et de OX′ -modules G-équivariants). Il suffit donc de montrer

que l’application induite sur les fibres géométriques en xo = B
′
/B

′
est un isomorphisme.

Soient Z = B
′
/B∩B′

, i : xo ↪→ X
′

, j : Z ↪→ Y , iZ : Z ↪→ X les injections naturelles
et p : Z → xo la projection. On a iZ = π o j et on a le diagramme cartésien :

Z
j−→ Y

↓p ↓π′

xo
i−→ X ′

D’une part,
i∗(Dfo,X′ ) = Oxo ⊗O

X
′ Dfo,X

′

où Oxo ≈ F est l’anneau des fonctions sur {xo}. D’autre part :

i∗(IX′ ,X(Dfo,X)) = i∗(π′+(π∗(Dfo,X)))

= p+(j∗(π∗(Dfo,X)))

= p+(i∗Z(Dfo,X))

= p+(Dfo,Z→X)

= Dfo,xo←Z ⊗Dfo,Z Dfo,Z→X

13



On a utilisé l’égalité i∗ o π
′
+ = p+ o j∗ : c’est une conséquence du “changement de

base” ([Bo] VI theorème 8.4 ; ici on peut éviter de travailler en catégorie dérivée car les
quatre foncteurs sont exacts à droite). Conformément à 1.3, Dfo,xo est le f.o.d.t. avec
action de B

′
sur la variété réduite à un point xo = B

′
/B

′
de paramètre fo|b′ ∈ (b

′∗)B
′

et
Dfo,xo←Z = Ωmax

Z ⊗Oxo D−fo,xo (' Ωmax
Z ) est un Dfo,Z-module à droite simple.

On remarque alors sur ces formules que les fibres géométriques sont des R-modules à
droite (la proposition 1.2 prouve seulement que ce sont des (g, B

′
)-modules fo-tordus) et

qu’on a les identifications de R-modules à droite :

i∗(Dfo,X′ ) ' Γ(X
′
, i+(Oxo))

i∗(IX′ ,X(Dfo,X)) ' Γ(X, iZ+(Dfo,xo←Z))

Comme i et iZ sont des immersions fermées (c.f. lemme 3.4 ci-dessous), ces R-modules
sont simples et non nuls d’après 1.3. Le morphisme de R-modules à droite i∗(FR) est
donné, avec ces identifications, par ∀r ∈ R (' Dfo,X

′ ' Dfo,X)

i∗(FR)(1⊗ r) = (ω|Z ⊗ 1)⊗ (1⊗ r)

où ω|Z ∈ Γ(Z,Ωmax
Z ) est la restriction à Z de ω. Il est non nul, c’est donc un isomorphisme.

b) Supposons par l’absurde qu’il existe k ≥ 1 et Mo un Dfo,X-module tel que
(L−kπ+)(π∗Mo) 6= 0. Soit ko ≥ 1, le plus petit entier pour lequel un tel module Mo

existe. Si ko 6= 1 alors le foncteur M → (L−ko+1π+)(π∗M) est nul ; si ko = 1 alors ce
foncteur est exact d’après a) ; dans les deux cas, on en déduit que le foncteur M →
(L−koπ+)(π∗M) est exact à droite. Soit L un Dfo,X-module libre tel que L →Mo → 0 ,
alors (L−koπ+)(π∗L) 6= 0 . On peut donc supposer Mo = Dfo,X .

Soient Ω·
Y |X′ le complexe (de de Rham) des faisceaux des formes différentielles relatives

et Ω·Z = j∗(Ω·Y |X) celui des formes différentielles sur Z. On a l’égalité ([Bo] VI 5.3)

L−kπ+(π∗(Dfo,X)) = hδ−k(π′.(Ω
·
Y |X′ ⊗OY π∗(Dfo,X)))

où hi est la cohomologie du complexe en degré i. Ce complexe est un complexe de OX′ -
modules G-équivariants. Il suffit donc de démontrer que i∗(L−kπ+(π∗(Dfo,X))) = 0 ,
∀k ≥ 1. Or, i∗ est un foncteur exact dans la catégorie des OX′ -modules G-équivariant,
on a donc :

i∗(L−kπ+(π∗Dfo,X)) = hδ−k(i∗(π′.(Ω
·
Y |X′ ⊗OY π∗(Dfo,X))))

= hδ−k(p.(j
∗(Ω·Y |X′ ⊗OY π∗(Dfo,X))))

= hδ−k(p.(Ω
·
Z ⊗OZ j∗(π∗(Dfo,X))))

= hδ−k(p.(Ω
·
Z ⊗OZ Dfo,X))

= (L−kp+)(Dfo,Z→X)

= 0 ∀k ≥ 1

car Dfo,Z→X est un Dfo,Z-module localement libre ([Bo] VI 7.3).
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Lemme 3.4 Soient k1, k2 deux sous algèbres de Lie de g, alors l’immersion naturelle
K1/K1 ∩K2 ↪→ G/K2 est fermée.

Démonstration. C’est classique : on peut trouver une base (X1, . . . , Xn) de g et
i1 < . . . < is ≤ l ≤ r tels que, ∀i = 1, . . . , n , gi := FXi+1 ⊕ . . . ⊕ FXn est une sous
algèbre de Lie de g , k2 = gl et k1 = FXi1 ⊕ . . .⊕FXis ⊕ gr . Alors on a un isomorphisme
Φ : F l → G/K2 donné par Φ(t1, . . . , tl) = exp(t1X1) . . . exp(tlXl)K2 et
Φ−1(K1/K1 ∩K2) = {(t1, . . . , tl) | ∀k 6= i1, . . . , is , on a tk = 0} ≈ F s .

4 Géométrie des orbites.

4.1

On rassemble dans cette partie quelques lemmes géométriques.
Soient g une algèbre de Lie nilpotente sur F , fo ∈ g∗ , b une polarisation en fo,

Ω = Gfo , p : Ω → X = G/B la projection canonique : ∀g ∈ G p(g.fo) = gB ,
f ∈ g∗ , k une sous-algèbre subordonnée à f (i.e. f |[k,k] = 0) . On note ∀s ⊂ g ,
s⊥ := {f ′ ∈ g∗ | f ′(s) = 0} , sBfo := {X ∈ g | fo([X, s]) = 0} , Ad et Ad∗ les actions
adjointes et coadjointes de G dans g et g∗ et, ∀g ∈ G , bg := Adg(b) : c’est une polarisation
en g.fo := Ad∗(g).fo.

On pose Z = Ω ∩ (f + k⊥) : c’est une sous variété algébrique stable par K.

Lemme 4.1 Avec ces notations :
a) p(Z) = {gB ∈ X | (gfo − f)|k∩bg = 0}
b) Soit f1 = g.fo ∈ Z . Alors

α) {f ′ ∈ Z | p(f ′) = p(f1)} = f1 + (k + bg)
⊥

β) Λ := K.(f1 + (k + bg)
⊥) est une sous variété lagrangienne, irréductible, lisse

et fermée incluse dans Z. Son espace tangent est Tf1(Λ) = (kBf1 ∩ (k + bg))
⊥.

Démontration.
a) Soient E = {g ∈ G | g.fo − f ∈ k⊥} et F = {g ∈ G | gfo − f ∈ (k ∩ bg)

⊥}. On veut
montrer F = E.B .

Soit g ∈ F , l’égalité (k ∩ bg)
⊥ = k⊥ + b⊥g prouve qu’il existe f ′ ∈ b⊥g , f ′′ ∈ k⊥ tel que

gfo − f = f ′ + f ′′ . Comme Bfo = fo + b⊥ ([B-C-D ...] prop. 3.1.7), il existe b ∈ B tel
que g(bfo − fo) = −f ′ d’où gbfo − f = f ′′ ∈ k⊥ et gb ∈ E.

Réciproquement, soient g ∈ E et b ∈ F , alors gbfo−f = g(bfo−fo)+gfo−f ∈ b⊥g +k⊥

donc gb ∈ F .
b) On peut supposer f1 = fo ∈ Z.
α) {f ′ ∈ Z | p(f ′) = p(fo)} = Z ∩Bfo = (fo + k⊥) ∩Bfo = fo + (k + b)⊥

β) Remarquons que fo + (k + b)⊥ est stable sous K ∩B. L’application

j : K ×K∩B (fo + (k + b)⊥)→ G.f
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donnée par j(k, f ′) = k.f ′ est une immersion fermée : elle est la composée :

K ×K∩B (fo + (k + b)⊥)
j1→ K ×K∩B (fo + b⊥)

j2→ G×B (fo + b⊥)
j3→ G.fo

(k, f ′) → (k, f ′) → (k, f ′) → k.f ′

où j1 est fermée car fo + (k + b)⊥ est fermée dans fo + b⊥ , j2 est fermée d’après le lemme
3.4 et j3 est un isomorphisme. En particulier, son image Λ est une sous variété fermée
lisse irréductible de Ω et on a l’égalité de sous espaces de g∗ :

Tfo(Λ) = k.fo + (k + b)⊥ = (kBfo ∩ (k + b))⊥ = (WBfo )⊥

avec
W := k + (kBfo ∩ b) = kBfo ∩ (k + b) = WBfo

car k ⊂ kBfo et b = bBfo .
Le sous espace W est lagrangien pour Bfo , donc Tfo(Λ) est un sous-espace lagrangien

de Tfo(Ω) : Λ est lagrangienne.

Les inclusions Kf1 ⊂ Λ ⊂ Z prouvent que Z est une variété cöısotrope ([Gi]) et que
les K-orbites de Z sont des sous variétés isotropes. Les lemmes suivants étudient les cas
d’égalités :

Lemme 4.2 Avec ces notations. Soient C une composante irréductible de Z et f1 =
g fo ∈ C. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

i) dimC = 1
2
dimΩ

ii) p(C) = K.p(f1)
iii) C = K(f1 + (k + bg)

⊥)
iv) C = p−1(K.p(f1)) ∩ Z

Dans ce cas C est une variété lagrangienne lisse et p(C) est fermée.

Démontration.
i)⇒ ii) : Soient f ′ = g′fo un point lisse de Z tel que f ′ ∈ C et Λ = K.(f ′+(k+bg′)

⊥) .
Λ est une sous variété fermée et irréductible de Z donc Λ ⊂ C puis Λ = C car Λ et C
ont même dimension. En particulier p(C) = p(Λ) est une K-orbite (et est donc fermée:
lemme 3.4).

ii) ⇒ iii) : On a C ⊂ p−1(Kp(f1))∩Z = K(p−1(p(f1))∩Z) = K.(f1 + (k + bg)
⊥) = Λ.

Comme C est cöısotrope et que Λ est lagrangienne et irréductible, on a C = Λ . En
particulier C est lisse.

iii) ⇔ iv) : résulte de 4.1.b α) .
iii) ⇒ i) : résulte de 4.1.b β) .

Corollaire4.3 Avec ces notations. On a l’équivalence
i) Z est lagrangienne.
ii) p(Z) est une réunion finie de K-orbites.

La projection p met alors en bijection les composantes irréductibles de Z et les K-orbites
de p(Z) .
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Démontration.
i) ⇒ ii) : clair

ii) ⇒ i) : écrivons p(Z) =
n⋃
i=1

Kp(fi) avec fi = gifo ∈ Z . Alors

Z =
n⋃
i=1

p−1(Kp(fi)) ∩ Z =
n⋃
i=1

K.(fi + (k + bgi)
⊥)

est lagrangienne.

Corollaire4.4 Avec ces notations. Supposons que fo appartient à une composante
irréductible Λ de Z qui est lagrangienne. Soit b′ une (autre) polarisation en fo telle
que dim(b/b ∩ b′) = 1 , alors

dim((k ∩ (b + b′))/(k ∩ (b ∩ b′))) = 1 .

Démontration. On a (b + b′)Bfo = b ∩ b′ donc Bfo induit sur l’espace vectoriel de
dimension 2 : (b+b′)/(b∩b′) une forme bilinéaire non dégénérée ; l’image i de k∩ (b+b′)
dans cet espace est isotrope donc dim i ≤ 1 .

Supposons que cette inégalité est stricte. On a alors

k ∩ (b + b′) ⊂ b ∩ b′ (?)

d’où b + b′ ⊂ kBfo + (b∩b′) . On peut donc trouver X ∈ b∩ kBfo tel que X 6∈ b′ . Puisque
Λ est lagrangienne, on a les égalités

Λ = K(fo + (k + b)⊥) = K(fo + (k + b′)⊥)

(lemme 4.2 iii)) puis

Tfo(Λ) = (kBfo ∩ (k + b))⊥ = (kBfo ∩ (k + b′))⊥

(lemme 4.1.b), d’où
kBfo ∩ (k + b) = kBfo ∩ (k + b′) .

On en déduit X ∈ b ∩ (k + b′) ⊂ b ∩ b′ d’après (?). Contradiction. Donc dim i = 1 .

Lemme 4.5 Reprenons les notations du lemme 4.2 : Soient C une composante irréductible
de Z et f1 = g fo ∈ C. Les affirmations suivantes sont équivalentes.

i) dimC = 1
2
dimΩ et l’intersection Ω ∩ (f + k⊥) est transverse en f1

ii) C = Kf1

iii) dimKf1 = 1
2
dimΩ

iv) 2 dim(g(f1) + k) = dimg + dim g(f1)

Démontration : (c.f. [Fu]) On peut supposer f1 = fo .
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i) ⇒ iv) : Par hypothèse on a, Tfo(C) = Tfo(Ω)
⋂
Tfo(fo + k⊥) = (g(fo) + k)⊥ et

dimTfo(C) = 1
2
dimΩ . On en déduit dimg− dim(g(fo) + k) = 1

2
(dimg− dimg(fo)) c’est

l’égalité cherchée
iii) ⇒ iv) : c’est clair.
iv) ⇒ ( i) et ii) ) : Par hypothèse g(fo) + k est lagrangienne pour Bfo on a donc

(g(fo) + k)⊥ = (kBfo )⊥ = Tfo(Kfo) ⊂ Tfo(Ω ∩ (f + k⊥))

⊂ Tfo(Ω) ∩ Tfo(f + k⊥) = g(fo)
⊥ ∩ k⊥ = (g(fo) + k)⊥.

Donc ces inclusions sont des égalités. On en déduit, d’une part que dimKfo = dimC puis
Kfo = C et dimC = 1

2
dimΩ et d’autre part que l’intersection Ω∩ (f + k⊥) est transverse

en fo.
ii)→ iii) La variété Kf1 = C est à la fois isotrope et cöısotrope, elle est donc lagrang-

ienne.

4.2 Exemples

.
Donnons divers exemples qui éclairent la géométrie de Z. Dans ces exemples g a pour

base (ei)i=1,···,N . On note eiej pour [ei, ej] et on ne donne que les crochets eiej non nuls
avec i < j .

a) Z peut être lagrangienne et contenir une infinité de K-orbites.
N = 4 ; avec e1e2 = e3 , e1e3 = e4 ; f = fo = e4

∗ et k = Fe2 .
On a Ω = {(x1, x3) := x3e1

∗ + 1
2
x1

2e2
∗ − x1e3

∗ + e4
∗} ' F 2 , Z = {(0, x3)} ' F et

l’action de K sur Z est triviale.

b) p(Z) n’est pas forcément localement fermé.
N = 5 ; avec e1e2 = e4 , e1e4 = e5 , e2e3 = e5 ; f = fo = e5

∗ , b = Fe1 ⊕ Fe3 ⊕ Fe5 et
k = Fe1 .

On a Ω = {(x1, x2, x3, x4) := x4e1
∗ + (x3 + 1

2
x1

2)e2
∗ − x2e3

∗ − x1e4
∗ + e5

∗} ' F 4 ,
Z = {(x1, x2, x3, 0)} ' F 3 , G/B ' {(t2, t4) := exp(t2e2)exp(t4e4)B} ' F 2 et
p(x1, x2, x3, x4) = (x2, x4 + x1x2) . Donc p(Z) = {(t2, t4) | t2 6= 0} ∪ {(0, 0)} .

c) Z n’est pas forcément lisse ([Fu]).
N = 6 ; avec e1e3 = e4 , e1e5 = e6 , e2e3 = e5 , e2e4 = e6 ; f = fo = e6

∗ et k = Fe3 .
On a Ω = {(x1, x2, x4, x5) := x5e1

∗ + x4e2
∗ + x1x2e3

∗ − x2e4
∗ − x1e5

∗ + e6
∗} ' F 4 et

Z = {(x1, x2, x4, x5) | x1x2 = 0} .

d) On peut avoir Z = Z1 ∪ Z2 avec Z1 lagrangienne et Z2 pas.
N = 7 ; avec e1e3 = e4 , e1e5 = 2e6 , e1e6 = e7 , e2e3 = e6 , e2e4 = e7 ; fo = f = e7

∗ et
k = F (e3 + e4)⊕ F (e5 + e6).

On a Ω = {(x1, x2, x4, x6) := x6e1
∗+x4e2

∗+x1x2e3
∗−x2e4

∗+x1
2e5
∗−x1e6

∗+e7
∗} ' F 4

et Z = Z1 ∪ Z2 où Z1 = {(0, 0, x4, x6)} ' F 2 est une K-orbite et
Z2 = {(1, x2, x4, x6)} ' F 3 n’est pas lagrangienne.
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5 Modules simples associés à une composante lagrang-

ienne.

Le but de cette partie est d’associer à chaque composante lagrangienne Λ de Z un g-
module simple MΛ . On relie en 5.4 ces modules avec ceux introduits dans [Be] .

5.1 Construction du module simple Mω

.
Gardons les notations de 3 et 4 et celles de 2 avec X = G/B , D = Dfo,X , H = K et

µ = f (plus précisément µ = f |k ).

Lemme 5.1 p(Z) est la réunion des K-orbites admissibles de X .

Démonstration. C’est une reformulation du lemme 4.2.a.

Pour chaque K-orbite ω de p(Z) , on note iω : ω → X l’injection, Mω = iω+(Oω) :
l’unique Dfo,X-module (K, f)-équivariant simple de support ω et Mω = ΓX(Mω) .

Proposition 5.2 Avec ces notations, soient Λ une composante irréductible de Z que l’on
suppose lagrangienne et ω la K-orbite p(Λ) alors le g-module Mω ne dépend pas du choix
de la polarisation b .

On note MΛ ce module.

Montrons tout d’abord quelques lemmes.

5.2 Polarisations adjacentes

.

Définition. Deux polarisations (b, b′) en fo sont dites adjacentes si dim(b/b ∩ b′) = 1.

Lemme 5.3 Soient fo ∈ g∗ , (b , b′) deux polarisations en fo , alors il existe une suite
bo = b, b1 , . . . , br = b′ de polarisations en fo telles que ∀i = 1, . . . , r , (bi−1, bi) sont
adjacentes.

Remarque. On a r ≥ dim(b/b∩b′) . Mais il n’existe pas toujours de suite pour laquelle
on ait l’égalité : prendre pour b et b′ les deux polarisations b1 et b2 dans l’exemple de
([Be] Appendice A).

Démonstration. On procède par récurrence sur dimg . Soient z le centre de g et
zo = z ∩Kerfo .

Si zo 6= 0 , on applique le résultat à g/zo .
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Si zo = 0 , on a z = FZ avec fo(Z) = 1 . Soit Y ∈ C2(g)\z où Ci(g) est le ieme

terme de la suite centrale ascendante, et g′ = {T ∈ g | [T, Y ] = 0} : c’est un idéal de
codimension un de g . Si Y 6∈ b , alors b1 = FY ⊕ (b ∩ g′) est une polarisation en fo et
(b, b1) sont adjacentes. On peut donc supposer Y ∈ b ∩ b′ . On a alors b ⊂ g′ et b′ ⊂ g′.
Soient f

′
o = fo|g′ on a g′(f

′
o) = g(fo)⊕FY , donc b et b′ sont des polarisations en f

′
o . On

applique alors le résultat à g′ pour conclure.

Lemme 5.4 a) Soient fo ∈ g∗ et (b, b′) deux polarisations en fo adjacentes, alors
d = b + b′ est une sous-algèbre de Lie de g et [d, d] ⊂ b ∩ b′ .

b) Soient f ∈ g∗ , k une sous algèbre subordonnée à f telle que fo appartient à une
composante irréductible lagrangienne Λ de Z = G.fo ∩ (f + k⊥) , alors on est dans une et
une seule des trois situations suivantes :

i) b ∩ k 6⊂ b′

ii) b′ ∩ k 6⊂ b

iii) ∃b′′ polarisation en fo telle que (b, b′′) et (b′′, b′) sont adjacentes, b′′ ∩ k 6⊂ b et
b′′ ∩ k 6⊂ b′ .

Démonstration. a) Ecrivons b = FX ⊕ b ∩ b′ et b′ = FY ⊕ b ∩ b′ . Montrons tout
d’abord que [X, Y ] ∈ b+b′ . Comme b+b′ = (b∩b′)Bfo , il suffit de voir que, ∀Z ∈ b∩b′,
on a fo([[X, Y ], Z]) = 0 . Or b ∩ b′ est un idéal de b , donc [X,Z] ∈ b ∩ b′ , d’où
fo([[X,Z], Y ]) ∈ fo([b

′, b′]) = 0 . De même fo([X, [Y, Z]]) = 0 . On en déduit l’égalité
cherchée grâce à l’identité de Jacobi.

Donc d est une sous algèbre de g . Comme b et b′ sont des sous-algèbre de codimension
un de d , on a [d, d] ⊂ b ∩ b′ .

b) Ecrivons dim(b ∩ k) = dim(b′ ∩ k) + δ avec δ ∈ {−1, 0, 1} . Dans le cas i), on peut
écrire b = FX⊕b∩b′ avec X ∈ k ; donc k∩b′ ⊂ (FX)Bfo ∩b′ = (FX+b′)Bfo ⊂ bBfo = b

et δ = 1 . Dans le cas ii), on a δ = −1 et dans le cas iii) on a δ = 0 . Donc ces trois cas
s’excluent mutuellement.

Supposons qu’on n’est ni dans le cas i) ni dans le cas ii) : on a k∩ b = k∩ b′ ⊂ b∩ b′ .
Soit b′′ = (k ∩ (b + b′)) + (b ∩ b′) , on a fo([b

′′, b′′]) = 0 et dimb′′ = dim(b ∩ b′) + 1
(corollaire 4.4) donc b′′ est une polarisation en fo . On a k ∩ b′′ 6⊂ b ∩ b′ donc k ∩ b′′ 6⊂ b

et k ∩ b′′ 6⊂ b′ .

5.3 Indépendance de la polarisation

.

Démonstration de la proposition 5.2. On peut supposer fo ∈ Λ . Soient b′ une
(autre) polarisation en fo , X ′ = G/B′ , Dfo,X′ , IX′,X comme en 3.2, p′ = Ω → G/B′ ,
ω′ = p′(Λ) , iω′ , Oω′ , Mω′ , Mω′ comme ci-dessus. Il suffit de montrer d’après la
proposition 3.2 l’égalité IX′,X(Mω) =Mω′ .

Les deux lemmes ci-dessus permettent de supposer que b et b′ sont adjacentes et que
b ∩ k 6⊂ b′ . Dans ce cas : soient π : Y = G/B ∩ B′ → X = G/B et π′ : Y → X ′ les
projections naturelles et ω = π−1(ω) ' K/K ∩B ∩B′ ' K/K ∩B′ (en effet, les lemmes
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5.4 et 3.5 prouvent que K/K ∩ B ∩ B′ est ouvert et fermé dans π−1(ω) ). La restriction
de π′ à ω induit un isomorphisme noté σ′ de ω sur ω′ et le diagramme :

ω
j
↪→ Y

↓σ ↓π
ω

iω
↪→ X

est cartésien et la formule du changement de base donne alors :

IX′X(Mω) = π
′

+ o π∗(iω+(Oω))

= (π
′

+ o j+)(σ∗(Oω))

= iω′+ o σ
′

+(Oω)

= iω′+(Oω′)
= Mω′ .

5.4 Construction par récurrence de Mω

.
Soit ω une K-orbite admissible de G/B. Le seul but de ce paragraphe est de démontrer

que les modules Mω coincident avec ceux introduits dans [Be] §3 (notre “paramètre ω ”
est la projection dans G/B du “paramètre de [Be]” qui lui est une K-orbite dans Z)
et donc que ceux-ci ne dépendent pas de la polarisation choisie pour leur construction
lorsque ω est la projection p(Λ) d’une composante irréductible lagrangienne de Z . (On
peut donner de cette dernière affirmation une démonstration directe basée sur les lemmes
5.3 et 5.4).

Soient g1 un idéal de codimension 1 de g contenant b , U1 = U(g1) , f1 = fo|g1 , I1

l’idéal primitif associé à G1f1 , i1 : X1 = G1/B ↪→ X = G/B l’injection canonique.

Lemme 5.5 Avec ces notations. Soient M un Df,X-module, M1 un Df1,X1-module,
M := ΓX(M) et M1 := ΓX1(M1) . Alors

a) ΓX(i1+(M1)) = U
⊗

U1
M1

b) ΓX(i∗1(M)) = M/I1M

Démonstration. Il suffit de montrer que Df,X1→X ' U/I1U comme (g1, g)-bimodules.
Pour celà, écrivons g = FT ⊕ g1 d’où un isomorphisme :

F ×X1 −̃→ X

(t, x1) −→ (exptT ).i1(x1) .

Ceci permet d’identifier les algèbres (lemme A3 de [Be]) :

U/I ' Dfo,X ' A1 ⊗Df1,X1 où A1 = F < t, ∂t >
T −→ −∂t ⊗ 1

u1 −→
∞∑
n=0

(−1)n

n!
tn ⊗ (adT )n(u1) ∀u1 ∈ U1
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Il suffit de montrer que, avec cette identification, on a l’égalité I1U/I ' tA1 ⊗ Df1,X1 .
L’inclusion ⊂ est claire car tout élément u1 de I1 est nul dans Df1,X1 . L’inclusion ⊃ résulte
de l’existence d’un élément uo de I1 dont l’image dans Dfo,X est t⊗ 1 (corol. A3 de [Be]).

Si N est un g-module, on note Γof (k, N) = {n ∈ N | ∃p ≥ 1 tel que (kf )p.n = 0} , c’est
un sous-g-module de N .

Corollaire5.6 Avec ces notations ; soient ω une K-orbite admissible de X ,
ω1 := i−1

1 (ω) : c’est une K1(= K ∩G1)-orbite admissible de X1 , Mω := ΓX(iω+(Oω))
et Mω1 := ΓX1(iω1+(Oω1))

a) Si g1 ⊃ k alors Mω = U
⊗
U1
Mω1

b) Si g1 6⊃ k alors Mω = Γof (k, HomU1(U,Mω1)) .

Ceci permet de construire le module Mω par récurrence sur dimX .

Démonstration.
a) Dans ce cas Mω = i1+(Mω1)
b) Dans ce cas Mω1 = i∗1(Mω) et le foncteur N → i∗1(N ) est une équivalence entre

la catégorie des Dfo,X-modules (K, fo)-équivariants et celle des Df1,X1-modules (K1, f1)-
équivariants ([B-B-3] 1.3). Soit M ′ = Γof (k, HomU1(U,Mω1)) ; il suffit donc de montrer
que les g1-modules Mω1 et M ′/I1M

′ sont isomorphes. Ecrivons g = FT ⊕ g1 et soit
a = fo(T ) ; comme (Dfo,X ' A1⊗Df1,X1)-module, M ′ est isomorphe à C[t]eat⊗Mω1 pour
l’action produit tensorielle ([Be] §3). Donc M ′/I1M

′ 'M ′/(t⊗ 1)M ′ 'Mω1 .

6 U/(I + Ukf)

6.1

C’est la partie centrale de cet article: on étudie les g-modules simples contenant des
vecteurs propres sous la sous-algèbre de Lie k de valeur propre f : ils sont annulés par un
idéal primitif I . On fixe un tel idéal et on étudie (avec les notations de O.1) le g-module
U/(I + Ukf ) qui est “universel” parmi les modules annulés par I et engendrés par un
vecteur propre sous k de valeur propre f .

Théorème. Soient g une algèbre de Lie nilpotente sur F , U := U(g) , Ω une orbite de
G dans g∗ , I l’idéal primitif de U associé à Ω , f ∈ g∗ , k une sous-algèbre telle que
f([k, k]) = 0 , Z := Ω ∩ (f + k⊥) , M le g-module U/(I + Ukf ) où
kf = {T − f(T ) | T ∈ k} et S l’ensemble des g-modules simples N d’annulateur I tels que
N k,f 6= 0 où N k,f := {n ∈ N | kf .n = 0}

a) Les affirmations suivantes sont équivalentes
i) Z est lagrangienne

ii) M est de longueur finie
iii) S est un ensemble fini.

b) Dans ce cas
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α) Z est une variété lisse.
β) L’application Λ → MΛ construite en 5 est une bijection entre l’ensemble des

composantes irréductibles de Z et l’ensemble S.
γ) On pose mΛ := dim(MΛ)k,f . On a alors un isomorphisme de g-modules :

M '⊕Λ(MΛ)mΛ . En particulier mΛ <∞ et M est semi-simple.

Démonstration. Soit b une polarisation en fo et prenons les notations de 3. Les
foncteurs N → ∆X(N) et N → ΓX(N ) induisent des équivalences inverses entre la
catégorie des g-modules annulés par I et kf -localement nilpotents et celle des Dfo,X-
modules (K, f)-équivariants.

En effet, un g-module N (d’action ρ) est kf -localement nilpotent si et seulement si
(ρ − f)|k est la différentielle d’une action (algébrique) π de K sur N . On munit alors
∆X(N) = Dfo,X

⊗
RN de la structure deOX-moduleK-équivariant donnée par k.(d⊗n) =

(k.d) ⊗ π(k)n , ∀k ∈ K , d ∈ Γ(U,Dfo,X) , n ∈ N (où k.d ∈ Γ(k.U,Dfo,X) est donné par
l’action naturelle de K sur Dfo,X) ce qui en fait un Dfo,X-module (K, f)-équivariant.
Réciproquement, si N est un Dfo,X-module (K, f)-équivariant alors N = ΓX(N ) est un
K-module dont la différentielle est (ρ− f)|k.

a) i)⇒ ii) Si Z est lagrangienne, il existe un nombre fini d’orbites admissibles (corol-
laire 4.3 et lemme 5.1) et M est un Dfo,X-module holonome (proposition 2.1) il est donc
de longueur finie.

ii)⇒ iii) Si M est de longueur finie, M n’a qu’un nombre fini de quotients simples (à
équivalence près) donc S est fini.

iii) ⇒ i) A chaque orbite admissible ω, on a associé un g-module simple Mω =
ΓX(Mω) de S avec supp(Mω) = ω . Donc, si S est fini il n’y a qu’un nombre fini
d’orbites admissibles et Z est lagrangienne.

b) α) C’est le lemme 4.2.
β) On a les bijections successives (corollaire 4.3 et proposition 2.1) :
composantes
irréductibles

de Z

 ↔


orbites

admissibles
de X

 ↔


Dfo,X −modules
simples (K, f)−
équivariants

 ↔ S

Λ → p(Λ) ; ω → Mω ; M → ΓX(M)

dont la composée est l’application Λ→MΛ qui ne dépend pas du choix de la polarisation
(lemme 5.2).

γ) La proposition 2.1.d. prouve que M est une somme directe de modules simples: il
existe un entier m′Λ tel que M =

⊕
Λ

(MΛ)m
′
Λ . On a alors m′Λ = dim(Homg(M,MΛ)) =

dim(M k,f
Λ ) = mΛ .

Corollaire. Avec ces notations.
1) On a les équivalences :

Z = ∅ ⇔M = 0⇔ S = ∅ .
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2) Si Z est une K-orbite alors M est multiple d’une module simple: M = (MZ)mZ .

Démonstration.
1) Clair.
2) Z est lagrangienne et irréductible (lemme 4.5).

6.2 Exemple de multiplicité

.
Si Z est une K-orbite, le module M = U/(I + Ukf ) n’est pas toujours simple (i.e. on

peut avoir mZ ≥ 2) :
Soient g la sous algèbre de Lie de dimension 9 de l’algèbre de Weyl

A2 = F 〈x, y, ∂x, ∂y〉 : g = n ⊕ h où h est (l’algèbre de Heisenberg) engendrée par
x, y, ∂x, ∂y, 1 et n est (le radical unipotent d’un Borel de sp(2, F ) ) engendrée par x∂y, ∂

2
x, ∂x∂y, ∂

2
y

; fo = 1∗ , Ω = G.fo , k est la sous algèbre de dimension 4 engendrée par

∂x + x∂y , ∂y + ∂2
x , ∂x∂y , ∂

2
y

et f = 0 .
On vérifie par un petit calcul que Z = K.fo (On sait a priori grâce au lemme 4.5

que K.fo est une composante irréductible de Z car k⊕ g(fo) est lagrangienne pour Bfo ).
L’unique g-module simple de S est alors MZ = F [x, y] (via l’action naturelle de A2) et on
a (MZ)k,f = F.1⊕ F.(x2 − 2y) donc mZ = 2 .

Remarque. Supposons un nouvel instant que F = C . Soient go et ko les algèbres de Lie
définies comme g et k mais sur le corps de base R de sorte que g et k sont leur complexifiée;
soient πo la représentation unitaire irréductible de Go associée à Ωo := i G.fo et H−∞πo le
g-module des vecteurs distributions de cette représentation. Le même calcul prouve que
Zo := Ωo ∩ k⊥ est une Ko-orbite mais que Mo := (H−∞πo )k,0 est de dimension 2 .

6.3 Voici trois questions ouvertes

.
1) A-t-on l’implication : Λ est lagrangienne ⇒ mΛ <∞ ?
Notre démonstration utilise l’hypothèse plus forte : “Z est lagrangienne” et peut se

généraliser si on suppose que “Λ est lagrangienne et p(Λ) est ouvert dans p(Z) ”.
2) Existe-t-il une caractérisation géométrique de la propriété de multiplicité 1 : mΛ = 1

? Il est probable que mΛ = 1⇒ Λ est une K-orbite.
Lorsque k est l’ensemble des points fixes d’une involution de g et f ∈ k⊥ , la variété Z

est une K-orbite et mZ = 1 ([Be]).
3) Soit Zo ⊂ T ∗X la variété caractéristique du Dfo,X-module ∆X(M) localisé de M :=

U/(I+Ukf ) . Quel lien existe-t-il entre Z et Zo ? En particulier, a-t-on l’égalité dimZ =
dimZo ?
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On a seulement prouvé l’équivalence: dimZ = dimX ⇐⇒ dimZo = dimX . Remar-
quons que ces variétés ne sont pas en général isomorphes: dans l’exemple 4.2.b) , Z est
irréductible mais pas Zo .
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[B-B 3] A. BEILINSON, J. BERNSTEIN - A proof of Jantzen conjectures. (preprint)
[Be] Y. BENOIST - Les modules simples sphériques d’une algèbre de Lie nilpotente.
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