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Résumé.

Soient G un groupe de Lie réel semisimple linéaire et H un sous-groupe
réductif dans G. Nous donnons une condition nécessaire et suffisante pour
qu’il existe un sous-groupe discret libre non abélien I' de G' agissant propre-
ment sur G/H. Par exemple un tel groupe I" existe pour SL(2n, R)/SL(2n —
1, R) mais non pour SL(2n + 1, R)/SL(2n, R) avec n > 1.

PROPER ACTIONS OF FREE GROUPS ON REDUCTIVE
HOMOGENEOUS SPACES.

Abstract.

Let GG be a linear semisimple real Lie group and H be a reductive subgroup
of G. We give a necessary and sufficient condition for the existence of a non
abelian free discrete subgroup I' of G acting properly on G/H. For instance,
such a group I' does exist for SL(2n, R)/SL(2n — 1, R) but does not for
SL(2n + 1, R)/SL(2n, R) with n > 1.



1. Actions propres de groupes libres

Soient G un groupe de Lie réel semisimple linéaire, connexe et non com-
pact, H un sous-groupe fermé connexe réductif dans G (c’est-a-dire tel que
'action adjointe de H dans 'algebre de Lie de G est semisimple). On sait que
G contient un sous-groupe discret infini I' qui agit proprement sur G/ H si et
seulement si rangp(G) # rangg(H) : c’est le phénomene de Calabi-Marcus
([7]).

Le but principal de cette note est de donner une condition nécessaire et
suffisante pour qu’il existe un sous-groupe discret libre non abélien I'" de G
qui agisse proprement sur G/H.

Pour énoncer cette condition, nous avons besoin de quelques notations.
Soient Ay un sous-espace de Cartan de H, A un sous-espace de Cartan de
G contenant Ay, ¥ := (A, G) le systeme de racines restreintes de A dans
G, W le groupe de Weyl de X, X7 un choix de racines positives, AT := {a €
A /Vx € Xt x(a) > 1} la chambre de Weyl fermée associée, w, I’élément
de W tel que, pour tout a dans AT, w,(a™') est dans A*. Notons enfin
BT :={a€ A" Ja=w,(a"")}.

Remarquons que B7 differe de A™ si et seulement si I'une des composantes
connexes du diagramme de Dynkin de ¥ est de type A, avec n > 2 | Dy, 41
avec n > 1 ou Eg.

Un groupe I' est dit virtuellement abélien s’il contient un sous-groupe
abélien d’indice fini.

Théoreme: Awvec ces notations, G contient un sous-groupe discret I' non
virtuellement abélien qui agit proprement sur G/H si et seulement si, pour
tout w dans W, w Ag ne contient pas B .

Dans ce cas, on peut choisir I' libre et Zariski dense dans G.

Exemple 1: Voici donc des espaces homogenes pour lesquels un tel sous-
groupe [' n’existe pas:

- SL(n, R)/(SL(p, R) x SL(n —p, R)) ou 1 < p < n et p(n — p) est pair,

- SL(2p, R)/Sp(p, R), SL(2p, R)/SO(p, p) et SL(2p+1, R)/SO(p, p+1) on
p=1,

- SO(p + 1,49)/SO(p, q) lorsque p > q ou lorsque p = g — 1 est pair,

- Ge/He ou G est un groupe de Lie simple complexe et He est 'ensemble
des points fixes d’une involution complexe de G, a ’exception de

SO(4n,C)/(SO(p,C) x SO(4n — p,C)) pour n > 2 et p impair.



Exemple 2: Voici maintenant des espaces homogenes pour lesquels un tel
sous-groupe [' existe:

- SL(n, R)/(SL(p, R) x SL(n—p, R)) ou 1 < p < n et p(n —p) est impair,

- SL(n, R)/SO(p,n —p) ou 1 < p < E(n/2),

- SO(p + 1,q)/SO(p, q) lorsque 0 < p < g — 2 ou lorsque p = ¢ — 1 est
impair,

- SO(4n, C)/(SO(p, C) x SO(4n — p,C')) pour n > 2 et p impair.

2. Quotients compacts.

On dit que 'espace homogene GG/ H admet un quotient compact s'il existe
un sous-groupe discret I' de G agissant proprement sur G/H et tel que le
quotient I'\G/H est compact.

Déterminer si un espace homogene donné admet un quotient compact est
une question fondamentale. On ne connait que des réponses partielles (voir
[7],[8],19] et [1]). L’espace homogene le plus simple pour lequel la réponse
n’est pas déja connue est SL(3, R)/SL(2, R) (voir par exemple la question 3
de l'introduction de [13]). Notre théoréme permet en particulier de traiter
cet exemple.

Corollaire 1: On garde les mémes notations et on suppose que G/H est
non compact et que, pour un bon choix de X%, Ay contient BT.

Alors G/H n’a pas de quotient compact.

En particulier, aucun des espaces homogénes de l'ezemple 1 n’a de quo-
tient compact.

Corollaire 2: Soient G un groupe de Lie simple compleze, o une involution
complexe de Go et Ho :={g € G¢ [/ 0(g9) = g }. Alors l'espace symétrique
Go/He n'a pas de quotient compact sauf éventuellement lorsque Go/Heo =
SO(4n,C)/SO(4n — 1,C) pour n > 2.

Pour des résultats antérieurs dans cette direction, voir ([8] ex. 1.9).
Voici une fagon plus géométrique d’énoncer le corollaire 1 pour I'espace

homogene S := SO(p + 1,q)/SO(p, q).

Corollaire 3: [l n’existe pas de variété pseudoriemannienne V. compacte
compléte, de signature (p,q), a courbure sectionnelle constante +1 lorsque p
est pair et égal a g — 1.



En effet, une telle variété V' serait un quotient compact de SP?.

On sait par ailleurs ([3],[10],[12]) qu’il n’existe pas de telles variétés V
lorsque p > ¢ (phénomene de Calabi-Marcus) ou lorsque pg est impair (a
cause de la formule de Gauss-Bonnet).

Lorsque p = 1 et ¢ = 2n (resp. lorsque p = 3 et ¢ = 4n), avec n > 1 il
existe de nombreuses telles variétés V' car le groupe U(1,n) (resp. Sp(1,n))
agit proprement et transitivement sur SP9.

Donnons quelques étapes importantes de la démonstration du théoreme.

3. Critere de Propreté.

Soient K un sous-groupe compact maximal de G pour lequel on a la
décomposition de Cartan: G = KATK et u : G — A" la projection
de Cartan: pour g dans G, pu(g) est 'unique élément de KgK N A™ (voir
[6] ch.9). Par exemple, si G = SL(n,R), on peut prendre K = SO(n)
et At = {diag(oy,...,0n) € G / 00 > ... > 0, > 0}; on a alors
u(g) = diag(oi(g),...,0.(g9)) ot o;(g)? est la i*m° valeur propre de ‘g g.

Soient Hy, Hy deux sous-groupes fermés de G. On démontre tout d’abord
un critére pour que H; agisse proprement sur GG/Hy. Ce critere ne dépend
que des parties p(Hy) et u(Hs) et du groupe commutatif A. Il généralise deux
criteres connus, I'un du a Kobayashi ([7]) lorsque H; et Hy sont des sous-
groupes de Lie réductifs et 'autre, du a Friedland ([4]) lorsque G' = SL(n, R)
et Hy = SL(p, R) x I,,_,. Le voici:

Proposition 1: H; agit proprement sur G/Hy si et seulement si, pour tout
compact M de A, l’ensemble p(Hy) N p(Hy)M est compact.

Exemple: Un sous groupe discret I' de SL(2p, R) agit proprement sur
SL(2p, R)/Sp(p, R) si et seulement si, pour tout R > 0, 'ensemble
ITr={gel /4 <0i(9)oapr1-i(9) <R, Vi=1,...,p} est fini.

4. La projection de Cartan de I'.
La deuxieéme étape consiste a étudier 'ensemble u(T).

Proposition 2: Soit I' un sous groupe discret de G non virtuellement abé-
lien. Alors il existe un compact M de A tel que u(T)NB*TM est non compact.

L’implication directe dans le théoreme est une conséquence des proposi-



tions 1 et 2.

La proposition 2 se déduit du lemme suivant appliqué avec g, = g; ' € T,
F=Tetf =f"'

Lemme: Soient g1 , go deux éléments de G et F' une partie de G. Alors
il existe une partie non vide F' de F', Zariski ouverte dans F' telle que, pour
tout f, ' dans F', il existe un compact My de A tel que, pour tout p > 1
on a

(gt fab) /(g f'gh) € My p

Dans cet énoncé, I'expression ” Zariski ouvert dans F” signifie ouvert pour
la topologie induite sur F' par la topologie de Zariski du groupe G.

5. Construction de groupes libres.

Dans la troisieme étape, on construit des sous-groupes libres Zariski
denses de G en utilisant des idées de [2], [5] et [11].

Notons log 'application logarithme qui identifie A a son algebre de Lie
a. On dira qu'une partie {2 de A" est un cone convexe si log(2) est un cone
convexe de a. Par exemple AT et BT sont des cones convexes de A. On note

we(71) == {wy(a™t) JaeQ}.

Proposition 3: Soit Q un céne ouvert convere non vide de A" tel que
wo(271) = Q. Alors il existe un sous-groupe discret T libre a deuz générateurs
et Zariski dense dans G tel que u(T") est inclus dans QU {e}.

L’implication réciproque du théoreme est une conséquence des proposi-
tions 1 et 3.

Remarque: Soient k un corps local non archimédien et w, une uniformisante
de k. Le théoreme et les trois propositions sont encore vrais si on remplace G
par le groupe des k-points d’un k-groupe semi-simple simplement connexe,
H par un sous-groupe réductif de G, Ay et A par des sous-tores déployés
maximaux de H et G respectivement et, AT par {a € A /Vy € X7 | x(a) €
wh 1.

Les démonstrations détaillées feront 1’objet d'un article.
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