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Résumé.

Soient G un groupe de Lie réel linéaire réductif et I' un sous-groupe Zariski-dense. Nous étudions
certaines propriétés asymptotiques de I' a travers I’ensemble des logarithmes des composantes radiales
des éléments de I': nous montrons que le cone asymptote a cet ensemble est un cone convexe d’intérieur
non vide stable par 'involution d’opposition. Réciproquement, tout cone convexe fermé de la chambre
de Weyl positive qui est d’intérieur non vide et stable par l'involution d’opposition peut s’obtenir ainsi.

Nous relions ce cone limite et I’ensemble limite de I' a ’ensemble des semigroupes ouverts de G qui
rencontrent I'.

Nous démontrons aussi des résultats analogues sur n’importe quel corps local.

ASYMPTOTIC PROPERTIES OF LINEAR GROUPS.

Abstract.

Let G be a reductive linear real Lie group and I' be a Zariski dense subgroup. We study asymptotic
properties of I'" through the set of logarithms of the radial components of the elements of I': we prove
that the asymptotic cone of this set is a convex cone with non empty interior and is stable by the Cartan
involution. Reciprocally any closed convex cone of the positive Weyl chamber whose interior is non empty
and which is stable by the opposition involution can be obtained this way.

We relate this limit cone and the limit set of I' to the set of open semigroups of G which meet I'.

We also prove similar results over any local fields.



1. Introduction.

Le but de cet article est d’étudier certaines propriétés asymptotiques des sous-groupes
I’ du groupe linéaire GL(V') d’un espace vectoriel V' de dimension finie sur le corps k = R
(et plus généralement sur un corps local k) lorsque V est completement réductible, c’est
a dire somme directe de sous-espaces invariants irréductibles. Dans ce cas, ’adhérence de
Zariski de T est réductive.

Il s’agit donc d’étudier les propriétés asymptotiques des sous-groupes Zariski denses du

groupe G des k-points d’un k-groupe réductif.

1.1 Soient G' un groupe de Lie réel réductif linéaire et connexe, Z son centre, Ag un
sous-espace de Cartan de GG, AT une chambre de Weyl fermée de Ag et K un sous-groupe
compact maximal de G pour lequel on a la décomposition de Cartan: G = K ATK.
Notons i : G — A™ la projection de Cartan: pour g dans G, u(g) est la composante
radiale de g c’est a dire I'unique élément de A* N KgK. L’application logarithme log
identifie Ag & son algebre de Lie a. Notons at := logA™ la chambre de Weyl de a.

Soit I' un sous-semigroupe Zariski dense de G. Nous nous intéressons aux propriétés
asymptotiques de I'. Comme g est une application continue et propre, une partie de ces
propriétés se lit sur les propriétés asymptotiques de ’ensemble log(u(I")) des logarithmes
des composantes radiales des éléments de I". Notre but est de décrire le cone asymptote
a cet ensemble, c’est a dire le cone de a formé des directions limites des suites d’éléments
de cet ensemble qui partent a I'infini. Pour cela introduisons quelques notations.

Soient A : G — AT la projection naturelle qui se déduit de la décomposition de Jordan
et + : at — a® linvolution d’opposition : pour g dans G, A(g) est I'unique élément de
AT qui est conjugué a la composante hyperbolique g, de g; pour X dans at, +(X) est
I'unique élément de at qui est conjugué & —X. Notons /1 le plus petit cone fermé de a*
contenant log(A(I")). On l'appellera cone limite de I'. Lorsque I" est un sous-groupe de
(G, ce cone est invariant par 'involution d’opposition.

1.2 Un des résultats principaux de cet article est le suivant:

Théoreme. Soit G un groupe de Lie réel linéaire semisimple conneze.
a) Soit T' un sous-semigroupe Zariski-dense de G. Alors
a) Le cone asymptote a log(u()) est le cone limite (r
B) Le cone limite (r est conveze et d’intérieur non vide.
b) Réciproquement, on suppose G non compact. Soit Q un cone convexe fermé d’intérieur
non vide de a™.
a) Alors il existe un sous-semigroupe discret et Zariski-dense I' de G tel que lr = Q.
() Si en outre Q est stable par l'involution d’opposition, on peut trouver un sous-groupe
discret et Zariski-dense I' de G tel que ¢r = (.

Exemple: Explicitons, pour un lecteur peu familier avec la théorie des groupes de Lie
semisimples, ce théoreme dans le cas particulier ou G = SL(n, R).



Dans ce cas, a est ’ensemble des matrices diagonales de trace nulle que 1’on identifie
a lhyperplan: a = {z = (21,...,2,) € R" / 21+ -+ 2z, = 0 } et a” est le cone
convexe: at = {x = (z1,...,2,) € a / ;1 > --- > x, } et I'involution d’opposition
est donnée par l'application linéaire: o(xy,...,x,) = (—x,,...,—x1). Pour g dans G, le
vecteur my = log(1(g)) est le vecteur de a™ dont les coordonnées sont les logarithmes des
valeurs propres de la matrice symétrique (‘g g)% rangés par ordre décroissant et le vecteur
l, :=1log(A(g))) est le vecteur de a* dont les coordonnées sont les logarithmes des modules
des valeurs propres de g rangés par ordre décroissant. Le cone /1 est tout simplement

I'adhérence de I’ensemble des demidroites engendrées par les vecteurs non nuls ¢, pour g
dans I'.

1.3 Un deuxieme concept qui reflete certaines propriétés asymptotiques de I' est ’ensemble
limite Ar : c’est une partie fermée de la variété drapeau complete de G, partie qui est
classique pour G de rang réel un et qui a été introduite par Y.Guivarc’h pour G =
SL(n,R). En général, cet ensemble differe de celui, noté A, du semigroupe I'™ formé des
inverses des éléments de I'.

Un troisieme concept est l'ensemble Ly des directions limites de I': c’est I’ensemble
des éléments hyperboliques g de G tels que tout semigroupe ouvert H de G qui contient g
rencontre I'. Heuristiquement, cet ensemble L décrit les directions a l'infini dans G vers
lesquelles partent des suites d’éléments de I". Nous montrons comment décrire I’ensemble
Lr a partir de Ar, Ar et Lr et inversement (théoréeme 6.4). En particulier, nous montrons:

- L’ensemble Lr rencontre ['intérieur d’une chambre de Weyl f si et seulement si le
"point de départ” y; de f est dans Ap et le "point d’arrivée” y;f est dans Ar.

- Dans ce cas, lintersection Lr N f "ne dépend pas” du choixz de la chambre: elle
s’identifie naturellement au cone limite L.

1.4 Dans la suite du texte, nous démontrons aussi un analogue de ces résultats pour un
groupe réductif sur un corps local k£ quelconque: dans ce cas, I'application logarithme est
remplacée par une injection de la chambre de Weyl positive AT dans un cone A* d’un
R-espace vectoriel A® (ceux-ci s’identifient respectivement a a® et a lorsque k = R) et on
définit encore des applications p: G — AT, A : G — AX, 1 : A — A* (cf 2.3 et 2.4)
et, pour tout sous-semigroupe I' de G’ un cone limite Ly dans A* (celui-ci s’identifie & (p
lorsque £ = R). Par construction ce cone Lr est fermé et a support rationnel (i.e. Lr et
Lr N A* engendrent le méme sous-espace vectoriel de A®). En outre, si I est discret, ce
cone n’est pas central (i.e. n’est pas inclus dans le cone limite Ly du centre de G). La
principale différence, avec le cas ou k = R, est que le cone Lr peut étre d’intérieur vide
dans A*.
Dans ce cas, le théoreme 1.2 devient:

Théoreme. Soient k un corps local non archimédien, G un k-groupe réductif connexe et
G = Gy.
a) Soit T' un sous-semigroupe Zariski-dense de G. Alors

a) Le cone asymptote a u(I') est le cone limite L.



B) Le cone limite Ly est convere.
b) Réciproquement, soit ) un cone convexe fermé non central a support rationnel de A*.
a) Alors il existe un sous-semigroupe discret et Zariski-dense I' de G tel que lr = Q.
B) Si en outre 2 est d’intérieur non vide et stable par involution d’opposition, on
peut trouver un sous-groupe ' discret et Zariski-dense I' de G tel que fr = (2.

Il est probable que dans cette derniere affirmation '’hypothese 72 d’intérieur non vide”
est inutile (je Iai vérifié pour G = SL(n, k) et € une demi-droite).

1.5 Les semigroupes ouverts de GG jouent un role important dans ce travail. Ils seront une
source d’exemples (cf 5.2 et 5.3) mais aussi un outil (cf 6.3). Un autre outil important pour
les démonstrations est la notion de sous-semigroupe et de sous-groupe (6 ,&)-Schottky: il
s’agit d’'une généralisation des sous-groupes e-Schottky que j’'avais introduits dans [Be].
IIs seront une autre source d’exemples (cf. 5.1). Les sous-semigroupes (6 ,e)-Schottky
interviendront aussi dans la démonstration de la convexité de Lr (cf 4.4). Citons [Ti 2],
[Ma-So] et [A-M-S] ot des notions proches sont utilisées.

Un mot sur le plan de 'article. La partie 2 est constituée essentiellement de rappels
de [Be]. La partie 3 est consacrée a I'ensemble limite Ar, la partie 4 & la convexité de Lr,
la partie 5 a la construction de sous-semigroupes et sous-groupes I' de G dont le cone Lr
est prescrit, la partie 6 aux propriétés de I’ensemble Lr. Enfin, dans la partie 7, on vérifie
que, lorsque k = R, le cone Lr est d’intérieur non vide.

2. Préliminaires.
On rappelle dans cette partie quelques notations introduites dans [Be].

2.1 Corps locaux.

Soit k un corps local, i.e. k=R ou C ou une extension finie de Q, ou de F,[T~!, T
pour un entier premier p. On note |.| une valeur absolue continue sur k.

Lorsque £ =R ou C , on pose k° =|0, o[ et k* = [1, 00].

Lorsque k est non archimédien, on note O I'anneau des entiers de k, M 'idéal maximal
de O et on choisit une uniformisante, c’est a dire un élément u de M~! qui n’est pas dans
O. On pose alors k° = {u"/n € Z} et k™ = {u"/n > 0}.

Soit V un k-espace vectoriel de dimension finie. A toute base vq, ..., v, de V on associe
les normes sur V' et EndV définies par, si v = 371 <;<, 7;v; est dans V et g est dans EndV

[vll = supicicnlas| et [lgll = supyey;jo=1llg-vll -
Deux bases différentes de V' fournissent bien siir des normes équivalentes.
On note X = P(V') 'espace projectif de V. On définit une distance d sur X par

d(x1,29) = inf{|lv; —va|| /v; € et ||uy]| =1 Vi=1,2}.
Si X; et X5 sont deux fermés de X, on note

5(X1,X2) = inf{d(IhJJg) / xr1 € X1 To € Xg } et
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d(Xl,Xg) = sup{é(xi,Xg,i) / x; € XZ et 1 = 1, 2 }

la distance de Hausdorff entre X; et X5.

On note A;(g) > -+ > A\u(g) la suite des modules des valeurs propres de g que 1'on a
rangés par ordre décroissant et répétés selon leur multiplicité. Bien stir une valeur propre
de g est dans une extension finie £’ de k. On a muni implicitement cette extension de
I'unique valeur absolue qui prolonge celle de k.

2.2 Proximalité.

Un élément g de End(V')—0 est dit "proximal dans P(V)” ou ”proximal” s’il a une
seule valeur propre a telle que |a| = Ai(g) et si cette valeur propre a multiplicité un.
Cette valeur propre « est alors dans k. On note x; € X la droite propre correspondante,
V.S I'hyperplan g-invariant supplémentaire & r} et X5 := P(V,<) .

On fixe € > 0 et on note

v, ={reX [d(z,z]) <e}

By ={reX /i X;)>c}.

Un élément proximal g est dit e-proximal si d(z;, X) > 2¢ , g(B;) C b et g[p: est

e-Lipschitzienne. Le lemme suivant est facile (cf. le corollaire 6.3 de [Be]).

Lemme 2.2.1 Pour tout € > 0, Il existe une constante c. = c.(V') €]0, 1] telle que, pour
toute transformation linéaire g de V' e-proximale, on a

cellgll < Milg) < gl -

Le lemme suivant est une variante de la proposition 6.4 de [Be]. Il se démontre de la
méme fagon.

Lemme 2.2.2 Pour tous € > 0, il existe des constantes C. > 0 telles que, si g1, ..., g sont
des transformations linéaires respectivement 1-proximale,. . ., €;-prozimale de V' vérifiant
(en notant go = q;)

oz, , X,) > 6sup(ej1,¢;) pour j=1,....0 .

ni

Alors, pour tout nq,...,n; > 1, le produit g = g --- ¢}
2sup(e, &) -
En outre, en posant Ay := [ Mi(g;)™ et C:= [] C., ., ona

1<j<1 1<j<i

est e-prorimal avec € =

)\1(9) € [)\10_1,)\10] et ||g|| € [)\10_1,>\10] .

Définition. Soit e = (¢;);es une famille finie ou infinie de cardinal t > 2 formée de réels
positifs. On dit qu’un sous-semigroupe (resp. sous-groupe) I' de GL(V') de générateurs
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(7j)jes est "e-Schottky sur P(V;)” si il vérifie les propriétés suivantes [On note Ep =
{v; /j€J}; (resp. Er:={v;,~;"/j€J}) et pour tout élément g de Er dont lindice
est j, on note £, = €;/.

i) Pour tout g dans Er, g est €,-prozimal.

i) Pour tout g, h dans Ep (resp. g, h dans Epr avec g # h™' ), 0(z}, X;5) >
6sup(eg, €n) -

Remarque. Lorsque la famille € est constante égale a un réel € > 0, on dit que I' est
”e-Schottky sur P(V;)” (dans [Be], ces groupes étaient appelés ”e-proximaux”).

2.3 Décomposition de Cartan.

Pour tout k-groupe G, on note G ou G I'ensemble de ses k-points.

Soit G un k-groupe réductif connexe, Z le centre de G et S le k-sous-groupe dérivé
de G de sorte que G est le "presque produit” de S et Z. Soient A un tore k-déployé
maximal de G, r = rqg, rg et rz les k-rangs de G, S et Z respectivement de sorte que
r =rg+rz. Soient X*(A) l'ensemble des caractéres de A (c’est un Z-module libre de
rang 1), F = X*(A) ®z R et Eg le sous-espace vectoriel de E' engendré par les caracteres
triviaux sur A N'Z. On note ¥ = ¥(A,G) l'ensemble des racines de A dans G : ce
sont les poids non triviaux de A dans la représentation adjointe du groupe G. X est un
systeme de racines de Eg ([Bo-Ti] §5). On choisit un systéme de racines positives X1, on

note I = {ay, ..., o, } I'ensemble des racines simples et on pose
A = {a€e A/ Vxe X*"(A),x(a) € k°}
AT = {a€ A° /Vx € X, x(a) € kT}

ATt = {a€e AT /Vx € X7, x(a) # 1} .

Soient N le normalisateur de A dans G, L le centralisateur de A dans G et W := N/L
le petit groupe de Weyl de G: il s’identifie au groupe de Weyl du systeme de racines 3.
La partie AT s’appelle la chambre de Weyl positive. On a I'égalité A° = U,ewwAT . On
munit F d’un produit scalaire W-invariant et on note (ws, ..., w,) les poids fondamentaux

de 3. Ce sont les éléments de X*(A) tels que 2((;;’5]’)) = 0;; pour tout i,j. Ils forment une
base de Ejg.

Supposons maintenant qu’il existe un sous-groupe compact maximal K de G tel que
N = (NN K).A [cette hypothese est anodine: elle est vérifiée lorsque S est simplement
connexe; on se ramene a ce cas par des méthodes standards (voir [Mar] 1.1.5.5 et 1.2.3.1)].
On a alors I'égalité G = KA K appelée décomposition de Cartan de G. Donc, pour tout
g dans G il existe un élément p(g) dans A™ tel que g est dans Ku(g)K. Cet élément
1(g) est unique. Nous appellerons projection de Cartan cette application p : G — A™.
C’est une application continue et propre. Désormais, a chaque fois que nous parlerons
de la projection de Cartan u, nous supposerons implicitement vérifiée I'existence de ce
sous-groupe compact K.

On appelle involution d’opposition 'application ¢ : AT — A* définie par 1(a) = p(a™t).
On note @ — a~ la bijection de II aussi appelée involution d’opposition définie par
a” (a) = a(i(a)), pour tout a dans A™.



2.4 Décomposition de Jordan.

Pour des commodités de language, nous allons injecter le semigroupe A" dans un cone
convexe d’intérieur non vide A* d’un R-espace vectoriel A® de dimension r. On définira
alors une application A : G — A*.

Lorsque k = R ou C, on pose A* = A° et A* = AT . L’identification de A® avec son
algebre de Lie en fait un R-espace vectoriel. Tout élément g de G admet une décomposition
unique, appelée décomposition de Jordan, g = g.gng., en produit de trois éléments de G
qui commutent, avec g, elliptique, g, hyperbolique ( c’est a dire conjugué a un élément
a(g) de A1) et g, unipotent. On pose alors simplement A(g) = a(g).

Lorsque k est non archimédien, A° est un Z-module libre de rang r. On prend A® =
A°®7R et A* I'enveloppe convexe de AT dans A®. Dans ce cas, une puissance convenable
g" de g admet une décomposition de Jordan. On pose alors, en reprenant les mémes
notations que pour k =R, A(g) = %a(g”). C’est un élément de A* qui ne dépend pas du
choix de n.

L’involution d’opposition 2 : AT — A" se prolonge en une unique application R-
linéaire encore notée 1+ de A® dans lui méme préservant le cone A*. Pour tout ¢ dans G,
on a u(g~") = o(u(g)): Mg™") = uA(g)) et, pour n > 1, A(¢") = nA(g). Si A(g) # 1, on
note L, la demidroite de A* contenant A(g); sinon on pose L, = 0.

Pour tout caractere y de A , le morphisme |x| : A° —]0, oo, défini par |x|(a) = |x(a)|,
s’étend de fagon unique en un morphisme de groupes encore noté |x| de A* dans ]0, ool.
Pour toute partie 6 de I, on note 6° le complémentaire de 0 dans II, 6~ := {a~ / a € 6},
Ay = {a € A* /| Va € 0° |al(a) =1} et Ay := A* N A) . Cest un cone convexe
du R-espace vectoriel Aj. On note A;* lintérieur relatif de A;, A = A; N AT et
Apt = A N AT AJ (resp. Aj") est la facette fermée (resp. ouverte) de type 6 de la
chambre de Weyl AT. On note A$, A, ... pour Afpyes ?ai}c, .

2.5 Représentations de G.

Soit p une représentation de GG dans un k-espace vectoriel de dimension finie V'; c’est
a dire un k-morphisme de k-groupes p : G — GL(V). Pour x dans X*(A) , on note
Vi ={veV /Vae A, pla)v = x(a)v} lespace propre correspondant. On note
X(p) :={x € X*(A) / V) # 0} 'ensemble des k-poids de V. Cet ensemble est invariant
sous l'action du groupe de Weyl W et on a V' = @, 5, Vy - On munit X*(A) de l'ordre
défini par:

xi<x2<=x2—x1€ », Nx.
xeX+

Lorsque p est irréductible. L’ensemble ¥(p) a un unique élément y, maximal pour cet
ordre appelé le plus haut k-poids de V. On note 6, := {a €Il / x, —a € £(p)}. On dira
parfois que 6, est le type de p ou que p est de type 6,. Par exemple, la représentation
triviale est de type 0.

Les deux lemmes préliminaires suivants sont tirés de [Be| §2.3 et 2.4. Ils ramenent
I'étude de p(g) et de A(g) a celle de ||p(g)|| et de A1(p(g)) pour certaines représentations
de G.



Lemme 2.5.1 (/Ti1]) Il existe r représentations irréductibles p; de G dans des k-espaces
vectoriels V; dont les plus hauts k-poids x; sont des multiples entiers des poids fondamen-
tauzr w; et telles que dim(V;),, = 1.

Remarques - Lorsque G est k-déployé, on peut prendre y; = w;.

- On fixe désormais de telles représentations (V;, p;), on choisit des normes ||.|| sur
chacun des V;, on note X; := P(V}), V;* le dual de V; et X, := P(V;*). On peut supposer
ces choix faits de sorte que, lorsque a; = a; , on a X; = X .

- On complete cette famille de rg représentations de G par ry représentations de
dimension 1 encore notées (V;, p;)rq<i<r de poids x; de sorte que les caracteres (x;)i<i<r
forment une base de FE.

Lemme 2.5.2 Pour toute représentation irréductible (V, p) de G de plus haut k-poids x
et toute norme sur 'V, il existe une constante Cy, > 0 telle que, pour tout g dans G, on a

1 Ix(u(g))]
= gl 9

En outre, on a ||(\(9)) = M(p(9)).

Remarque. Pour g dans G, p;(g) est proximal si et seulement si A(g) n’est pas dans A;*.
En effet, les poids de A dans V; autres que y; sont de la forme

Xi — i — Y mja; avec n; > 0.
I<j<r

Voici un exemple d’application des deux lemmes précédents qui nous sera utile en 4.6.

1
Corollaire. Pour tout g dans G, on a l’égalité dans A®: A(g) = lim —u(g") .
n—oo n
Démonstration. 1Tout endomorphisme x d’un espace vectoriel de dimension finie vérifie:
M(g) = lim 2%
Pour = = p;(g), on obtient grace au lemme 2.5.2

il (A@) = Jim lou(o)" 1% = Jim_ (™) = Jimn [l (n(o™)

n—oo n—oo n—oo

Comme cela est vrai pour tout + = 1,...,7, on a I’égalité annoncée.¢

Dans tout cet article, k désigne un corps local,
G un k groupe réductif connexe,
I' un sous-semigroupe Zariski dense de G := Gy, et
on garde les notations introduites dans ces préliminaires.
Dans les section 5.2, 6.3 et suivantes, on suppose que k = R.
Dans la section 5.3, on suppose k non archimédien.




3. La partie 0r et ’ensemble limite Ar.

Dans cette partie, on associe a I' une partie 6r de I’ensemble II des racines simples
de G, ou, ce qui est équivalent, une variété drapeau Yr de G (3.2). Cette variété Yr est
la plus grande variété sur laquelle T" agit de fagon proximale (3.5). Lorsque k = R, cette
partie est égale a II et Y est toujours la variété drapeau de dimension maximale (i.e.
associée aux paraboliques minimaux). Lorsque k n’est pas archimédien, n’importe quelle
partie de IT peut s’obtenir ainsi.

On associe aussi a I' une partie fermée Ar de Yr appelée ensemble limite de I'.
L’ensemble limite du semigroupe opposé I'~ est noté Ar.

On associe enfin a I' un ensemble fermé Fr de facettes de type Or dites "facettes
quasipériodiques” et on montre comment déterminer F1 a partir de Ar et de Ap et in-
versement (3.6).

3.1 Proximalité simultanée.
Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme. ([A-M-S] lemme 5.15) Soient W un k-espace vectoriel, r : G — GL(W) une
représentation qui se décompose en une somme directe de représentations irréductibles
(VI/, T) - @ (M/MTZ)
1<i<l
Si pour tout i, r;(I") contient un élément proximal, alors il existe v dans T tel que,
pour tout i, r;(7y) est prozimal.

Donnons une démonstration de ce lemme suivant les idées de [A-M-S] mais simplifiée
grace a une idée que j’ai trouvée dans [Pr| qui consiste a introduire 'adhérence de r;(I")
dans P(End(W;)) plutét que dans I'ensemble des transformations quasiprojectives de
P(W;).

Démonstration. On peut supposer G C GL(W). Soit S := {g € GL(W) / Vi, g|w, est
scalaire} . On peut supposer que S est inclus dans I On note I'; := {g|w, / g € '},
[; I'adhérence de T'; dans End(W;) et T’ adhérence de I' dans EndW. On a bien siir,
T'cTy x---xTI. Soient

A:={r=(m,...,m) €T /Vi, m # 0}

et m un élément de A de rang minimum. Montrons que, pour tout i, 7; est de rang 1.
Supposons par 'absurde rg(m) # 1. Comme I'; contient un élément proximal hy :=
r1(71), I'1 contient un projecteur oy de rang 1: o3 = lim ¢,h} pour une suite ¢, dans k
n—oo

bien choisie. Comme S est inclus dans T, il existe un élément o = (0y,...,0;) de T tel
que, pour tout 7, o; est non nul et tel que oy est le projecteur précédent. Par irréductibilité
de W; et Zariski connexité de I', on peut trouver un élément v de I' tel que, pour tout 1,
v(Im(m;)) ¢ Ker(o;). Alors oym est dans A et de rang plus petit que . Contradiction.
Donc, pour tout i, rg(m;) = 1.



Quitte a remplacer 7 par v ou g est un élément de I tel que, pour tout ¢, v(Im(m;)) ¢
Ker(m;), on peut supposer que, pour tout i, m; est multiple d'un projecteur de rang
1. Choisissons alors une suite 7, dans I' telle que lim v, = 7. On a, pour tout i,

n—oo

Jim 7i(7n) = m; et, pour n > 0, r;(y,) est proximal.c

Corollaire 1 On garde les mémes notations. Alors [’ensemble
I":={y el /Vi, ri(y) est prozimal}

est encore Zariski dense dans G.

Démonstration. Soit 79 un élément de IV. Pour 7 = 1,...,[ on note ¢; la valeur propre
de 7i(70) telle que |¢;| = A1(ri(70)). La limite m; := lim ¢; "ri(vg") est un projecteur de
rang 1. Soit U l'ouvert de Zariski de GG

U={9geG/Vi=1,...,1, g(Ilmm;) ¢ Kerm; } .

Cet ouvert U est Zariski dense dans G car les représentations W; sont irréductibles.
Montrons tout d’abord que, pour tout v dans UNT', il existe myq tel que, pour m > my,
Yo'y est dans IV. En effet, la limite
lim ¢;"ri(h"y) = miri(7)

m—0o0

est un multiple non nul d’un projecteur de rang 1 et r;(7{*y) est proximal pour m > 0.
Montrons maintenant que I est Zariski dense dans G. Soit F' un fermé de Zariski
contenant I et montrons que F' contient I'. Il suffit de montrer que F' contient U N T
Soit donc v dans U N T, il existe un entier my tel que pour tout m > my, vy'y est dans
I". Donc
Y'Y € F Ym > my .

Comme un semigroupe Zariski fermé est un groupe, cette affirmation est encore vraie
pour m dans Z. En particulier, pour m =0, on a 7 € F. C’est ce que 'on voulait.c¢

Pour tout élément de v de I, on note x; , le point attracteur de r;(y) dans P(W;).

Corollaire 2 On garde les mémes notations. Soient € > 0 et vy un élément de I'. Alors
l’ensemble:
IL={yel” Vi, dz;,xi,) <c}

est encore Zariski-dense dans G.
Démonstration. Remplacer [ par [, dans la démonstration du corollaire 1.
Le corollaire suivant nous sera utile en 4.5.

Corollaire 3 ([A-M-S] théoreme 5.17) Awvec les mémes notations. Il existe une partie
finie F' de I' et € > 0 tels que, pour tout g dans I, il existe f dans F' tel que, pour tout
i=1,...,1, ri(gf) est e-proxrimal.



Pour la démonstration de ce corollaire (qui n’utilise pas les transformations quasipro-
jectives), nous renvoyons a [A-M-S].

3.2 La partie 0.
Définition. Soit g un élément de G. On note 8, la partie de 11 telle que A(g) € Ag ™.

Autrement dit, 6, = {a; € Il / p;(g) est proximal } (cf. la derniére remarque de 2.5).
On dira parfois que 0, est le "type” de g ou que g est de type 0,.

Définition. Soit 0 une partie de I1. Un élément g de G est dit 6-proximal (ou proximal
sur Yp) si il vérifie l'une des trois affirmations équivalentes suivantes:

-0,00

- pour tout o dans 6, \(g) & A

- pour tout o; dans 0, I’élément p;(g) est proximal.

Lorsque 6 =11, on dit aussi que g est k-régulier.

Définition. Un élément g de G est dit (0, ¢)-prozimal si, pour tout o; dans 6, [’élément
pi(g) est e-prozimal dans P(V;).

Définition. On note Or la plus petite partie 0 de 11 telle que N\(I') C Aj.

Autrement dit 0r est la réunion des parties ¢, pour g € I'.
On dira parfois que 0 est le "type” de I' ou que I est de type 0.

Remarques. - On note I'™ := {g7! / g € G} c’est un semigroupe et on a I'égalité:
Or- = 0y . En particulier, si I' est un groupe, 6r est stable par 'involution d’opposition.

- Il résulte de I'appendice de [Be-La] (voir aussi [Go-Mal, [Gu-Ra] et [Pr]) que, si
k=R, et I' est un sous-semigroupe Zariski dense de G, alors fr = II.

- Le cas k£ = C n’est pas tres intéressant pour notre point de vue: en effet, si I' est
un sous-semigroupe Zariski dense (sur C) dans G, une restriction des scalaires de C a R
permet de considérer I' comme un sous-semigroupe Zariski dense (sur R) dans le groupe
des points réels d'un R-groupe semisimple. Exemple: I' = SU(n, R) est Zariski dense (sur

C) dans G = SL(n,C).

Proposition. L’ensemble des éléments Op-proximaux de ' est encore Zariski-dense dans

G.
Démonstration. Cela résulte des définitions et du corollaire 1 de 3.1.
Le lemme suivant donne d’autres définitions équivalentes possibles pour Or.

Lemme. Soit a; € I1. On a l’équivalence:
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Z) o; € Or
it) pi(T') contient des éléments proximaut.
iii) a;(pu(T)) n'est pas bornée (dans k).

Démonstration. i) < ii) Cela résulte de la derniere remarque de 2.5.
i1) = 1i1i) Soit g un élément de I' tel que A(g) n’est pas dans A . Comme A(g) =

1
lim —u(g"™) (corollaire 2.5), la suite «;(u(g™)) n’est pas bornée.

n—oo n,
i1i) = i) Soit g, une suite dans I' telle que lim |o;(p(gm))| = +oo . Ecrivons
m—0o0
Gm = k1 m@mkam avec ky,, et ko, dans K et a,, dans AT. On peut supposer les suites
k1 et ko, convergentes vers ket ko respectivement. Par hypothese, il existe une suite
de constantes c,, dans k telle que la limite 7; = lim ¢ 'pi(a,,) existe et est un projecteur
m—o0

de rang 1. Choisissons un élément h de T tel que p;(hky)(Imm;) & p;(ky ') (Kerm;). Un tel
élément h existe car I' est Zariski dense dans G et la représentation p; est irréductible. Mais
alors la limite lim cilpi(hgm) = pi(hk1)mipi(k) est un multiple non nul d’un projecteur
de rang 1. Donc, pour m > 0, p;(hg,,) est proximal.

Corollaire. On a l’équivalence:

[ est borné modulo le centre de G <= Or =) .

Remarque. Une telle situation ne peut pas se produire lorsque k est égal a R et que
(G/Z est non compact.

Démonstration. En effet, on a les équivalences: I' est borné modulo Z <=
w1(T) est borné modulo Z <= Va € IT a(u(T")) est borné <= 0r = ) .©

3.3 Variétés drapeaux Y, et variétés 7.

Le but de ce paragraphe est d’introduire quelques notations bien classiques. Pour
toute partie 6 de II, on note
- < 0 > les éléments de ¥ combinaisons linéaires d’éléments de 0,
- ug (resp. uy ) lalgebre de Lie somme des espaces radiciels g, (resp. g_,) associés aux
racines y dans Xt — < 6¢ >,
- Uy (resp. Uy ) l'unique k-sous-groupe unipotent normalisé par A d’algebre de Lie uy
(resp. uy),
- Ay la composante Zariski connexe de N,cgeKer(x), et
- Af = ApN AT la facette standard de type ; ceci est cohérent avec les notations de 2.4.
On note
- Ly le centralisateur dans G de Ay,
- Py = LyUy le k-sous-groupe parabolique standard associé a 6,
- P, = LyUy, le k-sous-groupe parabolique standard opposé a Py,
- Py = LyUy le groupe des k-points de Py qui est appelé sous groupe parabolique standard
de G associé a 0 et
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- P, le groupe des k-points de P,. On a Py = G et P est le sous-groupe parabolique
minimal standard de G. Un sous-groupe P de G conjugué a Py est appelé sous-groupe
parabolique de G de type 6. On note
- Y ou Y, I'ensemble des sous-groupes paraboliques de type 6 de G: c’est une variété
analytique sur k compacte qui s’identifie & G/ Py sur laquelle le groupe K agit transitive-
ment (cf [He| et [Mac]). On Pappelle variété drapeau de type 6. On note
- Y, =Yy~ la variété drapeau associée a 07; elle s’identifie & G. On note
- vy la probabilite K-invariante sur Y.

Ces choix ont été faits de sorte que la dimension de Yy croisse avec 6.

Une partie f de G est appelée facette de type 6 si elle est conjuguée & A, cest a
dire si on a f = gAfg~!, avec g dans G. La partie gAf g1 s’appelle 'intérieur de la
facette f. Tout élément h de l'intérieur de la facette f agit sur Yy avec un unique point
attracteur y;{ et sur Yy~ avec un unique point répulseur y,. Ces points ne dépendent pas
du choix de h dans l'intérieur de la facette f et on a yf = gPyg~"' et y; = gPy g~

On note Zy I'’ensemble des facettes de type 6. C’est une sous-variété analytique sur k
qui s’identifie & G/Ly. Par exemple la variété Zy est I’ensemble des chambres de Weyl de
G.

L’injection:

Zy — Yy xY,
f— ()
est une bijection entre Zy et l'orbite ouverte de G dans Yy x Y, . Un point (y,y~) de
Yy x Y, est dit étre en position générale si il est dans cette orbite ouverte. Pour y~ dans
Y, , on note U,- I'ouvert de Zariski de Yp formé des point y tels que (y,y~) est en position
générale.

Pour tout élément g de G' de type 6, on note f, € Zy I'unique facette de type 0
contenant la partie hyperbolique de la décomposition de Jordan d’une puissance g", avec
n > 1. C’est aussi 'unique facette de type 6 telle que y}; est le point fixe attracteur pour
I’action de g sur Yy et Yy, est le point fixe répulseur pour l'action de g sur Y, . On note
ys et y, aulieu de y; ety .

3.4 Variétés Yy et Zy et représentations p;.

Dans cette section, nous faisons le lien entre ces définitions et les représentations p;.

Pour y dans Yj et a; dans 6, on note z;" (y) la droite de V; invariante par y. L’applica-
tion

je Yy — Haiee X
y — Jo(y) = (@ (¥))aes

est un plongement dont I'image est une sous-variété fermée de [[,,coc X;. On munit ce
produit de la distance sup et Yy de la distance d induite par ce plongement.

Un élément x; de X, est aussi un hyperplan de V;. Pour z; dans X; et x; dans X,
on note m; = z; ® x; € P(EndV;) la droite engendrée par les endomorphismes de rang 1
d’image z; et de noyau x; . Le couple (z;, x; ) est dit étre en position générale si x; n’est
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pas dans 'hyperplan z; . Dans ce cas, la droite m; contient un élément privilégié que 1’on
note encore m; = x; ® z; : c’est le projecteur de noyau z; et d’image x;.

Pour y~ dans Y, et a; dans 6, on note z; (y~) € X; la droite de V;* invariante par
y~. Signalons que le couple (y,y~) de Yy x Y, est en position générale si et seulement si,
pour tout «; dans 6, les couples de droites (x; (y),z; (y~)) sont en position générale.

Soit f une facette de type 6 et a; dans 6. On pose x;, == a7 (yf) , ;5 = x; (yf) et
m;,f le projecteur x:ff ® x; ¢ L’application

Tg: Zg — [la,eo EndV;
[ — m(f) = (Wi,f)aiee

est encore un plongement dont I'image est une sous-variété fermée de [],,co EndV;. On
munit ce produit de la norme sup et Zy de la distance d induite par ce plongement.
Pour tout élément g de type 6 tel que f, = f et tout a; dans 6, on a

T p = lim,ooc; "pi(g)"
ou ¢; est la valeur propre de p;(¢g) la plus grande en module.

3.5 La variété drapeau Yr.

Dans cette section nous faisons le lien entre la partie fr et la proximalité de 'action
de T' sur les variétés drapeaux ainsi que sur les espaces projectifs P(V') des diverses
représentations irréductibles de G.

Définition. Une suite (g, )n>0 dans G est dite contractante dans Yy si im g¢,.(vg) est
- n—oo

une masse de Dirac 0,+ en un point y* de Yy qui est appelé point limite de la suite.

On dit qu’un sous-semigroupe I' de G a la propriété de contraction dans Yy s’il existe
une suite (gn)n>o0 dans I' qui est contractante dans Yy. On appelle point limite de I dans
Yy un point limite d’une telle suite.

Proposition. Soient 0 une partie de 11 et (p ,V') une représentation irréductible de G de
type 0 dont le plus haut poids x, est sans multiplicité. Alors, les affirmations suivantes
sont équivalentes:

i) I' a la propriété de contraction dans Yy

ZZ) Or D0

iii) p(I') a la propriété de contraction dans P(V').

En particulier, Yp. est "la plus grande” des variétés drapeaux de G sur laquelle I' a
la propriété de contraction. On notera Yr = Yy, Y =Yy, Pr = Py, Pr = B et
Zr = Zp,.

Démonstration. Cela résulte du lemme plus précis suivant:

Lemme. Avec les mémes notations. Soit (g,)n>1 une suite dans G. On considére les
affirmations suivantes:

13



(1) Pour tout a; dans 6, Jim. lai (1 gn))| = oo .

(2) La suite g, est contractante dans Yy vers un point limite y*.

(3) Pour tout a; dans 0, la suite p;(gn) est contractante dans P(V;) vers un point limite
x;.

(4) La suite p(gn) est contractante dans P(V') vers un point limite .

(5) Il existe un couple (y*,y~) € Yo x Y, tel que, pour tout z dans 'ouvert de Zariski
U, de Yy, on a nh_)nolo gnz =yt . Cette convergence étant uniforme sur les compacts de
Uy,-.

(6) Pour tout oy dans 0, il existe des constantes ¢;,, € k* telles que les limites m; =
nh_}rgo c;nlpi(gn) existent et sont des opérateurs de rang un.

(7) Il existe des constantes ¢, € k* telles que la limite m = Jim ¢ 'plgn) existe et est

un opérateur de rang un.
On a les implications et les équivalences suivantes:

(MNe6)=0)=>@eB)<2)=1).

En outre si la suite (g,)n>1 vérifie (1), on peut en extraire une sous-suite qui vérifie (7).
+

Lorsque (2) est vrai, on a l’égalité: x; =z (yT) .
Remarque. On en déduit une autre caractérisation des éléments de 6r lorsque I' est
Zariski dense: ce sont les éléments «; pour lesquels p;(I") a la propriété de contraction

dans P(V;).

Démonstration. On peut supposer G simplement connexe. La décomposition de Cartan
de G permet d’écrire g, = k1 nanks, avec ki, € K, a, € AT et ko, € K.

1" cas: k1, = ko, = 1. La suite g, = a,, prend ses valeurs dans AT. Dans ce cas, les
sept affirmations sont équivalentes. On note yg = Py et yo = P, ; ce sont des points de
YpetdeY, .

(1) & (2) < (5) . Pour cela, on remarque (voir [Bo-Ti]) qu'un ouvert dense de G/ Py
s'identifie comme variété au produit des espaces radiciels g_, pour x dans ¥+t— < 6° >,
que lue dans cette carte, 'action de A" est une action produit de I’action sur chacun des
facteurs g_,, que sur ces facteurs I'action de A s’identifie a I’action adjointe, et enfin, que
les racines x de Xt — < 0° > sont celles qui s'écrivent x = Y e N avec Y ocpNa > 1.
Dans ce cas, le point yg est le point limite de a,, dans Yy et 'ouvert Uyg est son bassin
d’attraction.

(1) & (3) © (6) . On note z;, € P(V;) la droite de plus haut poids et z;, € P(V;*)
I'hyperplan de V; somme des autres espaces de poids et m; ¢ 1= SL’;FO ® x;, la projection
sur x;, parallelement & 7. L’équivalence résulte de ce que la valeur propre de p;(a,)

dans ZE:_ o est xi(ay) alors que la valeur propre de p;(a,) dans z;, la plus grande en module

(an

est zTan; (cf 2.5). Dans ce cas, le point zj, est le point limite de p;(a,) dans P(V;) et

0 = T}E&(Xz‘(an))_lpi(aﬁ :
(1) & (4) < (7) . On procede de la méme fagon.
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2°M¢ cas: Les suites £, et kg, convergent vers des éléments k; et ky. Dans ce cas, les

cing affirmations sont encore équivalentes et on a les égalités: y™ = kiyg, v~ = ky ‘o,
T :\pi(kl)xi,o , T, = pi(kgl)xifo et m = pi(k1) omigo pilkyt) = 2; @ ;.
3°M¢ cas: Cas général. On rappelle que de toute suite k,, dans K on peut extraire une

sous-suite convergente et que, dans un compact, une suite est convergente si et seulement
si elle admet une seule valeur d’adhérence. On déduit donc de I’étude des cas précédents
les équivalences:

(2) & (1) et la suite k1 ,yg converge
< (1) et, Yoy € 6, la suite p; (k1) 0 converge
< (3)

De la méme fagon, on a les équivalences:

(5) < (1) et les suites ki ,yi et kyhyy convergent
& (1) et, Yoy € 6, les suites p;(kyn)xipo et pl(k:;,ll)xl_o convergent
< (6)

Les autres affirmations sont claires maintenant.
3.6 L’ensemble limite Ar et I’ensemble des facettes quasipériodiques Fr.

Définition. On appelle ensemble limite de T’ I’ensemble noté Ar ou A{ des points limites
de I' dans la variété des drapeaux Yr; c’est un fermé de Yr. On note Ay = Ap- ; c’est
un fermé de Y .

On note FY l'ensemble des facettes f, € Zr associées a un élément Op-proximal g de
I'; c’est une partie de Zy. On note Fr l'adhérence dans Zy de Ff. Les éléments de Fr
sont appelées facettes quasipériodiques de T'.

Remarques. 1) Lorsque I' est un sous-groupe de PSL(2,R), la définition de Ar coincide
avec la définition classique d’ensemble limite comme partie du cercle a 'infini du demi-
plan de Poincaré H. L’ensemble F} est I’ensemble des géodésiques périodiques orientées
de la surface de Riemann I"'\H.

2) Lorsque I' est un sous-groupe de SL(d,R), cet ensemble limite Ar a été introduit
et étudié par Y.Guivarc’h [Gul.

3) Il résulte du lemme 3.5 que, pour @ contenant @, I'ensemble des points limites de
I' dans Yy n’est rien d’autre que I'image de Ar par la projection naturelle: Yr — Yy .

4) Lorsque k = R, Fr est un ensemble de chambres de Weyl positives que nous
appellerons ”chambres quasipériodiques”.

Le lemme suivant généralise des propriétés classiques des ensembles limites des sous-
groupes de SL(2,R): par exemple ’énoncé iv) affirme que, lorsque I' est un sous-groupe
non élémentaire de SL(2,R), pour tout couple (y*,y~) de points limites de T" dans le
cercle a I'infini, on peut trouver un élément hyperbolique non trivial de I' dont les points
attracteurs et répulseurs sont aussi proches que I'on veut des points y* et y~.
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Lemme. i) L’ensemble limite Ar est Zariski-dense dans Yr.

it) Tout fermé T'-invariant non vide F' de Yr contient Ar. En particulier, l'action de
I' sur Ar est minimale et aucun point de Ar n’est isolé. En outre, si Ar # Yr alors Ar
est d’intérieur vide.

i11) Pour tout y dans Ar et € > 0, il existe un élément Op-proximal g de T tel que
d(y;, y) < e . L’ensemble de ces éléments g est Zariski-dense. En particulier, tout ouvert
non vide de Ar est encore Zariski dense dans Yr.

iv) Si on regarde Zr comme une partie de Yr X Y5~ (c¢f 3.3), on a U'égalité

FF:ZFQO\FXAF).

Autrement dit, I'ensemble FQ est dense dans Ar x Ar.
v) Pour tout f dans Iy, il existe g > 0 tel que, pour tout 0 < £ < gy, l'ensemble

Fgf) ={g eI, (Or,c)-proximal et tel que d(f,, ) <e}
est encore Zariski dense dans G.

Démonstration. i) C’est clair car Ar est I-invariant et I' est Zariski dense dans G.

ii) Montrons que F' contient Ar. Soit y un point de Ar. Il existe donc une suite g, € T
contractante dans Yr vers le point limite y. Quitte a extraire une sous-suite, il existe un
ouvert Zariski dense Uy~ de Y7 tel que, pour tout v’ dans U,- , on a 11113{.10 gny =y . Pour

les mémes raisons qu’en i), le fermé F' est Zariski dense dans Y. On peut donc trouver
un point y’ dans 'intersection F' N U,-. Les points g,y" sont encore dans F' et y aussi.
Donc F' contient Ar.

En particulier, tout fermé non vide I'-invariant de Ar est égal a Ap. Autrement dit,
I’action de I' sur Ar est minimale.

Supposons par I’absurde que Ar contient un point isolé. L’ensemble I'y—I'y est alors
un fermé non vide I'-invariant de Ar. Il est donc égal a Ar. Contradiction.

En outre, si Ar # Yr, la frontiere de Ar contient Ar, ce qui signifie que Ar est
d’intérieur vide.

iii) Soit g, € I' une suite contractante dans Yr vers le point limite y. On utilise le
lemme 3.5(6). Cela permet de construire comme en 3.1 un élément h de I' et des constantes
Cin € k™ tels que, pour tout a; dans fr, la suite ¢, Lpi(gnh) converge vers un projecteur de
rang un 7; d’image z; := z; (). Mais alors, deés que n est assez grand, I'’élément p;(g,h)
est proximal et on a

lim 5C+(gnh) =z (y);

n—oo Pi

et donc I'élément g := g,h est Op-proximal et vérifie d(y,,y) <n.

La deuxieme affirmation résulte alors du corollaire 2 de 3.1.

La derniere affirmation s’en déduit car tout ouvert V de Ar contient un ensemble de
la forme {y / g € I est (fr,e)-proximal et d(y},y) < e } avec y dans Ar et € > 0
suffisamment petit. Un tel ensemble est Zariski dense dans Ar, V' aussi.

iv) Soit (y*,y~) un point de Ar x A. Construisons un élément g de I' qui est Op-
proximal et tel que (y,y,) soit proche de (y*,y~): a l'aide de iii), on peut trouver
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un élément fp-proximal g; de T' tel que y;l est proche de y* et (y;l, y~) est en position
générale. Le méme iii) permet alors de trouver un élément fp-proximal go de I' tel que Ygo
est proche de y~ et (y;rl,yg_z) est en position générale. En particulier, avec des constantes
bien choisies, pout tout «; dans fr, les limites

T = T}ngo c;_%pz-(g?) et
i = lm d;,pi(g3)
sont des projecteurs de rang un et le produit m; := m; 9 o m; ; est non nul.
Comme I' est Zariski dense, on peut trouver un élément h de I' tel que, pour tout o
dans fr, la composée
T3 = M1 © Pi(h) O T2

est non nulle. Cet opérateur 7; 3 est alors un multiple non nul du projecteur de rang un
dont I'image est celle de 7, ; et dont le noyau est celui de ;2. La formule
Mg = lim e adi,pi(9ihgs)

prouve alors que, pour n suffisament grand, I’élément g := gi'hgy est fp-proximal et le
couple (y,5,y, ) est proche de (y,v;,) et donc aussi de (y*,y~).

v) Il suffit de le démontrer lorsque f est dans F2. On raisonne comme pour le corollaire
1 de 3.1. Soit F' un fermé de Zariski de G contenant Fgf). Montrons que F = G. Soit
go un élément Op-proximal de I' tel que f = f,,. Reprenons la démonstration de iv) avec
g1 = g2 = go. On note m; ¢ :=m;1 = m2 et x;fo € P(V;) 'image de ;o et X5 C P(V;) son
noyau. On suppose € choisi de sorte que

g < L inf §(z/, X5) -
a;E6p ’ ’

Donc, pour tout € < ¢ il existe un ouvert de Zariski dense U de G tel que, pour tout

h dans U NT", le produit gghgj est dans I’Sf) des que n est assez grand. En particulier, ce

produit gghg{ est dans F' des que n est assez grand. Comme 'adhérence de Zariski d'un

semigroupe est un groupe, on en déduit que cette afirmation est encore vraie pour n = 0.

Donc h est dans F'. On en déduit 'inclusion I'NU C F' et I'égalité F' = G. Ceci prouve

bien que Fgf) est Zariski dense dans G.o

4. Le cone limite Lr.

Le but de cette partie est de démontrer les points 1.2.a et 1.4.a des théoremes de
I'introduction, a ’exception de la propriété ” L d’intérieur non vide” qui sera démontrée
dans la partie 7.

Définition. On appelle cone limite de ' le plus petit cone fermé Ly du R-espace vectoriel
A* contenant les images A(g) des éléments g de T'.
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Pour toute partie P d'un R-espace vectoriel V', on appelle cone asymptote a P
I’ensemble des vecteurs v de V' que 'on peut obtenir comme limite d’une suite: v =
lim ¢,p, avec t, >0, lim ¢, =0 et p, € P.

n—oo n—oo

On va donc démontrer la proposition suivante.

Proposition. a) le cone limite Ly est convexe;
b) le cone limite Ly est le cone asymptote a la partie p(T') de A°.

4.1 Groupes (6,2)-Schottky.

La définition ci-dessous généralise celle de groupes e-Schottky introduite dans ([Be]
§2.2). Solent # une partie de 7 et € = (&) jes une famille finie ou infinie de cardinal ¢ > 2
formée de réels positifs.

Définition. On dit qu’un sous-semigroupe (resp.sous-groupe) Zariski dense I' de G de
générateurs (7;)jes est (0,e)-Schottky ou “e-Schottky dans Yy” si, pour tout o, dans 6,
le sous-semigroupe (resp. sous-groupe ) p;(I') de GL(V;) de générateurs (p;(7;));es est
"e-Schottky dans P(V;)”.

On note alors Er = {y; / j € J} (resp. Ep = {v;,~; "/ j € J} ) et pour tout
élément h de E dont l'indice est j, on note e, = ;.

Lorsque la famille £ est constante égale a un réel e > 0, on dit que I" est (6,¢)-Schottky

Lorsque 0 =11, on dit que I est e-Schottky ou e-Schottky.

Remarques - Il n’est pas vraiment utile dans cette définition de supposer I' Zariski dense.
Mais en pratique il le sera toujours.

- Bien stir ces définitions dépendent du choix des représentations p;, des normes sur
Vi et des génerateurs ;.

- Si un sous-semigroupe (resp.sous-groupe) I' de générateurs (7;) e est (6, €)-Schottky,
il en est de méme du sous-semigroupe (resp.sous-groupe) I',,, de générateurs (fy;-nj )jes, pour
toute famille m = (m;),c; d’entiers strictements positifs.

- Lorsque 6 # (), tout sous-groupe I' (6,¢)-Schottky en les générateurs (y;);es est
discret dans G et est un groupe libre en ces générateurs -;.

- Tout élément d’un sous-groupe ou d’un sous-semigroupe (#,£)-Schottky est f-proxi-
mal.

Définition. Un mot w = ¢;---¢1 avec g; dans Er est dit réduit si gj_1 # gj’l, pour
j=2,...,1 et trés réduit si en outre g # g; *.

Bien str, dans un sous-semigroupe (6,e)-Schottky, tout mot est tres réduit et dans un
sous-groupe (6,)-Schottky, tout mot est conjugué a un unique mot tres réduit.

Définition. Un sous-semigroupe I de G est dit fortement (0, )-Schottky s’il est (0,c)-
Schottky pour la famille de générateurs I' tout entier.

Remarques - La notion analogue pour les sous-groupes n’a pas de sens.
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- Soit T un sous-semigroupe fortement (6,¢)-Schottky, alors NI~ = ). D’autre part,
tout sous-semigroupe Zariski dense I'" de I" est encore fortement (6,e)-Schottky.

- Nous verrons que, lorsque ¢ = I1, ou lorsque k est non archimédien, il existe toujours
des sous-semigroupes de type 6 fortement (6,)-Schottky qui sont ouverts.

La proposition suivante donne une estimation de la projection A(w) d’un mot w de I'.
Elle généralise la proposition 7.3 de [Be].

Lemme. Pour tout € > 0, il existe un compact M, de A® vérifiant la propriété suivante.

Soient 6 une partie de Il et € = (g;)jes. Pour tout sous-semigroupe (resp.sous-groupe)
de type 0 qui est (0,e)-Schottky pour les générateurs 7, ..., et tout mot tres réduit
" quec gj dans Er etnj > 1, on a

w=g;" g
Aw) = > niA(gy) € (D M., NA3)

1<j<i 1<j<1

Démonstration. On prend M. = {a € A° / C7' < |xi|(a) < C. Vi=1,...,r} ol les

C. sont les constantes du lemme 2.2.2. Posons C = ] C,,- Comme A(T") est inclus
1<5<l
dans A3, et que, pour rg < i < rona |x;|(AMw)) = |[xi|( D n;A(g;)) , il suffit de montrer
1<j<l

que, pour tout «; dans @, on a

C™ < il (Mw) = Y niM(gy) <C.

1<5<i
Cela est une conséquence du lemme 2.2.2 appliqué a p;(w).o
Le corollaire suivant est un cas particulier de la proposition que nous voulons démon-
trer. Il est aussi le point clef de sa démonstration.
Corollaire. SiI" est un sous-semigroupe de type 6 qui est (0, )-Schottky en les générateurs

M-V, alors Uenveloppe convexe des demidroites L, ..., L., est inclus dans L.

Démonstration. Comme Lr est fermé, il suffit de montrer que, pour tous entiers

ni,...,ng > 1 Uélément nyy; + - -+ + nyy est dans Lp. Pour m > 1, on note w,, :=
A A Le lemme ci-dessus prouve que

1 t t
ny + o+ ey € —AMwy) + —M. C Lr + — M. .
m m m
Ceci est vrai pour tout m > 1, donc nyy; + - - - + nyy; est dans Lrp.o

4.2 Zariski densité des éléments dont le Lyapounov est presque connu.
Le but de cette section est de démontrer le lemme suivant:
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Lemme. Soit Q) un cone ouvert de A* rencontrant le cone limite Lr.
Alors U'ensemble I'q :={g € I' / XM(g) € Q} est encore Zariski dense.

On va montrer un résultat plus technique qui précise a la fois ce lemme et le lemme
3.6.v :

Lemme bis. On garde les mémes notations. Soit f € Fr une facette quasipériodique de

. On rappelle que I’Sf) est une partie de I' introduite dans le lemme 3.6.v.

)

Alors, il existe g > 0 tel que, pour 0 < & < &g, ’ensemble I‘Efgz = Fgf NTq est encore

Zariski dense dans G.

Démonstration. On peut supposer que f est dans FP.
Montrons tout d’abord que F% est non vide. Notons # = fp. Soient g; un élément

f-proximal de T tel que f,, = f et go un élément de I' tel que A(g2) est dans 2. L’idée

de la démonstration consiste a chercher un élément ¢ de F% sous la forme giygszg] ou

(x,y) est dans un ouvert de Zariski bien choisi de I' x I'; ou r est suffisamment grand et s
encore plus grand. Soit ¢ un indice tel que «o; € 6 ou tel que rg < i < r. L’élément p;(g;)
est proximal dans P(V;). On note ¢; la valeur propre de p;(g1) telle que |¢;| = A (pi(g1)).
La limite m; := rlirélo ¢; "pi(g7) est un projecteur de rang un.

Quitte a remplacer go par une puissance, on peut trouver un élément d; dans k tel
que |d;| = M(pi(g2)). Par compacité de P(End(V;)), il existe une suite d; s dans k et une
sous-suite S de N tels que la limite o; := lirgl d; 1 pi(g3) existe et est non nulle. Lorsque g,

sE ’
est semisimple ou lorsque k£ est non archimédien, on peut prendre d; s = d;. Dans le cas
général, on sait seulement que, pour s dans S,

log|d; ;| — slog|d;| = O(logs) .
On a, lorsque s est dans S,

lim Cz'_QTdi_,slpi(ggyggfgg) = mipi(y)oipi(x)m; .

7,8—00

Soit U 'ouvert de Zariski non vide de G x G
U:={(x,y) € GXxG /Yoy €0, mp;(y)oip;(x)m; 0 } .

Choisissons (z,y) dans U N (I' x I'). On peut écrire m;p;(y)o;p;(x)m; = Bym; ou B; est un
scalaire non nul . Donc il existe rg > 0, sg > 0 tels que, pour r > rq, s > Sp, s dans S et
a; dans 0, 'élément p;(g7ygszg)) est proximal. On déduit de I’égalité précédente que, en
notant g, s := g1yg>xg;, on a

lim fo,,=f

T,8—00

On choisit désormais les entiers r et so de sorte que, pour r > rg et s > 59, on a

d(fgr,s’f) <n.
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En outre, on a
lim ;| =" |di | M (pi(g1yg5297)) = |6i] -

7,8—00

Donc, pour «; dans € et pour rg < <7,

log(|xil(A(g1y95791) — 2rA(g1) — sA(g2))) = O(logs) .

Rappelons que 'addition de A® que nous notons additivement est la loi qui prolonge la
multiplication de A° que nous notions multiplicativement.
D’autre part, par définition de 6, lorsque «; est dans 6°, on a

il (Agryg5291)) = lasl(A(g1)) = |l (A(g2)) = 1.

Comme la famille ((log|a|)a;ecoe , (10g|Xil)aseo 5 (l0g|Xi|)rg<i<r ) engendre les formes
linéaires sur A®, on en déduit 1’égalité dans A°®:

Mgtygszgr) = 2rA(g1) + sA(gz2) + O(logs) .

ott O(logs) désigne cette fois une famille de vecteurs v, s de A® telle que (logs) 'v, est
bornée. Fixons r > rq, on a alors

: 1 T S T
lim ~Ag1y92791) = A(g2) -

Donc, pour s suffisamment grand, gjygsxg] est dans I' Ele et FS«% est non vide.

Montrons maintenant que Fgff) est Zariski dense. Soit F' un fermé de Zariski contenant

FS«% On peut reprendre le raisonnement du corollaire 1 de 3.1. Soit g; dans FE% Pour
a; dans 6 et pour rg < i < 7, notons encore ¢; la valeur propre de p;(g1) telle que
lcil = M(pi(g1)) et m; le projecteur de rang un m; := lim ¢; "pi(gy) . Soit U, 'ouvert de

Zariski non vide de G
UOI:{.CCEG/VO(Z‘EH, Wlpl(a:)m#()}

Pour =z dans U, N I', le méme raisonnement que ci-dessus prouve que, pour r grand,
I’élément g, := gjxg] est O-proximal et que

lim f, = f

T—00

et 1
lim —A(g) = 2A(g1) -

T—00 I

Donc il existe ry tel que, pour r > 1y, gizg] est dans F;EQ C F. Comme I'adhérence de

Zariski d'un semigroupe est un groupe, on en déduit que, pour tout r dans Z, gizg] est
dans F'. En particulier, pour » = 0, x est dans F. Donc F contient U, N[ et F = G.
Ceci prouve bien que Fgfgz est Zariski dense dans G.¢

21



4.3 Sous-groupes (#,c)-Schottky des groupes Zariski denses.

Pour démontrer notre proposition 4.0, nous n’aurons besoin de la proposition suivante
que pour des suites finies a deux éléments. Le cas des suites infinies nous sera utile en
5.1.

Proposition. Soient I' un sous-semigroupe (resp. un sous-groupe) Zariski dense de G
non borné modulo le centre de G. Soient 0 := Or le type de I' et (2;)o<j<t une suite finie
ou infinie, de longueur au moins 2, formée de cones ouverts de A,y ™ qui rencontrent le
cone Lr.

Alors il existe une suite € = (£j)o<j<t €t un sous-semigroupe (resp. sous-groupe) de
type 0, discret, Zariski dense I de ' qui est (0,c )-Schottky pour des générateurs (7;)o<j<t
vérifiant A(7y;) € €, pour tout j.

Remarque. La condition ”I" non borné modulo le centre de G” signifie que I'image de I’
dans G/Z n’est pas incluse dans un sous-groupe compact G. Comme I" est Zariski dense
dans G cette hypothese équivaut a 6r # 0. Elle est automatiquement vérifiée lorsque
k =R et que G/Z est non compact.

Cette proposition résulte du lemme suivant qui généralise le lemme 7.2 de [Be].

Lemme. Avec les notations de la proposition.

a) On peut choisir des éléments (7j)o<j<t de I' tels que, en notant E = {v; / 0 < j <
t} (resp. E={y; /0<j<t}u{y;'/0<j<t}) ona:

i) My;) € §y, pour tout j. En particulier, tous les éléments de E sont de type 6.

i) Pour tout g, h dans E (resp. pour tout g, h dans E avec g # h™') Le couple
(v yp ) de Yo X Y5~ est en position générale.

iii) Pour tout j, le semigroupe engendré par y; est Zariski connege.

iv) Le semigroupe engendré par 7y, et o est Zariski dense dans G.

v) Sit = o0, les suites yi convergent dans Yei vers des points notés yL. Et dans ce
cas la condition i) est renforcée en la condition suivante: Pour tout g, h dans E U {oo}
(resp. pour tout g, h dans E U {oo} avec g # h™') Le couple (y,y, ) de Yr x Yr est en
position générale.

b) Pour un tel choiz, il existe des suites € = (gj)o<jcs €t M = (M$)o<j<s telles que,
pour toute suite d’entiers m = (m;)o<j<t avec m; > m3 pour tout j, le sous-semigroupe
(resp.sous-groupe) I'y,, de générateurs (fy;n")oq-q est (0, )-Schottky, de type 0, discret et
Zariski dense dans G.

Remarques - Rappelons que, pour tout g dans GG, on a ’égalité dans Y},;: ygil =y, .
- Les symboles y£ sont des notations qui permettent d’exprimer simplement la condi-
tion v). Ils ne signifient nullement que 'on considere des éléments de G notés oo.

Démonstration. On va supposer que I' est un groupe. On a alors Y = Yr et Ap = Ar.
Le cas ou I' est un semigroupe est plutot plus facile et est laissé au lecteur.
a) Comme tout sous-groupe Zariski dense de GG contient un sous-groupe de type fini qui
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est encore Zariski dense, on peut aussi supposer que I' est de type fini. Il existe alors un
entier np > 1 tel que, pour tout g dans I', le groupe engendré par g™ est Zariski connexe
([Ti2] lemme 4.2). Notons G l'ouvert de Zariski de G formé des éléments semisimples
réguliers (c’est a dire des éléments dont le centralisateur est un tore maximal de G).

Soit (yL,y) un couple de Ar x Ar en position générale. A 1'aide du lemme 3.6 iii),
on peut choisir deux suites (4, ),>1 dans Ap convergeant vers les points y= de sorte que,
pour m, n entiers positifs ou oo et «, 3 = %, les couples (y%,4°) sont en position générale
sauf si m = n et a = . On s’autorisera par la suite & modifier ce choix des y= mais
toujours de fagon a ce que ces conditions soient vérifiées.

Construisons tout d’abord ;. D’apres les lemmes 3.6 iv) et 4.2 bis, on peut, quitte
A remplacer les points yi par des points suffisamment proches, supposer qu'il existe un
élément ~; de I' tel que I'élément v, := (7])"" est semisimple régulier, vérifie A\(v;) €
et Yt = yi.

Comme ~; est semisimple régulier, la réunion des sous-groupes propres Zariski fermés
et Zariski connexes de G qui contiennent 7y, est incluse dans un fermé de Zariski propre
F,, de G ([Ti2] proposition 4.4). On note FY l'ouvert de Zariski complémentaire.

Construisons maintenant les autres 7; par récurrence sur j. Comme précédemment,
d’apres les lemmes 3.6 iv) et 4.2 bis, on peut, quitte a remplacer les points yj-[ par des
points suffisamment proches, supposer qu’il existe un élément 7} de I' tel que I’élément
7; := (7)™ est dans FY, vérifie A(v;) € Q; et ywij =y5.

Par construction, la suite ; vérifie i), ii) et v). Comme 7; est la puissance ni™® d’un
élément de I', le semigroupe engendré par v; est Zariski connexe. Comme 7, n’est pas
dans F,,, le semigroupe engendré par 7; et 7, est Zariski dense dans G. Ce qui prouve ii)
et iv).

b) Pour tout j < ¢, on peut trouver un réel £; > 0 tel que, pour tout «; dans 6,
a,ﬁzietn<tavec*y§“7éfyﬁ, on a

&j S (S(l‘+

<
pi(v)’ Xpi(%q)> ot

—_ N

X )

& < 55(x+ pi(va)

pi(7§)

C’est clair si ¢ < oo car il n’y a qu’'un nombre fini de conditions sur ;. Si ¢t = oo, c’est
possible car, comme les couples (2 ,y; %) sont en position générale, la suite de points
(.I: (/yg))n>]_ converge dans P(V;) vers un point qui n’est pas dans I’hyperplan X;(Va) et, de
i In - LA
la méme fagon, comme les couples (y;?‘,y;oﬁ ) sont en position générale, la suite d’hyperplans
(Xp< (75))n>1 converge vers un hyperplan de P(V;) qui ne contient pas le point xj(va).
i \In - g
On peut alors trouver des entiers mg tel que, pour tout m; > mJ, les éléments 7;-7”
et v, " sont (0,g;)-proximaux. Le groupe I',, est alors un sous-groupe (6,£)-Schottky de
générateurs (7;)o<j<t- D’apres iii) I'adhérence de Zariski de I',, contient les générateurs
7;; elle est donc égale a G d’apres iv).o
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4.4 Convexité du cone limite L.

Démonstration de la proposition 4.a. Soient L; et L, deux demidroites de Lr.
D’apres la proposition 4.3, on peut trouver un sous-semigroupe I (6,e)-Schottky de
générateurs 1,72 dans I' tel que les demidroites L., et L., sont arbitrairement proches de
Ly et Ly. D’apres le corollaire 4.2, I’'enveloppe convexe de L., et L., est inclus dans Lr.
Comme Lr est fermé, I'enveloppe convexe de Ly et Lo est aussi incluse dans Ly. Donc Li
est convexe.o

4.5 Eléments (¢,c)-proximaux.
Nous aurons besoin des deux lemmes suivants:

Lemme. [l existe une partie finie F' de I' et un réel € > 0 vérifiant la propriété suivante:
pour tout g dans T', on peut trouver un élément f de F' tel que l’élément gf est (Or,c)-
proximal.

Démonstration. C’est une reformulation du corollaire 3 de 3.1 appliqué aux représenta-
tions p;, pour o; dans 6r .©

Le lemme suivant affirme que, pour un élément (6,c)-proximal g, 1’élément A(g) est
une bonne approximation de la projection de Cartan u(g).

Lemme. Pour tout € > 0, il existe une partie compacte N, de A*® telle que, pour tout
élément (Or,c)-proximal g de T, on a

u(g) — Mg) € N. .

Démonstration. On note § = 0 et on choisit, grace au lemme 3.2, un réel

co < ( sup ai(u(g))-
a;€0¢,gel’

On pose, avec les notations de 2.2.1 et 2.5.2, C. = ¢! sup,, ¢y Cy, et on prend

N.={ac A/ e<|al(a) <e' Vo, €6°,
O < |xil(a) < CL Vay; € 0 et
Ixil(a) =1 Vi=rs+1,....7}.

Ce compact convient. En effet, d’'une part, pour «; dans 6, on a par définition
il(A(g)) =1 et 1< ai|(u(g)) <e'.

D’autre part, pour o; dans 6, il résulte du lemme 2.2.1 que

< Meil9) _ 5

“= Tl =
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et donc, a l'aide du lemme 2.5.2, on a

L O
“Co = ltate) =

Enfin, pour r¢ <i <ron a

Ixil(AMg)) = Ixil(u(g)) -©

4.6 La projection de Cartan de I'.
Le résultat suivant est la proposition 5.1 de [Be].

Lemme. Pour toute partie compacte L de G, il existe une partie compacte M de A® telle
que, pour tout g dans G, on a

u(LgL) C p(g) + M .

Rappelons que, par définition, la restriction & A* de I'addition de A® coincide avec la
multiplication de AT,

La proposition suivante compare la projection de Cartan et la projection de Lyapounov
d’un sous-semigroupe Zariski dense.

Proposition. Il eziste une partie compacte N de A® telle que

u(T) C AT) + N .

Remarques - C’est faux si [ n’est pas Zariski dense: prendre pour I' un groupe engendré
par un élément unipotent.

- Réciproquement, l'existence d’une partie compacte N’ de A® telle que A(I') C
wu(I') + N’ est vraie pour les sous-groupes et les sous-semigroupes (,¢)-Schottky: il suffit
d’appliquer le lemme 4.5.2 aux mots tres réduits de I'. Je ne sais pas si cette existence
est vraie en général.

Démonstration. Soient F' la partie finie de I' et ¢ la constante introduites dans le
lemme 4.5.1. Soit M la partie compacte de A® associée par le lemme ci-dessus a la
partie L := F~!. Pour tout g dans I', on peut donc trouver f dans F tel que gf est
(0,e)-proximal. Le lemme 4.5.2 donne alors

1(g) € plgf) + M C Ngf) + M+ N. CAND) + M+ N. .

Ce qui prouve notre proposition avec N = M + N, .o

Démonstration de la proposition 4.b Notons Cf le cone asymptote a p(I"). L’inclusion
Lr C Cr résulte du corollaire 2.5 et I'inclusion inverse de la proposition précédente.o
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5. Exemples.

Le but de cette partie est de démontrer les points 1.2.b et 1.4.b des théoremes de
I'introduction: il s’agit de construire un sous-groupe ou un sous-semigroupe Zariski dense
dont le cone limite est un cone convexe {) prescrit.

La construction du sous-groupe est 'objet de la section 5.1: on suppose alors que le
cone (2 est d’intérieur non vide et stable par par I'involution d’opposition.

La construction du sous-semigroupe est l'objet de la section 5.2 (pour k = R) et 5.3
(pour k non archimédien). Le semigroupe que I'on construit est ouvert, mais on peut
en extraire un sous-semigroupe discret ayant méme cone limite: ceci est expliqué dans la
section 5.1.

5.1 Construction de I'.

Proposition. Soient I un sous-semigroupe (resp.sous-groupe) Zariski dense de G et 2 un
cone conveze fermé d’intérieur non vide dans Ly (resp. un cone convexe fermé d’intérieur
non vide dans Ly et stable par l'involution d’opposition).

On suppose que I' n’est pas borné modulo le centre de G. Alors il existe un sous-
semigroupe (resp. sous-groupe) discret Zariski dense I de T tel que Lr = Q.

Remarques - La condition ”§2 d’intérieur non vide dans Lp” signifie que §2 est inclus
dans Lr, qu’il engendre le méme sous-espace vectoriel de A® que Lr et que celui-ci est
non nul.

- Rappelons que la condition ”I" non borné modulo le centre de G” est automatique-
ment vérifiée lorsque k = R et que G/Z est non compact.

Démonstration. Par hypothese la partie § = 0 est non vide. Soit B le sous-espace
vectoriel de Aj engendré par Lp. Choisissons une suite (w;);>o de cones convexes ouverts
dans B et inclus dans € telle que tout cone ouvert dans B et inclus dans ) est réunion
des w; qu’il contient. Notons 2; un cone ouvert convexe de A, tel que Q; N B = w;.
Choisissons une suite (7;);>0 dans I' ainsi que des suites (g;);>0 et (m;);>0 comme
dans le lemme 4.3. Soit M, les compacts de A® introduits dans le lemme 4.1. On peut
supposer que ces compacts M, sont stables par l'involution d’opposition et que les m;

sont choisis tels que
A7)+ (M., N B) C Q

Lorsque I' est un groupe, l'invariance de €2 par l'involution d’opposition assure que
I'on a aussi
Ay ™)+ (M., nB) C Q.

Posons I" = T',,,: c’est le sous-semigroupe (resp.sous-groupe) discret, Zariski dense et
(0.¢)-Schottky en les générateurs ;7. Comme A(v;) est dans wj, le cone L rencontre
tous les cones wj, et donc L D €.

Démontrons l'inclusion inverse. Il suffit de voir que pour tout mot tres réduit w =
gi--- g1 ou g, est un des éléments ’y;ﬂj (resp.fyj-[mj), on a A(w) € Q. Or le lemme 4.1, les
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inclusions précédentes et la convexité de () prouvent que

Aw) € > (Mgp) + (M, NB)) CQ .

1<p<l

Donc LF’ =Q .0

Corollaire. On suppose que G/Z est non compact. Soit Q0 un cone convexe fermé
d’intérieur non vide de A* (resp. un cone conveze fermé d’intérieur non vide stable
par linvolution d’opposition,).

Alors il eziste un sous-semigroupe (resp. sous-groupe) discret Zariski dense I de G
tel que Ly = €.

Démonstration. Prendre I' = G dans la proposition précédente.o

5.2 Les semigroupes ouverts G} et G5 pour k =R.
Soit f un élément de Zy;. On rappelle que, pour ¢ = 1,... 7, a:;ff est le point fixe du
sous-groupe parabolique y;{ dans X; = P(V;) et Xff I'unique hyperplan de X; invariant

1
par le sous-groupe parabolique opposé y;. On pose €5 := 101 1<n£ ) (x;rf, Xff). On choisit
<:<r ’ ’

un réel € < 5 et on note
bip={veX;/dzuz,) <e},
@; ={geG/Vi=1,....r pi(g)(Bi;) Cbet pi(g)|B;_af est e-Lipschitzienne } et
e __ ach
f— U5/<5Gf .
De notre point de vue, Pensemble G5 differe peu de I'ensemble
Ggf) ={g € G/ gest (II,e)—proximal et d(f,, f) < e}
que nous avons introduit en 2.6. C’est ce qu’affirme le point ¢) du lemme suivant.

Lemme. (k=R) Soient f € Zyy et € < ;.
a) Le semigroupe G5 est ouvert dans G. En particulier, il est Zariski dense.
b) Le semi groupe G% est fortement 2e-Schottky sur Y.

¢) On peut trouver n = ny. tel que G’} C Ggf) et G;") C G5 .
d) Son cone limite est AT et, quand € décroit vers 0, les ensembles limites Aie; forment

une base de voisinages de yjjf

Remarque. Il aurait été aussi naturel d’introduire les semigroupes ouverts ch(a)) définis
par

s={yeYu/dyy;)<e},
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By ={y €Yu /oy, U, ) =2¢e},
G((€ ={9 € G/ g(Bj) C b} ct g|p: est e-Lipschitzienne } et
ch(e)) = U5’<£é§cs )
En fait ce semigroupe differe peu de G5: le lecteur vérifiera qu'il existe ¢ = (y. > 0 tel

¢ () ((9))
que G; C G, et G C G5 .

Démonstration. a) Il est clair que (% est un semigroupe ouvert. Il est non vide car si
g est un ¢élément de G tel que f, = f, il existe n > 1 tel que g" est dans G5.
b) On procede comme dans le lemme 6.2 de [Be]: Soit g dans G%. La restriction de

pi(g) & B, est e-Lipschitzienne. Elle a donc un point fixe attracteur xfg Donc p;(g)
est proximal. Notons X, := X . Comme g(Bf;) C bi;, on a d(zf, zf;) < e et
d(ng,X ) < e Comme 105 < 0(x;f, X;5), on en déduit que p;(g) est 2e-proximal et

que, si ¢’ est un autre élément de G5, on a 6(z;, o Xioy) = 4e. Le semigroupe G5 est bien
(I1,2¢)-Schottky sur Y.

c) Le passage entre € et n provient des diverses distances naturelles qui définissent la
méme topologie sur Zyp: on peut, par exemple, choisir < § tel que, pour tout projecteur
7 de V; d’'image ™ € P(V;) et de noyau X< C P(V;), on a les implications:
€

)

£
(et fy) < et S(XS,X5) <) = flr—migll <

19
|m — 74l <= (d(z, xjf) < 3 et 5(X<,X§f) <

Le raisonnement fait en b) et le choix de n prouvent que si g est dans G? alors g est

,€)-proximal et , )= sup |7, — ¢l < €. Donc g est dans
el )= o I =l <2 Do -t don G
Réciproquement, si g est dans ch"), on a d(fy, f) <n et donc

d(zf,, o) < 5 et 0(X;, Xiy) <

1,97

w\m

Donc comme g est (I1,2¢)-proximal, on a

pi(9)(B;y) C pi(g)(Bfy,) C by C by

Ceci est vrai pour tout ¢, donc g est dans @;. Le méme raisonnement avec un réel ¢’ < e
bien choisi prouve que g est dans Gf.
d) Remarquons que si g est un élément tel que d(f,, f) < ¢, alors il existe n > 1 tel

que g" € Ggf). Nos affirmations résultent alors du c).¢

Soit. M, le compact de A® introduit dans le lemme 4.1. Pour tout cone fermé convexe
d’intérieur non vide €2 de A*, on note €2, l'intérieur du plus grand translaté de €2 tel que
Q. +2M,. C Q et on pose

Gia=1{9€ G}/ Ag) €}
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Lemme. (k = R) L’ensemble G5 est un semigroupe ouvert dans G qui est fortement
2e-Schottky sur Y. Son cone limite est Q). Lorsque € décroit vers 0, les ensembles limites
AjGEE forment une base de voisinage de y}t.

£,

Démonstration. La seule affirmation qui ne découle pas directement du lemme 5.1 est
le fait que G5 est un semigroupe: soient g; et g» deux éléments de G%g; comme le
semigroupe G est fortement 2e-Schottky sur Yy, le lemme 4.1 donne

Mg1g2) € Mg1) + M(ga) +2Ms. C Q. +Q C Q.
et donc g1g2 est aussi dans G5 .©

5.3 Les semigroupes G} et G5 pour k non archimédien.

Dans ce paragraphe, on effectue des constructions analogues a celles de 5.2 lorsque k
est non archimédien.

Nous aurons besoin du lemme élémentaire suivant.

Lemme. (k non archimédien) Soient V' un k-espace vectoriel muni d’une norme ul-
tramétrique, m € End(V') un projecteur non nul et € < 1. Alors louvert

Oz :={g € End(V) / |ogo’ — 7| < ¢, V(0,0') € {1,7}* }
est un semigroupe.

Démonstration. C’est une application de 1'égalité 72 = 7 et de I'ultramétricité de la
norme induite sur End(V'): soient g, h dans OZ, on a, avec o, ¢’ dans {1, 7}

logho” — x|l < sup(||(og — m)(ho” — 7). logm — ||, [Imho’ — || < sup(e®,e,2) =< .
Donc gh est dans O%.¢

Soient 6 une partie de II et f un élément de Zy. On note Ly le stabilisateur dans G
de f: c’est aussi l'intersection des deux sous-groupes paraboliques y}“ et yy .

Pour i = 1,...,r, on note VzJr le plus petit sous-espace non nul de V; invariant sous
'action du sous-groupe parabolique yj, V;5 l'unique supplémentaire L-invariant de V¥
et m; s € End(V}) le projecteur sur V., parallelement a fo Remarquons que 7; ; est de
rang un si et seulement si a; est dans 6. On rappelle que u désigne une uniformisante, on
fixe e < 1 et on pose

t={geG/Vi=1,... 1, Elpi(g)EZ/u_pi(g)pi(g)eOfri’f},

Lemme. (k non archimédien) Soient f € Zy et ¢ < 1.
a) Le semigroupe G5 est ouvert et fermé dans G et est de type 0. En particulier, il est
Zariski dense.
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b) Pour e suffisamment petit, on peut trouver n = ny. tel que G? est fortement (0, )-
Schottky.

c) Le cone limite de G5 est Ay Quand e décroit vers 0, les ensembles limites de G5
forment une base de voisinages des points y?

d) Pour tout g, ¢’ dans G%, on a XN(gg') = Ag)A(¢)

Démonstration. a) Il est clair que G5 est ouvert, fermé et non vide. 1l est de type 6
d’apres le lemme 3.2.ii).

b) ¢) C’est la méme démonstration que pour k = R.

d) Cela résulte des égalités:

Xi(A(g)) = uP@ et
pi(99) = pi(g) +pi(g’) -0

Corollaire. (k non archimédien) Soit Q2 un cone conveze fermé a support rationnel (i.e.
tel que Q) et QN AT engendrent le méme sous-espace vectoriel B de A®). Soient 0 la plus
petite partie de 11 telle que A; contient ), f un élément de Zy et ¢ < 1.

On pose

ta=19 €G3/ Ayg) € Q}

Alors les ensembles G5 sont des sous-semigroupes ouverts de type 6 dont le cone de
Lyapounov est ).

Démonstration. Cela résulte de ce que I'application A : G5 — AT est un morphisme de
semigroupes localement constant.o

6. L’ensemble des directions limites Lr.

Dans cette partie, on s’intéresse tout d’abord aux sous-semigroupes ouverts de G.
On montre que, pour g, go dans G, on peut trouver deux sous-semigroupes ouverts Hi,
H, disjoints contenant respectivement les points g; et go, si et seulement si les com-
posantes hyperboliques de g; et g, n’appartiennent pas a un méme ”sous-semigroupe a
un parametre” (6.2).

On suppose a partir de 6.3 que £ = R. On montre alors que l'intersection du sous-
semigroupe Zariski dense I' et d’un sous-semigroupe ouvert est encore Zariski dense des
qu’elle est non vide.

Ce sont ces deux propriétés qui motivent la définition de ’ensemble Lr des directions
limites de I': c’est 1’ensemble des éléments hyperboliques g de G tels que tout sous-
semigroupe ouvert de GG qui contient g rencontre I'. On donne aussi d’autres définitions
équivalentes de Lr qui justifient la terminologie ”directions limites” (théoreme 6.4.b).

On montre en 6.4 que I'’ensemble L rencontre I'intérieur d’une chambre de Weyl f si
et seulement si f est quasipériodique, et que, dans ce cas, 'intersection f N Lr s’identifie
naturellement au cone limite Lr.
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6.1 Semigroupes ouverts et éléments hyperboliques.
La proposition suivante nous sera utile.

Proposition. Soit g un élément de G. Alors

a) Tout sous-semigroupe ouvert H de G qui contient g contient aussi g' pour un entier
n>1.

b) Tout sous-semigroupe ouvert H de G qui contient g, contient aussi g" pour un
entiern > 1.

Remarque. Rappelons que lorsque k est non archimédien, il se peut que la composante
hyperbolique g, n’existe pas. Cependant g} := (¢"), a un sens dés que n est multiple
d’un entier ng.

Commencons par un lemme préparatoire.

Lemme. Méme notation. On suppose que A(g) = 0.
a) Tout sous-semigroupe ouvert H de G qui contient g contient aussi l’élément neutre e.
b) Pour tout voisinage B de e dans G, il existe un entier n > 1 tel que g™ € B™. En
outre, st k =R ou C, il existe un entier n, > 1 tel que, pour tout n > n,, on a g" € B™.

Démonstration du lemme. a) La décomposition de Jordan de g s’écrit g = geg,. Soit
B un voisinage de e tel que Bg C H. Il existe une suite n, telle que plggo g.* = e. Donc,

pour p > 0, on a
gwr € Bg" C H .

Donc H contient un élément unipotent. Or tout voisinage d’un élément unipotent contient
un élément elliptique (si k est non archimédien, cela résulte de la densité des éléments
semisimples; si k = R ou C, c’est vrai pour G = SL(2,k) et le cas général s’en déduit
a l'aide du théoreme de Jacobson-Morozov). On en déduit que H contient un élément
elliptique puis, en reprenant le raisonnement précédent, qu’il contient e.

b) 11 suffit de prouver cette assertion séparément pour g elliptique et pour g unipotent.

Lorsque g est elliptique, ou lorsque k est non archimédien, cela résulte de ce que le
groupe engendré par g est borné.

Lorsque g est unipotent et que & = R ou C, on se ramene, a 'aide du théoreme
de Jacobson-Morozov au cas ou G = SL(2,R). Dans une base convenable, on a alors

g = ( (1) } ) Soit B’ un voisinage de e tel que (B’)3 c B. On choisit a > 1 tel

que I’élément h := ( 8 1 ) et son inverse h~! sont dans B’. On peut alors trouver
o 1 na=2" Lt s
ne, > 1 tel que, pour tout n > n,, 'édlément u,, := 0 | est dans B'. L’égalité

g" := h™u,h™" prouve alors que g est dans (B")*"*! C B".c

Démonstration de la proposition. On peut supposer que g, existe. Soit L le central-
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isateur de gj.
a) Il existe un voisinage L. de e dans L tel que gL. C H. D’apres le lemme a), on
peut trouver n > 1 tel que (geg,L:)™ contient e. Mais alors on a

gr € gp(geguL)” = (gL)" C H .

b) Il existe un voisinage L. de e dans L tel que g L. C H. D’apres le lemme b), on
peut trouver n > 1 tel que (g.g.)" € (L:)". Mais alors on a

9" € gi(Le)" = (gnLe)" C H .

6.2 Les semigroupes ouverts G;.
On fixe une représentation fidele p de G et on note, pour g dans G,

B(g,e) ={9€ G/ |p(g') — p(g)ll < e} et
GZ = Unle(g,E)”

le semigroupe ouvert engendré par ce petit voisinage de g. On note Y;Ji I'image réciproque
du point y;t par la projection naturelle Yi; — Yy, .

Proposition. Soit g un élément de G tel que \(g) # 0.

a) (k = R) Lorsque e décroit vers 0, les cones limites Lgs forment une base de
voisinages coniques de la demidroite L, dans A* et les ensembles limites Aj:g forment
une base de voisinage de la partie Ygi dans Yr.

b) (k mon archimédien) Il existe g9 > 0 tel que, pour tout € < &g, le cone limite Lg:
est égal a Ly. En particulier, G est du type 0 := 0,. En outre, quand & décroit vers 0,
les ensembles limites Aiz forment une base de voisinage du point y;t dans Yj".

Démonstration. Démontrons tout d’abord laffirmation relative au cone limite. Soit
n>0si k=R ouCetn=0sik est non archimédien. Il suffit de trouver un voisinage
B(g,¢) tel que, pour tout h dans B(g,e)" avecn > let touti=1,...,r on a

—1 < ilog(\xil(k(h))) — log(|x:[(Mg))) < -

Comme on a 'égalité x;(A(h)) = Ai(pi(h)), cela résulte du lemme ci-dessous.
Démontrons maintenant Paffirmation relative & I'ensemble limite AT (on procede de
méme pour A7). Remarquons tout d’abord que, lorsque k& = R, comme G5 contient
une puissance de gy, I’ensemble limite AJGFg contient Y;r. Pour conclure, il suffit alors de
montrer que, pour «; dans f, les ensembles limites de G dans P(V;) forment, lorsque ¢

décroit vers 0, une base de voisinage du point xj’ for Ce fait résulte de la proximalité de g
dans P(V;).¢

On a utilisé le lemme suivant:
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Lemme. Soient V' un k-espace vectoriel de dimension finie et g € End(V'). Soit n > 0 si
k est archimédien et n = 0 sinon.

Alors il existe un voisinage By de g dans End(V') tel que, pour tout h dans (By)
n>1ettoutj=1,...,dim(V) on a

" avec

— < log(\(h)) ~log(Xy(9)) < .

Démonstration. Comme A\ (A7h) = A(h)---\j(h) , il suffit de montrer ces inégalités
pour j = 1.
n
Remarquons que 'on peut trouver une norme sur V telle que ||g|| < A1(g)e”. On peut
alors choisir B, tel que, pour tout i’ dans B, on a ||W/|| < Ai(g)e® . Donc si h = hy---h,
avec h; € B, on a

1 1 1
“log(M(h) < “logllhll < — > log||hy || < log(Ai(g)) + ¢ .

1<p<n

Il reste & obtenir la minoration de A;(h). Soit s le plus grand entier tel que A\ (g) =
-+ = Xs(g) . Remarquons que A;(A*h) < A\i(h)® et que A®g est proximal dans P(A*V).
On peut donc supposer que g est proximal.

On note V' la droite propre de g associée & la valeur propre la plus grande en module
et V< son unique supplémentaire ¢ invariant. On peut trouver une norme sur V telle
que ||glv<|l < Ai(g) et telle que, pour tout v € VT et v< € V<, on a [[vF + 0| <
sup([[o™ |, [[o=]]) . Notons

C={v=v+0vS /vt eVt vSeVet|v|>]v|}.
On peut choisir le voisinage B, de sorte que, pour tout h’ dans B, on a
W(C) c Cet [[W'(v)]| = Mi(g)e™ |lvl| Vv eC
On calcule alors, pour h dans (B,)" et v dans C
[R(v)]] = A(g)"e o] -

Donc )
log|[h]] = loghi(g) <

1
L’égalité log(Ai(h)) = plim —log||h?|| permet alors d’obtenir la minoration cherchée de
—00 P
>\1<h).<>

Définition. On appelle "sous-semigroupe a un paramétre hyperbolique” de G un semi-
groupe L tel que
-sik=R ouC, L=~(]0,00]) ot v: R — G est un sous-groupe a un paramétre formé
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d’éléments hyperboliques.
- st k est non archimédien, L est isomorphe a N, est formé d’éléments hyperboliques et
est maximal pour ces propriétés.

Tout élément hyperbolique h # e appartient a un unique sous-semigroupe hyper-
bolique que 1'on note L;,. Si h = e, on pose L, = {e}. Pour tout élément g de G, on
note £, := L ou h est la composante hyperbolique de g ou d'une de ses puissances.
Remarquons que £, peut aussi étre défini par 1'égalité A\(L,) = L, N AT et l'inclusion

Ly C [y

Corollaire. Soient g1, go deuz éléments de G. On a Uéquivalence: L, # L,, <= 1l
existe deux sous-semigroupes ouverts Hy, Hy de G tels que g1 € Hy, go € Hy et HHNHy =

0.

Démonstration. (=) Par hypothese, on a (yJ,v,., Lg,) # (Vs Ygys Lgo)- 11 suffit donc
de prendre H, = G , Hy = G, avec ¢ suffisamment petit et d’appliquer la proposition
6.2.

(<) Cela résulte de la proposition 6.1.¢

6.3 Semigroupes ouverts et semigroupes Zariski denses pour k£ = R.
Les proposition suivante affirme que les semigroupes ouverts peuvent servir de ”filtre”
pour analyser les semigroupes Zariski denses. Nous 'utiliserons en 7.4.

Proposition. (k = R) Soient I' un sous-semigroupe Zariski dense de G et H un sous-
semigroupe ouvert de G. Si I' N H est non vide, alors I' N H est encore Zariski dense.

Démonstration. Soit g un élément de ' H et g = g.gng, sa décomposition de Jordan.
On peut supposer que g, est dans A™. Soit  := {a €I / a(gn) =1} . On a
Ly:={g€G/ggm=agg} Up={g €G/ lim g"g'g™" =e} et

U ={4 G/ nl—i}}}oo g"g'g7" = e} . La multiplication induit un difféomorphisme du
produit U, x Ly x Up sur un ouvert de Zariski 29 de G. Soient U=, L., U, trois voisinages

de e dans U, , Ly et Uy tels que
U-gL.U.C H.

Pour n > 1, on a
U- g7 (9egule)"U: C H .

D’apres le lemme 6.1.a, on peut trouver n > 1 tel que (g.g,L:)" contient e. Quitte a
remplacer g par g" et a réduire nos voisinages, on peut supposer que

Ug_ghLEUE C H.

n

Montrons alors que, pour tout v dans I' N €y, il existe n, > 1 tel que, pour n > n,, on
a g"vyg~" € I'N H . Ceci prouvera que I' N H est Zariski dense par le méme raisonnement
qu’a la fin de 3.6. On écrit y =vlu avecv € U, ,l € Ly et u € Up. On a ,

979" = vng; Ly,
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avec
n

vp = g"vg ", b= glg,lgr gy et u, =g "ug” .

Pour n suffisamment grand, on a grace au lemme 6.1.b
v, €U , l, €Ll et u, clUs.

Donc
g"yg" € U-gi"L"U. C (U-gnL.U.)" C H .

Ce qui termine la démonstration.o

6.4 L’ensemble des directions limites pour k£ = R.
Dans ce paragraphe, on suppose encore que k = R de sorte que 0 = II.

Définition. On note Lr l’ensemble des éléments hyperboliques g de G tels que tout sous-
semigroupe ouvert H de G contenant g rencontre I'.
On note L} :={g € Lr / g est R—régulier } et L} := Ly N A** .

Remarque. Dans cette définition on se limite aux éléments hyperboliques a cause de la
proposition 6.1.

On munit G d’une métrique riemannienne invariante a gauche et on note d la distance
associée.

Théoreme. (k = R; G est un R-groupe réductif connexe, G = Gg et I' est un sous-
semigroupe Zariski dense de G)

a) Lr est Uadhérence de la réunion des semigroupes L, pour g € I'. (resp. pour g
R-régulier dans T").

b) Lr est l'adhérence de l’ensemble L9 des éléments hyperboliques g de G pour lesquels
il existe des suites n, € N et y, € I' telles que I}L% d(g",v) =0.

c) Lr est dense dans Lr et L} est dense dans L.

d) Une chambre f € Zy est quasipériodique si et seulement si Lr rencontre l'intérieur
de la chambre f.

e) Pour toute chambre quasipériodique f de T, on a A(f N Lr) = Lr .

Remarques - Les parties a) et b) fournissent d’autres définitions possibles pour I’ensemble
des directions limites de I'.

- Les parties ¢), d) et e) expliquent comment calculer Lr a partir de Ar, Ap et Lr et
inversement (On rappelle que, d’apres 3.6.iv, ’ensemble FT des chambres quasipériodiques
de T" s’identifie & I’ensemble des éléments de Ar x Ap qui sont en position générale). En
effet, elles affirment que ’ensemble Lr est I'adhérence de I’ensemble

r=UHloer/ Mg eLr}.

feFr
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- Nous omettons 1’énoncé analogue sur un corps local: dans ce cas 'ensemble Lr vit
dans un espace qui est & ’ensemble des éléments hyperboliques de G ce que A* est & A™T...

Démonstration. a) Par construction, la partie Lr est fermée. Elle contient les semi-

groupes L, pour g dans I" d’apres 6.1. Réciproquement, soit g dans Lr, on applique la
proposition 6.3 avec € = %: I'intersection Gg% N I est Zariski dense et contient donc un
élément R-régulier g,. La suite £, converge vers £, d’apres 6.2 (i.e. il existe une suite
tn > 0 telle que lim gr=gq).

b) Il est clair que si g est dans L, tout semigroupe ouvert de G contenant g rencontre
I'. Donc £2 C Lr. Réciproquement, si g est un élément R-régulier de T alors, pour tout
réel t > 0, 'élément ¢" est dans L£{: il suffit de choisir la suite n, telle que la suite n,t
converge vers 0 dans R/Z. Donc Ly C LY.

¢) La premiere assertion résulte du a), la deuxieme de la convexité de Lr et du fait
que Li est non vide.

d) et e) Remarquons tout d’abord que, grace a a), on a A(Lr) C Lr.

Soit f une chambre dont I'intérieur rencontre Lr. On note g un élément de Lr qui est
dans lintérieur de f. Le raisonnement du a) donne une suite g, d’éléments R-réguliers
de I' tels que f,, converge vers f. Donc f est quasipériodique.

Réciproquement, soit f une chambre quasipériodique pour I'. Soit L une demidroite
de Lr. Notons L le sous-semigroupe a un parametre de f tel que \(£) = L. D’apres
4.2, il existe une suite d’éléments R-réguliers g, de I' tels que £,, converge vers £. Tout
semigroupe ouvert de G' qui rencontre £ contient alors une puissance d’un des éléments
gn d’apres 6.1. Donc L est inclus dans Lr. Ceci prouve que A(f N Lr) = Lr. On en
déduit, puisque Li- est non vide que f N Lr rencontre l'intérieur de la facette f.o

7. Le cone limite L lorsque k£ = R.

Dans cette partie, on suppose que k£ = R. Dans ce cas, 'application logarithme
identifie les R-espaces vectoriels A® et a ainsi que les cones Lr et ¢r. Le but de cette
partie est de prouver qu’alors le cone limite Ly est un cone d’intérieur non vide.

Rappelons que cette affirmation est fausse sur un corps non archimédien (cf. 5.3).

L’idée de la démonstration consiste a se ramener au cas d’un sous-semigroupe de Gg
de générateurs (7y;j)1<j<s (cf 7.4). On consideére alors des semigroupes a un parametre
{75(t) / t > 1} tracés dans G et tels que 7;(1) = ;. On montre d'une part, a I'aide des
corps de Hardy (cf 7.2), que le cone de Lyapounov x du semigroupe A engendré par tous
ces semigroupes est inclus dans 'espace vectoriel engendré par fr (cf.7.4). D’autre part,
un argument élémentaire prouve qu'un tel semigroupe A est d’intérieur non vide (cf.7.1).

7.1 Semigroupes d’intérieur non vide.

Lemme.(k = R) Soient t — ~,(t), pour j =1,...,s, des groupes a un paramétre de G
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et H le semigroupe engendré par (v;([1,00[))1<j<s . On suppose que H est Zariski dense
dans G, alors H est d’intérieur non vide.

Remarque. On peut aussi montrer le résultat analogue suivant qui ne nous sera pas
utile: Dans un groupe de Lie réel simple, tout sous-semigroupe fermé Zariski-dense non
discret est d’intérieur non vide.

Démonstration. Pour h dans H, on note ()}, le cone de l'algebre de Lie g de G donné
par:
Cp, = {X € g/ il existe un chemin v : [0, 1[— G de classe C!
tel queyo =€, Ly|,_, =Xet,Vt€[0,1], vheH }.

Il est clair que C}, est un cone. D’autre part, on a
Chi D C, + Adh(Cy) VYh,h' € H (%)

1l suffit pour montrer cela de considérer le chemin dans H: v;hy,h' = vi(hyh~')hh' .

Soit W l'espace vectoriel engendré par les cones C,. Montrons que W = g. Il résulte
de (*) que 'espace W est AdH-invariant. Comme AdH est Zariski dense dans AdG, W
est un idéal de g. En outre, les générateurs X; des groupes a un parametre 7;(¢) sont
dans W. Donc H est inclus dans le groupe de Lie connexe [ d’algebre de Lie W. Donc [
est Zariski dense dans G et W = g.

Choisissons maintenant des éléments h; dans H et X; dans C},, pour i = 1,...,n,
avec n le plus grand possible, tel que, en posant kg = 1,...,k; = hy---h;,... la famille
(Y; := Adk;_1(X}))1<i<n est libre. Cette famille (Y;)1<i<, est une base de g. Sinon on
pourrait trouver h,, .1 dans H et X,,;1 dans C}, tel que Adk;; 1(Xnﬂ) n’est pas dans ’espace
vectoriel engendré par Yi,...,Y,. Ce qui contredit la maximalité de n.

On note t — 7, des chemins tangents a X; pour ¢ = 0 tels que v, +h; est dans H et
on pose 7v;,; 1= ki_17vitki . L’application

Y [0,1]" — G
(ti, .. tn) — %,t"'%,thl"'hn271,th1"'%,thn

a son image dans H. Sa différentielle en 0 est bijective car (Y;)1<;<, est une base de g.
Le théoreme d’inversion locale prouve alors que ¥(]0, 1[") contient un ouvert. Donc H est
d’intérieur non vide.¢

7.2 Corps de Hardy.

Rappelons les principales propriétés des corps de Hardy dont nous aurons besoin. Une
excellente référence est ([Ro| p.297-299).

Soit A 'anneau des germes en +o0o de fonctions C'*° sur R a valeurs réelles. A est donc
'ensemble des fonctions C* réelles définies sur une demidroite [a, oo[ modulo I'équivalence
qui consiste a identifier deux fonctions égales sur une demidroite [b, ool.

Définition. Un corps de Hardy est un sous-corps stable par dérivation de l’anneau A.
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L’intérét des corps de Hardy est qu’une fonction non nulle y d’un corps de Hardy ne
s’annule quun nombre fini de fois (car la fonction i doit étre C'™ au voisinage de +00).
Les corps de Hardy sont des corps réels ordonnés qui ont été introduits en vue de I’étude
des développements asymptotiques (cf. [Bou]). Le corps R des fonctions constantes
et le corps R(z) des fonctions rationnelles sont des corps de Hardy. Il y en a beaucoup
d’autres car toute solution d’une équation polynomiale (resp. d’une équation différentielle
polynomiale du premier ordre ) a coefficients dans un corps de Hardy est encore dans un
corps de Hardy. Plus précisément:

Proposition.([Ro] théoremes 1 et 2) Soient K un corps de Hardy, P € K[Y] un polynome
a coefficients dans K et y un élément de A tel que P(y) = 0 (resp. Z—Z = P(y)) alors il
existe un corps de Hardy K' contenant K et y.

En particulier, si K est un corps de Hardy et f un élément non nul de K, il existe un
corps de Hardy K’ contenant K, e/l log|f| ainsi que |f|* pour tout réel a.

7.3 Applications a fibres finies.
Le lemme élémentaire suivant nous sera utile.

Lemme. Soient M une variété analytique réelle, 1 : M xR — R une fonction analytique,
Z =497 0) et p: Z — M la restriction a Z de la premiére projection. On suppose que,
pour tout m dans M, p~'(m) est fini, alors il existe un ouvert non vide U de M tel que
p Y (U) est compact.

Démonstration. On peut supposer que Z et M sont lisses. Soient Z' = {z €
Z | dp(z) est surjective } et Z” := Z — Z'. Par le théoreme de Sard analytique,
p(Z") est au moins de codimension 1 dans M. Quitte a réduire M, on peut supposer que
Z" est vide, c’est a dire que p est un difféomorphisme local.

On suppose, par 'absurde, la conclusion fausse. On construit alors par récurrence
une suite infinie (C),),>1 de compacts de Z disjoints et d’intérieur non vide tels que
la restriction plc, est injective et tels que la suite de compacts images K, := p(C,)
est décroissante; c’est possible car, comme p~!(K,) n’est pas compact, on peut choisir
pour C,4; un petit voisinage d’un point de l'intérieur de p~!(K,) qui n’est pas dans
CyU---UC,. Soit m un point dans l'intersection des compacts K,, la fibre p~'(m) est
infinie. Contradiction.o

7.4 Le cone /1 est d’intérieur non vide.

Nous pouvons maintenant démontrer cette affirmation.

Grace a la proposition 6.3, on peut supposer que I' est inclus dans un sous-semigroupe
ouvert GG dont tous les ¢léments sont R-réguliers (cf.6.2). On peut aussi supposer que I est
engendré par une famille finie d’éléments (7;)1<;<s tels que chacun des groupes engendrés
par 7y; est Zariski connexe. Remarquons que 7y; est semisimple et notons ; = m;a; = a;m;
la décomposition de Jordan de 7; avec m; elliptique et a; hyperbolique. Notons M;
I'adhérence dans G' du groupe engendré par m;: c’est un groupe compact. Quitte a
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remplacer ; par une puissance, on peut supposer que, pour tout ¢ > 1, on a M;a} C G.

Comme /- est convexe, pour montrer que /1 est d’intérieur non vide, il suffit de montrer
que toute forme linéaire sur le R-espace vectoriel a nulle sur ¢ est identiquement nulle.
Soient donc 3, ..., 3, des réels tels que, pour tout v dans I', on a [Tr_; Mi(pi(7))% = 1.
Et montrons que gy =--- =03, =0.

Notons A le sous-semigroupe de G engendré par toutes les parties Mjag avec j =
1,...,sett > 1. Cesemigroupe A contient I'. Notons ¢1,...,¢,: G; = Ret ®: G, — R
les fonctions définies par ¢;(h) = A (p;(h)) et

a(h) = [[oh)* —1.

® est une fonction analytique nulle sur I'.

Montrons que ® est nulle sur A. Soient g;---g, € A un mot tel que, pour tout [,
g, est dans une partie Mjaé. On veut montrer que ®(g;---g,) = 0. Cela résulte d'un
raisonnement par récurrence sur le nombre d’indices [ tels que g; n’est pas de la forme ~7
a 'aide du lemme ci-dessous.

Donc @ est nulle sur A. Mais A est d’intérieur non vide (lemme 5.1) donc 8, = --- =
B, = 0. C’est ce que I'on voulait.o

On a utilisé le lemme suivant.

Lemme. (k=R ) Soit G} un sous-semigroupes ouverts de G dont tout élément est R-régulier
et @ la fonction définie ci-dessus. Soient h un élément de G et hy, hy des éléments de
G U{1}. Notons h = ma = am la décomposition de Jordan de h avec m elliptique et a
hyperbolique. Notons M [’adhérence du groupe engendré par m. On suppose que
- pour tout réelt > 1, Ma' C G,
- pour tout entiern > 1, ®(hih"hy) =0.

Alors, pour tout réel t > 1, on a ®(hyMa'hy) =0 ..

Démonstration. Remarquons que M est un groupe compact et donc un fermé de Zariski
de G ¢ SL(n,R) ¢ R . Notons

Z={(m',t) € M x [1,00[ | ®(hym'a’hy) =0}

et p: Z — M la premiere projection.
Vérifions tout d’abord que, pour tout m, dans M, p~*(m,) égale m, x [1,00[ ou est
fini. Pour cela, notons ¢, ..., : [1,00[— R et ¥ : [1,00[— R les fonctions définies par

Vi(t) = M(pi(himoa’hy)) et
W(t) = B(hymya'hy) = H G 1.

D’apres la proposition 7.2, il existe un corps de Hardy contenant les germes en +oo des
fonctions v; et de W. En effet, 1;(¢) est une solution de I’équation en X

det(p;(himoa'hy)? — X?) =0
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dont les coefficients sont des polyndmes en ¢ et en des exponentielles e ou les coefficients
k sont des réels. En particulier, si ¥ est non nulle, elle n’a qu’un nombre fini de zéros i.e.
p~1(m,) est fini. C'est ce que 1'on voulait.

Supposons par 'absurde que Z # M x [1,00[ . On peut alors trouver un ouvert non
vide U de M tel que, pour tout m, dans U, m, X [1,00] n’est pas inclus dans Z. Donc
d’apres ce qui précede p~t(m,) est fini. Le lemme 7.3 permet de choisir U tel que p~!(U)
est compact. Mais la suite S des entiers n tels que m”™ est dans U est infinie. Par
hypothese, pour n > 1, on a ®(hym"a"hs) = 0 . Donc, pour n dans S, (m™,n) est dans
p~1(U). Ceci contredit la compacité de p~!(U). Donc Z = M x [1,00[ . Ce qui termine
la démonstration.c
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