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Résumé

Je montre que le groupe linéaire GL(m, R) contient un sous-groupe Zariski dense dont tous les éléments
ont toutes leurs valeurs propres positives si et seulement si m # 2 modulo 4. Je généralise cet énoncé a
tous les groupes algébriques réels.

Je décris les adhérences de Zariski possibles pour les sous-groupes I' de GL(m,R) qui préservent un
codne ouvert convexe saillant 2 de R™ et dont I'action sur R™ est irréductible.

Je montre comment ces deux problemes sont reliés.

Linear groups with positive eigenvalues
and automorphisms of convex cones

Abstract

I show that the linear group GL(m,R) contains a Zariski dense subgroup all of whose eigenvalues are
positive if and only if m # 2 modulo 4. T extend this statement to any real algebraic group.

I describe the Zariski closure of the subgroups I' of GL(m,R) which preserve a properly convex open
cone  of R™ and whose action on R™ is irreducible.

I show how these two problems are related.

1. Groupes linéaires a valeurs propres positives

On munit le groupe linéaire GL(m,R) de la topologie de Zariski. Les fermés de cette
topologie sont les ensembles des zéros d'une famille de polynomes. Dans cette note, un
groupe linéaire algébrique réel G est un sous-groupe Zariski fermé de GL(m,R) et une
représentation de G est un morphisme rationnel p de G dans le groupe linéaire GL(V)
d’un espace vectoriel réel V' de dimension finie. Remarquons que le fait qu’un élément g de
G soit a valeurs propres réelles (resp. positives) ne dépend pas du plongement de G dans
GL(m,R). Le groupe G est dit déployé si {g € G / g est a valeurs propres positives }
est une partie Zariski dense de G.

Un sous-groupe I' de GL(m,R) est dit a valeurs propres réelles (resp. positives) si
toutes les valeurs propres de tous les éléments de I' sont réelles (resp. positives).

Rappelons que dans un groupe algébrique déployé, tout sous-groupe Zariski dense con-
tient un sous-groupe Zariski dense & valeurs propres réelles (voir 'appendice A.6 de [3]).

La premiere partie du théoreme suivant décrit les adhérences de Zariski des groupes
linéaires a valeurs propres positives.

Théoreme 1 Soit G un groupe linéaire algébrique réel déployé. On a les équivalences
1) G contient un sous-groupe Zariski dense a valeurs propres positives <= G n’admet
pas de représentations irréductibles symplectiques non triviales.

2) Tout sous-groupe Zariski dense de G contient un sous-groupe Zariski dense d valeurs
propres positives <= Toutes les représentations wrréductibles de G sont orthogonales.



’ Exemples ‘ Condition 1 ‘ Condition 2 ‘

GL(m,R) et SL(m,R) m # 2 modulo 4 jamais
Spin(p,p + 1) petp+1%2modulo4 | pet p+ 1 2 modulo 4
Spin(p, p) p Z 2 modulo 4 p = 0 modulo 4
SO(p, p) et SO(p,p+ 1) toujours toujours
G semisimple adjoint toujours wy = —1

Remarque En particulier, tout sous-groupe Zariski dense de SL(2, R) contient un élément
a valeurs propres négatives (ce fait est démontré dans [4]) et il existe des sous-groupes
Zariski dense de SL(3, R) a valeurs propres positives (par exemple, les groupes d’holonomie
des structures projectives convexes sur les surfaces construits dans [5]).

2. Automorphismes des cones convexes saillants

Un cone ouvert convexe €2 de V= R™ est dit saillant si son adhérence ne contient pas
de droites.

La premiere partie du théoreme ci dessous décrit les adhérences de Zariski G des sous-
groupes I' de GL(m,R) qui préservent un cone convexe saillant {2 de R™ et dont 1’action
sur R™ est irréductible. Remarquons que le groupe G est un groupe réductif et que V'
est une représentation irréductible de G dans un espace vectoriel réel de dimension finie.
Voici quelques rappels de théorie des représentations dont nous avons besoin.

Soient G’ un groupe algébrique réel réductif Zariski connexe. Notons A° la composante
connexe d’'un sous-tore déployé maximal A de G et AT une chambre de Weyl de A°. On
note P le réseau des poids (relatif au systéme de racines restreintes de A%). Il est muni
de Pordre habituel: A < pu <= A a) < p(a) Va € A° . Soit (V, p) une représentation
irréductible réelle de G. Pour A dans P, on note V) l'espace de poids correspondant
Vi :={v eV /Vae A° pla)v = Aa)v} et my := dimV, la multiplicité de ce poids.
L’ensemble des poids de A° dans V contient un unique élément maximal yy appelé le
plus haut poids restreint de V. La représentation (V, p) est dite prozimale si la multiplicité
du plus haut poids est 1. Deux représentations irréductibles réelles proximales de GG seront
dites égales modulo 2 si la différence de leur plus haut poids restreint est dans 2P.

Théoréme 2 Soient V =R"™ et G C GL(V) un sous-groupe algébrique Zariski conneze.
On a les équivalences:

1) G contient un sous-groupe Zariski dense I' qui préserve un cone ouvert conveze sail-
lant Q de V <=V est une représentation irréductible proximale de G et n’est pas égale
modulo 2 a une représentation irréductible prorimale symplectique non triviale.

2) Tout sous-groupe Zariski dense de G contient un sous-groupe Zariski dense qui préserve
un cone ouvert convexe saillant  de V <=V est une représentation irréductible proxi-
male de G et est égale modulo 2 a une représentation irréductible proximale orthogonale.

Remarques - Lorsque G est déployé toutes les représentations irréductibles réelles de G
sont proximales.



- Une représentation irréductible proximale de G est absolument irréductible.

- On note L le centralisateur de A dans G et P” le réseau des caractéres rationnels
déployés de L. Un tel caractere est entierement déterminé par sa restriction a AY ce qui
permet d’identifier P” avec un sous-réseau du réseau P’ des caracteres rationnels de A, lui
meéme étant un sous réseau de P. On a les inclusions 2P C P” C P’ C P. Remarquons que
I’application V' — xy induit une bijection de 1’ensemble des représentations irréductibles
proximales de G dans I'ensemble des poids dominants (relativement & A*) de P” (cf. [1]).

- Il est facile de déterminer au vu du plus haut poids restreint d’une représentation
irréductible proximale si celle-ci est orthogonale, symplectique ou non autoduale.

- Les représentations irréductibles réelles proximales dont le plus haut poids restreint
est dans 2P ne sont autres que les représentations sphériques i.e. celles qui admettent
un vecteur non nul invariant par un sous-groupe compact maximal K de G (voir [7]). Il
n’est pas difficile de vérifier que les représentations sphériques sont exactement celles pour
lesquelles il existe dans V' un cone ouvert convexe saillant G-invariant.

3. Cones strictement convexes saillants divisibles

Un cone convexe saillant de R™ est dit strictement convexe si les segments ouverts
inclus dans 'adhérence de 2 qui ne sont pas radiaux sont inclus dans €2. On dit qu'un
sous-groupe discret I' de GL(m, R) divise un cone convexe saillant {2 de R™ si il préserve
Q et si le quotient '\ est compact. On dit alors que Q2 est divisible (voir [13]).

Exemple: soient ¢ une forme quadratique lorentzienne sur R™ et €2 un cone de futur
pour ¢ i.e. une des composantes connexes convexes de {v € R™ / q(v) # 0}. Alors Q est
divisible: les sous-groupes I' qui divisent €2 sont les réseaux cocompacts du groupe des
similitudes de gq.

Le résultat suivant se démontre avec les mémes idées que le théoreme 2.

Corollaire Soit I' un sous-groupe discret de GL(m,R) qui divise un cone strictement

convexe saillant Q0 qui n’est pas un cone de futur pour une forme quadratique lorentzienne
sur R™. Alors T' est Zariski dense dans GL(m,R).

Remarques - Réciproquement, D.Johnson et J.Millson construisent dans [9], en toutes di-
mensions m > 3 et pour certains réseaux cocompacts I' de SO(m —1,1), des déformations
p+(I') dans GL(m,R) qui sont Zariski denses. Il résulte de [10] et [11] que, pour ¢ pe-
tit, p;(I") divise un cone convexe saillant {2;. On peut montrer que ces cones €2, sont
strictement convexes.

- Une étude tres complete des cones convexes saillants divisibles en dimension 3 est due
a W.Goldman dans [5].

4. Positivité dans ’ensemble limite

Donnons maintenant la structure de la démonstration du théoreme 2.



Soient V- =R"™ et Q(V) = {(v, f) € P(V) x P(V*) / f(v) = 0}. On dit qu'un triplet
((v1, f1), (ve, f2), (vs, f3)) de Q(V) est positif (resp. négatif) si H fi(vj) >0 (resp. < 0).
i#]
Soient G un groupe algébrique réel réductif Zariski connexe, (V, p) une représentation
irréductible de GG et I un sous-groupe Zariski dense de G. On montre tout d’abord:

Lemme 1 Si T préserve un cone ouvert convexe saillant de V', alors p est prozimale.

On suppose désormais la représentation p proximale. On peut alors considérer ’ensemble

limite Ar de I" dans Q(V) (voir [6] et [2]).

Lemme 2 I' contient un sous-groupe Zariski dense qui préserve un cone ouvert convexe
saillant de V' si et seulement si ’ensemble limite Ar contient un triplet positif.

Remarquons que l'ensemble limite Ag n’est autre que la G-orbite du couple (v, fT)
ot v (resp. fT) est la droite de plus haut poids de V' (resp.V*). Pour Y dans l'algebre
de Lie g de G, on note ny (Y) :=inf{n € N/ f*(Y™v*%) # 0} € NUoco. Le théoreme 2 se
déduit alors du lemme:

Lemme 3 On a les équivalences: Ag contient un triplet positif (resp. négatif) <= Il
existe Y dans g tel que ny (Y) est pair (resp.impair) <=V n’est pas égal modulo 2 a une
représentation irréductible prorimale symplectique (resp. orthogonale).

Le théoreme 1 se démontre de la méme fagon en procédant simultanément avec toutes
les représentations irréductibles proximales de g.
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