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Résumé
Pour toute action symplectique d’un groupe compact connexe sur une variété symplectique compacte

connexe, nous montrons que la trace sur la chambre de Weyl de l’image de l’application moment est un
polyèdre convexe fermé. Ceci généralise les théorèmes de convexité d’Atiyah-Guillemin-Sternberg-Kirwan
à des actions non hamiltoniennes. Comme conséquence, nous décrivons les actions symplectiques d’un
tore sur une variété compacte, qui sont cöısotropes (ou sans multiplicité), c’est-à-dire qui admettent une
orbite cöısotrope.

Symplectic actions of compact groups

Abstract
For any symplectic action of a compact connected group on a compact connected symplectic manifold,

we show that the intersection of the Weyl chamber with the image of the moment map is a closed convex
polyhedron. This extends Atiyah-Guillemin-Sternberg-Kirwan’s convexity theorems to non hamiltonian
actions. As a consequence, we describe those symplectic actions of a torus which are coisotropic (or
multiplicity free) i.e. which have at least one coisotropic orbit.

1. Notations

Soit M une variété C∞ connexe, ω une 2-forme symplectique sur M et K un groupe de Lie
connexe. On dit que (M,ω) est une K-variété symplectique, si M est munie d’une action

de K qui préserve la forme symplectique ω. On note M̃
p→ M le revêtement universel,

Γ = π1(M) le groupe fondamental que l’on regarde comme un groupe de difféomorphismes
de M̃ et ω̃ = p∗(ω). Pour tout élément ξ de l’algèbre de Lie k de K, on note Xξ le champ de

vecteurs sur M donné par l’action infinitésimale de ξ, X̃ξ = p∗(Xξ) et µ̃ξ un hamiltonien

pour X̃ξ, c’est-à-dire une fonction sur M̃ dont la différentielle est le produit intérieur i
X̃ξ
ω̃.

On peut supposer ces hamiltoniens choisis de sorte que l’application ξ → µ̃ξ soit linéaire.
On note alors µ̃ l’application de M̃ dans k∗ donnée par µ̃(x)(ξ) = µ̃ξ(x) . On dit que µ̃
est le moment de l’action de K̃ sur M̃ . Il est bien défini à addition près d’une constante
dans k∗. Il existe donc un morphisme de groupes h de Γ dans k∗, appelé morphisme
d’holonomie, tel que, pour tout γ dans Γ, on a µ̃ ◦ γ = µ̃+ h(γ) .

On note kh := {ξ ∈ k / iXξω est exacte}. C’est une sous-algèbre de Lie de k qui contient
la sous-algèbre dérivée [k, k]. L’action est dite hamiltonienne si kh = k et si on peut choisir
le moment de sorte qu’il soit équivariant sous l’action de K̃ (voir [2],[7] ou [15]). L’action
est dite anhamiltonienne si kh = 0.

Soit E un espace topologique. On dit qu’une application f : M̃ → E est propre modulo
Γ si, pour tout compact B de E, il existe un compact M0 de M tel que f−1(B) ⊂ p−1(M0).
On dit que f est ouverte si l’image de tout ouvert est un ouvert. On appelle fibre de f
l’image inverse f−1(λ) d’un point λ de E et feuille de f une composante connexe d’une
fibre de f . Pour toute sous-algèbre de Lie s de k, on note s⊥ = {f ∈ k∗ / f(s) = 0} et
M̃s l’ensemble des points fixes de s dans M̃ .
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2. Le moment pour l’action d’un tore

Théorème 1 Soient T = Td un tore, (M,ω) une T -variété symplectique connexe, p :
M̃ → M son revêtement universel, Γ = π1(M) , µ̃ : M̃ → t∗ le moment de l’action de T̃
sur M̃ et h : Γ→ t∗ le morphisme d’holonomie. On suppose que µ̃ est propre modulo Γ.

a) L’image µ̃(M̃) est un polyèdre convexe fermé et l’application µ̃ : M̃ → µ̃(M̃) est
ouverte et à fibres connexes.

b) Pour tout λ dans t∗, on a l’égalité Γ.µ̃−1(λ) = µ̃−1(λ+ h(Γ) ) .
c) On a l’égalité µ̃(M̃) + t⊥h = µ̃(M̃).
d) Si M est compacte, le quotient µ̃(M̃)/t⊥h est compact, le sous-groupe Th de T d’algèbre

de Lie th est fermé et µ̃(M̃) est l’enveloppe convexe de µ̃(M̃ th).

La condition “µ̃ propre modulo Γ” est automatiquement vérifiée lorsque M est compact.
Ce théorème généralise le théorème d’Atiyah, Guillemin et Sternberg de convexité du
moment pour une action hamiltonienne ([1], [9]). Le point b) décrit l’adhérence de l’image
dans M des feuilles de l’application moment. Il est conjecturé dans [4] §II.3.1, sous
l’hypothèse que l’action de T est “localement hamiltonienne”.

Remarques Le fait que Th soit fermé est démontré dans [6] sous l’hypothèse que la classe
de cohomologie de ω est dans H2(M,Q). Lorsque M n’est pas compacte, le sous-groupe
Th n’est pas toujours fermé. En voici un exemple. Fixons un nombre réel irrationnel α et
posons M = T3 × R = {(x, y, z, t) / x, y, z ∈ T1 , t ∈ R}, ω = (αdx− dy) ∧ dz + dy ∧ dt
et T = T2. Le groupe T agit sur M par translation sur les deux premières coordonnées.
Cette action est symplectique. L’algèbre de Lie th est la droite de pente α dans t ' R2.
Donc le groupe correspondant Th n’est pas fermé.

Signalons aussi qu’il existe des actions symplectiques anhamiltoniennes du tore T1 sur
une variété compacte avec des points fixes ([16])

Notre démonstration suit la stratégie de la jolie preuve du cas hamiltonien donnée
par Condevaux, Dazord et Molino dans [4] (voir aussi [11] et [14] pour une rédaction plus
détaillée). On montre tout d’abord une version locale de ce théorème à l’aide d’un modèle
local de l’action au voisinage d’une orbite comme dans [8]. Ceci permet de munir l’espace
des feuilles de µ̃ d’une structure “euclidienne convexe”. Le point clef consiste à démontrer
que cet espace de feuilles est séparé. Un argument général sur les structures euclidiennes
convexes permet alors de conclure.

3. Le moment pour l’action d’un groupe compact

Dans cette partie, on note K un groupe compact connexe, T un tore maximal de K, t

son algèbre de Lie. Son dual t∗ s’identifie au sous-espace vectoriel (k∗)T des points fixes
de T dans k∗. On note t∗+ une chambre de Weyl positive, c’est un cône convexe fermé de
t∗ qui rencontre chaque orbite coadjointe de K en exactement un point.

Soit (M,ω) une K-variété symplectique. On peut toujours choisir le moment µ̃ de sorte
que µ̃ soit équivariant pour l’action du groupe dérivé [K̃, K̃]. Ce que l’on fait. Le moment
est alors bien défini à addition près d’une constante dans le sous-espace vectoriel (k∗)K

des points fixes de K. L’image µ̃(M̃) est alors une réunion d’orbites coadjointes et est
donc entièrement déterminée par son intersection avec la chambre de Weyl.
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Théorème 2 Soient K un groupe compact connexe, (M,ω) une K-variété symplectique
connexe, M̃ le revêtement universel de M , Γ = π1(M) , µ̃ : M̃ → k∗ le moment de l’action
de K̃ sur M̃ , et h : Γ → (k∗)K le morphisme d’holonomie. On suppose que µ̃ est propre
modulo Γ.

a) L’intersection µ̃(M̃) ∩ t∗+ est un polyèdre convexe fermé.

b) Pour tout λ dans k∗, on a l’égalité Γ.µ̃−1(λ) = µ̃−1(λ+ h(Γ) ) .
c) On a l’égalité µ̃(M̃) + k⊥h = µ̃(M̃)
d) Si M est compacte, le quotient µ̃(M̃)/k⊥h est compact et le sous-groupe de Lie Kh de

K d’algèbre de Lie kh est fermé et contient le groupe dérivé [K,K].

La condition “µ̃ propre modulo Γ” est automatiquement vérifiée lorsque M est compact.
Ce théorème généralise le théorème de Kirwan de convexité du moment pour une action
hamiltonienne ([12]).

Notre démonstration adapte la méthode décrite dans [4] et [9] pour se ramener à un
théorème de convexité pour une action symplectique d’un tore. Cette méthode consiste à
construire une sous-variété symplectique T -invariante Σ qui rencontre un ouvert connexe
et dense de K-orbites et sur laquelle les moments de l’action de K et de T cöıncident .

4. Nilvariétés et actions cöısotropes d’un tore

Une action symplectique d’un tore T sur (M,ω) est dite cöısotrope (ou sans multiplicité,
voir [10]) si il existe une orbite de T dans M qui est cöısotrope ou, ce qui est équivalent,
si le crochet de Poisson de deux fonctions T -invariantes sur M est toujours nul.

Construisons tout d’abord des exemples d’actions cöısotropes anhamiltoniennes :
On dit que (M,ω) est une nilvariété symplectique si M est une nilvariété compacte,

c’est à dire le quotient M = Γ\N d’un groupe de Lie nilpotent simplement connexe N
par un sous-groupe Γ discret et cocompact de N et si ω est une forme symplectique dont
la relevée p∗ω est une 2-forme invariante par translation à gauche sur N . Dans ce cas,
choisissons un tore central T de M c’est-à-dire une sous-variété compacte de M image
d’un sous-groupe connexe du centre de N . Ce tore central T est un tore qui agit sur M
par translation. Cette action est symplectique et anhamiltonienne car elle est libre alors
que le gradient symplectique de toute fonction sur une variété compacte s’annule. Lorsque
T est une sous-variété cöısotrope de M , l’action de T sur M est cöısotrope ; remarquons
que cela ne peut se produire que si N est commutatif ou nilpotent à deux crans.

Soient T0, T1 deux groupes qui agissent respectivement sur une variété symplectique
(M0, ω0) et (M1, ω1). L’action de T0 × T1 sur la variété symplectique (M0 ×M1, ω0 × ω1)
est appelée action produit. Le produit de deux actions symplectiques est cöısotrope si et
seulement si chacune des deux actions est cöısotrope.

Théorème 3 a) Toute action cöısotrope d’un tore T sur une variété symplectique com-
pacte connexe (M,ω) est isomorphe au produit d’une action cöısotrope hamiltonienne et
d’une action cöısotrope anhamiltonienne.

b) Toute action cöısotrope anhamiltonienne d’un tore T sur une variété compacte con-
nexe (M,ω) est isomorphe à l’action d’un tore central cöısotrope sur une nilvariété sym-
plectique.
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Remarque Les actions cöısotropes hamiltoniennes ont déjà été décrites par Delzant dans
[5] : L’application M → µ(M) est une bijection entre l’ensemble des actions cöısotropes
hamiltoniennes effectives de T sur une variété symplectique (M,ω) compacte connexe et
l’ensemble des polyèdres convexes compacts de t∗ “à directions entières”.

Pour démontrer le théorème 3, on commence par déterminer le revêtement Ť de T qui
agit effectivement sur le revêtement universel M̃ de M . On introduit alors une classe
d’actions symplectiques cöısotropes dites adaptées qui contient l’action de Ť sur M̃ et on
montre qu’une action symplectique cöısotrope adaptée est entièrement déterminée par le
convexe image de l’application moment. Le point clef est, comme dans [5] et [13], une
interprétation faisceautique du groupe des symplectomorphismes équivariants de M̃ .

On en déduit que l’action de Ť sur M̃ est un produit d’une action hamiltonienne
cöısotrope du tore Th sur une variété symplectique compacte Mh par une action cöısotrope
d’un groupe de Lie commutatif simplement connexe T̃a sur une variété symplectique M̃a

difféomorphe à un espace vectoriel. On montre alors que le choix de cette décomposition
peut être fait de sorte que le groupe fondamental Γ de M̃ n’agisse que sur le facteur M̃a

et est inclus dans un sous-groupe de Lie nilpotent N du groupe des symplectomorphismes
équivariants de M̃a, sous-groupe qui agit simplement transitivement sur M̃a.

Les démonstrations de ces trois théorèmes sont détaillées dans [3].
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