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Résumé

On étudie les sous-groupes de GL(m,R) qui préservent un cone convexe
saillant de R™ et dont I'action sur R™ est irréductible. En particulier, on
décrit les adhérences de Zariski possibles pour ces sous-groupes.

Comme application, on décrit les adhérences de Zariski G possibles pour les
sous-groupes de GL(m,R) dont tous les éléments ont toutes leurs valeurs pro-
pres positives. Par exemple, le groupe G = GL(m, R) convient si et seulement
si m # 2 modulo 4.

Automorphisms of convex cones

Abstract

One studies the subgroups of GL(m,R) which preserve a properly convex
cone of R™ and whose action on R™ is irreducible. In particular, one describes
the Zariski closure of these subgroups.

As an application, one describes the Zariski closure G of the subgroups of
GL(m,R) all of whose elements have nothing but positive eigenvalues. For
instance, one can get the group G = GL(m, R) if and only if m # 2 modulo 4.
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1 Introduction

1.1 Présentation générale

Dans cet article, nous étudions les sous-groupes discrets I' du groupe
linéaire GL(m, R) qui préservent un cone convexe saillant C' de R™.

Nous montrons tout d’abord que, si le cone C est strictement convexe et si le quotient
['\C est compact, alors I'adhérence de Zariski de I est soit le groupe GL(m, R) tout entier,
soit le groupe des similitudes d’une forme quadratique lorentzienne sur R™ (théoréme 1.3).
Signalons que d’autres aspects de ces quotients compacts des cones convexes saillants ont
été étudiés par Benzecri [8], Kac et Vinberg [20], Koszul [22], Vey [25], Goldman [13],
Foulon [11] ...

Ensuite nous décrivons, ’adhérence de Zariski GG de ces sous-groupes I' sous la seule
hypothése que leur action sur R™ est irréductible (on suppose pour simplifier que I'
est Zariski connexe et formé de matrices de déterminant 1). Le groupe G est alors un
groupe de Lie semisimple et R™ est une représentation irréductible de G. 1l s’agit donc
de décrire les représentations irréductible ainsi obtenues. Elles sont caractérisées par les
deux assertions suivantes : d’une part, la représentation est proximale, c¢’est-a-dire que son
“plus haut poids restreint” A a multiplicité un et, d’autre part, A n’est pas égal “modulo
2” au plus haut poids restreint d’'une représentation irréductible symplectique proximale
(théoréme 1.5.a).

Enfin, comme application, nous rappelons que dans un groupe de Lie semisimple linéaire
déployé connexe GG, tout sous-groupe Zariski dense I' contient un sous-groupe Zariski dense
a valeurs propres réelles c’est-a-dire dont tous les éléments ont toutes leurs valeurs propres
réelles (voir 'appendice A.6 de [5]) et nous étudions a quelle condition, on peut trouver
dans I' un sous-groupe Zariski dense a valeurs propres positives. Nous montrons que c’est
vrai pour le groupe I' = (' si et seulement si G n’admet pas de représentations irréductibles
symplectiques. Nous montrons que c’est vrai pour tous les sous-groupes I' Zariski denses
de G si et seulement si toutes les représentations irréductibles de G sont égales “modulo
2” & une représentation irréductible proximale orthogonale (théoréme 1.6).

Décrivons maintenant plus en détail les principaux résultats de cet article qui ont été
annongés dans [4].

1.2 Cones convexes invariants

Soient V' ~ R™ un espace vectoriel réel de dimension finie et V* son dual. Un sous-groupe
' de GL(V) est dit irréductible si il n’existe pas de sous-espace vectoriel propre I'-invariant
de V et fortement irréductible si tous ses sous-groupes d’indice fini sont irréductibles. Un
élément de GL(V) est dit prorimal 8’1l a un point fixe attracteur dans l’espace projectif
P(V') et positivement prozimal si la valeur propre correspondante est positive. Le groupe
I' est dit proximal si il contient un élément proximal et positivement proximal si, en outre,
tout élément proximal de I' est positivement proximal.



La proposition suivante relie I’existence d’un convexe invariant aux signes des valeurs
propres des éléments de I

Proposition 1.1 Soit I' un sous-groupe irréductible de GL(m,R). Alors I' préserve un
cone conveze saillant de R™ si et seulement si I' est positivement prozimal.

Pour tout a dans P(V') x P(V*), on note a = (z,, ¥,) et on choisit des vecteurs non nuls
v, dans z, et f, dans y,. Soit Q(V) = {a € P(V) x P(V*) / fa(vs) = 0}. On dira qu’une
partie P de Q(V) est transverse si pour tout couple (a,b) de points distincts de P, on
a fy(vp) # 0. On dira que P est positive si, on peut faire le choix des vecteurs v, et f,
de sorte que, pour tout couple a, b de points de P, on a f,(v,) > 0. On dira que P est
positive 3 a 3 si tous les triplets de P sont positifs. On dira que P est négative 3 a 3 si
aucun triplet transverse de P n’est positif.

Lorsque I' est proximal et fortement irréductible, on peut considérer 1’ensemble limite
AR de T dans Q(V) (voir [15] et [3]) : c’est le plus petit fermé [-invariant de Q(V).

La proposition suivante relie 1’existence d’'un convexe invariant a la positivité de cet
ensemble limite.

Proposition 1.2 Soit I' un sous-groupe fortement irréductible de GL(m,R). Alors T’
préserve un conveze saillant de P(R™), si et seulement si T' est prorimal et ’ensemble
limite Ag est positif.

Les propositions 1.1 et 1.2 seront démontrées non seulement pour des sous-groupes mais
aussi pour des sous-semigroupes (voir les propositions 3.11 et 3.1).

1.3 Quotients compacts des cones strictement convexes

Un cone convexe saillant de R™ est dit strictement conveze si les segments inclus dans le
bord de C sont radiaux. On dit qu’un sous-groupe discret I' de GL(m, R) divise un cone
convexe saillant C' de R™ si il préserve C et si le quotient I'\C' est compact. On dit alors
que C' est divisible (voir [25]).

Exemple Soient ¢ une forme quadratique lorentzienne sur R™ et C' un cone de futur
pour ¢ i.e. une des composantes connexes convexes de {v € R™ / ¢q(v) # 0}. Alors C est
divisible: les sous-groupes I' qui divisent C sont des réseaux cocompacts du groupe des
similitudes de gq.

Le résultat suivant sera démontré en 3.3 a partir des idées de la proposition 1.2.

Théoréme 1.3 Soit ' un sous-groupe discret de GL(m,R) qui divise un céne ouvert
strictement conveze saillant C' qui n’est pas un cone de futur pour une forme quadratique
lorentzienne sur R™. Alors T' est Zariski dense dans GL(m,R).



Remarques - Réciproquement, D.Johnson et J.Millson construisent dans [19], en toutes
dimensions m > 3 et pour certains réseaux cocompacts I" de SO(m—1, 1), des déformations
p¢(I') dans SL(m, R) qui sont Zariski denses. Il résulte de [22] et [23] que, pour ¢ petit,
pi(T) x 2% divise un cone convexe saillant C;. On peut montrer que ces cones C; sont
strictement convexes.

- Une étude tres compléte des cones convexes saillants divisibles en dimension 3 est due
a W.Goldman dans [13].

1.4 Sous-groupes préservant un céne convexe

La proposition suivante permet de savoir si un groupe linéaire irréductible donné contient
des sous-groupes Zariski denses qui préservent un cone convexe (voir propositions 4.2 et
4.6).

Proposition 1.4 Soit I' un sous-groupe irréductible et Zariski conneze de GL(m,R).

a) I' contient un sous-groupe Zariski dense qui préserve un coéne conveze saillant de R™
st et seulement si I' est prorimal et [’ensemble limite A? n’est pas négatif 3 a 3.

b) Tout sous-groupe Zariski dense de I' contient un sous-groupe Zariski dense qui pré-
serve un cone convexe saillant de R™ si et seulement si I' est proximal et I’ensemble limite
A? est positif 3 a 3.

Pour appliquer cette proposition a un groupe de Lie semisimple, nous aurons besoin de
quelques notations :

Soient G un groupe de Lie linéaire semisimple connexe et g son algebre de Lie. Notons
a un sous-espace de Cartan de g, ¥ le systéme de racines (dites restreintes) de a dans g
et ¥ un systéme de racines positives. On note P le réseau des poids relatif & X. Il est
muni de 'ordre habituel : A < p < p— X\ € NX*.

Soit (V, p) une représentation irréductible réelle de G. Pour A dans P, on note V)
I'espace de poids correspondant et m) := dim(V)) la multiplicité de ce poids. L’ensemble
des poids de a dans V contient un unique élément maximal x appelé le plus haut poids
restreint de V. Le groupe p(G) est proximal si et seulement si la multiplicité du plus haut
poids restreint est 1. On dit alors que la représentation p est prorimale. La représentation
p est dite orthogonale (resp. symplectique) si il existe sur V une forme bilinéaire symétrique
(resp. antisymétrique) non dégénérée et G-invariante. Deux représentations irréductibles
proximales de G seront dites égales modulo 2 si la différence de leur plus haut poids
restreint est dans 2P.

La proposition précédente avec le groupe p(G) devient :

Théoréme 1.5 Soient G un groupe de Lie réel linéaire semisimple connexe, V = R™ et
p une représentation irréductible de G' dans V.

a) G contient un sous-groupe Zariski dense qui préserve un céne conveze saillant de
V' st el seulement si p est proximale et p n’est pas égale modulo 2 a une représentation
wrréductible proximale symplectique.



b) Tout sous-groupe Zariski dense de G contient un sous-groupe Zariski dense qui
préserve un cone converxe saillant de V' si et seulement si p est prorimale et p est égale
modulo 2 a une représentation irréductible proximale orthogonale.

Nous avons regroupé quelques exemples de ces deux conditions dans le tableau suivant
ou0<qg<p.

‘ Exemples de couples (G, V) ‘ Condition a ‘ Condition b ‘
SL(p,R),R? p>3 jamais
SL(p, R), AR? p % 2q ou ¢ pair | p = 2q et ¢ pair
SOo(q,p — q),R?P toujours toujours
Sp(p, R), R* jamais jamais
SL(p, C),C? jamais jamais
S0(p, C), CP jamais jamais

Remarques - Le but principal de cet article est de décrire I’adhérence de Zariski des sous-
groupes irréductibles et Zariski connexes I' de GL(m, R) qui préservent un cone convexe
saillant de R™. Comme il n’est pas restrictif de supposer que les éléments de I' sont de
déterminant +1 et qu’alors 'adhérence de Zariski de I' est un groupe semisimple, c’est
exactement ce que fait le point a de ce théoréeme.

- Nous verrons que (G, lui-méme, préserve un cone convexe saillant de V' si et seulement
si p est égal modulo 2 a la représentation triviale. Ces représentations p ne sont autres
que les représentations sphériques de G (proposition 4.7).

- Il est facile de déterminer au vu du plus haut poids restreint d’une représentation
irréductible proximale si celle-ci est orthogonale, symplectique ou non autoduale (voir par
exemple la remarque du lemme 6.6).

1.5 Groupes linéaires a valeurs propres positives

Un sous-groupe G de GL(m, R) est dit déployé si ’ensemble des éléments g de G a valeurs
propres positives est une partie Zariski dense de G.

Un sous-groupe I' de GL(m,R) est dit & valeurs propres réelles (resp. positives) si
toutes les valeurs propres de tous les éléments de T" sont réelles (resp. positives).

La premiere partie du théoreme suivant décrit les adhérences de Zariski des groupes
linéaires a valeurs propres positives.

Théoreme 1.6 Soit G un groupe de Lie réel linéaire semisimple connexe déployé. On a
les équivalences

a) G contient un sous-groupe Zariski dense a valeurs propres positives <= G n’admet
pas de représentations irréductibles symplectiques.

b) Tout sous-groupe Zariski dense de G contient un sous-groupe Zariski dense & valeurs
propres positives <= Toutes les représentations irréductibles de G sont égales modulo 2
a une représentation irréductible orthogonale.



Nous avons de nouveau regroupé quelques exemples de ces deux conditions dans le
tableau suivant ou p > 2. Il est important de remarquer que ces conditions dépendent
non seulement de I’algebre de Lie g de notre groupe mais aussi du revétement G du groupe
adjoint que I’on considere.

‘ Exemples de groupes GG ‘ Condition a ‘ Condition b ‘

SL(p, R) p # 2 modulo 4 jamais

Spin(p,p + 1) pet p+1% 2modulo4 | pet p+ 1= 2 modulo 4
Sp(p, R) jamais jamais
Spin(p, p) p Z 2 modulo 4 p = 0 modulo 4
PSL(p, R) toujours p<4

SOy(p,p+1) toujours toujours
PSp(p, R) toujours toujours

SOo(p, p) et PSOq(p, p) toujours toujours

Remarque En particulier, tout sous-groupe Zariski dense de SL(2, R) contient un élément
a valeurs propres négatives (ce fait est démontré dans [10]) et il existe des sous-groupes
Zariski dense de SL(3, R) a valeurs propres positives (par exemple, les groupes d’holonomie
des structures projectives convexes sur les surfaces construits dans [13]).

Le théoreme 1.6 se démontre de la méme facon que le théoreme 1.5 avec I’ensemble
limite de I' dans la variété des drapeaux, ce qui revient a travailler simultanément avec
toutes les représentations irréductibles proximales de G.

1.6 Conventions

Comme nous ’avons déja vu, deux topologies sur le groupe GL(m,R) jouent un role
central dans cet article: la topologie de groupe de Lie réel, on parle alors de parties
ouvertes, fermées, connexes, denses... et la topologie de Zariski, on parle alors de parties
Zariski ouvertes, Zariski fermées, Zariski connexes, Zariski denses... Les fermés de la
topologie de Zariski sont par définition les ensembles des zéros d’une famille de polynomes.

Dans tout cet article et sauf mention explicite du contraire, les espaces vectoriels, les
algébres de Lie, les groupes de Lie et leurs représentations sont REELS ET DE DIMENSION
FINIE.



2 Positivité, représentations et proximalité

Dans ce chapitre, nous décrivons les trois ingrédients essentiels de cet ar-
ticle : positivité, représentations et proximalité.

2.1 Positivité dans ’espace projectif

Dans cette partie nous étudions a quelle condition une famille “d’hyper-
plans pointés” de I'espace projectif est formée “d’hyperplans tangents” a une
partie convexe.

Soient V' un espace vectoriel réel de dimension finie . > 2, V* son dual, P(V') 'espace
projectif de V', (e;) une base de V et (ef) la base de V* duale. Pour tous a, b dans
P(V) x P(V*), on note a = (z,,%,), on choisit des vecteurs non nuls v, dans z, et f,
dans y,, on note 7, € {—1,0,1} le signe de f,(vp) €t Cap := NapMpa- Ces signes dépendent
des choix de f, et v,, mais pas les produits que nous considérerons plus loin. On note
QV):={aeP(V)xP(V*) / fa(va) = 0}. Lorsque V est de dimension 3, un élément de
Q(V) peut étre représenté indifféremment par 1'un des deux dessins suivants :

-

Figure 1: Un élément de Q(V)

On dira qu’une partie A de P(V) x P(V*) est transverse si, pour tout couple (a,b) de
points distincts de A, on a f,(vp) # 0. On dira que A est positive si on peut faire le choix
des vecteurs v, et f, de sorte que pour tout couple (a,b) de points de A, on a f,(v) > 0.
Géométriquement, cette condition signifie que les vecteurs f, sont dans le cone dual du
cone convexe engendré par les vecteurs v,. Soit p > 2. On dira que A est positive p a p si
toute partie de A a p éléments est positive. Un triplet de A est dit négatif si ce n’est pas
un triplet transverse et positif. On dira que A est négatif 3 d 3 si tous ses triplets sont
négatifs.

On appelle signe d’un triplet (a,b,c) de Q(V), le produit €up. = (upCpeCea- Le triplet
(a, b, c) est donc positif (resp. négatif) si et seulement si g4 > 0 (resp. < 0).

Figure 2: Un triplet positif et un triplet négatif



Les parties positives, positives 3 a 3 et négatives 3 & 3 de Q(V) joueront un role central
dans cet article. Cela est di a I'existence des trois exemples fondamentaux suivants (cf.
le lemme 3.4):

Exemples - Soit p > 2. L’orbite fermée du groupe orthogonal SO(p,1) dans Q(RP™) est
positive.

- Soit p > q > 2. L’orbite fermée du groupe orthogonal SO(p,q) dans Q(RP*?) est positive
3 a 3 mais n’est pas positive.

- Soit p > 1. L’orbite fermée du groupe symplectique Sp(p, R) dans Q(R?) est négative 3
a 3.

Démonstration Notons H le groupe orthogonal ou le groupe symplectique selon le cas,
b la forme bilinéaire non dégénérée sur V que H préserve, A% I’orbite fermée de H dans
Q(V) et vérifions simplement la positivité 3 & 3 ou la négativité 3 a 3 de A 11 est facile
de décrire cette orbite A% : On note v — v* 'isomorphisme de V sur son dual défini par
vH(v') = b(v,v'). On a Pégalité : A% = {(z,2") / (z, %) € Q(V)}. Cette orbite s’identifie
donc avec I’ensemble des droites isotropes de V.

Soient vy, vy, v3 trois vecteurs isotropes non nuls de V. Le signe €193 du triplet corres-
pondant de A% est égal au signe du produit b12b91b13b31b23b32 Ol by := b(v;,v;). Si b est
symétrique, on a €103 = 1. Si b est antisymétrique, on a 193 = —1. O

Voici un critére de positivité pour A.

Lemme 2.1 Soit A une partie de P(V') x P(V*) qui contient au moins 4 éléments. On
suppose que A contient une partie A' dense dans A et transverse. Alors A est positif si et
seulement si, pour tout quadruplet (a,b,c,d) de A, on a NacMpeNaatoa > 0. En particulier,
A est positif si et seulement si A est positif 4 a 4.

Démonstration C’est la méme que celle du lemme précédent. On peut supposer que A
est transverse. Il est clair que, pour tout quadruplet (a, b, ¢, d) de A, le produit 7,:Msc7adbd
ne dépend pas des choix faits. Lorsque A est positif, ces produits sont positifs ou nuls.

Démontrons la réciproque. Par hypothése, pour tout quadruplet (a, b, c,d) d’éléments
distincts de A, on a 1'égalité necnpcnaaes = 1 (*).

Supposons tout d’abord que A a quatre éléments a, b, ¢, d. Choisissons le vecteur v,
arbitrairement. Le produit des égalités (x) pour (a,b, ¢, d), (c,a,b,d) et (b, c,a,d) donne
NavMbaNacNeaMbeNer = 1. On en déduit des choix de signes pour vy, v, fa, fo et f. de sorte que
Nab = Mba = Tac = Nea = The = Teh = 1 puis pour vy et fy de sorte que 74q = 740 = 1. Les
égalités (x) assurent que Mg = Ny = Ned = Nde = 1. En outre notre hypotheése appliquée
au quadruplet (a, b, a,c) prouve que 74, > 0. On en déduit que A est positif.

Si A a plus de quatre éléments, on fixe a dans A et on choisit v, arbitrairement. Pour
toute partie Ag de A a quatre éléments contenant a, il existe donc des choix de signes
pour f, et pour v, et f, avec b dans Ag—{a} de sorte que, pour tous b, ¢ dans Ag, on a
fo(ve) > 0. Ces choix de signes ne dépendent pas de la partie Ay : On s’en convainc en



comparant ces signes pour des parties Ag et Aj ayant trois éléments en commun. Donc A
est positif. O
Remarques - Un couple (a, b) est positif si et seulement si 7a47667ab7ba > O-

- Un triplet transverse du complémentaire Q(V')¢ peut étre positif 2 & 2 sans étre positif.
Exemple : fi =e], fo=¢€3, fs=e3,v1 =e;+ea+tes, vy =e +ey—e3et vz =e —ey+e;3.
- La méme démonstration permet de montrer que:

Si AN Q(V)® contient une partie A dense dans A et transverse. Alors A est positif si
et seulement si, pour tout triplet (a,b,c) de A, on & NaaMepNecNabMoeNea > 0. Sous cette
hypothése, A est positif si et seulement si A est positif 3 a 3.

- Soit p > 3. Si on ne fait pas ’hypothése de transversalité, la partie A peut étre positive
p a p sans étre positive p+1 a p+1. Exemple: f; =€ pour 1 <¢ <p+1,v; = ej11+€it2
pour 1 <:<p—1,v, =¢€,11 +e1 et vpy1 =€ —es.

- Un quadruplet transverse de Q(V') peut étre positif 3 & 3 sans étre positif. En voici
un exemple élémentaire : f; =€}, pour 1 <1 < 4, vy = ey +e3+ €4, V3 = €1 + €3 + ey,
v3 = €1 + ey — ey et vy = e1 + eo — e3. Un autre exemple est donné dans la figure 3.

Figure 3: Un quadruplet positif et un quadruplet positif 3 & 3

2.2 Positivité 3 a 3 et négativité 3 a 3

Dans cette partie, nous donnons un critere tres pratique de positivité 3
a 3 et de négativité 3 a 3 (lemme 2.3) que nous appliquerons aux ensembles
limites (cf. proposition 4.6).

Commencons une interprétation de la positivité 3 a 3 et de la négativité 3 a 3.

Lemme 2.2 Soient V = R™ et A une partie de Q(V') qui contient une partie A' dense
dans A et transverse. Alors A est positif 3 a 3 (resp. négatif 3 a 3) si et seulement si on
peut faire le choiz des vecteurs v, et f, de sorte que, pour tout couple (a,b) de points de

A, on a fu(vy) fo(va) > 0 (resp. <0).

Démonstration On peut supposer A transverse.

Si on peut faire les choix de sorte que, pour tous a, b dans A, on a (; > 0 (resp.
Cap < 0), alors, pour tous a, b, ¢ distincts dans A, on a 45 = 1 (resp. €gp = —1) et A est
positif 3 & 3 (resp. négatif 3 a 3).

Réciproquement, supposons que A est positif 3 & 3 (resp. négatif 3 & 3). Alors pour tous
a, b, c distincts dans A, on a g4, = 1 (resp. €4 = —1). Fixons a dans A et choisissons



arbitrairement tous les vecteurs f, ainsi que le vecteur v,. On choisit alors les autres
vecteurs vy, de sorte que (,p = 1 (resp. (u = —1). Notre hypothése assure alors que, pour
tous b, ¢ distincts dans A, on a (. = 1 (resp. (pe = —1). O

On note EndV ~ V ® V* ’espace vectoriel des endomorphismes de V et m —s m?
I'isomorphisme de EndV sur son dual défini par mf(m') = tr(mm’). Pour a dans Q(V),
on note jp(a) € P(EndV') la droite engendrée par v,® f,. L’application j, est une injection
de Q(V) dans P(EndV). L’image jo(Q(V')) est I’ensemble des droites engendrées par une
matrice de rang 1 et de trace nulle. La formule j(a) := (jo(a), jo(a)?) définit donc une
injection j de Q(V') dans Q(EndV).

Lemme 2.3 Soient V =R™ et A une partie de Q(V). Alors

a) La partie j(A) de Q(EndV) est toujours positive 3 a 3.

b) Si A contient une partie A' dense dans A et transverse, alors on a l’équivalence
( A est positif 3 a4 3 ou est négatif 3 & 3 ) <= j(A) est positive.

Remarque - Soit W un sous-espace vectoriel de EndV contenant jo(A). On peut alors
considérer j(A) comme une partie de Q(IW). Notre condition équivaut a: j(A) est positive

dans Q(W).

Démonstration a) Cela résulte des exemples du §2.1.

b) On peut supposer A transverse.

On choisit pour vecteurs : vj,) = v, ® fo et fj@) = vg-(a) de sorte que fj@)(vip)) =
fa(vs) fo(va) €t Mja)je) = Cap- Si A est positif 3 & 3 ou négatif 3 & 3, on peut supposer
les choix des vecteurs v, et f, faits comme dans le lemme 2.2. Mais alors les signes
Nj(a)j(v) = Cap SONt, pour a, b distincts dans A, tous égaux (& 1 ou a —1 selon le cas). Ceci
prouve que j(A) est positif.

Réciproquement, supposons j(A) positif. Pour tous a, b, ¢, d distincts dans A on a
CacCadCpeCpa = 1. Autrement dit, €., = €peq. De proche en proche, on en déduit que les
signes g4, des triplets de A sont tous égaux. Si ils sont tous égaux a 1, A est positif 3 a
3, sinon, ils sont tous égaux a —1 et A est négatif 3 a 3. O

2.3 Représentations des groupes de Lie semisimples

Cette partie est constituée de rappels sans démonstration sur les groupes
de Lie semisimples et leurs représentations.

- Algebres de Lie semisimples
Soit g une algebre de Lie semisimple, a un sous-espace de Cartan de g. On note X :=
Y (g, a) le systéme de racines restreintes: c’est ’ensemble des poids non nuls de P'action
adjointe de a dans g. On note W le groupe de Weyl de ce systeme de racines et on munit
le dual a* d’un produit scalaire W-invariant <., .>.

On choisit un systéme de racines positives X7, on note a™ la chambre de Weyl cor-
respondante at := {X € a / Va € T «(X) > 0}. On note n la sous-algébre de Lie
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nilpotente maximale de g associé & X7, n~ la sous-algébre de Lie nilpotente maximale de
g associé a —31 [ le centralisateur dans g de a de sorte que g = n~ @ [dn et wy 1’élément
de W qui envoie ¥ sur —X+.

On note P le réseau des poids de ¥, P := {A € a / Vo € ¥ 2:3’% € Z} et
P, :={A € P /VaeXt <\a> > 0} ensemble des poids dominants et A — A*

I’action de —wyq sur P,.

- Représentations irréductibles

Soit (p, V') une représentation irréductible de g. Les poids de I'action de a dans V' sont
appelés les poids restreints de p. On munit P de 1'ordre habituel : A < p & p— A € N+,
L’ensemble des poids restreints de p admet un plus grand élément x appelé le plus haut
poids restreint de p. C’est un élément de P, et I'espace de poids x n’est autre que ’espace
V" des vecteurs annulés par n. On dit que p est prozimale si dim V™ = 1. Le plus haut
poids restreint définit alors une bijection de I’ensemble des représentations irréductibles
proximales de g sur une partie P} de P,. Il est montré dans [1] que cette partie n’est autre
que l'intersection Py N P’ ou P’ est le sous-réseau de P intersection de a* avec I’ensemble
des poids de I'algebre de Lie complexifiée de g.

- Groupes de Lie semisimples
Soit G un groupe de Lie semisimple linéaire connexe d’algebre de Lie g. On note A, N,
N~ les sous-groupes connexes de G d’algebre de Lie a, n, n~ et L le centralisateur de A
dans G.

Soit (p, V') une représentation irréductible de G. On notera abusivement de la méme
maniére la représentation de g différentielle de p. On sait que I’action de L sur V™ est
irréductible. On note P '’ensemble des plus hauts poids restreints des représentations
irréductibles proximales de G. C’est I'intersection de P! avec un sous-réseau P" de P’
(cela résultera par exemple du lemme 6.1). On a les inclusions 2P, C P! C P, C P,
(cela résultera par exemple de la proposition 4.7).

Pour tout x dans P (resp. PY), on note (pX,VX) la représentation irréductible pro-
ximale de g (resp. GG) de plus haut poids restreint x. Le plus haut poids restreint de la
représentation duale n’est autre que x*. En particulier pX est autoduale si et seulement

sty = x*.

- Variété des drapeaux
On note X la “variété des drapeaux” de g : c’est I’ensemble des sous-algebres paraboliques
minimales de g. C’est un espace homogene sous G car toutes les sous-algebres paraboliques
minimales sont conjuguées sous G a la sous-algebre [ @ n que nous noterons xy.

Pour tout x dans P} et x dans X, on note ¢X(z) 'unique élément de Q(VX) stabilisé
par z. Par exemple, pX(x¢) est le couple a, := (xy,yy~) formé des droites de plus haut
poids restreints de VX et de son dual VX'. Cette application ¢X : X — Q(VX) est
(GG-équivariante.

D’apres la décomposition de Bruhat, ’action diagonale de G sur X x X a une orbite
ouverte et dense. Une partie A de X est dite transverse si tout couple (z,y) de points
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distincts de P est dans cette orbite ouverte. Ceci signifie que, pour tout x dans P}, son
image ©X(P) dans Q(VX) est transverse.

Les rappels ci-dessus se généralisent sans peine aux algebres de Lie réductives g.

2.4 Proximalité sur ’espace projectif

Cette partie est constituée de rappels sans démonstration sur les actions
proximales (cf [1], [3], [12], [14] et [15])

Notons GL(V) le groupe des endomorphismes inversibles de V. Les actions de GL(V)
sur les espaces P(V), P(V*), P(EndV), Q(V) ... que nous considérerons sont celles induites
par son action sur V.

Pour tout élément g de GL(V'), on note Ai(g) > --- > Apn(g) la suite des modules des
valeurs propres de g répétées avec multiplicité. On dit que g est prozimal si A1 (g) > A2(g)-
On note alors z; € P(V) (resp. y, € P(V*)) la droite propre de g (resp. ‘g) associée a la
valeur propre de module A;(g). Remarquons que le noyau de y, est 'unique hyperplan
g-invariant supplémentaire a x_j. On dit que g est biprozimal si g et g~! sont proximaux.
On note alors y := y 1, aj := (z;,y;) le point fixe attracteur de g dans Q(V) et
a; = (z;,y,) = a;_l le point fixe répulseur.

Soit I' un sous-semigroupe de GL(V). On note '~ le semigroupe '™ := {g~' / g € T'}.
Un sous-semigroupe I'y de I' est dit d’indice fini si il contient le noyau d’un morphisme de
[' dans un groupe fini. On dit que I est fortement irréductible si il n’existe pas de parties
[-invariantes de V égales & une réunion finie de sous-espaces vectoriels autres que {0} et

V. On dit que T est prorimal si il contient un élément proximal®.

Remarque Soit I' un sous-semigroupe fortement irréductible de GL(V). On note G
ladhérence de Zariski de I" et p I'injection de G dans GL(V'). Alors le groupe de Lie G est
réductif et la représentation p est irréductible. Mieux, la restriction de p a la composante
connexe de G est encore irréductible.

Réciproquement, soit G un groupe de Lie linéaire semisimple connexe, I' un sous-semi-
groupe Zariski dense de G et (V, p) une représentation irréductible de G, alors p(T") est
un sous-semigroupe fortement irréductible de GL(V).

Autrement dit, ce sont la deux points de vue essentiellement équivalents. Le second
point de vue permet 'utilisation des théoremes de structure des groupes de Lie semisimples
et de leurs représentations. C’est lui que nous adopterons.

Un élément g d’un groupe réductif G est dit loxodromique si g a un point fixe attracteur

z; dans X. Il a alors un point fixe répulseur z; := z;_l. Lorsque G est connexe, g est

LCette définition differe légerement de la prozimalité de T' sur P(V) définie dans [12] (et appelée
proximalité dans [14]) : “pour tous z, 2’ dans P(V'), on peut trouver g dans I tels que gz et gz’ soient
arbitrairement proches”. On a I’équivalence :

T irréductible et proximal sur P(V') < T fortement irréductible et proximal.
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loxodromique si et seulement si, pour toute représentation irréductible proximale (V p) de
G, I’éément p(g) est proximal. On a alors I'égalité, pour tout x dans P, pX(z) = ajx(g).
Définition 2.4 Une partie F de V, P(V), Q(V), X ... est dite ['-invariante si on a
Vge ',gF C F. Lorsque I' est un groupe, cette condition équivaut a Vg € I',gF = F.

On note par la méme lettre d des distances sur P(V'), P(V*), Q(V) et X que I'on déduit
d’une structure euclidienne sur V.

Lemme 2.5 Soit I' un sous-semigroupe irréductible de GL(V') et G ’adhérence de Zariski
de T
1) On a les équivalences.
[’ est prorimal <= G est proximal <= '~ est proximal.
2) On suppose désormais I' prozimal. Alors
a) L’ensemble Iy, des éléments prozimauz de I' est Zariski dense dans I
b) Soit A Uadhérence de I’ensemble {z] | g € Tprop}. Tout fermé T-invariant non vide
de P(V) contient AL. En particulier, 'action de T sur ALY est minimale.
b’) Soit AL_ Uadhérence de l'ensemble {y; | g € Tprog}. Tout fermé T~ -invariant non
vide de P(V*) contient AX_. En particulier, 'action de T~ sur AL_ est minimale.
¢) Pour tous € > 0, z+ dans ALY et y~ dans All}f*_, l’ensemble
{9 € Tprox [ d(zf,27) <e,d(y,,y) < e} est Zariski dense dans T
3) On suppose maintenant I' prozimal et fortement irréductible.
a) L’ensemble I'y;,, des éléments biprozimauzr de I' est Zariski dense dans I.
b) Soit AR Uadhérence de l’ensemble {af / g € Loy} Tout fermé I'-invariant non vide de

Q(V) contient Ag. En particulier, l'action de I' sur Ag est minimale.
¢) Pour tous € > 0, a* dans AR et a= dans A2, Pensemble
{9 € Tvip / d(a;,a") < e,d(a,;,a”) < e} est Zariski dense dans T,

d) L’ensemble A? contient une partie dense et transverse.

Remarque Le dernier point de ce lemme affirme que I'ensemble A? vérifie 'hypothese
des lemmes 2.1 et 2.3.

Démonstration Lorsque I' est fortement irréductible, le lemme 2.5 résulte du lemme
suivant si on remarque que l'inverse d’'un élément loxodromique est encore loxodromique
et qu'un élément loxodromique dans G est proximal.

On se ramene au cas fortement irréductible a 1’aide du lemme 2.9 ci-dessous. O

Lemme 2.6 Soit G un groupe de Lie linéaire réductif ayant un nombre fini de com-
posantes connezres, X la variété des drapeaur de g et I' un sous-groupe Zariski dense de
G.

a) L’ensemble Ty des éléments de T' lozodromiques dans G est Zariski dense dans G.
b) Soit AY Vadhérence de lensemble {z] / g € Tios}. Tout fermé T-invariant non vide
de X contient AYX. En particulier, ’action de T' sur A est minimale.
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c¢) Pour tous e > 0, z*, 2~ dans AL, ’ensemble
{9 €Te [ d(zf,27) <e,d(z;,27) < €} est Zariski dense dans T.
d) L’ensemble A contient une partie dense et transverse.

Les ensembles AL, A2 et AX sont les ensembles limites de T' dans P(V), Q(V) et X.

Démonstration Le point a est dans I'appendice de [5]. Les autres points résultent du
lemme 3.6 de [3] (Les résultats de [5] et [3] sont démontrés sous une hypotheése de Zariski
connexité qui est superflue, nous laissons les détails au lecteur). O

Exemple Soient G un groupe de Lie linéaire semisimple connexe et (p, V') une représen-
tation réelle irréductible de G. Alors p(G) est proximal si et seulement si la représentation
p est proximale. Dans ce cas, I’ensemble limite AIE(G) est I'unique orbite fermée de G dans
P(V) : c’est l'orbite de la droite de plus haut poids.

Remarquons qu’un élément g de GL(V') est biproximal si et seulement si I’élément de
EndV défini par m — gmg~"' est proximal. Cette remarque est le point de départ du
lemme suivant.

Lemme 2.7 Soient V =R"™ et I' un sous-semigroupe fortement irréductible et prorimal
de GL(V). On note Wr le sous-espace vectoriel de EndV engendré par les droites de
jo(AD) et o : T — GL(Wr) le morphisme donné par a(g)m = gmg™!, pour tout g dans
I' et m dans Wr. Alors

a) le sous-semigroupe a(I')de GL(Wr) est fortement irréductible et prozimal.

b) On a les égalités jo(AY) = AE(F) et j(AY) = AS(F).

Démonstration L’adhérence de Zariski G de I' est un groupe algébrique réductif que
I'on peut supposer Zariski connexe. Soient x (resp. x*) le plus haut poids restreint de G
dans V' (resp. V*) et x,, (resp. y,-) la droite de plus haut poids. Alors x + x* est le plus
haut poids restreint de I'action de GG dans EndV et 1’espace de poids correspondant est la
droite z, ® yy~. Comme les représentations de GG sont semisimples, le G-module engendré

par z, ® ¥y, est irréductible et proximal. Ce module contient jg (A?) il est donc égal a

Wr.
b) Ces égalités se déduisent des deux assertions suivantes. Pour tout g proximal dans

GL(V), on a jo((z],y,))) = 2§ @y = xz(g) et, pour tout g biproximal dans GL(V'), on

a j((zF, 45 ) = (Tagy Yage)- -

Les deux lemmes suivants clarifient les liens entre les propriétés de proximalité de I et
celles de ses sous-semigroupes d’indice fini.

Lemme 2.8 Soient V = R™, T' un sous-semigroupe fortement irréductible de GL(V) et
['1 un sous-semigroupe d’indice fini de I'. Alors

a) T est prozimal si et seulement si 'y est prozimal. Dans ce cas,

b) Uensemble limite de T' dans P(V) (resp. Q(V), X ) est égal a celui de I'y et

c) pour tout g dans T', l’ensemble des éléments lozodromiques de gU'y est Zariski dense
dans gI';.
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La démonstration du lemme 2.8 est laissée au lecteur. C’est une adaptation facile de
celle du lemme 2.6.

Lemme 2.9 Soient V = R™, I un sous-semigroupe irréductible de GL(V), 'y la com-
posante Zariski connexe de I' et Vi un Tg-sous-module irréductible de V. Alors, T' est
proximal si et seulement si la restriction de I'y a Vg est proximale et V' est un I'y-module
sans multiplicité (i.e. le commutant Homp, (V, V) est un anneau commutatif). Dans ce
cas, V est somme directe de ses 'g-sous-modules irréductibles V; et l’ensemble limite de
[ dans P(V) est égal a la réunion des ensembles limites de T'y dans les P(V;).

Le lemme 2.9 ne jouera qu’un role annexe dans la suite pour étendre a des sous-groupes

irréductibles des énoncés que nous démontrerons pour des sous-groupes fortement irré-
ductibles. C’est pourquoi nous laissons encore sa démonstration au lecteur.
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3 Cones convexes invariants

Le but de ce chapitre est de démontrer les propositions 1.1, 1.2 et le
théoreme 1.3 de I'introduction.

3.1 Convexes invariants et positivité de ’ensemble limite

On commence par relier, pour un sous-groupe irréductible de GL(m,R)
I’existence d’un convexe invariant a la positivité de son ensemble limite: c’est
la proposition 3.1 qui précise la proposition 1.2 de I'introduction.

Un cone convexe C de V est dit saillant si son adhérence ne contient pas de droites. Il est
dit strictement convexe si les seuls segments inclus dans le bord de C' sont les segments
radiaux. Une partie 2 de P(V) est dite convezre (resp. conveze saillante, strictement
conveze) si ¢’est 'image d’un cone convexe C' (resp. convexe saillant, strictement convexe)
de V. On note C+ :={f € V* / f(v) > 0 Vv € C} le cone convexe de V* dual de C et
QO le convexe de P(V*) dual de Q: c’est 'image dans P(V') de C.

On suppose implicitement dans tout cet article que les cones convexes saillants conti-
ennent un vecteur non nul et que les convexes saillants sont non vides.

Proposition 3.1 Soient V =R™ et I' un sous-semigroupe irréductible de GL(V).

1) Les deuz assertions suivantes sont équivalentes.
i) Il existe un conveze saillant I'-invariant Q de P(V).
(ii) T est prozimal et le produit des ensembles limites A& x A?_ est une partie positive de
P(V) x P(V*).

2) Dans ce cas, il existe un plus petit conveze saillant I'-invariant Qmn, de P(V) ainsi
qu’un plus grand Qpax.

3) Si T est un groupe et est fortement irréductible, l’assertion (i) équivaut d
(111) T est prozimal et I’ensemble limite A2 est une partie positive de Q(V).

Figure 4: La dynamique de T lorsque Vy € T', vQ 0
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Voici deux situations décrites par cette proposition:

18T cas: Vy eI, A0 CQ.
Dans ce cas, les éléments de ' sont des contractions pour la distance de Hilbert sur ) et

I'ensemble limite AL est inclus dans I'intérieur ().

2 8Me cas: vy eI, Q= Q.
Dans ce cas, les éléments de I' sont des isométries pour la distance de Hilbert sur () et
’ensemble limite AL est inclus dans le bord 99).

Figure 5: La dynamique de T lorsque Vy € ', v =Q

Remarque Comme I est irréductible, tout convexe I-invariant de P(V') autre que () et
P(V) est saillant et d’intérieur non vide.

Nous ne démontrerons la proposition 3.1 que pour I' fortement irréductible, car c’est
sous cette hypothese que nous l'utiliserons. Le cas général peut s’en déduire a 1’aide des
lemmes 2.9 et 3.3.

Démonstration 1) (i) = (i) Montrons tout d’abord que I' est proximal. Comme I"
est fortement irréductible, la composante connexe GG de I'adhérence de Zariski de I' est un
groupe de Lie réductif et inclusion p : G — GL(V) est une représentation irréductible.
On peut supposer que [ est inclus dans G et que [ contient les matrices scalaires. Comme
G est réductif, on peut introduire les mémes notations A, a, ¥, a*, L, N ... que dans
la partie 2.3. Notons M le sous-groupe compact maximal de L de sorte que L = M A et
notons x le plus haut poids restreint de V. Comme V est irréductible, le sous-espace V,
de V de poids x est une représentation irréductible de L. On doit montrer que V, est de
dimension 1.

Notons 7 la projection sur V, parallelement aux autres espaces de poids. Soit g un
élément de I' loxodromique dans G.. On peut supposer que g est dans Mexp(a™) de sorte
qu'il existe une suite ny telle que limg_,o(||g]|"tg)™ = 7. Introduisons le convexe fermé
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saillant Q, := QNP(V,). Ce convexe est non vide car si z est un élément de Q qui n’est
pas dans le noyau de m, la limite lim;_,,, g"*x est dans €), .

Notons T et G les adhérences de T' et G dans End(V). L’élément 7 est donc dans T.
Introduisons les sous-semigroupes de GL(V,) : H = nGr N GL(V,) et A= HNT. On
vérifie aisément les trois assertions suivantes :

- Le conveze saillant Q,, de P(V,) est A-invariant.

- A est un sous-semigroupe Zariski dense de H qui contient les homothéties.

- Le semigroupe H est égal au groupe mLm qui est compact modulo les homothéties.

[La premiere résulte de la [-invariance de €, la deuxiéme de la Zariski densité de I' dans
G et du fait que I' contient les homothéties. Pour montrer la derniére, on utilise la densité
du produit N"LN dans G.]

On en déduit que A est dense dans H et donc que le convexe saillant €2, est L-invariant.
Pour tout vecteur v de V, qui engendre une droite de §2,, la moyenne [,, m.v dm est alors
un vecteur M-invariant et non nul. Comme l’action du groupe compact M sur V, est
irréductible, on en déduit 1'égalité dim(V,) = 1.

Montrons maintenant que le produit A := AL x AEZ est positif. L’argument précédent
prouve que le point fixe attracteur :v; de tout élément proximal de I' est dans €. Donc,
I'ensemble limite AL est inclus dans . Remarquons que le convexe Q-+ dual de € est I'~-
invariant ; en effet, pour tout g dans I, on a ‘g(Q) C Q. Le méme raisonnement que
ci-dessus prouve alors que I’ensemble limite AE*, est inclus dans Q2+. Donc A est positif.

(i) = (i) Par hypothese, il existe une partie F- de V dont I'image dans P(V') est A%
et une partie Fji_ de V* dont I'image dans P(V*) est AEF»*_ tels que, pour tous v dans Fr
et f dans F{_, on a f(v) > 0. Notons Cr le cone convexe fermé de V' engendré par Fr et
C}- le cone convexe fermé de V* engendré par F}*_. Pour tous v dans Cr et f dans C}._,
on a encore f(v) > 0. L'image Qr de Cr dans P(V) et 'image Q}._ de C}._ dans P(V*) ne
dépendent pas des choix faits. Le convexe fermé Qr est saillant non vide et I'-invariant.

2) D’apres le raisonnement précédent, Qr est le plus petit convexe fermé saillant non
vide et ['-invariant de P(V'). Il suffit de prendre pour Q;, l'intérieur de Qr et pour Qax
le convexe de P(V') dual de Qf._.

3) Lorsque I est un groupe, on a l’égalité I' = I'". Comme Ai@ est inclus dans le produit
AP x AZL et que la projection de A;@ sur chacun des deux facteurs est surjective, notre
équivalence s’en déduit. O

Corollaire 3.2 Soient V. =R"™, I un sous-semigroupe fortement irréductible de GL(V)
et [y un sous-semigroupe d’indice fini de I'. Alors I' préserve un conveze saillant de P(V)
st et seulement si I'g en préserve un.

Remarque Rappelons que notre but est d’étudier les sous-groupes fortement irréductibles
de GL(m,R) qui préservent un coéne convexe saillant. Il n’est pas restrictif de supposer
que les éléments de I' sont de déterminant 1. Il résulte alors de la proposition 3.1 que
I’adhérence de Zariski de I est un groupe de Lie semisimple.
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Nous n’avons démontré la proposition 3.1 que lorsque I' est fortement irréductible.
Enoncons maintenant sans démonstration un lemme qui, avec le lemme 2.9, permet d’en
déduire le cas général.

Lemme 3.3 Soient V = R™, I un sous-semigroupe irréductible de GL(V), Ty la com-
posante Zariski conneze de I' et Vy un I'g-sous-module irréductible de V. Alors, I' préserve
un conveze saillant Q de P(V) si et seulement si 'y préserve un convezre saillant Qg
de P(Vy) et V' est un I'o-module sans multiplicité. Dans ce cas, on peut prendre Qy =
QNP(V).

3.2 Positivité de ’ensemble limite et formes bilinéaires

Le lemme suivant explique pourquoi les représentations symplectiques et
orthogonales joueront un role dans le théoreme 1.5.

Lemme 3.4 Soient V = R™ et I' un sous-groupe fortement irréductible de GL(V) qui
est prorimal. On suppose que I' préserve une forme bilinéaire non dégénérée b sur V.

a) Si b est antisymétrique, Ag est négatif 3 a 3.

b) Si b est symétrique, A? est positif 3 a 3.

Démonstration Soit H := {g € GL(V) / Yv,w € V' b(gv,gw) = b(v,w)} le groupe
symplectique ou le groupe orthogonal. On peut supposer que I' = H et que H est non
compact. L’ensemble limite A% n’est autre que Porbite fermée de H dans Q(V). Notre
assertion résulte donc des exemples du §2.1. O

Corollaire 3.5 Un sous-groupe fortement irréductible de GL(V') qui préserve une forme
bilinéaire symplectique sur V' ne peut pas préserver un conveze saillant de P(V).

Démonstration Cela résulte du théoréme 3.1 et du lemme 3.4. O

3.3 Quotients compacts des cones strictement convexes
Le but de cette partie est de montrer le théoréeme 1.3 de I'introduction.

Rappelons que tout sous-groupe fermé I' de GL(m,R) qui préserve un cone ouvert
convexe saillant C' de R™ agit proprement sur C, autrement dit, pour tout compact K
de C, l'ensemble {g € I' / g K N K # (0} est fermé. Cela résulte de l'existence sur C
d’une distance compléte ['-invariante: la distance de Hilbert. On dit que I' divise C si le
quotient T'\C' est compact.

De la méme fagon, tout sous-groupe fermé I" de SL(m, R) qui préserve un ouvert convexe
saillant Q de P(R™) agit proprement sur 2. On dit que I" divise 2 si le quotient I'\Q2 est
compact.

Voici une reformulation du théoreme 1.3 de 'introduction. On appelle ellipsoide une
partie de l’espace projectif P(V) image d'un cone de futur d’une forme quadratique
lorentzienne sur V.
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Théoréme 3.6 Soit I' un sous-groupe discret de SL(m,R) qui divise un ouvert stricte-
ment conveze saillant Q@ de P(R™). Si Q n’est pas un ellipsoide, alors T est Zariski dense
dans SL(m, R).

Démonstration du théoréme 1.3
C’est une conséquence du théoreme 3.6 ci-dessus et du point b du lemme suivant O

Lemme 3.7 Soit I’ un sous-groupe discret de GL(m,R) qui divise un cone ouvert stric-
tement conveze saillant C de R™. Alors

a) I est un sous-groupe fortement irréductible de GL(m, R).

b) I' contient une homothétie positive non triviale.

Démonstration a) On peut supposer I Zariski connexe. Le théoréme de Vey (cf. [25])
affirme que lorsqu’un groupe linéaire discret I' divise un cone ouvert convexe saillant C,
l’espace vectoriel V' est une somme directe de sous espace irréductibles V; et le cone C
est un produit de cones ouverts convexes C; de ces espaces V;. Comme C' est strictement
convexe, V est donc irréductible.

b) Soit H le groupe des homothéties positives de R™, A I’adhérence dans GL(m, R) du
groupe HI et Ay la composante connexe de A.

Montrons que le groupe Ay commute a I. Pour cela introduisons le groupe [I', Ag]
engendré par les commutateurs vy~ 167! avec v € T et § € Ay. D’une part, ce groupe
[T, Ag] est connexe, d’autre part, on a les inclusions [I', Ag] C [[', HT] C [[',T] C T'. Tl est
donc discret et on a [[', Ag] = {1}.

Comme le commutant d’une représentation irréductible proximale est réduit aux sca-
laires, on a I'égalité Ay = H. Ceci prouve que le groupe HI est fermé. Comme ce groupe
HT agit proprement sur C' et que le quotient I'\C' est compact, le groupe H/(H NT') est
compact. C’est ce que ’on voulait. O

Pour démontrer le théoreme 3.6, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 3.8 Soit I’ un sous-groupe discret de SL(m,R) qui divise un ouvert strictement
conveze saillant Q de P(R™). Alors ’ensemble limite AL est égal au bord 02 du conveze.

Démonstration Remarquons que, par le lemme 3.7 et la proposition 3.1, le groupe I est
fortement irréductible et proximal. Donc I’ensemble limite AL est bien défini. Comme A%
est le plus petit fermé I' invariant de P(R™), on a I'inclusion AY C 9. Si on n’avait pas
égalité, comme () est strictement convexe, I’ouvert €2,,;, de la proposition 3.1 qui est égal
A l'intérieur de I'enveloppe convexe de A% dans § ne serait pas égal a 2. Ceci contredirait
I'assertion suivante due & Vey (cf. [25]) : lorsqu’un groupe linéaire discret T' divise un
ouvert conveze saillant Q0 de P(R™), ’enveloppe conveze de l’orbite 'z de chaque point
de Q est égale a S). O

Démonstration du théoreme 3.6
Soit G la composante connexe de ’adhérence de Zariski de I'. On vient de voir que G est
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un groupe de Lie semisimple et que la représentation de G dans V' = R™ est irréductible
et proximale. L’ensemble limite A%, est I'orbite sous G de la droite de plus haut poids z,.
D’apres le lemme 3.8 ci-dessus, cette orbite contient le bord 02 de notre convexe. Il y a
deux cas: Gz, = 0Q ou Gz, =P(V).

1 €T cas: 0N est G-homogene.

Un sous-groupe compact maximal K de G agit encore transitivement sur la G-orbite
de la droite de plus haut poids. Donc 02 est encore homogene sous K. Choisissons un
des deux cones convexes saillants C' au-dessus de 2. Ce cone C est K-invariant et on
construit, en prenant le centre de gravité d’'une K-orbite dans C', un vecteur vy non nul
et K-invariant de C'. Le méme raisonnement appliqué au cone dual permet de construire
un hyperplan K-invariant W de V tel que W N C = {0}. Le convexe Q s’identifie alors
naturellement avec l'intersection (vy + W) N C. Comme les orbites de K dans W sont
incluses dans des spheres euclidiennes, le bord 0f) s’identifie a une spheére euclidienne de
vo + W et Q est un ellipsoide. Ce cas est exclus par hypothese.

2 8me cog: P(V) est G-homogeéne.

Comme I' ne préserve pas de formes symplectiques sur V' (corollaire 3.5), il résulte du
lemme 3.9 ci-dessous que I' est Zariski dense dans SL(V). O

Lemme 3.9 Soient G un groupe de Lie linéaire semisimple connezxe et (p, V') une repré-
sentation fidéle irréductible et prozimale de G. Alors G agit transitivement sur P(V) si
et seulement si on est dans un des deur cas suivants :

-G =SL(m,R) et V =R", avec m > 2.

-G =Sp(d,R) et V =R*, avec d > 2.

Démonstration Soit g. l'algebre de Lie complexifiée de G et (p, Vi) la représentation
de g¢ dans l'espace vectoriel complexifié. Cette représentation est encore irréductible et
fidele.

Notons b une sous-algebre de Cartan de gp, AT C hg un systéme de racines positives,
ut C g¢ la sous-algebre nilpotente maximale correspondante, x € hg le plus haut poids
de Vi et —x* son plus bas poids. Comme p est proximale, on peut choisir les vecteurs
de plus haut poids v, et de plus bas poids v_,~ dans V. Comme G agit transitivement
sur P(V'), on a I'égalité gov_,» = V. On en déduit que v, est dans utv_,- et donc que
X + X* est une racine positive. Comme la représentation p de g est fidele, ceci implique
que gc est simple.

Or, il est trés rare qu'une racine soit somme de deux poids fondamentaux ou plus.
D’apres [6], p.250-275, cela ne peut se produire que pour la plus grande racine et dans
I'un des deux cas suivants (pour les autres algebres de Lie simples complexes, la plus
grande racine est un poids fondamental) :

- gc = 5l(m,C) et Ve = C™, avec m > 2
- gc = sp(d, C) et Vo = C*, avec d > 2.
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Dans le premier cas, p(G) est un sous-groupe de SL(V) de méme dimension donc
G = SL(V). Dans le deuxiéme cas p(G) est un sous-groupe irréductible de SL(V') qui
préserve une forme symplectique sur V. La partie réelle ou imaginaire w de cette forme
symplectique restreinte & V' est non nulle. Elle est alors non dégénérée et p(G) est un
sous-groupe de Sp(V,w) de méme dimension donc G = Sp(V, w). a

3.4 Convexes invariants et signe des valeurs propres

Lorsque I' est un sous-groupe irréductible de GL(m,R), nous allons main-
tenant relier ’existence d’un convexe I'-invariant aux signes des valeurs propres
des éléments de I'. C’est la proposition 3.11 qui précise la proposition 1.1 de
I’introduction.

Un élément g de GL(V) est dit positivement prozimal si il est proximal et si A;(g) est
une valeur propre de g. Remarquons que, lorsque g est proximal, un et un seul des deux
éléments g ou —g est positivement proximal. On note s, € {—1,1} ce signe.

Définition 3.10 Un sous-semigroupe I' de GL(V') est dit positivement proximal si il est
proximal et si tout élément proximal de ' est positivement prozimal.

Proposition 3.11 Soient V =R™ et I' un sous-semigroupe irréductible de GL(V'). Alors
I' préserve un cone convexe saillant de V', si et seulement st I' est positivement prorimal.

Remarque Comme I est irréductible, tout cone convexe I'-invariant de V autre que (),
{0} et V est saillant et d’intérieur non vide.

Comme pour la proposition 3.1, nous ne démontrerons cette proposition que lorsque
[' est fortement irréductible, car c’est sous cette hypothese que nous 'utiserons. Le cas
général s’en déduisant a I'aide des lemmes 2.9 et 3.3.

Le lemme suivant relie cette proposition a la proposition 3.1.

Lemme 3.12 Soient T' un sous-semigroupe de GL(V'). Alors T' préserve un conveze
saillant de P(V') si et seulement si il existe un morphisme de semigroupes s : I' — {£1}
tel que le semigroupe I'* := {s(g)g / g € '} préserve un céne conveze saillant de V.

En outre, pour tout g proximal dans I', on a 1’égalité s(g) = s,.
Démonstration du lemme C’est clair. O

Remarques Le noyau I'; du morphisme s n’est pas toujours Zariski dense dans I'. En
voici un exemple : prendre pour I'; un sous-groupe Zariski dense de SL(3,R) qui préserve
un cone convexe saillant de R® et pour I' le produit {£7d} x Ty.

Cependant, si I' est Zariski connexe, ['y est Zariski dense dans I'.

Pour démontrer le théoreme, nous aurons besoin du lemme suivant :
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Lemme 3.13 Soit E une partie finie de GL(V') formée d’éléments positivement prozi-
mauz. On suppose que la partie A := {(z],y;) / g € E} de P(V) xP(V*) est transverse.
Pour n > 1, on note I'}} le sous-semigroupe de GL(V') engendré par {g™ | g € E}. Alors,
on peut trouver ny > 1 tel que, pour tout n > ngy, on a

a) Tt —{e} est formé d’éléments proximauz.

b) T est positivement prozimal si et seulement si Ap est positive.

\7.//) S

Figure 6: Le ping-pong pour Ag positif et Ag non positif

Démonstration Pour tout élément proximal g de GL(V') et € > 0, on note Y~ 'hyperplan
de P(V) noyaude y,, b; :={z € P(V) / d(z,z;) < ¢}, By :={z € P(V) / d(z,Y;) > ¢}
L’élément g est dit e-proximal si d(z;,Y,”) > 2¢, g(B;) C b} et si la restriction de g &
B est e-Lipschitzienne. On peut fixer ¢ > 0 tel que, pour tous g, h dans E, on a
d(zf,Y,”) > 6e. Pour n suffisamment grand et g dans E, les éléments g" sont alors
e-proximaux. On peut donc supposer, pour alléger les notations, que les éléments g de
sont e-proximaux, mais il faut alors démontrer nos assertions avec ng = 1.

a) Soit w = hy---hiy un mot avec hy dans E. On a w(bj,) C w(Bj;) C by et la
restriction de w a b, est e-Lipschitzienne. On en déduit que w a un point fixe attracteur
dans b, et donc est proximal.

b) Pour tout g dans E, on choisit des vecteurs non nuls v; dans x; et f, dans y

tels que f, (v,) > 0. on note 5; (resp. E;) le fermé conique et connexe de V—{0} qui
contient le vecteur v, et dont I'image dans P(V') est b (resp. B;). Pour g, h dans E, on
note 7y, € {—1,1} le signe de f, (v;) de sorte que b C nghég.

Soit w = h; - -+ h; un mot avec hy dans E. On note 7, le signe 7y, 1= Mn,n,_, ** * Thohi Mhahy
de sorte que w(N,il) C nwgf”. Autrement dit, 7, w est positivement proximal. A Taide du
lemme 2.1, on en déduit les équivalences :

Ag est positive & Yw € T't | n, =1 & I't est positivement proximal. O

Démonstration de la proposition 3.11
Supposons que I' préserve un cone convexe saillant C' de V. La proposition 3.1 prouve
que I' est proximal. Or tout élément proximal de GL(V) qui préserve un tel cone est
positivement proximal. Donc I' est positivement proximal.

Réciproquement, supposons que I' est positivement proximal. Soit A := AL x AE.
D’aprés le lemme 2.5, la partie A” := {(z,y,) / g € I'} est dense dans A et on peut
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trouver une partie A’ de A” dense dans A et transverse. Comme I' est positivement
proximal, le lemme 3.13 prouve que toute partie finie de A’ est positive. Donc, par le
lemme 2.1, A est positif. La proposition 3.1 prouve que I' préserve un convexe saillant
2 de P(V). Notons C l'un des deux cones convexes de V dont I'image dans P(V') est
Q). Le sous-semigroupe I'g := {g € ' / g(C) C C} est encore fortement irréductible et
proximal. On veut montrer que [' = I'y. Si ce n’est pas le cas, d’apres le lemme 2.8, il
existe un élément g; de I'—I'y proximal. Un tel élément n’est pas positivement proximal.
Contradiction. O

Corollaire 3.14 Soit I' un sous-semigroupe fortement irréductible de GL(m,R). Alors
I' est positivement proximal si et seulement si, tout élément loxodromique de I' est positi-
vement proximal.

Démonstration On peut choisir dans la démonstration précédente 1’élément g; loxo-
dromique. O

3.5 L’ensemble limite sur la sphere

Nous donnons dans cette partie une interprétation de la condition “po-
sitivement proximal” a 1’aide de I’ensemble limite de I' sur la sphere, inter-
prétation qui mérite d’étre signalée méme si nous ne 1'utiliserons pas par la
suite.

Soient S(V') := {demidroites de V'} la sphere de V et p := S(V) — P(V) le revéte-
ment a deux feuillets.

Proposition 3.15 Soient V.= R™ et I' un sous-semigroupe fortement irréductible et
prozimal de GL(V). Notons AL := p~1(AL).

a) Si T est positivement prozimal, il existe une unique décomposition AS = F U —F o1
F est un fermé U-invariant tel que FN—F = (. Tout fermé T'-invariant de S(V') contient
F ou —F. En particulier, l’action de " sur F' est minimale.

b) Si T n’est pas positivement prozimal, tout fermé T-invariant de S(V) contient AS.
En particulier, l’action de T sur A est minimale.

Démonstration Cela résulte du lemme 2.5.

a) Soit C' un cone convexe fermé saillant I-invariant de V. On prend F := A2 N C.
La minimalité de I’action de I" sur F résulte de celle sur AL. Les autres assertions s’en
déduisent.

b) Supposons, par I’absurde, qu'il existe un fermé I'-invariant F' de S(V') qui ne contient
pas A2. On peut, quitte & réduire F, supposer que F est inclus dans A% et que ’action de
[ sur F est minimale. On a alors Af = F U —F car I'action de I sur P(V) est minimale.
On a aussi F'N—F = () car action de I" sur F' est minimale. Or tout élément proximal de
GL(V) qui préserve un tel fermé F' est positivement proximal. Donc I' est positivement
proximal. Contradiction. O
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4 Sous-groupes préservant un coéne convexe

Dans ce chapitre nous démontrons la proposition 1.4 et le théoreme 1.5.

4.1 Sous-groupes positivement proximaux

On cherche tout d’abord & comprendre a quelle condition un sous-groupe
I" fortement irréductible de GL(V') contient un sous-groupe Zariski dense po-
sitivement proximal. C’est la proposition 4.2 qui n’est qu’une reformulation
de la proposition 1.4.a de I’introduction.

Remarquons que la réponse a cette question pour les sous-semigroupes est sans intérét :

Lemme 4.1 Soient V = R™. Tout sous-semigroupe fortement irréductible et prorimal
de GL(V) contient un sous-semigroupe Zariski dense qui préserve un conveze saillant de
P(V).

Démonstration Cela résulte du lemme 3.13 ci-dessus et du lemme 7.2 de [2]. Nous
laissons les détails au lecteur car ce lemme ne nous sera pas utile. O

Par contre, pour les sous-groupes, la réponse s’avere intéressante.

Proposition 4.2 Soient V= R™ et I' un sous-groupe irréductible, Zariski conneze et
prozimal de GL(V'). Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) ' contient un sous-groupe Zariski dense A dont l’ensemble limite Ag est positif.

(i1) L’ensemble limite AL n’est pas négatif 3 & 3.

(17i) L’ensemble limite A? contlient une partie infinie transverse positive.

Nous aurons besoin des trois lemmes suivants.
Le premier lemme nous permettra de construire une partie infinie positive de Ag.

Lemme 4.3 Soient V = R™, g un élément biprozimal de GL(V) et a un élément de
Q(V) tel que le triplet (a,af,a;) est transverse et positif. Alors il existe un entier p > 1
tel que I’ensemble {gP™.a | n € Z} est transverse et positif.

! sont posi-

Démonstration Quitte & remplacer g par g2, on peut supposer que g et g~
tivement proximaux. Notons v, f, v} et fg:IE des vecteurs non nuls de z,, y,, z* et y;t.

g 9
Comme le triplet (a, a;, a, ) est transverse et positif, on peut donc supposer les choix faits
de sorte que,

(a) fy (v) >0, f (vy) >0,

() fy (w) >0, ff(v,) >0,

(c) f(v;') >0, f(v,) > 0.

Pour n dans Z, notons v, := ¢g"v, f, := ¢"f et a, := g"a. Les conditions (a) et (b)
assurent que la demidroite portée par v, converge quand n tend vers 4+o0o (resp. —oo)
vers la demidroite portée par v, (resp. v, ). On déduit alors de (c) qu'il existe un entier
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p > 0 tel que, pour tout entier n tel que |n| > p, on a f(v,) > 0. Et donc si m, n sont
deux entiers tels que [n —m| > p, on a fn,(v,) > 0. Par suite, la famille {a,, / n € Z}
est transverse positive. O

Remarque La méme démonstration prouve que si (a, a;, a; ) est transverse négatif, alors

il existe un entier p > 1 tel que I’ensemble {gP™.a / n € Z} est transverse et négatif 3 a 3.

Figure 7: L’orbite g™.a selon que le triplet (af,a; ,a) est positif ou négatif

Le deuxiéme lemme explique comment construire des sous-groupes Zariski denses.

Lemme 4.4 Soient V =R" et [' un sous-groupe fortement irréductible, Zariski conneze
et prozimal de GL(V). Soientt > 2 et af, ax,..., af des éléments de A?. Alors, pour

tout € > 0, il existe des éléments gy, ...,qg; de ' tels que
i) Pour tout i =1,...,t, g; et gi_1 sont positivement prorimaur.
it) Pour tout i =1,...,t, d(a},a) < ¢ et d(a,,a; ) <e.

iii) Pour tout n > 1, le sous-groupe A, engendré par (g7)i1<i<; est Zariski dense dans T

Démonstration Cela résulte du lemme 7.2 de [2] ... en prenant soin, si besoin est, de
remplacer les g; par leur carré de sorte qu’ils soient positivement proximaux. O

Le troisieme lemme est une variante du lemme 3.13. Il permet de repérer si les sous-
groupes construits dans le lemme précédent préservent un convexe saillant de P(V).

Un élément g de GL(V) est dit positivement biproximal si il est biproximal et si
sg = Sg-1. Autrement dit, g est positivement biproximal si I'action de g sur EndV
est positivement proximale.

Lemme 4.5 Soit E une partie finie de GL(V) formée d’éléments prozimauz et telle que
l'tnverse de tout élément de E est encore dans E. On suppose que la partie A% =
{af / g € E} de Q(V) est transverse. On suppose aussi que, pour tout n > 1, le sous-
groupe A, de GL(V') engendré par {g" / g € E} est irréductible. Alors, on peut trouver
ng > 1 tel que, pour tout n > ngy, on a

a) A, —{e} est formé d’éléments prorimauz.

b) A, est positivement prozimal si et seulement si A% est positive et les éléments de E
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sont positivement prorimaur.

c) A%n est positive si et seulement si A% est positive et les éléments de I sont positivement
biprorimauz.

d) A%n est positive 3 4 3 si et seulement si A est positive 3 d 3.

e) A%n est négative 3 d 3 si et seulement si AL est négative 3 d 3.

Démonstration a) & b) C’est la méme que celle du lemme 3.13. La différence avec les
hypotheses de ce lemme est que, pour g dans E, le couple ((z/,y,), (x;_l, Y,-1)) n’est pas
transverse. Cela n’est pas génant, car on n’a a considérer que des mots w = h;-- - hy tres
réduits c’est-a-dire tels que, en notant hg = hy, pour tout k =1,...,1, on a h;' # hy_;.

¢) Cela résulte du point b, de la proposition 3.1 et du lemme 3.12. En effet, lorsque les
éléments de F sont positivement biproximaux, on peut modifier ' en changeant le signe
de certains de ses éléments de sorte qu’ils deviennent tous positivement proximaux.

d) & e) Supposons donc que A2 est positif 3 & 3 (resp. négatif 3 4 3) et montrons
que A%n aussi. Introduisons, avec les notations du lemme 2.7, le sous-groupe fortement
irréductible et proximal a(A,) de GL(W,, ). Le lemme 2.3 prouve que Ag(E) est positif.
Le point ¢ ci-dessus prouve alors que A(S( A,) st aussi positif. De nouveau le lemme 2.3

prouve que A%n est positif 3 & 3 (resp. négatif 3 a 3). a

Remarque - Il est élémentaire de vérifier le fait suivant : Soit g un élément biprorimal
de GL(V). Alors le groupe engendré par g préserve un convere saillant d’intérieur non
vide de P(V') si et seulement si g est positivement biprozimal.

- L’hypotheése d’irréductibilité n’est pas essentielle ... mais nous n’avons considéré I’ensem-
ble limite que sous cette hypothese.

Démonstration de la proposition 4.2
(1) = (4i) L’ensemble limite de A est inclus dans celui de T'.
22) = (222) Soit (a,a™,a ) un triplet transverse et positif de . Grace au lemme 2.9,
i jii) Soit (a,at triplet t t positif de AZ. Gra 1 2.5

on peut supposer qu’il existe un élément biproximal g de I tel que a; = a*. Le lemme

4.3 fournit alors une partie infinie transverse positive de Ag.

(1ii) = (i) Partons d’une famille o, ..., aff transverse et positive de AZ. Fixons € > 0,
et notons gy, ..., g; des éléments de I' comme dans le lemme 4.4. Si € est suffisamment
petit, la famille a;tl, ey a:gtt est encore transverse et positive. Pour tout n > 1, le sous-
groupe A,, engendré par g7, ..., g; est Zariski dense dans I'. Le lemme 4.5 prouve alors
que, si n est suffisamment grand, son ensemble limite A%n est positif. O

4.2 Sous-groupes non positivement proximaux

D’apres la proposition 4.2, un sous-groupe fortement irréductible I' de
GL(V) dont 'ensemble limite A? est négatif 3 & 3 ne contient pas de sous-
groupe Zariski dense positivement proximal.
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De tels groupes I' existent. Il y en a méme beaucoup. C’est ce qu’affirme
la proposition suivante qui est duale de la proposition 4.2 et qui n’est qu’une
reformulation de la proposition 1.4.b de I'introduction.

Proposition 4.6 Soient V = R™ et I' un sous-groupe irréductible, Zariski conneze et
prozimal de GL(V'). Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) T' contient un sous-groupe Zariski dense A dont ’ensemble limite A% est négatif 3 a
3.

(17) L’ensemble limite A2 west pas positif 3 4 3.

(13i) L’ensemble limite Ai@ contient une partie infinie transverse négative 3 a 3.

Démonstration de la proposition 4.6
On recopie celle de la proposition 4.2.

(7) = (i7) L’ensemble limite de A est inclus dans celui de .

(i7) = (444) Soit (a,a™,a”) un triplet transverse et négatif de A2 Grace au lemme 2.5,
on peut supposer qu’il existe un élément biproximal g de I" tel que a;t = a*. La remarque
du lemme 4.3 fournit alors une partie infinie transverse et négative 3 a 3 de Ai@.

(11i) = (i) Partons d’une famille af, ..., a transverse et négative 3 & 3 de A2. Fixons
e > 0, et notons gy, ..., g; des éléments de I' comme dans le lemme 4.4. Si € est suffisam-
ment petit, la famille affl, cee a_f; est encore transverse et négative 3 a 3. Pour tout n > 1,
le sous-groupe A,, engendré par g7, ..., g; est Zariski dense dans I'. Le lemme 4.5 prouve
alors que, si n est suffisamment grand, son ensemble limite A%n est négatif 3 a 3. O

4.3 Représentations sphériques

Dans cette partie, nous décrivons les sous-groupes fermés connexes et irré-
ductibles de SL(m, R) qui préservent un cone convexe saillant de R™ : ce sont
exactement les groupes p(G) de la proposition suivante.

On conserve les notations de la partie 2.3. La proposition suivante est probablement
connue. Faute de référence, nous en donnons une démonstration.

Proposition 4.7 Soient G un groupe de Lie linéaire semisimple connexe, K un sous-
groupe compact mazimal de G, p : G — GL(V) une représentation irréductible de G et
VE:={veV /Vke€ K kv=wv}. Les cing assertions suivantes sont équivalentes :
(1) p(G) préserve un cone conveze saillant C de V.
(i1) p est prozimale et l’orbite fermée ASG) de G dans Q(V') est positive.
(4ii) VE #0 (et on a alors dimVE =1).
(iv) p est provimale et le caractére de L donné par action sur V" est positif.
(v) p est prozimale et son plus haut poids restreint x est dans 2P.
L’équivalence (iii) < (v) est due & Helgason ([17] th. 5.4.1).
La représentation p est alors appelée sphérique.
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Remarque Le théoréeme d’Helgason affirme en outre que tout élément x de 2P, est le
plus haut poids restreint d’une représentation sphérique de G. Ce qui prouve 'inclusion
2P, C Py.

Démonstration On note x le plus haut poids restreint de V.

(1) < (i7) Cela résulte de la proposition 3.1.

(¢) = (¢ii) Soit v un vecteur non nul de C. La moyenne [ k.vdk est alors un vecteur
non nul K-invariant de C'.

(743) = (7) Soient v un vecteur non nul K-invariant de V' et f_, un vecteur non nul de
poids —x de V*. D’apres la décomposition d’Iwasawa, tout élément g de G peut s’écrire
g=nakavecn € N ,a€ A, ke K. On a alors I'égalité f_,(g.v0) = x(a)f_(vo).
Comme V est irréductible, ce coefficient n’est pas identiquement nulle, donc f_, (vo) # 0.
Il garde donc un signe constant et on peut prendre pour C' le plus petit cone convexe
contenant G.vy.

Cet argument prouve aussi que dim V¥ =1 car la restriction de f_, & VX n’a pas de
noyau.

(i) = (iv) En effet, C N V" est un cone convexe saillant non nul L-invariant de V.

(tv) = (4) On reprend 'argument ci-dessus. On note encore x le caractére de L donné
par l'action de L sur un vecteur v, non nul de poids x de V. D’apres la décomposition
de Bruhat, I’ensemble U des éléments g de G qui peuvent s’écrire g = n~"In avecn € N,
l € L, n € N est un ouvert dense de G. Pour de tels éléments g, on peut calculer le
coefficient f_,(g.vy) = x(1)f—x(vy). Comme V est irréductible, cette fonction de g n’est
pas identiquement nulle, donc f_,(vy) # 0. L’hypothése x(L) C]0, oo assure que ce
coefficient garde un signe constant sur U. On peut donc prendre pour C le plus petit cone
convexe contenant G.vy,. O

4.4 Signe d’un triplet de la variété des drapeaux

Poursuivons la démonstration du théoreme 1.5 en expliquant pourquoi la
positivité 3 a 3 des ensembles limites Ai@ ne dépend de la représentation p que
“modulo 2”.

Soit G un groupe de Lie linéaire semisimple connexe. On garde les notations de la
partie 2.3. Pour tout x dans P! et z dans la variété X des drapeaux de g, on rappelle que
(pX, VX) désigne la représentation irréductible proximale de G de plus haut poids restreint
X et ¢X(x) 'unique élément de Q(V'X) stabilisé par z.

Définition 4.8 Pour tout triplet transverse (z,y,z) de X et x dans P}, on note Exyz €
{=1,1} le signe du triplet (¢X(z), pX(y), ¢¥(2)).

Lemme 4.9 Soient (x,y,z) un triplet transverse de X et x,x' € P!. Alors
a) XX =X X

TYZ Tyz “TY2*
X' = X
b) 5zyz - gzyz'
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c) Si x est dans 2Py, on a egyz =1.
d) Si pX est orthogonale, on a €, = 1.
e) Si pX est symplectique, on a 5 = —1.

TYZ

L’application y — €Y, définit donc un morphisme de groupe noté e,,, de P” /2P dans
{—1,1}. Ce morphisme sera appelé le signe du triplet transverse (z,y, z).

Démonstration a) Remarquons que VXX est la sous-représentation du produit ten-
soriel VX ® VX' engendrée par le produit tensoriel Ty @ x5+ des droites de plus haut poids.
Choisissons un élément loxodromique g¢,, de G' ayant x pour point fixe attracteur et y pour
point fixe répulseur. Choisissons de méme des éléments g,, et g,,. Par définition du signe
d’'un triplet, si n est pair et suffisamment grand Iélément X, . p*(gz, gzE g,.) est positi-
vement proximal. On en déduit que I'élément X X pX(g, g2, ') @ pX (g2, g% gi,) est
posmvement proximal et que son point attracteur est dans lP’(VX+X ). Comme 1’élément
+x' X+
gyzx XY (9%, 97z 9y) est positivement proximal, on en déduit 'égalité des signes annon-
cée.
b) L’identification naturelle de Q(V') et de Q(V*) ne modifie pas le signe des triplets.
c¢) D’apres la proposition 4.7 'image oX(X) = A?X(G) est positive.
d) & e) Cela résulte du lemme 3.4. O

4.5 L’adhérence de Zariski des automorphismes d’un convexe

Nous pouvons enfin terminer la démonstration du théoreme 1.5 : celui-ci
est une conséquence immédiate des propositions 1.4 et 4.10.

Proposition 4.10 Soit G un groupe de Lie linéaire semisimple conneze et (p,V) une
représentation irréductible prozimale de G. Alors, on a les équivalences.

a) A%G) est négatif 3 a 3 <= p est égale modulo 2 a une représentation irréductible
pmximale symplectique.

b) AP(G est positif 3 a 3 <= p est égale modulo 2 a une représentation irréductible
proximale orthogonale.

Démonstration Les implications réciproques résultent du lemme 4.9. Pour montrer les
implications directes, il suffit donc de vérifier que, si A;%G) est positif 3 & 3 ou négatif 3 a
3, alors p est égale modulo 2 a une représentation irréductible proximale autoduale. Pour
cela, notons x le plus haut poids restreint de (p, V') et notons (7, W) la représentation
irréductible proximale de plus haut poids restreint x + x*. Il résulte des lemmes 2.3 et
2.7 que l'ensemble limite A;Q(G) est positif, puis de la proposition 4.7 que (7, W) est une
représentation sphérique. Donc x + x* est dans 2P. Ecrivons x = > ,cp n,w ou cette
somme est indexée par ’ensemble F' des poids fondamentaux de P, et ol les coefficients
n, sont des entiers positifs. Posons n), = inf(n,,n,+) et x' = X ern,w. La différence
X — X' est aussi dans 2P. Donc X’ est dans P} et est le plus haut poids restreint d’une
représentation proximale autoduale. O
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5 Groupes linéaires a valeurs propres positives

Le but de ce chapitre est de démontrer le théoreme 1.6.

5.1 Sous-groupes positivement loxodromiques

Commencons par donner un énoncé, le théoreme 5.3, qui généralise le
théoreme 1.6 de I'introduction a des groupes non déployés.

Soit G un groupe de Lie réel linéaire semisimple connexe. Pour tout élément loxo-
dromique g de G et tout x dans P}, on note Sy 1= Spx(g) € {—1,1} le signe pour lequel
sXpX(g) est positivement proximal.

Lemme 5.1 Soient g un élément lozodromique de G et x,x' € P{. Alors
a)syT™X = sXs¥
b)sy = s3

c) Si x est dans 2P, on a s¥ = 1.

L’application x — sX définit aussi un morphisme de groupes de P”/2P dans {—1,1}.
Démonstration C’est la méme que celle du lemme 4.9. O

Définition 5.2 Un élément g de G est dit positivement lorzodromique si, pour toute
représentation irréductible prozimale (p,V) de G, l’élément p(g) est positivement pro-
zimal.

Un sous-groupe Zariski dense I' de G est dit positivement lozodromique si tous les
éléments loxodromiques de I' sont positivement lozodromiques.

Exemple Un élément positivement loxodromique dans SL(p, R) est simplement un élé-
ment a valeurs propres réelles positives et distinctes.

Plus généralement, lorsque G est déployé, un élément loxodromique de GG est positive-
ment loxodromique si et seulement si ses valeurs propres sont positives.

Remarques - Un élément g de G est positivement loxodromique si et seulement si g—*
est positivement loxodromique.

- Soient pq,---p; des représentations irréductibles proximales de G' dont les plus hauts
poids x1, - - x; engendrent P{. Pour qu'un élément g (resp. un sous-groupe Zariski dense
I') soit positivement loxodromique, il faut et il suffit que, pour tout 7, p;(g) (resp. p;(T))
soit positivement proximal. Cela résulte du lemme 5.1 et du corollaire 3.14.

Rappelons que tout sous-groupe Zariski dense I' de GG contient un sous-groupe Zariski
dense I dont tous les éléments sauf I'identité sont loxodromiques (par exemple, les groupes
de Schottky de [3]). L’existence d’un sous-groupe Zariski dense dont tous les éléments sauf
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I'identité sont positivement loxodromiques est une question plus délicate. Le théoreme
suivant qui généralise le théoreme 1.6 de I'introduction répond a cette question (voir aussi
la proposition 5.6).

Théoreme 5.3 Soit G un groupe de Lie linéaire semisimple connexe. On a les équiva-
lences

a) G contient un sous-groupe Zariski dense positivement lorodromique <= G n’admet
pas de représentations irréductibles proximales symplectiques.

b) Tout sous-groupe Zariski dense de G contient un sous-groupe Zariski dense positi-
vement loxodromique <= Toutes les représentations irréductibles proximales de G sont
égales modulo 2 a une représentation irréductible prorimale orthogonale.

Ce chapitre est essentiellement consacré a la démonstration de ce théoreme.

Démonstration du théoreme 1.6

Cela résulte du théoreme 5.3 ci-dessus. En effet, lorsque G est déployé,

- tout sous-groupe Zariski dense a valeurs propres positives est positivement loxodromique,
- tout sous-groupe Zariski dense positivement loxodromique contient un sous-groupe Za-
riski dense a valeurs propres positives et

- toutes les représentations irréductibles de G' sont proximales. O

5.2 Positivité dans la variété des drapeaux

Rassemblons dans cette partie des énoncés analogues a ceux des chapitres
3 et 4. La différence étant que ’on travaille maintenant simultanément avec
toutes les représentations irréductibles proximales de G.

Voici une notion de positivité pour une partie de la variété des drapeaux. Nous dirons
G-positivité car cette notion dépend du revetement G du groupe adjoint choisi.

Définition 5.4 Une partie A de X est dite G-positive (resp. G-positive 3 a 3) si, pour
tout x dans P, son image pX(A) dans Q(VX) est positive.

Une partie A de X est dite G-négative 3 a 3 si elle ne contient pas de triplets transverse
G-positifs.

La proposition suivante est analogue aux propositions 3.1 et 3.11

Proposition 5.5 Soient G un groupe de Lie linéaire semisimple connezre et I' un sous-
groupe Zariski dense de G. Alors, on a l’équivalence

[’ contient un sous-groupe d’indice fini positivement loxodromique <= L’ensemble limite
A est G-positif.

31



Démonstration Soient py, - - - p; des représentations irréductibles proximales de G' dont
les plus hauts poids engendrent PY. D’apres les propositions 3.1 et 3.11, on a les équiva-
lences:

A est G-positif < Vi, Ag(r) est G-positif

<= Vi, pi(T') contient un sous-groupe d’indice fini positivement proximal.

<= I contient un sous-groupe d’indice fini positivement loxodromique. O

La proposition suivante est analogue aux propositions 4.2 et 4.6.

Proposition 5.6 Soient G un groupe de Lie linéaire semisimple conneze et I' un sous-
groupe Zariski dense de G. Alors, on a les équivalences

a) ' contient un sous-groupe Zariski dense positivement lozodromique <= L’ensemble
limite AYX n’est pas G-négatif 3 a 3.

b) Tout sous-groupe Zariski dense de I" contient un sous-groupe Zariski dense positivement
lozodromique <= L’ensemble limite A¥ est G-positif 3 d 3.

Démonstration La démonstration est la méme que celle de la proposition 4.2, en rem-
placant les trois lemmes 4.3, 4.4 et 4.5 par les trois lemmes analogues suivants. O

Lemme 5.7 Soient G un groupe de Lie linéaire semisimple connexe, g un élément loxo-
dromique de G et z un élément de la variété des drapeaur X tel que le triplet (z, z;]", zg_)
est transverse et G-positif. Alors, il exriste un entier p > 1 tel que l’ensemble A =

{gP".z | n € Z} est transverse et G-positif.
Démonstration Cela résulte du lemme 4.3. a

Remarque La méme démonstration prouve que si (2, 2,7, z, ) est transverse, alors il existe
un entier p > 1 tel que tout triplet de ’ensemble {¢g*".a / n € Z} est transverse et a méme
signe que le triplet de départ.

Lemme 5.8 Soient G un groupe de Lie linéaire semisimple connezxe et ' un sous-groupe
Zariski dense de G. Soientt > 2 et 2, z5,..., 2z des éléments de AX. Alors, pour tout
e > 0, il existe des éléments positivement loxodromiques gy, ..., g: de I tels que

i) Pour tout i =1,...,t, d(z},2") <e et d(z,,2 ) <e.

i) Pour tout n > 1, le sous-groupe A, engendré par (97*)i1<i<; est Zariski dense dans G.

Démonstration C’est le lemme 7.2 de [2] O
Lemme 5.9 Soient G un groupe de Lie linéaire semisimple connexe, E une partie finie
de G formée d’éléments loxodromiques et telle que l'inverse de tout élément de E est

encore dans E. On suppose que la partie Ay = {z; / g € E} de X est transverse. On
suppose aussi que, pour tout n > 1, le sous-groupe A, de G engendré par {g"™ / g € E}
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est Zariski dense dans G. Alors, on peut trouver ng > 1 tel que, pour tout n > ng, on a
a) Ap—{e} est formé d’éléments lozodromiques et l’ensemble limite AX est transverse.
b) A, est positivement lozodromique si et seulement si Ax est G-positive et les éléments
de E sont positivement lozodromiques.

c) L’ensemble des signes des triplets de Afn est égal a l’ensemble des signes des triplets
de AX

Démonstration Les points a et b résultent du lemme 4.5. Pour démontrer le point c,
on choisit des voisinages disjoints suffisamment petits U, des attracteurs z_j des éléments
g de E et on remarque que si l'entier n est choisi assez grand, ’ensemble limite A)A(n est
inclus dans la réunion de ces parties U,. Il suffit alors de remarquer que, pour tout triplet
(z,y, z) d’éléments distincts de A} , il existe un (unique) élément h du groupe libre A,
tels que les trois points h.x, h.y et h.z sont dans trois voisinages U, distincts. O

Figure 8: L’61ément h déterminé par trois points limites z, y, z

Démonstration de la proposition 5.6

a) Le sens direct résulte de la proposition 5.5. Réciproquement, si A% contient un triplet
transverse G-positif, on construit a ’aide des trois lemmes ci-dessus, le sous-groupe Zariski
dense cherché.

b) Si AY contient un triplet transverse G-négatif, on construit & I’aide des trois lemmes
ci-dessus, un sous-groupe Zariski dense dont 1’ensemble limite ne contient aucun triplet
G-positif. La réciproque résulte du point a ci-dessus. O

Démonstration du théoréme 5.3.b
La proposition 5.6 ci-dessus appliquée a I' = G et la proposition 4.10 permettent de
réécrire I'assertion b du théoreme 5.3 sous la forme suivante :
V') X est G-positif 3 a 3 <= Vx € P!, pX(X) est positif 3 a 3.
Cette assertion b’ n’est rien d’autre que la définition de la G-positivité 3 a 3. O

Remarque En utilisant les mémes propositions, 1’assertion a du théoreme 5.3 devient
a') X contient un triplet transverse G-positif si et seulement si, Vx € P!, ¢X(X) contient
un triplet transverse positif.

L’implication directe de cette assertion o’ est évidente. La réciproque est plus délicate: on
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sait que, pour tout y, on peut trouver un triplet transverse dans X dont I'image par ¢X
est positive et on voudrait un triplet qui soit valable pour tous les x... c’est ce qu’affirme
la proposition 5.13 ci-dessous. Mais, avant de 1’énoncer, donnons un exemple qui prouve
que, dans I’équivalence o', on ne peut pas remplacer ’ensemble X par I’ensemble limite
A d’un sous-groupe Zariski dense.

Exemple I ezxiste un sous-groupe Zariski dense I' du groupe G = SL(5,R) tel que

- Pour toute représentation irréductible p de G, le groupe p(I') contient un sous-groupe
Zariski dense qui est positivement proximal.

- Mais T ne contient pas de sous-groupe Zariski dense positivement loxodromique.

Démonstration de I’exemple D’apres la proposition 4.2 il suffit de construire un sous-
groupe Zariski dense T" tel que A{% contient des triplets de tous signes possibles sauf des
triplets G-positifs. D’apres les trois lemmes ci-dessus, il suffit de construire un ensemble
de 5 drapeaux transverses de R® qui contient des triplets de tous signes possibles sauf des
triplets G-positifs. La construction explicite de ces 5 drapeaux est peu éclairante. Elle
est laissée au lecteur. O

5.3 Construction d’un triplet de la variété des drapeaux

Pour démontrer le théoreme 5.3, on doit construire un triplet G-positif
de la variété des drapeaux. On montre, dans cette partie, comment certains
éléments Y de l'algebre de Lie g de G permettent de construire un tel triplet.
Le dernier chapitre de cet article sera consacré a la construction d’un tel
élément Y.

Définition 5.10 Pour tout élément Y de g et toute représentation irréductible prorimale
(pX,VX) de g, on note nX(Y) = inf{n € N / f,~(Y"v,) # 0} € NU {oo} ou v, (resp.
fx+) est un vecteur de plus haut poids restreint de VX (resp. de son dual (VX)*).

Par convention, on pose nX(Y) = oo lorsque, Vn € N, f,-(Y"v,) = 0.
Citons le lemme suivant analogue au lemme 4.9.

Lemme 5.11 Soient Y dans g et x, x'dans P{. Alors
a) "Xt (V) = nX(Y) +nX ().

b) nX (V) = nX(Y).

c) Si x est dans 2P, nX(Y') est pair ou infini.

d) Si pX est orthogonale, nX(Y') est pair ou infini.

e) Si pX est symplectique, nX(Y') est impair ou infini.

Démonstration C’est la méme que celle du lemme 4.9. O

Le lemme suivant relie cet entier nX(Y') a la positivité des triplets.
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Lemme 5.12 Soient Y dans g et xdans PY. Alors on peut trouver ¢ > 0 tel que
a) SinX(Y) < oo, la famille {e™a, / |t| < e} de Q(VX) est transverse.

b) SinX(Y) est pair, cette famille {e" a, / |t| < €} est positive.

c) i nX(Y) est impair, cette famille {e™ a, / |t| < &} est négative 3 a 3.

Démonstration Posons n := nX(Y). Rappelons que ’élément a, est le couple (x,,yy~)
formé des droites de plus haut poids de VX et de son dual. On choisit des vecteurs v, et
fx+ dans ces droites et on calcule

, " ' =)
(etyfx*)((et YUX) = fx*((e(t t)YUx) = ol Sy (Y0y) + o((t' —)") .

Notons ¢y cette expression. Elle ne s’annule pas si ¢’ # ¢. Elle garde un signe constant

lorsque n est pair. Lorsque n est impair, ¢;» et cy; ont des signes opposés. O

On peut maintenant poursuivre la

Démonstration du théoréme 5.3.a

Le point délicat consiste a construire un triplet transverse G-positif dans X qui nous per-
mettra d’appliquer la proposition 5.6. L’existence d’un tel triplet résulte de la proposition
5.13 ci-dessous et du lemme 5.12 ci-dessus. O

Proposition 5.13 Soit G un groupe de Lie linéaire semisimple connexe. Si G n’admet
pas de représentations irréductibles prorimales symplectiques, alors il existe un élément
Y dans g tel que, pour toute représentation irréductible prozimale (pX,VX) de G, Uentier
nX(Y) est pair.

La démonstration de cette proposition occupe le dernier chapitre de cet article.
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6 Constructionde Y

Ce chapitre est entierement consacré a la démonstration de la proposition
5.13 La vérification de ce point technique utile pour la démonstration du
théoréeme 1.6 n’est pas trés éclairante. Le lecteur peut se contenter de lire
I’exemple G = SL(p, R) par lequel nous commengons.

6.1 Construction de Y pour le groupe linéaire

Avant de donner la démonstration générale, étudions le cas G = SL(p, R).

Dire que G n’a pas de représentations irréductibles symplectiques signifie que p #
2 mod 4. En effet, lorsque p = 2¢ avec ¢ impair, la représentation de G dans A‘R?* est
symplectique.

On note ey,...,e, la base canonique de R” et e,;; = 0. On choisit pour chambre de
Weyl at := {diag(z,...,2,) / &1 > -+ > z, et Y z; = 0}. Les poids fondamentaux
wy sont alors les plus hauts poids des représentations naturelles de g dans A*RP, pour
k=1,....,p—1.

1 ©T cas: p est impair.
Soit Yy I'élément de g défini par Ype; = €;41 , Vo = 1,...,p. On calcule aisément
n“(Yy) =k(p—k), Yk =1,...,p— 1. Comme p est impair, ces entiers sont tous pairs et

cet élément Y = Y|, convient. Remarquons au passage que cet élément Y| fait partie d'un
“slo-triplet principal”... cette remarque est le point de départ pour introduire les algebres
de Lie de type A.

2 ®M€ cas: p = 2/ avec £ pair.
Comme la construction précédente ne convient pas, on choisit un élément Y; de g
légérement différent défini par Yie; = €;41+0; ¢ 1041, Vi =1,...,p. On calcule aisément
e € €, & & e

1+1 2l

S

Figure 9: Les éléments Y; et Y7 de s[(2¢,R)

n“ (Y1) = k(20 —1— k) si 1 <k < {. Ces entiers sont toujours pairs. Il en est de méme
des entiers n“(Y;) = n“»-#(Y7) si £ < k < p.

Il reste a étudier la parité de n“¢(Y;). On remarque tout d’abord que Yf261 A---Neg #0
et donc que n¢(Y;) < £2. On remarque ensuite que, comme £ est pair, la représentation
de G dans A'R* est orthogonale. On en déduit, & 'aide du lemme 5.11, que Pentier
n“t(Y7) est pair.

Donc cet élément Y = Y] convient.
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6.2 Algebres de Lie de type A et B

La premiere idée pour construire notre élément Y est de le choisir dans un
“sly-triplet principal”. Cette idée ne convient que pour une classe de groupes
que nous appellerons “de type A” et que nous introduisons dans cette partie.

Soit g une algebre de Lie semisimple. On note G le groupe de Lie linéaire connexe
d’algebre de Lie g auquel s’integre toutes les représentations de g et Z5 son centre. Pour
toute représentation irréductible proximale (pX,VX) de g, on appelle caractere central de
pX le caractere cX : Zz — {—1,1} donné par pX(z) = cX(z)Idy.

On a encore un lemme analogue au lemme 4.9.

Lemme 6.1 Soient x, x' dans P. Alors
a) XX = exeX'

b) X = X,

c) Si x est dans 2P, X = 1.

Démonstration Les deux premiers points sont clairs. Pour le dernier, on remarque que
G préserve un cone convexe saillant de VX, O

Définition 6.2 Un groupe de Lie linéaire semisimple connexe G est dit de type A si
chaque représentation irréductible proximale de G a méme caractére central qu’une repré-
sentation irréductible prorimale autoduale.

Une algébre de Lie semisimple g est dite de type A si tout groupe de Lie G linéaire
conneze d’algébre de Lie g est de type A.

Dire que g est de type A équivaut & dire que G est de type A.

Lemme 6.3 Une algébre de Lie semisimple g est de type A si et seulement si ses idéauz
simples sont de type A.

Démonstration Ecrivons g comme une somme directe d’idéaux simples g,. Toute
représentation irréductible proximale p de g est produit tensoriel de représentations ir-
réductibles proximales p; de g;. On remarque que p est autoduale si et seulement si les
représentations p; sont autoduales et que deux représentations p et p' de g ont méme
caractere central si et seulement si, pour tout 7, les représentations correspondantes p; et
P, de g, ont méme caractere central. O

Exemples - Si toutes les représentations de g sont autoduales (i.e. si wy = —1), alors g
est de type A.

- Si le centre de G est trivial alors g est de type A.

- Si le centre de G est trivial alors G est de type A.
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Définition 6.4 Une algébre de Lie semisimple g est dite de type B si aucun de ses idéaux
simples n’est de type A.

Remarque Une algebre de Lie semisimple g se décompose de fagon unique en une somme
g=g,Dg, ou g, est un idéal de type A et g, est un idéal de type B.

Lemme 6.5 Une algébre de Lie simple est de type B si et seulement si elle est isomorphe
a sl(44,R) ou so(20+ 1,20 + 1), pour ¢ > 1.

Démonstration Cela résulte de la classification des algebres de Lie simples (voir [16])
et de leurs représentations irréductibles proximales.

On vérifie au cas par cas (les détails sont laissés au lecteur) que, si g est une algebre de
Lie simple non déployée telle que wy # —1, le caractére central de toute représentation
irréductible proximale de g est trivial.

On en déduit que, si g est simple de type B, alors g est déployée, wy # —1 et le centre
Zg est non trivial. Ceci ne laisse que deux cas possibles g = s[(2¢, R) ou so(2/+1,2(+1)
avec £ > 2 pour lesquels le centre Zz a deux éléments. L’algebre de Lie sl(4£ + 2, R) est
de type A car la représentation dans AZTIR**? 3 un caractére central non trivial.

Les algebre de Lie s[(44, R) et s0(20+1,2/+1) sont de type B car les caracteéres centraux
des représentations autoduales sont triviaux. O

6.3 Construction de Y pour le type A

Dans cette partie, on vérifie que lorsque g est de type A, I’élément Y que
I’on cherche peut étre choisi dans un “sly-triplet principal”.

Un shy-triplet de g est un triplet (Yo, Ho, Xo) tel que [Hy, Xo| = 2X,, [Ho, Yo] = —2Y)
et [Xo, Yo] = Hy. Un tel triplet est dit standard si Hy est dans a* et principal standard
si en outre, pour toute racine restreinte simple «, on a «(Hy) = 2. L’existence de tels
triplets est classique (cf [21]) On note S le sous-groupe connexe de G' d’algébre de Lie
s := RY,; ® RH, & RX,. Ce groupe est isomorphe a PSL(2, R) ou SL(2,R). Le centre de
S a donc un ou deux éléments.

Lemme 6.6 Soit G un groupe de Lie linéaire semisimple connexe, g son algébre de Lie,
(Yo, Hy, Xo) un sly-triplet principal standard de g, S le sous-groupe conneze de G d’algébre
de Lie s := RY, ® RHy ® RXy et zg le générateur du centre de S.

Soient (V, p) une représentation irréductible proximale de G, x son plus haut poids
restreint et U le s-sous-module de V' engendré par la droite de plus haut poids x,,. Alors
a) zy est dans le centre de G.

b) U est un s module irréductible qui contient la droite de plus bas poids x_,,.
c) nX(Yy) est fini et X(zg) = (—1)"* (Vo) = (—1)x(Ho)+1,

d) Si p est autodual, on a les équivalences :

p est symplectique < x(Hy) est pair < nX(Yy) est impair.
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Démonstration Cela résulte de la théorie des s-modules de dimension finie.

a) Les valeurs propres de ad Hy dans g sont paires. Donc ’action adjointe dans g de 2
est triviale.

b) La droite de plus haut poids z, est I’espace propre de p(H,) dans V pour la valeur
propre x(Hp). De méme, la droite de plus bas poids z_,- est 1’espace propre de p(H))
dans V' pour la valeur propre —x*(Hy) = —x(Hp). Or dans un s-module, 'opposé d’une
valeur propre de Hj est encore une valeur propre de H,.

c¢) Cela résulte du point précédent et de la théorie des s-modules.

d) Soit b la forme bilinéaire G-invariante non dégénérée sur V. On a b(z,,z_,) # 0.
Donc la restriction de b a U est non nulle et S-invariante. Elle est donc non dégénérée.
Donc p est symplectique si et seulement si le s-module U est symplectique. Ce qui se
produit si et seulement si les valeurs propres de Hy dans U sont impaires. O

Remarque Soit F' I’ensemble des poids fondamentaux de Py et [ := {w € F [ w = w*
et w(Hp) est impair }. Une description au cas par cas de cet ensemble I est donnée dans
[7] p.213. Le plus haut poids restreint d’une représentation irréductible proximales est un
élément x de P! que I'on peut écrire x = 3 cp nuw. La représentation est autoduale si
et seulement si n} = n,, Yw € F. Parmi celles-ci, les représentations orthogonales (resp.
symplectiques) sont celles pour lesquelles la somme 3" .1, est paire (resp. impaire).

Le lemme 6.6 permet de construire notre élément Y lorsque G est de type A :

Corollaire 6.7 On suppose que G est de type A et on choisit un sh-triplet standard
(Yo, Ho, Xo) dans g. Si G n’admet pas de représentations irréductibles prorimales sym-
plectiques, alors, pour toute représentation irréductible prorimale (pX,VX) de G lentier
nX(Yy) est pair.

Démonstration D’aprés le lemme 6.6, la parité de nX(Y;) ne dépend que du caractére
central ¢X de pX. Comme G est de type A, on peut supposer que pX est autoduale. Par
hypothese, pX est alors orthogonale et, d’apres le lemme 6.6, nX(Y;) est pair. O

6.4 Construction de Y pour le groupe Spin

Avant de poursuivre la démonstration de la proposition 5.13, étudions
le cas ou G est le groupe Spin(p,p), revétement & deux feuillets du groupe
SOq(p,p) avec p > 3.

Dire que G n’a pas de représentation symplectique irréductible signifie que p Z 2 mod 4.
En effet, lorsque p = 2 mod 4, la représentation spinorielle est symplectique. Cependant,
nous ne faisons pas d’hypothese sur p dans la discussion qui suit.

Introduisons quelques notations relatives a ce groupe G. Soient e, ..., ey, une base de
2p e1e s . . . * % * % * %k :
R pour laquelle la forme bilinéaire G-invariante est ejes, +e5e5, | +---+epe;, 1. Soient
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f et g les vecteurs f =e, + e,y1 et g = e, — ep11. On choisit pour chambre de Weyl
at = {diag(z1,...,2p, —Tp,...,—T1) /21 > --- > 12, >0 }.

Pour k < p—1, la représentation de G dans A*R? est irréductible. Lorsque k < p — 2,
le plus haut poids est un poids fondamental w;. Lorsque £ = p— 1, le plus haut poids est
la somme w,_; + w, des deux derniers poids fondamentaux. On sait déja que 1’élément
Yy d’un sly-triplet standard (Yp, Hy, Xo) de g doit jouer un réle dans cette étude. Il est
donné par

Yoe;=e€41 pour 1<i<p—2 et p+2<:1<2p—1

YE)epflzfa }/Of:_Zep-}-Q; ng:O et YE)62p:O-

On cherche & modifier cet élément Y. Pour cela, on introduit un élément Y de g défini
par
Y/je;=0 pour 1<i<p-—1 et p+2<i<2p

Yoer=g, Yo f=0 et Yjg=2ey
et on pose Y7 =Yy + Y.

e.lf“\?z M /’\?Zp
. eee g ees P

Figure 10: Les éléments Y, et Y de s0(p,p)

1 ©T cas: p est pair.

Dans ce cas, toutes les représentations de g sont autoduales et g est de type A. On
sait, grace au corollaire 6.7, que 1’élément Y = Y|, convient.

2 8Me o b est impair.

Dans ce cas, on a w,_1 = w, et donc, d’apres le lemme 5.11, on a I'égalité n“»-1(Y) =
n“?(Y) pour tout Y dans g.

Lemme 6.8 Awvec ces notations et avec p > 3.

a) Si k <p-—2, les entiers n**(Yy) et n“* (Y1) sont pairs.

b) Lorsque p = 1 mod 4, n“»(Yy) est pair et n“»(Y7) est impair.
c¢) Lorsque p = 3 mod 4, n“»(Yy) est impair et n“» (Y1) est pair.

Démonstration Ces assertions pour Y; résultent du lemme 6.6 et du calcul de wy(H) ;
on peut aussi suivre la méthode que nous allons utiliser maintenant pour Y.

Fixons 1 < k£ < p—1. Comme Yj et Y; commutent, ’action de Y;” sur le vecteur de
plus haut poids e; A - -+ A e, de A*R? est donnée par la formule du binéme :

Y"ei A---Neg =Y()"el/\---/\ek—{—nYO"_lg/\eQ/\---/\ek—i—n(n—1)1/6"_262,,/\62/\---/\e;c .
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La plus petite valeur de n pour laquelle ce vecteur a une composante sur le vecteur de
plus bas poids egp k1A Aegy est n = (k—1)(2p—k—2)+2 ; cette composante provient
alors du troisiéme terme de cette somme.

Pour £ < p— 2, on en déduit I'égalité n“»(Y;) = (k—1)(2p— k — 2) +2 . Cet entier est
toujours pair.

Pour £ = p—1, on en déduit 4 I'aide du lemme 5.11 I'égalité n“»(Y;) = n“rter-1(Y) =
%(p —2)(p—1)+1. Lorsque p = 1 mod 4, cet entier est pair. Lorsque p = 3 mod 4, cet
entier est impair. O

En conclusion, on a trouvé pour G = Spin(p, p) un élément qui satisfait la conclusion
de la proposition 5.13 : lorsque p = 0 ou 1 mod 4, on prend Y = Yj ; lorsque p = 3 mod 4,
on prend Y =Y].

6.5 Construction de Y pour le type B

Dans cette partie, on construit I’élément Y que 1’on cherche lorsque g est
de type B. C’est le lemme 6.9 ci dessous avec z = 1.

Lemme 6.9 Soient G un groupe de Lie semisimple linéaire connexe dont l’algeébre de Lie
est de type B et z un élément du centre de G.

Alors, il existe un élément Y, de g tel que, pour toute représentation irréductible proxi-
male pX de G, nX(Y,) est fini et on a équivalence cX(z) =1 < nX(Y,) est pair.
Démonstration 1 ¥ cas: g est simple.

D’aprés le lemme 6.5, on se rameéne a un des deux cas suivants: G = SL(4¢,R) ou
G = Spin(2¢+ 1,2¢ + 1) avec £ > 1. Dans ces cas, le centre Zg de G a deux éléments.

Si z est le générateur zy du centre d’un groupe S dont I’algebre de Lie est engendrée
par un sly-triplet principal (Y, Hg, Xo), on peut prendre Y = Yj.

Sinon, on est dans un des deux cas suivants :

- G =SL(44,R) avec z = 1. On prend alors pour Y 1'élément Y; construit en 6.1.
- G = Spin(2¢ + 1,2¢ + 1) avec (£ pair et z # 1) ou (£ impair et z = 1). On prend alors
pour Y I’élément Y] construit en 6.4.

2 8Me (ag: g est semisimple.

On décompose g en somme d’idéaux simples, g = g, ® --- @ g,, on note G; les sous-
groupes de Lie connexes d’algebre de Lie g;, on choisit des éléments z; dans le centre de
G; dont le produit z; ---2; est égal a z. On prend alors Y, =Y, +:--4+Y,, ou Y, est
I’élément de g, construit dans le premier cas.

6.6 Construction de Y pour le type général

Nous pouvons enfin donner la construction de Y pour un groupe de Lie
semisimple GG dans le cas général.
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Démonstration de la proposition 5.13

Notons J l’intersection des noyaux des représentations irréductibles proximales de G.
C’est un sous-groupe distingué compact de G. Quitte a remplacer G par G/J, on peut
supposer que J est trivial. Le centre Zg de G est alors un groupe isomorphe a (Z/2)"
car, pour toute représentation irréductible proximale de G, I'image de Z est incluse dans
{-1,1}.

Ecrivons g = g, ® g;, avec g, idéal de type A et g, idéal de type B et notons G, (resp.
Gy) le sous-groupe connexe de G d’algebre de Lie g, (resp. g,), Z, = G4 N Zg (resp.
Zy = Gy N Zg) son centre et Zy := Z, N Zy, = G, N Gy. Notons (Y,, Hy, X,) un slp-triplet
principal standard de g, et 2z, le générateur du centre du sous-groupe de dimension 3
correspondant. Le lemme 6.6 assure que z, est dans Z,.

Montrons maintenant que z, est dans Z;,. Pour cela, remarquons que, d’apres le lemme
6.1, tout caractere de Z, est le caractere central d’'une représentation irréductible proxi-
male de (G,. Supposons par ’absurde que z, n’est pas dans Z;, on peut alors trouver une
représentation irréductible proximale pX« de G, triviale sur Z; et telle que cX=(z,) = —1.
Comme g, est de type A, il existe une représentation irréductible proximale autoduale
pXa de g, ayant méme caractére central que pXe. En particulier pXe s’intégre en une
représentation de G,. L’égalité pXa(z,) = —1 et I'autodualité de pXa assurent que pXe
est symplectique (lemme 6.6). L’égalité pXa(Z,) = 1 assure que pXa se prolonge en une
représentation de G triviale sur G,. On a ainsi construit une représentation irréductible
proximale symplectique de GG. Contradiction.

Comme z, est dans Z, il existe, d’apres le lemme 6.9 un élément Y} de g, tel que, pour
toute représentation irréductible proximale pX* de (&, on a 1’équivalence

c*(2,) = 1 <= n**(Y}) est pair .

Montrons que ’élément YV := Y, + Y}, de g convient. Soit pX une représentation irré-
ductible proximale de GG. Cette représentation est un produit tensoriel pX = pX¢ @ pXt de
représentations irréductibles proximales de G, et G,. D’apres le lemme 6.6, on a aussi
I’équivalence

cX*(z,) = 1 <= n*e(Y,) est pair .

I'égalité
X (2,)X (2) = 1

prouve alors que nX«(Y,) et nX¢(Y}) sont de méme parité, et 1'égalité
n*(Y) = nX*(Yo) + n*(Yp)

prouve que nX(Y') est pair. O
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