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RESUME

Nous étudions les groupes discrets I' de transformations projectives de
I’espace projectif réel qui divisent un ouvert convexe saillant €2, c¢’est-a-dire
qui préservent €2 et ont un quotient I'\{2 compact.

Nous décrivons tout d’abord 'adhérence de Zariski de ces groupes I' et
étudions leur “espace de déformation”.

Ensuite, nous supposons que ) est strictement convexe. Nous montrons
que le groupe I' est un groupe hyperbolique, que le flot géodésique de I'espace
quotient T\ est d’Anosov, que le bord 9 est de classe C! et que son applica-
tion normale est Holder continue. Nous montrons aussi le résultat de rigidité
suivant: si I’application normale est absolument continue, alors €2 est un el-
lipsoide.

ABSTRACT Divisible convex

We study the discrete groups I' of projective transformations of the real
projective space which divide a properly convex open subset {2 (i.e. which
preserve 2 and whose quotient I'\{2 is compact).

We describe the Zariski closure of these groups I' and we study their “de-
formation space”.

Suppose now that €2 is strictly convex. We show that I' is hyperbolic, that
the geodesic flow of the quotient space I'\€) is Anosov, that the boundary 02
is of class C!' and that its normal map is Holder continuous; moreover, the
following rigidity assertion holds: the normal map is absolutely continuous if
and only if 2 is an ellipsoid.



1 Notations et définitions

Notons P(R™) I'espace projectif de R™ et PGL(R™) le groupe des transformations projec-
tives de P(R™): c’est le quotient du groupe linéaire GL(R™) par le groupe des homothéties.
Un ouvert © de P(R™) est dit convexe si son intersection avec toute droite projective de
P(R™) est connexe. Il est dit convexe saillant (ou proprement convexe) si, en outre, il
existe un hyperplan projectif de P(R™) qui ne rencontre pas l'adhérence de €. 1l est
dit strictement convexe si, en outre, toute droite projective de P(R™) rencontre le bord
00 := Q—Q en au plus deux points. La situation qui nous intéresse ici est la suivante: on
se donne un sous-groupe discret I' de PGL(R™) qui préserve un ouvert convexe saillant
) de P(R™) et tel que le quotient I'\Q2 est compact. On dit alors que I' divise € et que
Q) est divisible. Quitte a remplacer I" par un sous-groupe d’indice fini, on peut supposer
" sans torsion, ce que nous ferons dans tout cet article. Le quotient M = I'\Q) est alors
une variété C>.

Soit ¢ une forme quadratique sur R™ de signature (1,m — 1) et Qg := {[v] € P(R™)
/ q(v) > 0}. Nous appellerons ellipsoide un tel ouvert convexe de P(R™). L’ellipsoide
est un ouvert strictement convexe divisible. En effet, il est divisé par tous les réseaux
cocompacts du groupe SO(q) des isométries de ¢. Il existe d’autres ouverts strictement
convexes divisibles. Cela résulte de la construction de [11], du théoreme de Koszul dans
[14] et du théoreme 3.

Tout ouvert convexe saillant 2 de P(R™) est muni d'une distance d,, appelée distance
de Hilbert et définie par, pour tout z, y dans 2, d,(z,y) = |log((a,b,z,y))| ot a et b
sont les deux points du bord de € tels que a, b, z et y sont alignés et ou (a,b, x,y) est le
birapport de ces quatre points.

On appelle géodésique de €2 'intersection de €2 avec une droite projective. Ces courbes
minimisent la distance de Hilbert. Réciproquement, lorsque €2 est strictement convexe,
toute courbe qui minimise la distance est obtenue ainsi. Pour toute variété C*°, on
note SN le fibré tangent en sphere a N: c’est la variété des directions tangentes a N.
Les géodésiques de €2 définissent un feuilletage de dimension 1 I'-invariant de S appelé
feuilletage géodésique de €. L’image de ce feuilletage dans la variété compacte SM est
appelé feuilletage géodésique de M. Ce feuilletage est orienté et de classe C*.

Pour w = (z,€) dans S€2, on note @;(w), la direction tangente a la géodésique issue
de = dans la direction £, tangente prise au point z; a distance ¢ de x. Ce flot ¢, appelé
flot géodésique, est porté par le feuilletage géodésique. Ce flot induit un flot noté ¢
sur le quotient SM = T'\SQ encore appelé flot géodésique de la distance de Hilbert.
Sa régularité est celle du bord 0 : autrement dit, si 9 est de classe C!, alors le flot
géodésique aussi.

L’hypothese de stricte convexité sur notre ouvert €2 peut étre vue comme un analogue
de I'hypothese de courbure négative pour les variétés riemanniennes. Les résultats que



nous allons présenter confirmeront en général cette analogie.

2 Principaux résultats

Théoréme 1 Soit I' un sous-groupe discret sans torsion de SL(R™) qui divise un ouvert
conveze saillant Q) de Uespace projectif P(R™). On note C l'un des deux cones convezes
de R™ d’image ). Alors, on est dans l'un des trois cas suivants.

(i) C' est un produit.

(i) C est homogéne.

(iii) T est Zariski dense dans SL(R™).

Remarques (i) “C' est un produit” signifie qu’il existe une décomposition de I'espace
vectoriel R™ = R™ x R™? et des cones convexes C] et Cy de R™ et R™? avec C' = C] x Cs.
Dans ce cas, les ouverts convexes €); images de C; dans P(R™") sont divisibles.

(ii) Les cones convexes saillants homogenes divisibles sont exactement les cones convexes
homogenes autoduaux. Ils ont été classifiés par Koecher et Vinberg.

(iii) Lorsque 2 est strictement convexe, on retrouve le théoreme 3.6 de [3].

Ce théoreme donne donc toutes les adhérences de Zariski possibles des sous-groupes
discrets de SL(R™) qui divisent un ouvert proprement convexe de P(R™).

Fixons maintenant un groupe I'g de type fini. On appelle centre virtuel de I'y le sous-
groupe Zp, de I'y formé des éléments g dont le centralisateur est d’indice fini dans TI'y.

Notons Hr, := Hom(I'y, PGL(R™)) et notons &, := {p € Hr, fidele, d'image I' :=
p(Ly) discrete et divisant un ouvert convexe saillant Q, de P(R™) }. Koszul a montré
dans [14] que cet ensemble &, est ouvert dans Hr,.

Le théoreme suivant apporte des précisions sur cet “espace de déformation” &r,.

Théoreme 2 Si le centre virtuel de I'y est trivial, &, est fermé dans Hr,.

Remarques - Autrement dit, &, est une réunion finie de composantes connexes de Hr,.
- L’hypothese Z,) = {1} est anodine car elle est vérifiée des qu'il existe un élément p de
&r, pour lequel on n’est pas dans le cas trivial (i) du théoreme 1. C’est automatiquement
le cas lorsque un des ouverts €2, est strictement convexe.

- En dimension m — 1 = 2, ce théoreme est du a Choi-Goldman ([5]).

- En dimension m — 1 = 3, ce théoréme a été annoncé indépendamment par Kim ([13]).

Théoréme 3 Soit I' un sous-groupe discret sans torsion de PGL(R™) qui divise un ouvert
convexe saillant ) de 'espace projectif P(R™). Alors les quatre assertions suivantes sont
équivalentes.

(i) L’ouvert Q est strictement conveze.

(ii) Le bord 9 est de classe C'.

(iii) Le groupe I est hyperbolique.

(iv) Le feuilletage géodésique de la variété projective quotient I'\Q est d’Anosov.
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La notion de groupe hyperbolique est celle de Gromov (voir [8]).

Un feuilletage d’Anosov est simplement un feuilletage qui porte un champ de vecteurs
d’Anosov (voir [1]). Lorsque 99 est de classe C!, I'assertion (iv) signifie donc que le flot
géodésique de I'\2 est d’Anosov.

Théoreme 4 Soit I' un sous-groupe discret sans torsion de PGL(R™) qui divise un ouvert
strictement conveze S de l’espace projectif P(R™). Alors,

a) il existe a €]1,2[ tel que le bord OS) est de classe C*.

b) Le flot géodésique ¢, du quotient T'\Q) est topologiquement mélangeant

Remarques (i) Autrement dit, 'application normale est Holder continue. Cet énoncé
est équivalent a la régularité Holder de la distribution stable du flot d’Anosov ¢, mais
cet énoncé ne semble pas se déduire de [2].

(ii) “Topologiquement mélangeant” signifie: YU,V ouverts de I'\SQ, Jt; > 0 , Vt >
to, p(U)NV #0.

Ce théoreme nous permet d’appliquer les résultats standards de la théorie ergodique
des systemes dynamiques hyperboliques (c.f. [9]) au flot ;. Par exemple, on obtient un
équivalent pour le nombre N(7T') de géodésiques fermées sur I'\€2 de longueur majorée par
T:

hT

= nT
ou h €]0, oo[ est 'entropie topologique du flot géodésique .

N(T)

Voici maintenant quatre propriétés de rigidité pour notre ouvert convexe divisible 2.

Théoréme 5 Soit I un sous-groupe discret sans torsion de PGL(R™) qui divise un ouvert
strictement convexe Q de l’espace projectif P(R™). On pose
ag = sup{a €]1,2[ / 0N est C*}. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(Z) aqg = 2.

(”) o0 est Cl+absolument continue'

(iii) Le flot géodésique p; du quotient T\Q préserve une densité.
(iv) Q2 est un ellipsoide.

Remarques (i) En particulier, lorsque Q2 n’est pas un ellipsoide, le bord 092 n’est pas
Cl+2Zyemund  (Ceci contraste, en dimension m — 1 = 2, avec les résultats de régularité de
[10], mais ceci ne les contredit pas car notre flot ne préserve pas de densité. Le fait que
09 ne soit pas de classe C? était essentiellement déja connu (voir [4], [6] et [17]).

(ii) Lorsque €2 n’est pas un ellipsoide, I’application normale n’est donc jamais absolument
continue. Ceci contraste avec ’absolue continuité de I’holonomie du feuilletage stable du
flot d’Anosov ¢; (théoreme d’Anosov cf. [1] et [15]) mais ceci ne le contredit pas. En
dimension m — 1 = 2, 'implication (i) = (iv) est due a Benzecri ([4]).

(iii) Par définition une “densité” est une mesure absolument continue par rapport a
Lebesgue. L’absence de densité invariante par le flot géodésique est la principale différence
entre nos quotients I'\Q2 et les variétés Riemanniennes compactes a courbure négative.
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Rappelons que, pour celles-ci, on dispose de la mesure de Liouville qui est une densité
C* invariante par le flot géodésique.

Les preuves compleétes seront publiées ailleurs.
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