Convexes divisibles II1

Yves Benoist

RESUME Soit Ay un groupe de type fini et Fa, la partie de Hom(Ag, PGL(R™))
formée des représentations fideles pour lesquelles il existe un ouvert proprement
convexe et Ag-invariant Q de P(R™) tel que le quotient A\ est compact. Koszul
a montré dans [21] que cette partie Fa, est ouverte. Nous décrivons I'adhérence de
Fn,- En particulier, nous montrons que cette partie Fa, est fermée si et seulement
si le centre virtuel de Ag est trivial. Cette condition est satisfaite si et seulement si
Fa, contient une représentation fortement irréductible.

ABSTRACT Divisible convex sets I11

Let Ag be a group of finite type and Fa, C Hom(Ag, PGL(R™)) be the subset
of faithful representations for which there exists a properly convex Ag-invariant
open subset Q in P(R™) such that the quotient Ap\Q is compact. Koszul has
proved in [21] that this subset Fa, is open. We describe the closure of Fa,. As a
consequence, we show that this subset Fa, is closed if and only if the virtual center
of Ag is trivial. This condition is satisfied if and only if Fa, contains a strongly!
irreducible representation.

1 Introduction

Thématiquement, cet article fait suite aux articles Convezes divisibles I et II
([5] et [6]). Néanmoins, a l'exception de la derniere partie, il est logiquement
indépendant de ceux-ci.

Commencons par définir les convezxes divisibles. Soit V' = R"™ un espace vectoriel de
dimension finie, P(R™) I'espace projectif de R™ et PGL(R™) le groupe des transformations
projectives de P(R™).

Un cone ouvert C' de V est proprement convexe ou conveze saillant s’il est convexe et
s'il ne contient pas de droite affine. Un sous-groupe discret I' de GL(V') divise C' s'il
préserve C et si le quotient I'\C' est compact. On dit alors que C est divisible.

i.e. the restriction of the representation to any subgroup of finite index of Ay is still irreducible.



De méme, un ouvert 2 de P(V') est proprement convexe ou convexe saillant si c’est
I'image, notée P(C'), d'un cone ouvert proprement convexe C' de V. Un sous-groupe
discret A de PGL(V') divise §2 s'il préserve 2 et si le quotient A\Q est compact. On dit
alors que Q est divisible.

Rappelons qu'un cone ouvert proprement convexe C' de V' est divisible si et seulement
si son image © = P(C') dans P(V') est divisible (corollaire 11.4.3 de [6]). Autrement dit,
pour étudier les ouverts convexes divisibles, il est équivalent de se placer dans un cadre
vectoriel ou dans un cadre projectif.

Fixons maintenant un groupe I'y et introduisons l'espace de déformation &, formé des
représentations p de Iy dans R™ qui sont fideles et dont I'image I' = p(I'y) est discrete et
divise un cone ouvert non vide proprement convexe C, de R™.

Lorsque &y, est non vide, le groupe Iy est de type fini. Notons N le cardinal d’une partie
génératrice de T'y. L’espace Hom(Ty, GL(R™)) s’identifie alors & un fermé de GL(R™)V.
On le munit de la topologie induite.

En 1968, Koszul a montré dans [21] que cet espace Er, est un ouvert dans l’espace
Hom(T'y, GL(R™)). Le but de cet article est de déterminer si cet espace Er, est fermé
dans Hom(Iy, GL(R™)).

Strictement parlant, cet espace n’est JAMAIS fermé quand il est non vide. En effet, on
peut toujours “faire dégénérer I'action du centre virtuel de I'y” (voir les exemples de la
section 7.1). Le résultat principal de cet article exprime que c’est la seule dégérescence
possible (théoreme 7.9). Contentons-nous dans cette introduction d’en décrire un corol-
laire en nous placant dans le cadre projectif.

Pour cela, fixons un autre groupe A, et notons Fu, ’espace des morphismes p de Ag
dans PGL(R™) qui sont fideles et dont I'image A = p(A) est discrete et divise un ouvert
non vide proprement convexe 2, de P(R™).

On appelle centre virtuel de Ag le sous-groupe Z  de Ay formé des éléments g dont le
centralisateur est d’indice fini dans Ay.

Théoréme 1.1 Soit Ay un groupe dont le centre virtuel est trivial. Alors l'espace Fa,
est fermé dans Hom(Ay, PGL(R™)).

Par le théoreme de Koszul cité ci-dessus, cet espace de déformation Fa, est aussi ouvert
dans Hom(Aq, PGL(R™)). On en déduit donc le corollaire :

Corollaire 1.2 Soit Ay un groupe dont le centre virtuel est trivial. Alors Fa, est une
réunion finie de composantes connexes de Hom(Ag, PGL(R™)).

Remarques - Lorsque Fx, est non vide, I'hypothese sur le centre virtuel équivaut a : Ay
ne contient pas de sous-groupe distingué nilpotent infini; cette hypothese est anodine car
elle signifie qu’au moins une représentation p € Fa, est fortement irréductible ou, ce qui
est équivalent, que toute représentation p € Fa, est fortement irréductible (voir corollaire
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2.13). C’est automatiquement le cas lorsque 1'un des ouverts (2, est strictement convexe.
- Il existe des groupes Aq a centre trivial pour lesquels Fa, n’est pas fermé (exemple 7.6).
- Nous verrons qu’a 'inverse, si I'espace Fa, est un fermé non vide de Hom(Aq, PGL(R™)),
alors le groupe Ay a un centre virtuel trivial (proposition 7.7).

- En dimension m — 1 = 2, ce théoreme est du a Choi-Goldman dans [15].

- En dimension m — 1 = 3, et lorsque Ay est un réseau cocompact de SO.(1,3), ce théo-
réme a été annoncé indépendamment par Kim dans [20].

- Nous verrons aussi que, lorsque Z, = {1}, si une suite p, de Fa, converge alors la suite

des ouverts proprement convexes €2, converge aussi vers un ouvert proprement convexe
de P(R™) (corollaire 3.5).

L’outil technique principal introduit dans la preuve du théoreme 1.1 est celui de repré-
sentation “semiproximale”. Nous avons montré dans [3] que si un groupe divise un cone
ouvert proprement convexe, alors la représentation correspondante est “proximale”, et
nous avons “décrit” ces représentations proximales. Nous montrons ici qu'une limite
de telles représentations est “semiproximale” et nous développons une théorie pour les
représentations semiproximales, et en particulier une notion de “positivité” et une notion
“d’équivalence modulo 27, analogue a celle que nous avons développé dans [3] pour les
représentations proximales.

Au passage nous décrivons, dans un groupe de Lie semisimple réel GG, le groupe des com-
posantes connexes du centralisateur d’'un sous-espace de Cartan, le “groupe des signes”
de G. Surtout, nous définissons un “groupe des signes” pour tout sous-groupe Zariski
dense I" de G.

Certaines propriétés asymptotiques des sous-groupes Zariski denses I' des groupes de
Lie semisimples démontrées dans [2], par exemple la convexité du céne limite £, joueront
un role important dans la démonstration. Nous aurons aussi besoin de raffinements,
démontrés en appendice, de ces propriétés asymptotiques de I' faisant intervenir les com-
posantes elliptiques des éléments loxodromiques de T'.

Donnons maintenant, de fagon plus précise, les grandes lignes de la démonstration du
théoreme 1.1. On consideére un élément p de 'adhérence de Fa,. Il est bien connu (fait
2.5) que cette représentation p est fidele et que son image p(Ag) est un sous-groupe discret
de PGL(R™). On releve cette image en un sous-groupe discret A de SL*(R™) qui vérifie
les deux propriétés suivantes :

(H1) : A ne contient pas de sous-groupe nilpotent distingué infini.
(H2) : Tout élément g de A est positivement semiproximal .

La condition “g positivement semiproximal” signifie que le rayon spectral de g est valeur
propre de g.

Le point crucial consiste a relier ces hypotheses a la dimension cohomologique virtuelle
de A :



Proposition 1.3 Soit A un sous-groupe discret de type fini de GL(R™) qui vérifie les
hypothéses (H1) et (H2).

Alors on a l'inégalité ved(A) < m — 1.

En cas d’égalité, le groupe A divise un ouvert proprement conveze €2 de P(R™).

L’essentiel de notre effort consistera & démontrer cette proposition. L’hypothese (H1)
permet de nous ramener au cas ou l'adhérence de Zariski G de A est un R-groupe
réductif. L’hypothese (H2) assure que V' = R™ est une représentation “positivement A-
semiproximale”. En particulier, ¢’est une représentation “semiproximale” de G'. On classi-
fiera ’ensemble des représentations irréductibles semiproximales des groupes réductifs. On
munira cet ensemble d’une relation d’équivalence: “lI’égalité modulo 2”. Et on cherchera
dans chaque classe d’équivalence une représentation de dimension minimale.

Décrivons enfin le plan de cet article.

La partie 2 est constituée de divers rappels sur les groupes réductifs, leurs représen-
tations, leurs sous-groupes discrets ainsi que sur les convexes divisibles.

Dans la partie 3, nous reformulons la proposition 1.3 en termes de groupes réductifs et
de représentations semiproximales.

Dans la partie 4, nous étudions le groupe des signes S d'un R-groupe réductif. Ce
groupe permet de comprendre le signe de la plus grande valeur propre de I'image d’un
élément loxodromique de GG par une représentation proximale.

La partie 5 est consacrée aux représentations semiproximales: classification, équivalence
modulo 2 et dimension.

La partie 6 contient la démonstration de la proposition 1.3 et du théoreme 1.1

Enfin dans la partie 7, nous décrivons 'adhérence de &, sans hypothese sur le centre
virtuel de I'y (théoreme 7.9).

La partie 8 est un appendice consacré a quelques compléments a article [2]: nous
associons a tout sous-groupe Zariski dense I' de G, un ensemble limite Tt dans le sous-
groupe compact maximal T; d'un sous-groupe de Cartan maximalement déployé. Cet
ensemble limite Tt est adhérence de ’ensemble des composantes elliptiques des éléments
loxodromiques de I'. On montre que Tt est un sous-groupe de T qui contient la com-
posante neutre de T¢.

Je renvoie a la longue introduction de l'article [6] pour un historique de ce sujet ainsi
que pour des motivations. La prépublication de cet article est disponible depuis janvier
02. II a été annoncé dans [4].

2 Notations et rappels préliminaires

Cette partie est constituée de rappels sans démonstration sur les groupes de Lie
semisimples, leurs représentations et leurs sous-groupes discrets et sur les convexes
divisibles.



2.1 Groupes semisimples

Dans la théorie des représentations des groupes semisimples, le point de vue
purement groupe de Lie est un peu mystérieux. Il est éclairé par le point de vue
groupe algébrique que nous utiliserons largement dans cet article (voir le chapitre
24 de [9]).

Chaque fois qu'une lettre G désignera un R-groupe, i.e. un groupe algébrique défini
sur R, on notera GG ou Gg le groupe des points réels de G, G, la composante neutre de
G, g l'algebre de Lie de G et g l'algebre de Lie complexifiée. Pour tout R-tore H, on
identifiera le groupe des caracteres X (H) de H & un sous-groupe discret du dual de b,
grace a 'application y — dy.

On suppose que G est un R-groupe réductif connexe. Quitte a remplacer G par un
revétement fini, on supposera souvent que le groupe dérivé [G, G| est simplement con-
nexe. On note Z la composante neutre du centre de G. On choisit un R-sous-tore déployé
maximal A de G et un R-sous-tore maximal H de G contenant A. On note L le central-
isateur de A dans G, M le R-sous-groupe réductif connexe anisotrope maximal de L et
T le R-sous-tore anisotrope maximal de H. Ce tore T est donc inclus dans M. Le rang
réel r = rangg (G) est la dimension de A.

On choisit une involution ¢ de G définie sur R telle que §(A) = A et telle que le
R-groupe K :={g € G / 0(g) = g} soit un R-sous-groupe anisotrope maximal de G. On
note Mg :=KNLet Tg:= KNH. On a donc les inclusions M C Mg et T C Tg.

On note ¥ := X(g¢, A) C a* le systeme de racines restreintes de g: ¢’est 'ensemble des
poids non nuls de 'action adjointe de A dans gc. De méme, on note X¢ = X(ge, H) C
it* @ a* C he le systeme de racines de g et ¥y = X(mg, T) C it* le systeme de racines de
m.

On choisit un systéme de racines positives X+ de X, on note a* la chambre de Weyl
correspondante a* := {X € a / Va € ¥7 «(X) > 0}, N le R-sous-groupe unipotent
maximal de G associé¢ a Xt et N~ le R-sous-groupe unipotent maximal de G associé a
—%T. On a donc I'égalité g = n~ @ [dn. On choisit un systeme de racines positives 3§ de
Yo et on note Xf le systéme de racines positives de X¢ donné par f :={a € 3¢ / alq €
YTUSS.

Pour g dans G, on note ¢(g) 1’élément de a* tel que exp(¢(g)) est conjugué a la com-
posante hyperbolique de la décomposition de Jordan de g. L’élément g de G est dit
lozodromique (ou R-régulier) si £(g) est dans Iintérieur a* de la chambre de Weyl.

Les groupes M et T sont connexes. Mais, méme lorsque G est semisimple et simplement
connexe, les groupes Z, L, H, Mg, T et A ne sont pas toujours connexes, ce qui jouera
un role important dans cet article (voir la partie 4) .

On note W¢ (resp. W, W) le groupe de Weyl du systéme de racines ¥¢ (resp. 3, o)
et on munit it* @ a* d'un produit scalaire <.,.> We-invariant. On note Pr := X(H),
P:=X(A)et

Pey={ e XH) /VaeX{, <\a>2>0},

P, :={Ae X(A) /VaeXt <\a>>0}



les ensembles des caracteres dominants de H et A et R, le réseau des racines de X,

Ry = Z Z.cv

a€Yg

On note Il (resp. II, IIy) Pensembles des racines simples de ¢ (resp. 1, 7).

Pour tout « dans Il¢, on note w, € it* & a* le poids fondamental associé a a: c’est la
forme linéaire nulle sur 3 donnée par, pour tout § dans I, 2%7’65; =003 -

Pour tout & dans II, on note 74 € a* le poids fondamental associé & d: c’est la forme
linéaire nulle sur a N 3 donnée par, pour tout ﬂ dans II, 257ef> — dadys 5 oW dy =1 si

<B,B>
20 € Yt et dy = 281 20 € BT

Remarques - Dans la terminologie groupe de Lie, G, est un groupe de Lie linéaire
réductif connexe, a est un sous-espace de Cartan, h est une sous-algebre de Cartan, 0 est
une involution de Cartan et K est un sous-groupe compact maximal de G., Mg est le
centralisateur de a dans K, Ty est le centralisateur de h dans K, M est la composante
neutre de Mg et T est la composante neutre de Ty (La notation M differe donc de la
notation traditionnelle o M désigne le groupe que nous notons ici Mg).

- Tout groupe de Lie linéaire semisimple connexe s’identifie a la composante neutre
G, du groupe G des points réels d’'un R-groupe semisimple connexe G. Lorsque G est
simplement connexe, on a GG, = (. Dans ce cas, le groupe L est le centralisateur de a
dans G, H est le centralisateur de ) dans G et on a A ={a € H / 6(a) = a~'}. Dans ce
cas, P est le réseau des poids du systeme de racines ¢ et P est le réseau des poids du
systeme de racines restreintes 3 (voir lemme 4.3).

2.2 Représentations irréductibles

Dans cet article, on appellera représentation? p : G — GL(V) de G dans un R-espace
vectoriel de dimension finie V' la restriction aux points réels d’'un R-morphisme de R-
groupes encore noté p: G — GL(V). On notera (V¢, pc) la représentation complexifiée.
Les poids de 'action de A dans Vi sont appelés les poids restreints de p. On munit P
de T'ordre habituel : A < u si et seulement si g — A est dans NX*. L’ensemble des poids
restreints de p admet un plus grand élément A\ appelé le plus haut poids restreint de p.
C’est un élément de P, et I'espace de poids A n’est autre que I'espace V™ des vecteurs
annulés par n. On sait que I'action de m sur V™ est irréductible. On note yten I’espace
des vecteurs de V™ annulés par t.

Définition 2.1 - La représentation p est dite prozimale si dim V™ = 1.
- La représentation p est dite semiproximale si yten # 0.

Une représentation irréductible proximale est donc semiproximale. En effet, les sous-
groupes compacts connexes de R* sont triviaux.

2Lorsque G est semisimple et simplement connexe, cette définition coincide avec la notion de
représentation réelle du groupe de Lie G.



Notons P{ := P,y N Pc. Le plus haut poids restreint définit alors une bijection de
'ensemble des représentations irréductibles proximales de G sur P! (voir [1] ou la remar-
que du lemme 5.2). On a les inclusions 2P, C P} C P, (voir la proposition 4.3 de [3] ou
le corollaire 4.4).

2.3 Groupes discrets

Fait 2.2 Soit G un R-groupe réductif connexe et I' un sous-semigroupe Zariski dense de
G. On note lr le cone limite de T, i.e. le plus petit cone fermé de at contenant ((T).
a) L’ensemble des éléments loxodromiques de I est Zariski dense dans G.

b) Le cone limite (r est convexe et, si G est semisimple, {r est d’intérieur non vide.

¢) Pour tout cone ouvert w de at qui rencontre Uy, il existe un sous-semigroupe ouvert G’
de G qui rencontre I, et tel que o C w.

d) Pour tout sous-semigroupe owvert G' de G qui rencontre I, le sous-semigroupe I :=
I'N G’ est encore Zariski dense dans G.

Démonstration Cela résulte des théoreme 1.2 et propositions 6.2 et 6.3 de [2]. O

Remarque Conformément au point de vue de [2], les sous-semigroupes ouverts de G
seront utilisés comme des “filtres” pour analyser I'.

Les faits suivants sont bien classiques mais fort utiles.

Fait 2.3 Soit I' un sous-groupe Zariski dense d’un groupe de Lie semisimple linéaire
conneze G., alors I' ne contient pas de sous-groupe distingué nilpotent infini N.

Démonstration [’algebre de Lie de 'adhérence de Zariski d’'un tel N serait alors un
idéal nilpotent non nul de I'algebre de Lie g de G. Contradiction. a

Le fait suivant est du & Auslander.

Fait 2.4 Soient I' un sous-groupe discret de GL(V'), E l'adhérence de Zariski de T dans
GL(V), R un sous-groupe fermé distingué résoluble de E et p la projection de E sur
E/R. On suppose soit que E/R est semisimple, soit que I ne contient pas de sous-groupe
distingué nilpotent infini. Alors le groupe p(I') est un sous-groupe discret de E/R.

Démonstration Voir 23] chapitre VIIL O
La démonstration du fait bien connu suivant repose sur les mémes idées.

Fait 2.5 Soient E un groupe de Lie et Iy un groupe de type fini qui ne contient pas de
sous-groupe distingué nilpotent infini. Alors l’ensemble des morphismes fidéles discrets de
Ty dans E est fermé dans Hom(Ty, E).



Démonstration Voir [17] lemme 1.1. L’argument repose sur le lemme de Zassenhaus :
il existe un voisinage O de I’élément neutre tel que tous les sous-groupes discrets de F
engendrés par une partie de O sont nilpotents (voir [23] chapitre VIII). O

Dans nos raisonnements, la dimension cohomologique virtuelle® ved(I') interviendra via
le fait suivant.

Fait 2.6 Soit IV un groupe sans torsion qui agit proprement sur un espace X homéo-
morphe a R™, alors on a cd(I'") < m avec égalité si et seulement si le quotient T'\ X est
compact.

Cet entier s’avere tres utile, car on a le lemme de Selberg : Tout sous-groupe de type
fini T' de GL(V') admet un sous-groupe d’indice fini I sans torsion.

2.4 Proximalité

Pour tout élément g de GL(R™), on note Ai(g) > -+ > Ayn(g) la suite des modules des
valeurs propres de g répétées avec multiplicité. Le premier élément Ai(g) de cette suite
est donc le rayon spectral de g.

Définition 2.7 Un élément g de GL(R™) est dit
- prozimal si A(g) > Xa(g)-
- positivement prozimal si A1(g) > A2(g) et si A\i(g) est valeur propre de g.

Soient G un R-groupe réductif connexe, I' un sous-groupe Zariski dense de G et (V p)
une représentation réelle de G.

Définition 2.8 On dit que p est I'-proximale (resp. positivement I'-proximale) si tout
élément loxodromique g de I' a une image p(g) proximale (resp. positivement proximale).

Fait 2.9 On suppose la représentation p irréductible. Alors

a) p est -prozimale si et seulement si p est G-proximale si et seulement si p est prozi-
male.

b) p est positivement I'-proximale si et seulement si I' préserve un céne proprement con-
veze de V.

c) p est positivement G-proximale si et seulement si p est sphérique (i.e. VE #£{0}).

Démonstration Le point a) résulte du fait 2.2.a. Les points b) et ¢) résultent des §3.4
et 4.3 de [3]. O

3Par définition, ved(T") est la dimension cohomologique cd(I”) des sous-groupes d’indice fini sans
torsion IV de T'.



2.5 Convexes divisibles

Le fait standard suivant sera utilisé de facon implicite:

Fait 2.10 Soit I' un sous-groupe discret de GL(V) qui préserve un cone ouvert propre-
ment convexe C' de V. Alors I' agit proprement sur C.

Démonstration En effet, I' préserve la distance de Hilbert de C. O

Définition 2.11 Un cone ouvert proprement convexe C' est dit produit s’il existe une
décomposition en somme directe V.= Vi @& Vy telle que C = C1 + Cy avec C; C Vj et
Cy C Va. Sinon, on dit que C' est irréductible. Les cones C; sont appelés facteurs de C'.

Fait 2.12 Soit I' un sous-groupe discret de GL(V') qui divise un cone ouvert proprement
conveze C' de V. On note H le commutant de I' dans GL(V'). Alors

a) 1l existe une décomposition de V' en somme directe V.=V, @ --- &V} telle que H soit
le groupe des éléments de GL(V') qui agissent par homothétie sur chacun des V;.

b) Il existe des cones ouverts proprement convexes C; de V; tels que C' = Cy + -+ 4 Cj.
¢) La restriction de T a V; est irréductible. En outre, si I est Zariski connexe, le cone C;
est irréductible.

d) Le centre Z :=T N H de T est un sous-groupe cocompact de H isomorphe a Z"k.

e) Pour tout i =1,...,¢, le cone C; est divisible.

f) Les seuls cones ouverts proprement convexes I'-invariants de V' sont les 2° cones obtenus
par changement de signes C° :=e,Cy + -+ +&,Cy otie = (g1,...,&1) € {—1,1}".

Démonstration Les points a), b) et ¢) sont dis a Vey dans [26].

Les points d) et e) sont dans la proposition 4.4 de [6].

Démontrons le point f) : remarquons tout d’abord que, par les faits 2.6 et 2.10, tous les
cones ouverts proprement convexes ['-invariants C’ de V' sont divisés par I'. Ils admettent
donc aussi une décomposition C' = C + - - - + C} avec, pour tout ¢, C] C V;. D’apres la
proposition 3.1.2 de [3], pour tout 4, il existe un plus petit ouvert proprement convexe
[-invariant €; in de P(V;) ainsi qu'un plus grand €2 max. 1l existe donc, modulo un
changement de signes, un plus petit cone ouvert proprement convexe I'-invariant Cl,;, de
V ainsi qu'un plus grand Ci,.x. On a donc, apres changement de signes, les inclusions
Chin C C C Chax. D’apres le fait 2.6 ces trois cones sont divisés par I'. Le cone C;, est
donc ouvert et fermé dans C,., et ces inclusions sont des égalités Cin = C' = Chax. En
raisonnant de méme avec C’, on obtient C' = C*, pour un signe ¢ convenable. O

Remarque Il résulte du fait 2.12.d que l'entier ¢ ne dépend que du groupe abstrait I" et
pas de son plongement dans GL(V'). Nous verrons en 7.4 qu’il en est de méme pour la
liste des dimensions des V;.

Le corollaire suivant clarifie la signification de I’hypothese du théoreme 1.1.



Corollaire 2.13 Soit A un sous-groupe discret de PGL(V') qui divise un ouvert pro-
prement conveze ) de P(V'). Les assertions suivantes sont équivalentes.
(1) Le centre virtuel de A est fini.

i") Le centre virtuel de A est trivial.

(
(13) Tous les sous-groupes d’indice fini de A ont un centre fini.

(17") Tous les sous-groupes d’indice fini de A ont un centre trivial.

(iii) Le groupe A est un sous-groupe fortement irréductible® de PGL(V).
(i13") L’adhérence de Zariski de A dans PGL(V') est semisimple.

(1v) Le groupe A ne contient pas de sous-groupe distingué nilpotent infini.
(1v") Le groupe A ne contient pas de sous-groupe distingué abélien infini.

Démonstration Soit C' I'un des deux cones ouverts proprement convexes de V' dont
I'image dans P(V) est Q. On peut relever A en un sous-groupe Aq de SL*(V): le sous-
groupe formé des éléments g qui préservent C' et dont I'image dans PGL(V) est dans A.
Par construction le groupe I' := 2% x A, est discret et divise C.

Les équivalences entre (i), (¢'), (ii), (i), (i) et (i7) résultent du fait 2.12 appliqué au
groupe I'.

(77i") implique (iv) : cela résulte du fait 2.3.

(1v) implique évidemment (iv’).

(1v') implique (ii) : En effet, dans chaque sous-groupe d’indice fini se trouve un sous-
groupe distingué d’indice fini. En outre, le centre d’un sous-groupe distingué d’indice fini
est un sous-groupe distingué abélien. O

3 Limites de cones convexes divisibles irréductibles

Le but de cette partie est de montrer comment la proposition 1.3 implique le
théoréme 1.1.

3.1 Groupes préservant un cone convexe

Commencgons par un lemme trés simple qui sera une des clefs de notre étude.

Définition 3.1 Un élément g de GL(R™) est dit
- semiprozimal si A\1(g) ou —A1(g) est valeur propre de g.
- positivement semiproximal si A(g) est valeur propre de g.

Lemme 3.2 Soit I' un sous-semigroupe de GL(V') qui préserve un céne ouvert propre-
ment convexe C' de V. Alors tout élément g de I' est positivement semiprozimal.

Remarques - On verra que dans ce cas, 'espace propre de g associé¢ a la valeur propre
A1(g) rencontre C'.

4i.e. tous les sous-groupes d’indice fini de A sont irréductibles.
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- L’élément g n’est pas toujours positivement proximal, comme le prouve ’exemple suivant

1 .
avee m =3 : C = {(v,y,2) ER® / 2> (22 + 4?)2}, T est le groupe des automorphismes
de C et g est une rotation autour de 'axe des z.

Démonstration On peut supposer que le semigroupe I' est engendré par g. On note W
le sous-espace vectoriel g-invariant de V' dont le complexifié W est la somme des espaces
propres de g correspondant aux valeurs propres de module maximum.

Meéme lorsque g n’est pas diagonalisable, si on part d’un point v de V' en position
générale, les valeurs d’adhérence w de la suite ”gz_:z” sont des éléments non nuls de W. Il
suffit pour s’en convaincre d’écrire, dans une base convenable du complexifié Vi de V| la
transformation g sous forme de matrice bloc de Jordan.

Si on choisit v dans C, ces valeurs d’adhérence w sont dans W N C.

Introduisons le cone ¢’ intérieur relatif de W N C, le sous-espace vectoriel V' engendré
par C’ et la restriction ¢’ de g a V'. Par construction, cet élément ¢’ est semisimple,
toutes les valeurs propres de ¢’ sont de méme module A > 0 et ¢’ préserve le cone ouvert
proprement convexe C’ de V'. L’élément h := ¢’/ est encore semisimple, préserve encore
ce cone C’ et toutes ses valeurs propres sont de module 1.

Choisissons alors un produit scalaire h-invariant sur V', notons S’ la sphere de rayon 1
de V' et choisissons un point v de S’ N C’. La suite des moyennes

converge vers le point p(v) ou p est le projecteur h-invariant sur Ker(h — 1).

Comme le cone C’ est proprement convexe, l’enveloppe convexe de S’ N C” est un
compact K qui ne contient pas le point 0. Remarquons que la suite v, est dans K, et
donc que sa limite p(v) est aussi dans K. Donc p(v) est non nul et 1 est une valeur propre
de h. Ce qui prouve bien que g est positivement semiproximal. O

3.2 Semiproximalité

Soient G un R-groupe réductif connexe, I' un sous-groupe Zariski dense de G et (V, p)
une représentation réelle de G.

Définition 3.3 On dit que p est T'-semiprozimale (resp. positivement I'-semiprozimale)
si tout élément loxodromique g de I a une image p(g) semiproximale (resp. positivement
semiprozrimale).

Ces notions seront étudiées en détail dans le chapitre 5. En particulier, le lien entre
représentations irréductibles I'-semiproximales et représentations irréductibles semiprox-
imales sera expliqué dans le corollaire 5.1.

La proposition 3.4 ci-dessous est quasiment une reformulation de la proposition 1.3.
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Proposition 3.4 Soient G un R-groupe réductif connexe, I' un sous-groupe discret, de
type fini et Zariski dense de G, et (V, p) une représentation réelle de G de noyau fini. On
suppose que p est positivement I'-semiproximale.

Alors on a l'inégalité ved(I') < dim V.

Cette inégalité est une éqgalité si et seulement st I' divise un cone ouvert proprement
conveze C de V.

Remarque L’hypothese “I" de type fini” n’est utilisée que pour assurer, grace au lemme
de Selberg, la finitude de ved(I).

Cette proposition 3.4 n’est qu’une réponse partielle a la question suivante.

Lorsque p est irréductible et positivement I"-semiprozimale, le groupe I préserve-t-il un
cone proprement convexe de V ?

Une réponse positive a cette question nous aurait bien simplifié la vie. Malheureusement
la réponse a cette question est négative car il existe des représentations semiproximales qui
ne sont pas proximales. Le premier exemple (avec G non compact) est de dimension 10. 1l
s’agit de la représentation p du groupe G' = SO.(2n, 1) dans V = A2(R***!) avec n = 2. 1l
suffit alors de prendre pour I' n’importe quel sous-groupe discret Zariski dense de G. En
effet, dans ce cas, I’espace de plus haut poids V" ~ R?"! est la représentation standard
du groupe M ~ SO(2n — 1). La représentation p n’est pas proximale car dim(V") > 1.
Elle positivement G-semiproximale car tout élément de SO(2n —1) admet 1 comme valeur
propre.

L’exemple ci-dessus est a la source d’une partie des complications techniques de cet
article. Par exemple, ce ne sera qu’a la fin de la section 5 que nous serons capable
de montrer la majoration de la proposition 3.4 sous I’hypothese supplémentaire que la
représentation semiproximale p est irréductible. Alors que, pour les représentations prox-
imales irréductibles, cette majoration est une conséquence immédiate de I'existence d’un
cone proprement convexe invariant (fait 2.9.b) et de la propreté de I’action de I' sur ce
cone (faits 2.10 et 2.6).

La démonstration de cette proposition 3.4 sera 1’objet des sections 4 a 6. Auparavant
montrons comment celle-ci implique la proposition 1.3 et le théoreme 1.1.

3.3 Fermeture de fr,

Montrons que la proposition 3.4 implique la proposition 1.3.

Notons R* le groupe des homothéties de V' := R™, E I"adhérence de Zariski dans GL(V')
du produit A.R*, U le radical unipotent de F et p la projection de F sur un sous-groupe
réductif maximal G ~ E/U de E. Comme A ne contient pas de sous-groupe distingué
nilpotent infini, la restriction de p & A a un noyau fini et, d’apres le fait 2.4, le groupe image
A’ := p(A) est un sous-groupe discret de G. Ce groupe A’ ne contient pas d’homothéties
non triviales et le méme fait 2.4, prouve que le groupe I' := A’ x 2% est encore discret.
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D’apres I'hypothese (H2), tous les éléments de I' sont positivement semiproximaux. On
applique la proposition 3.4 & I" : On obtient I'inégalité ved(A) = ved(T') — 1 < m — 1.
En cas d’égalité, le groupe A’ divise un ouvert proprement convexe €2 de P(V'). D’apres
le corollaire 2.13, la représentation de A’ dans V' est irréductible. La représentation de
G dans V est donc aussi irréductible. Comme G normalise U, G préserve le sous-espace
vectoriel W des vecteurs U-invariants de V. Par le théoreme d’Engels, W est non nul.
On en déduit W =V puis U = {e} et A = A’. O

Montrons que la proposition 1.3 implique le théoreme 1.1.

Soit p,, une suite dans Fa, qui converge vers un élément p de Hom(Aq, PGL(V)). On
veut montrer que p est dans Fa,. Le corollaire 2.13 assure que A, ne contient pas de
sous-groupe distingué nilpotent infini. Notons €2, 'ouvert proprement convexe divisé
par p,(Ap) et C, 'un des deux cones convexes d’image €2,,. Pour tout n > 1, on note
ol Ag — SL*E(V) le morphisme qui releve p, et tel que p/,(C,) = C,. Comme A, est
de type fini, quitte a extraire une sous-suite, la suite p/ converge vers un morphisme p’
qui releve p. D’apres le fait 2.5, p’ est fidele et discret. Comme A divise les ouverts €,
on a I'égalité : ved(Ay) = m — 1. D’apres le lemme 3.2, tous les éléments de p!,(Ay) sont
positivement semiproximaux; par passage a la limite, il en est de méme des éléments de
p'(Ag). La proposition 1.3 appliquée au groupe A := p'(4) affirme alors que ce groupe
p'(Ag) divise un ouvert proprement convexe 2 de P(V). On a bien montré que p est dans
Fre- a

On peut préciser le théoreme 1.1.

Corollaire 3.5 Soient Ag un groupe dont le centre virtuel est trivial et p, une suite
d’éléments de Fa, qui converge vers un élément p de Hom(Aq, PGL(V)). On note 2,
les ouverts proprement convezes de P(V) divisés par p,(Ao). Alors la suite Q, converge,
vers 'adhérence Q d’un ouvert Q proprement convexe de P(V). Cet ouvert est divisé par

p(Ao).
Remarque La convergence est celle pour la distance de Hausdorff.

Démonstration Notons 2 'ouvert proprement convexe de P(V') divisé par p(Ag), ouvert
qui est donné par le théoreme 1.1. Notons K C P(V') une valeur d’adhérence de la suite de
compacts €,,. Ce compact est convexe non vide et p(Ag)-invariant. Or, par le corollaire
2.13, la représentation p est irréductible. Ce qui prouve que K est 'adhérence Q/ d’un
ouvert proprement convexe §)'. Par le fait 2.12.f, on a forcément ' = Q et donc la suite
Q_n converge vers Q. (]

Il ne reste plus qu’a montrer cette proposition 3.4. C’est le coeur de cet article. Cela
nous occupera pendant les trois prochaines sections et utilisera 'appendice.
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4 Le groupe des signes de G

Cette partie est indépendante du reste de cet article sauf pour les notations de
la section 2.1. Elle sera utilisée dans la partie 5. Son but est de calculer, pour tout
R-groupe G semisimple connexe et simplement connexe, son “groupe des signes”,
c’est-a-dire le groupe S := L/ L, des composantes connexes du centralisateur dans
G d’un tore déployé maximal de G.

4.1 Les composantes connexes de L

Commencons par rappeler quelques résultats sur ce groupe L/L..

Soit G un R-groupe réductif connexe. On reprend les notations et les définitions de la
section 2.1.

Le groupe algébrique L est Zariski connexe car c¢’est le centralisateur d’un tore mais L
n’est pas en général connexe.

Définition 4.1 Le groupe Sg := L/ L. est appelé groupe des signes de G.

Le lemme suivant est certainement connu (voir [25]). Nous en donnons une démons-
tration pour la commodité du lecteur.

Lemme 4.2 Soient G un R-groupe réductif conneze.
a) Les injections de Mg, H et Tg dans L induisent des isomorphismes de groupes:

Mg/M ~L/L,~H/H, ~Tg/T .
b) L’injection de A dans H induit une surjection
AJ/A. — H/H., .
¢) Le groupe Sg est isomorphe & (Z/2Z)" avec r' < rangg(G).
Remarques - L’assertion ¢) permet de voir Sg comme un Fs-espace vectoriel de dimen-
sion 7.

- Nous verrons que, lorsque G est semisimple et simplement connexe, on a r’ = card(Ilc N
a*) (corollaire 4.8).

Démonstration a) & b)

* La multiplication induit un isomorphisme de groupes entre Mg x A, et L.
En effet, notons g7 := {X € g / 0(X) = —X} et restreignons & L la décomposition
de Cartan qui identifie G & K x exp(g~’). Si un élément g = kexp X est dans L, alors
exp2X = 0(g) g est aussi dans L, on a [X,a] = 0 et, par maximalité de a, X est dans
a, puis k est dans Mg. Ceci prouve I'isomorphisme Mg/M ~ L/L,.
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* La multiplication induit un isomorphisme de groupes entre T x A, et H.
En effet, il suffit de restreindre a H I'isomorphisme ci-dessus. Ceci prouve 'isomorphisme
Te/T ~ H/H..

* La multiplication induit un morphisme de groupes surjectif de T x A sur H.
En effet, T est le sous-tore anisotrope maximal de H, A est le sous-tore isotrope maximal
de H et cette assertion est une propriété générale des tores définis sur R. Comme T est
connexe, ceci prouve que le morphisme A/A, — H/H, est surjectif.

* La multiplication induit un morphisme de groupes surjectif de M x A sur L.
En effet, comme L est un R-groupe réductif connexe et de groupe dérivé [L, L] anisotrope,
tout élément g de L est dans un sous-tore maximal H' de L défini sur R. On termine
alors comme dans le point précédent. Ceci prouve que le morphisme A/A, — L/L, est
surjectif et donc que le morphisme H/H, — L/ L, est aussi surjectif.

* Le morphisme de H/H, sur L/L. est injectif.
En effet, comme le groupe H est un tore, il est commutatif et HNM aussi. Par maximalité
de T, onaalors HNM =T, puis HN L, = H.. C’est ce que I'on voulait.

¢) Le groupe A est isomorphe a (R*)" donc le groupe A/A, s’identifie aux groupes

AJA,~{a€A/a*=1}=ANTg=ANMg~ (Z)2Z)" . O

Remarque On détermine facilement le groupe S a ’aide de la suite exacte de Fy-espaces
vectoriels

0—>AﬂT—>AﬂTg—>Sg—>O.

4.2 La dualité entre S et P'/2P

Le corollaire suivant affirme que le groupe S des signes de G est en dualité non
dégénérée avec le groupe P’'/2P des “représentations proximales modulo 2”

Rappelons qu’on identifie le groupe des caracteres d’'un tore a un sous-groupe du dual
de son algebre de Lie.

Lemme 4.3 Soit G un R-groupe semisimple conneze et simplement connexe. Avec les
notations de la section 2.1.

a) Le réseau P := X(H) est le réseau des poids du systeme de racines X¢. Autrement
dit,

<\, a>
Pe={ et @a" /Vaelc, 2— 7} .
c={ €t ®a* /Va e ¢, <a7a>e }

b) Le réseau P := X(A) est le réseau des poids du systéme de racines restreintes 3.

Autrement dit,
<\, a>

P={\ea" /YaekX, QiEZ}.

<o, a>

c) Le réseau P':= Pc N a* est le réseau X (H)r des caractéres de H définis sur R.
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Remarques - Donc, lorsque G est semisimple connexe et simplement connexe, la famille
Wq, pour « dans Il¢, est une base du Z-module P et la famille 74, pour & dans II, est
une base du Z-module P.

- Comme le R-tore A est déployé, tous les caracteres de A sont définis sur R.

Démonstration a) C’est une assertion classique de la théorie du plus haut poids (voir
par exemple le corol. 1 de la prop. 11 de [14]).

b) En effet, d’apres le §7.2 de [10], il existe un R-sous-groupe semisimple connexe
déployé G’ C G contenant A et tel que 'ensemble des racines de G’ soit égal au systeme
de racines réduit

Yi={aeX/2a¢X}.

Le réseau des poids du systeme de racines X est égal a celui de Y’. Or il résulte du §4.6
de [11] que G’ est simplement connexe. Il suffit alors d’appliquer le point a) a G'.
¢) Cela résulte du point a). O

Corollaire 4.4 Soit G un R-groupe semisimple conneze et simplement connexe. On a
les inclusions
2PCP CP

et l'application
0:P x H— {+1} ; (A h)+— signe(A(h))

induit une dualité non dégénérée de Fy-espaces vectoriels
0:(P'J2P) x S — {1} ~ T, .
Remarque Rappelons que, d’apres la proposition 4.2, on a Sg ~ H/H..

Démonstration Nos assertions sont des conséquences du lemme 4.3 et des propriétés
générales suivantes des tores H définis sur R et de leur sous-tore R-déployé maximal A :
- Tout carré d’un caractere de A est restriction d’un unique caractere de H défini sur R.
- Soit x dans X (H)g. Alors I'image x(Hg) est incluse dans |0, oo si et seulement si x|a
est le carré d'un caractere de A.

- Soit h dans Hg. Alors le réel x(h) est positif pour tout caractere x dans X (H)g si et
seulement si h est un carré dans Hpg si et seulement si h est dans H, .

On peut montrer directement ces propriétés en remarquant qu’il n’existe que trois R-tores
irréductibles H, tores pour lesquels, les points réels sont respectivement H = R*, H = S!
et H = C* (voir le chapitre 8 de [9]) O

4.3 Le cardinal de Sg

Pour déterminer le groupe S¢ et son dual P’/2P, nous aurons besoin de quelques
notations supplémentaires.
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Pour tout x dans Pg, on note Y le poids complexe conjugué et x = 3(x + X).
Décomposons 1'ensemble II¢ des racines simples de 3¢ en une réunion disjointe

H(C:H()UHlUHQ ou

Iy := Henit*, II; := {a € Hc—Ily / @ = amod Ry} et Iy :={a € llc / @ # a mod Ry}.

On note aussi
Ir = H(C Na*.

On note o I'élément de Il, tel que @ = o mod Ry . Une telle racine a* existe car
@ est dans X et est donc une somme de racines simples qui sont toutes dans II, sauf
exactement une o* qui est dans II,. Par définition, on a a* # a et (o*)* = a. On note 113
une partie de Iy obtenue en choisissant une seule racine simple o dans chaque doublet

{a, a*}.

Remarques Dans le diagramme de Satake de g (voir [18] p.532) :

- IIy correspond aux points noirs.

- II; aux points blancs qui ne sont pas a 'extrémité d'une fleche.

- II, aux points blancs a I'extrémité d’une fleche.

- II" aux points blancs qui ne sont ni a 'extrémité d’une fleche ni voisin d’un point noir.
- II3 est obtenu en choisissant un point a l'extrémité de chaque fleche.

Lemme 4.5 Soit G un R-groupe semisimple conneze et simplement connexe.
a) La famille Iy U {a—a / o € TI3} est une base du R-espace vectoriel it*.

b) On a légalité Il = {& / a € II; UTIS}.

¢) Pour tout o dans I1y, on a w, € a*.

d) Pour tout o dans Iy, on a Wy = wes.

e) La famille {w, / a € II1} U{w, + @, / a € 113} est une base du Z-module P'.
f) On a Uinclusion 11" C I1;.

Démonstration Ces affirmations sont classiques. Voici quelques détails de leur preuve.
a) Il suffit d’écrire la matrice de I'application o : y — X dans la base II¢ de Y¢.
b) Cela résulte du point a).
¢) & d) La matrice de I’application o dans la base des poids fondamentaux est transposée
de celle dans la base I¢ des coracines.
e) En effet, pour tout élément xy = Z Nawe de Pc, on a I’équivalence

OéEH(C
X = x si et seulement si (n, =0, Va € I et ng« = n, , Ya € Tly).
f) En effet, II" ne rencontre ni Iy ni IIs. O

Le lemme clef pour la description de Sg est le lemme 4.6 qui compare la base de P’
avec la base 74 de P.

Lemme 4.6 Soit G un R-groupe semisimple connexe et simplement connexe.
a) Si a est dans 11, alors on a w, = 7.
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b) Sia est dans Iy =1, alors on a w, = 2m4.
c) St a est dans 113, alors on a w, + Wy = 27,

Démonstration La démonstration repose sur les travaux d’Araki. Les divers renvois a
[18] ci-dessous sont tous des renvois a 'exercice F p.530 de [18] qui résume ces travaux.

Remarquons tout d’abord que w, est orthogonal a toutes les racines simples restreintes
£ différentes de . On a donc w, = ks ot k est donné par

2 < Wy, >
dy < &, >

Remarquons ensuite que l’angle 0, entre a et @ vaut 0, 5 ou 2. En effet, dans un systeme
de racines, 'angle 6 entre deux racines de méme longueur verlﬁe cosf € 1Z D’apres [18],
on a t, # %. Comme a n’est pas dans Iy, on a aussi 0, # .

a) & b) On a I'égalité w, = w,. Distinguons trois cas.

18T cas : 6, = 0. Autrement dit, o € IT". Dans ce cas, on a & = « et d’apres [18], on a
26 € X1, et donc dy = 1, puis k = 25222 — 1 Donc w, = Ty -

<a,a>
28Mme cag . (), = . Dans ce cas, on a <d, &> = <o, o> et d’apres [18], on a 2¢ ¢ LT,
et donc dy = 1, pu15k‘—4%—2 Doncwa—27ra.

3€M€ cas : 0, = Z. Dans ce cas, on a <d, &> = ;<a, > et d’apres [18], on a 2d € X,
et donc d; = 2, pu1s k= 4<<”O‘j;‘>> =2 . Donc w, = 27, .

¢) Comme w, est orthogonal a @, on a l'égalité <w,,a> = %<wa,a>. Distinguons
deux cas.

1€Y cas: 6, = 5. Dans ce cas, on a <d,d> = %<oz,oz> et d’apres [18], on a 2& & X7,

et donc d, =1, pu1s k= 2<<“’O‘j;‘>> =1. Donc w, = T4 et wy + Wy = 274 .
26MM€ cas : 0, = Z. Dans ce cas, on a <&, &> = ;<a, a> et d’aprés [18], on a 24 € U7,

et donc dg = 2, puis k = 2%—1.Doncwazﬂdetwa—i—w_a:%rd. O

Lemme 4.7 Soit G un R-groupe semisimple connexe et simplement connexe. Notons B
le R-sous-tore de A intersection des noyauz des caractéres g pour ¢ dans II—II'. Alors,
I'injection de B dans L induit un isomorphisme

B/B,~Sg.

Remarque - II' est vu ici comme une partie de II.
- Comme G est semisimple et simplement connexe, les poids fondamentaux 7, sont des
caracteres de A (lemme 4.3).
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Démonstration Rappelons que Sg s’identifie & H/H,. Par construction, B est un sous-
tore du tore déployé maximal A de H. Comme la famille 74, pour & dans II’ est une
base du Z-module X (B), le lemme 4.6 assure que l'application y — x| induit alors
une bijection du groupe X (H)gr/2X(A) sur le groupe X (B)/2X(B). C’est une propriété
générale des R-tores que dans une telle situation, l'injection de B dans H induit un
isomorphisme B/B, ~ H/H.. O

Corollaire 4.8 Soit G un R-groupe semisimple connexe et simplement connexe, S =
L/L. le groupe des signes de G et II' := II¢ N a*.
Alors S¢ est isomorphe a (Z/27)" avec ' = card(IT').

Autrement dit, 7’ est le nombre de points blancs du diagramme de Satake de g qui ne
sont ni a 'extrémité d’une fleche ni voisin d’un point noir.

Démonstration Cela résulte du lemme 4.7 car B est un tore déployé de dimension 7.0

5 Semiproximalité

Nous rassemblons dans cette partie diverses propriétés des représentations irré-
ductibles semiproximales d’un groupe de Lie semisimple connexe G, propriétés qui
nous seront utiles pour démontrer la proposition 3.4 dans la partie 6.

Nous utilisons librement les notations de ’appendice 8.

5.1 Semiproximalité et I'-semiproximalité

Voici une premiere application a notre probléeme des résultats de la partie 8.

Corollaire 5.1 Soient G un R-groupe réductif connexe, I' un sous-semigroupe Zariski
dense de G et (V, p) une représentation réelle irréductible de G.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) p est T'-semiprozimale.
(ii) p est G-semiprozimale.
(iii) p est semiprozimale.

Remarque Ce corollaire est analogue au fait 2.9.a.

Démonstration Montrons que (i) implique (i77) : Si p n’est pas semiproximale, il existe
un élément ¢ de T' dont Paction sur V" n’a pas de point fixe non nul: det((p(t)—1)|,n) # 0.
D’apres le corollaire 8.5, il existe un élément loxodromique gg de I' et un élément x4 de
G tel que zogozy' = t'exp(£(go)) avec ' € T proche de t et £(gy) €a’. Mais alors,
on a det((p(t') — 1)[,n) # 0, I'élément p(go) n’est pas semiproximal et p n’est pas I'-
semiproximal.

Montrons que (7i7) implique (iz) : Si p est semiproximale, I’espace VM et non nul. On
veut montrer qu’alors tout élément loxodromique g de G a une image p(g) semiproximale.
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On peut supposer que g est dans TGexp(gﬁ). Rappelons que V' est la somme des espaces
propres de p(g) associés aux valeurs propres de modules maximum. En outre les valeurs
propres de p(g) dans le sous-espace VM sont toutes réelles. Ceci prouve bien que p(g)
est semiproximal.

Enfin, il est clair que (é¢) implique (7). O

5.2 Plus haut poids des représentations semiproximales

Décrivons maintenant les représentations irréductibles semiproximales de G a
l’aide des plus hauts poids de leur représentation complexifiée®.

Pour tout x dans Pg, on note X l'unique élément de Pry qui est dans la méme
We-orbite que le poids complexe conjugué Y, de sorte que si y est le plus haut poids
d’une représentation irréductible complexe de G, alors X est le plus haut poids de la
représentation complexe conjuguée.

Lemme 5.2 Soient G un R-groupe réductif connexe, (V,p) une représentation réelle
irréductible de G, A € Py le plus haut poids restreint de V' et x € Pc 4 le plus haut poids
d’une sous-représentation irréductible compleze de V.

a) La représentation (V, p) est semiproximale si et seulement si x est dans Ry + P.,.

b) Dans ce cas, on a A € P!

Remarques - La représentation complexifiée (Vi, pc) est soit irréductible, soit somme
directe de deux représentations irréductibles complexes conjuguées.

- La correspondance V' <+ x met en bijection les représentations réelles irréductibles de
G et l'ensemble Pc /. ou la relation d’équivalence y ~ X’ sur Pc est donnée par
X' = xoux.

- Comme on a Ry C it* et P’ C a*, on a I'équivalence: x € Ry + P, < X € Ry + P,.

- On retrouve le fait que (V, p) est proximale si et seulement si x € P} (voir [1]).

Démonstration Ecrivons X = Xt+ x avec x¢ € it* et x € a* et notons W C V¢ la sous-
représentation complexe irréductible de plus haut poids y. Dire que la représentation
p est semiproximale c’est dire que WM gt non nul. 11 est équivalent de dire que la
représentation de 7 dans W™ admet 0 comme poids. Comme W™ est une représentation
complexe irréductible de M de plus haut poids Yy, il est équivalent de dire que son plus
haut poids y¢ est dans le réseau R, des racines de M. Mais comme R° est inclus dans
Pc, x est alors dans Pc N a*, ¢’est-a-dire dans P'.

b) En effet, on a A = x. O

SRappelons que I'application “plus haut poids” définit une bijection entre I'’ensemble des (classes
d’équivalences de) représentations complexes irréductibles de G et 1'ensemble Pg .
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5.3 Signe des représentations semiproximales

Relions maintenant le groupe St des signes de I" (définition 8.6 de Pappendice)
aux représentations irréductibles positivement I'-semiproximales.

Pour tout élément g de G qui est conjugué a un élément h de H (c’est toujours le cas
si g est loxodromique), on appelle signe de g I'élément s, € Sg ~ H/H, image de h. 1l
ne dépend pas du choix de h.

Pour tout A dans P’, on note s, € P'/2P son image modulo 2P.

Définition 5.3 Soit (V, p) une représentation réelle irréductible semiprozimale de G et
A son plus haut poids restreint. On appelle signe de p le caractére €, : Sg — {£1} donné
par, pour tout s dans Sq, €,(s) = 6(sx, s) .

Lemme 5.4 Soient G un R-groupe réductif connexe, I' un sous-semigroupe Zariski dense
de G, (V,p) et (V',p') deux représentations réelles irréductibles semiprozimales de G. No-
tons \ et X' leurs plus haut poids restreints.

a) Les représentations p et p' ont méme signe si et seulement si A — X' est dans 2P.

b) Le groupe Sr est inclus dans Ker(e,) si et seulement si la représentation p est positi-
vement I'-semiproximale.

c¢) Supposons A — X' dans 2P. Alors la représentation p est positivement I'-semiprozimale
si et seulement si p' est positivement I'-semiprozimale.

Démonstration a) Comme 6 est une dualité non dégénérée (corollaire 4.4), on a 'égalité
€, = €y si et seulement si sy = sy.

b) Notons P(V) I'ensemble des poids de H dans V{'. La représentation p est semiprox-
imale si et seulement si P(VZ') contient un poids yo défini sur R c’est-a-dire un poids trivial
sur T. Comme tous les éléments de P(V') ont méme restriction & A, ce poids xq est
unique: c’est le caractere de H défini sur R dont la restriction a A est égale au plus haut
poids restreint A de V.

Supposons tout d’abord que l'on a Sp C Ker(g,). Soit g un élément loxodromique de
['. On veut montrer que p(g) est positivement semiproximal. On peut supposer que g
est dans Tg exp(gﬁ). Les valeurs propres de p(g) de module maximum sont les nombres
complexes x(g), avec x dans P(V¥'). Comme ¢,(s,) = +1, le réel xo(g) est positif. Donc
p(g) est positivement semiproximal.

A linverse, supposons que l'on a Sp ¢ Ker(e,). Utilisons les notations 7 et Tt de
I’appendice 8.3. Comme Tt est un sous-groupe de Ty contenant T dont I'image dans Sg
est égal a Sr (corollaire 8.5), on peut trouver un élément ¢t de Tt tel que

gp(st) = —1 et Vx € P(VE)—{xo}, x(t) ¢R.

Comme la partie 11 est dense dans T, on peut trouver un élément loxodromique g de I'
avec t tres proche de 7(g). On a alors

eo(sg) = —1 et Vx € (V) —{xo}, x(9) €R.
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Comme ¢,(s,) = —1, le réel x((g) est négatif. Cet élément p(g) n’est donc pas positive-
ment semiproximal.
c) D’apres le point a), p et p’ ont méme signe. 11 suffit alors d’utiliser le point b). O

5.4 Représentations semiproximales et produit tensoriel

Les deux lemmes suivants nous seront plusieurs fois utile pour réduire certaines
démonstrations au cas ou G est quasisimple (i.e. au cas ou g est simple).

Lemme 5.5 a) Soient G = G’ x G” le produit de deur R-groupes réductifs connexes

et (V,p) une représentation réelle irréductible de G. Alors, il existe des représentations

réelles irréductibles (V', p') de G' et (V", p") de G" telles que l’on soit dans l'un des deux

cas sutvants:

1. p' ou p" est absolument® irréductible, on a V =V'@r V" et p=p g p" .

2. V' et V" ont une structure complexe invariante, on a V. =V'@c V" et p=p' @c p".
b) En outre.

- La représentation p est proximale si et seulement si p’ et p’ le sont.

- La représentation p est semiproximale si et seulement si p’ et p’ le sont.

- La représentation p est positivement G-semiproximale si et seulement si p’ et p” le sont.
c) Soit I' un sous-groupe Zariski-dense de G. Si deuz des trois représentations p, p' et

P’ sont positivement I'-semiproximales alors la troisiéme aussi.

Remarques - La représentation p est absolument irréductible si et seulement si p’ et p”
sont absolument irréductibles.

- Dans le point ¢), on a implicitement prolongé p’ et p” en des représentations de G
triviales respectivement sur G” et G'.

Démonstration a) C’est bien connu. On prend pour V’ un sous-G’-module simple de
V et pour V” le G"-module simple V" := Homg (V', V). On a alors une surjection G-
équivariante V' ®@r V” — V. On distingue deux cas selon que ce produit tensoriel est
simple ou non.

b) et ¢) Cela résulte des définitions. O

Le lemme suivant sera souvent utilisé de fagon implicite.

Lemme 5.6 Soient 7 : G — G’ un R-morphisme surjectif entre R-groupes réductifs, I’
un sous-groupe Zariski dense de G, I := n(T"), (V, p') une représentation réelle irréduc-
tible de G' et p := p'om. Alors, la représentation (V, p') est positivement I -semiproximale
si et seulement si (V, p) est positivement I'-semiprozimale.

Démonstration L’implication directe est claire car tout élément loxodromique g de G a
une image 7(g) loxodromique dans G'.

bi.e. la représentation complexifiée est aussi irréductible.
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La difficulté pour la réciproque vient de ce que certains éléments non loxodromiques g de
G ont des images 7(g) loxodromiques dans G’. On contourne facilement cette difficulté
en construisant dans I', a 'aide du fait 2.2.d et du corollaire 8.5, un sous-semigroupe
Zariski-dense A de I' dont tous les éléments sont loxodromiques et tel que Sn = Sp. 1l
suffit alors d’utiliser le lemme 5.4.b. O

5.5 Dimension des représentations semiproximales

Le lemme suivant nous permettra de remplacer certaines représentations semi-
proximales par des représentations proximales.

Lemme 5.7 Soient G un R-groupe semisimple connexe et simplement connexe et (V, p)
une représentation réelle irréductible semiproximale de G.

St p n'est pas proximale, alors il existe une représentation réelle irréductible proximale
(V. p') de G qui a méme signe que p et telle que dim V' < dim V.

Pour la démontration, nous utiliserons le lemme suivant. Rappelons que II" =TlcNa* .

Pour tout élément y = Z nawe de P, on note x == £(x +X) et X : Z NaWa-
a€llp a€cll’

Lemme 5.8 a) Si x est dans Pc 1, alors X' est dans P
b) Si x est dans Ry + P’, alors x — X' est dans 2P.

Démonstration du lemme 5.8 a) Par construction, x’ est dans PZ Na*.

b) Par linéarité, on peut supposer que x est dans Ry ou dans P’.

* Supposons que x soit dans Ry. Pour tout a dans IIc Na*, on a <y,a>=0.On a
donc y = x' =0 et y — ' est dans 2P .

* Supposons que x soit dans P’. On a y = x. On peut supposer que x est un des
éléments de la base de P’ donnée dans le lemme 4.5. On utilise alors le lemme 4.6 pour
comparer cette base a celle de 2P :

-Si x =w, avec a dans IT'. On a x’' = x et x — x’ = 0 est dans 2P.
-Si x =w, avec a dans [I; — IT". Ona x' =0et x — X' = w, = 274 est dans 2P.
-Si ¥ =wa+wWg avec a dans I, Ona x' =0 et X — X' = wy + W = 2714 est dans 2P. O

Démonstration du lemme 5.7

Notons x le plus haut poids d’une sous-représentation irréductible complexe W de V.
Le plus haut poids restreint de p est donc égal & x. Prenons pour (V’, p') la représentation
irréductible proximale de plus haut poids restreint x’. C’est possible, car d’apres le lemme
5.8.a, le caractere x' est dans P} .

D’apres les lemmes 5.2.a, 5.4.a et 5.8.b, les deux représentations p et p’ sont de méme
signe. En outre, par construction, la différence y — x’ est dans P¢ ;. Rappelons la formule
de la dimension de Weyl (théoreme 3 p.75 de [14])

) <x+0,a>
dimeW = J[ =250
aEZE ’
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avec § = % Z a. Des inégalités 0 < <x'+d,a> < <x +d,a>, pour a dans ¢, on
aeEé
déduit la majoration dim V' = dim¢ V¢ < dime W < dime Ve = dim V. O

5.6 Dimension des représentations semiproximales positives

Méme si g est simple et non compacte, il se peut que la seule représentation p’
dont le lemme 5.7 assure I’existence soit la représentation triviale V'’ = R.
Le corollaire 5.10 ci-dessous permettra de contourner cette difficulté.

Voici un tel exemple (on peut montrer que c’est le seul !): avec les notations de [18§]
p.518 et 534, g = er(—5) et (V,p) est la représentation absolument irréductible dont la
complexifiée a pour plus haut poids y := 2w; = a7 + wg. La représentation p est positive-
ment G-semiproximale alors que la représentation irréductible positivement G-proximale
non triviale de dimension minimale (V”, p”) de G a pour plus haut poids restreint wg. Et
on a dimV = 1463 < dim V" = 15309.

Remarquons que dans cet exemple, on a dimG/K =64 ...

Lemme 5.9 Soient G un R-groupe quasisimple conneze et simplement connexe, K un
sous-groupe compact mazimal de G et (V, p) une représentation réelle irréductible semi-
proximale de G vérifiant l'inégalité

dimV —1<dimG/K
Alors p est proximale.
Démonstration Par hypothese, I'algebre de Lie g est simple.

1T cas : g est compacte.
Autrement dit, on a dim(G/K) = 0. Donc p est triviale.
gtme ., . g est quasidéployée.
Autrement dit, le groupe M est commutatif et Ry = {0}. Donc p est proximale.
geme .. . g n'est ni compacte ni quasidéployée.
Dressons la liste de ces algebres de Lie g en utilisant [18]. Pour chacune d’elles, on va
déterminer toutes les représentations réelles irréductibles non triviales (V p) telles que
dimV — 1 < dimG/K . Nous verrons qu’il y en a trés peu. Pour chacune d’elles, nous
vérifierons que p est proximale ou que p n’est pas semiproximale.

Pour cela, on notera W une sous-représentation complexe irréductible de Ve. On re-
marquera que la dimension sur C de W est majorée par dimV < dimG/K + 1 et méme
par 3dim V < 1(dim G/K + 1) lorsque W n’admet pas de forme réelle.

* g = sl(n,H) avec n > 2. Dans ce cas, on a
- gc =5l(2n,C) et dimG/K = 2n*—n — 1.
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- p est la représentation naturelle, de dimension 4n, dans V' = H" ou celle, de dimension
2n%—n , dans l'espace vectoriel V des matrices n x n hermitiennes a coefficients dans H,
représentation donnée par, pour tout g dans G et M dans V', p(g)(M) = gM*'g ou encore
une représentation duale de celles-ci.

Dans cet exemple, on peut prendre pour a™ le cone des matrices diagonales a coefficients
réels et décroissants. L’algebre de Lie m s’identifie alors a s{(1, H)™.

La premiere représentation n’est pas semiproximale car V* =H x 0 x --- x 0.

La deuxieme représentation est proximale car V™ est formé des matrices hermitiennes
dont tous les coefficients sont nuls sauf le premier qui est réel.

* g =su(p,q) avec 1 < p < ¢. Dans ce cas, on a
- gc =5l(n,C) avec n = p+q et dimG/K = 2pq < in’.
- p est la représentation naturelle”, de dimension 2n, dans C”. Et n’est pas semiproximale.

* g =sp(p,q) avec 1 < p < ¢q. Dans ce cas, on a
-gc=5p(n,C) avec n = p+q et dimG/K = 4pg < n?.
- p est la représentation naturelle, de dimension 4n, dans C*". Et n’est pas semiproximale.

* g =s0(p,q) avec® 1 <p < q—3etq>>5. Dansce cas, on a
-gc =50(n,C) avec n =p+ g et dimG/K = pq < 1(n* - 9).
- p est la représentation naturelle, de dimension n, dans V' = R".
Cette représentation est proximale car V" est une droite isotrope.

* g = 50%(2n) avec n > 6. Dans ce cas, on a
- gc = 50(2n,C) et dim G/K = n?—n.
- p est la représentation naturelle, de dimension 4n, dans H". Et n’est pas semiproximale.

* g = eg(—14). Dans ce cas, on a
- gc = ¢ et dimG/K = 32.
- Il n’existe pas” de telle représentation p.

* g = e6(—26). Dans ce cas, on a
- gc = ¢ et dim G/ K = 26.
- p est la représentation de dimension 27. Son plus haut poids y = w; est dans a*. Cette
représentation est donc proximale.

* g de type'® e7, eg ou f,. Dans ce cas, il n’existe pas de telle représentation p car la

représentation de dimension minimale est ’adjointe. O

Corollaire 5.10 Soient G un R-groupe semisimple connexe et simplement connexe, K
un sous-groupe compact mazrimal de G et (V, p) une représentation réelle irréductible de

"Noter que la représentation complexe dans W := A2C" n’a pas de forme réelle.

8Noter que pour g = p, p+1 ou p+2, §0(p,q) est quasidéployée et que 50(1,4) ~ sp(1,1).

9Noter que la représentation complexe de dimension 27 de e n’admet pas de forme réelle sur €6(—14)-
19Noter que I'unique forme réelle non compacte de g, est déployée.
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G dont le noyau est fini et qui est positivement G-semiproximale . Alors on a l'inégalité
dimG/K <dimV —1

En outre, en cas d’égalité, la représentation p est positivement G-proximale et G agit
proprement et transitivement sur un ouvert proprement convexe G-invariant Q0 de P(V).

Démonstration Si G n’est pas quasisimple, on procede par résurrence sur dim G en
écrivant comme dans le lemme 5.5, G =G x G" et V =V @k V" avec K =R ou C et
avec 2 < dimg V' < dimg V”. On a alors

dimG/K < (dimV’'— 1)+ (dim V" - 1) <2dim V" -1 <dimV — 1.

On peut donc supposer que G est quasisimple. D’apres le fait 2.9.a et le lemme 5.9, on
peut aussi supposer que la représentation (V, p) est G-proximale. Elle est alors positive-
ment G-proximale et, d’apres le fait 2.9.b appliqué au groupe G, le groupe G préserve un
ouvert proprement convexe 2 de P(V). Comme 'action de G sur 2 est propre, on a donc
dimG/K < dimV — 1 avec égalité si et seulement si €2 est homogene sous G. O

Pour évaluer le chemin que nous avons parcouru, terminons cette partie en donnant la

Démonstration de la proposition 3.4 lorsque [g, g| est simple et p irréductible :
Rappelons que cette représentation p est positivement I'-semiproximale et distinguons
deux cas :
16T cas : p est positivement G-semiprozimale.
Comme la représentation p est irréductible et de noyau fini, la composante déployée du
centre de G est de dimension au plus 1. Le fait 2.6 et le corollaire 5.10 (appliqué au
groupe |G, G]) prouvent alors que 'on a les inégalités

vedl < dim G/K < 1+ dim|G, G]/([G,G] N K) < dim V' .

La premiere inégalité est une égalité si et seulement si I' est cocompact dans G. Par
le corollaire 5.10, les deux autres inégalités sont des égalités si et seulement si G agit
proprement et transitivement sur un cone ouvert proprement convexe G-invariant C' de
V.
2éme cas : p n’est pas positivement G-semiproximale.

D’apres le corollaire 5.1, la représentation p est semiproximale. La représentation proxi-
male (V', p') donnée par le lemme 5.7 a un noyau fini car [g, g] est simple et car p’ n’est pas
positivement G-proximale. Cette représentation p’ est positivement I'-proximale. D’apres
le fait 2.9.b, I" préserve un cone ouvert proprement convexe C’ de V'. On a donc par le
fait 2.6,

vedl < dimC' =dim V' <dimV . O
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6 Représentations positivement ['-semiproximales

Le but de cette partie est de montrer la proposition 3.4.
Les trois premiéres sections permettront de supposer que toutes les sous-repré-
sentations irréductibles de p sont positivement I'-semiproximales.

6.1 Discrétude de la projection d’un groupe discret

Lemme 6.1 Soient p : G — Gy un R-morphisme surjectif entre R-groupes réductifs
connezes et I' un sous-semigroupe Zariski dense de G. On note Gy = Kerp, g, :=
Lie(Gy), a™ une chambre de Weyl de g, aj = a™ N g, et Ir le cone limite de T.

Si on a frNag = {0}, alors le noyau T NGy est fini et image p(T') est discréte dans Gy .

Démonstration Notons ug : G — a' la projection de Cartan de G. C’est I'application
donnée par, pour tout g dans G, g € K exp(ug(g))K. Notons dp : g — g, la différentielle
de p et a; la chambre de Weyl de g, donnée par af := dp(a™).

Comme le cone (1 est le cone asymptote a pe(I') (théoreme 1.2.a de [2]) et que pg est
propre, notre hypothese assure que I'application dpo g : I' — a; est propre. Comme on
adpo g = lig, ©p, on en déduit que la restriction p|r de p a I" est propre. Elle a donc
un noyau fini et une image discrete. O

6.2 Représentations

Voici une propriété bien connue des représentations irréductibles des groupes
semisimples dont nous aurons besoin.

Lemme 6.2 Soient G un R-groupe semisimple connexe et (V, p) une représentation réelle
irréductible de G dont le noyau est fini. On note A\ € P, le plus haut poids restreint de
V. Alors, pour tout X dans at — {0}, on a \(X) > 0.

Démonstration On se rameéne au cas ou g est simple. Dans ce cas, 'angle (pour un
produit scalaire W-invariant) entre deux vecteurs de at est toujours strictement inférieur
a /2. O

6.3 Les composantes irréductibles de V/

Voici un critére qui permet de repérer si une sous-représentation irréductible
d’une représentation positivement I'-semiproximale est aussi positivement I'-semi-
proximale.

Lemme 6.3 Avec les notations et hypothéses de la proposition 3.4. On décompose (V, p)
en une somme directe de représentations irréductibles: V=V &---®Vy, p=p1B---Dp;.
On note Uy le cone limite de T', £} son cone dual : €. = {\ € a* / A(lr) C [0,00[} et \;
le plus haut poids restreint de p;.
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On suppose que Ay n’est pas dans [’enveloppe convexe de 'union U Aj — Ur. (%)
2<j<t
Alors, py est positivement I'-semiproximale.

Démonstration Comme le cone ¢ est convexe (fait 2.2.b), I'hypothese () et le théoreme
de Hahn-Banach assurent que le cone ouvert

wi={Xea/Vji=2 -t M(X)>N\X)}

rencontre /. Choisissons alors un sous-semigroupe ouvert G’ de G qui rencontre I' et
dont le cone limite ¢ est inclus dans w (fait 2.2.c) et notons IV :=T'NG".

Comme p est positivement I'-semiproximale, pour tout élément loxodromique g de I,
I'élément p(g) est positivement semiproximal. Comme ¢(g) est dans w, le rayon spectral
de p(g) est égal a \1(¢(g)) et le sous-espace propre associé a cette valeur propre est inclus
dans V;. Donc pi(g) est positivement semiproximal.

Ceci prouve que p; est positivement I'-semiproximale. Donc, d’apres le lemme 5.4.b, le
groupe des signes St est inclus dans Ker(e,,). On en déduit, a I'aide du corollaire 8.5.b
que l'on a Sp = Sy C Ker(e,,). Le méme lemme 5.4.b permet alors de conclure que p;
est positivement I'-semiproximale. O

6.4 La réduction au cas ou G est semisimple

Pour démontrer la proposition 3.4, nous nous ramenerons au cas ou GG est semi-
simple. Dans ce cas, on a une estimation un peu plus précise de ved(T') :

Proposition 6.4 Soient G un R-groupe semisimple connexe et I' un sous-groupe discret,
de type fini et Zariski dense de G. Soient (V, p) une représentation réelle de G de noyau
fini et t la longueur de V.. On décompose (V| p) en une somme directe de représentations
wrréductibles: V=V @ --- @V, p=p1 @& --- B p;. On suppose que p est positivement
I'-semiprorimale.

Alors on a l'inégalité ved(I') < dim V' — ¢.

Avec égalité si et seulement si I' préserve un produit 21 X - - - X Q; d’ouverts proprement
convezes ; de P(V;) et le quotient T\(Qq x -+ X ;) est compact. Dans ce cas, les
représentations p; sont proximales.

On déduit aisément de cette proposition le corollaire :
Corollaire 6.5 On reprend les notations et hypotheses de la proposition 6.4.
On a linégalité ved(I') < dim V — 1.
Avec égalité si et seulement si la représentation p est irréductible et le groupe discret

p(I') divise un ouvert proprement conveze 2 de P(V).

Nous démontrerons cette proposition 6.4 dans la section 6.5. Auparavant montrons
comment celle-ci implique la proposition 3.4.

28



Montrons que la proposition 6.4 implique la proposition 3.4.

Supposons par ’absurde que cette proposition 3.4 soit fausse, choisissons un contre-
exemple G, ', V=V, & --- @V, p=p1 ®--- D p; avec dim V' minimal et étudions cette
représentation (V, p) de G qui a un noyau fini et qui est positivement I'-semiproximale.

Etape 1 Pour tout i =1,...,t, p; est positivement I'-semiprozimale.

Démonstration On peut supposer que ¢ = 1. Notons Gy le noyau de la représentation
P i=p@®--Dpetal :=a"Ng, OnalrnNag # {0}. En effet, si cette intersection
était nulle, d’apres le lemme 6.1, le groupe I' N G serait fini et I'image p(I") de I" dans le
groupe G/G serait discrete. Mais alors G/Gy, p(I') et p’ fourniraient un contre-exemple
avec dim(p’) < dim(p). Ce qui contredirait la minimalité de p.

Notons alors X un élément non nul de fr N ag, remarquons que, pour tout j = 2,... ¢
on a A\;j(X) =0 et distinguons deux cas :

18T cas : X est dans le centre de g,.
Comme la représentation de Gy dans V; est de noyau fini, on a Ay (X) # 0. Alors que, pour
Jj>2,0na\(X)=0. Comme —X est aussi dans ¢, Ay n’est pas dans ’enveloppe con-
vexe de I'union U Aj— {1 et, d’apres le lemme 6.3, p; est positivement I'-semiproximale.

2<j<t

28Me cag X pest pas dans le centre de g.
Notons wq 1’élément le plus long du groupe de Weyl W. Comme I est un groupe, —wg(X)
est aussi dans fr. Comme fr est convexe, I'élément Y := X — wy(X) est dans ¢r. Cet
élément Y est non nul et est dans [g,, go]. Comme la représentation de [Gy, Go] dans V;
est de noyau fini, il résulte du lemme 6.2 que 'on a A(Y) > 0. Alors que, pour j > 2,
on a A;(Y) = 0. Donc A\ n’est pas dans I'enveloppe convexe de 'union U A — UF et,

2<5<¢t

d’apres le lemme 6.3, p; est positivement ['-semiproximale. - O

Etape 2 ved(T') < dim V. Cas d’égalité.

Démonstration On peut supposer que G = ZxS ou S := [G, G|. Notons A la projection
de T" sur S. D’apres le fait 2.4, le groupe A est discret. D’apres la premiere étape, la
représentation de S dans chaque V; est positivement A-semiproximale. La proposition 6.4
appliquée a A donne la majoration

ved(A) < dimV —¢. (1)
Comme la représentation de G dans V' est de noyau fini, on a les inégalités
ved(I'N Z) <rangp(Z) <t. (2)

La proposition 6 de [24] appliquée a la suite exacte 1 = T'NZ — T' — A — 1 donne alors
la majoration

ved(T') <ved(T'N Z) 4+ ved(A) < dim V' . (3)
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En cas d’égalité dans (3), on a aussi égalité dans (1) et (2), et les représentations p;
sont proximales (proposition 6.4). Elles sont donc positivement I'-proximales. Le groupe
I' préserve donc un cone ouvert proprement convexe C; dans chaque V;. Comme on a
ved(I) = dim V| le groupe I' divise le produit C := Cy + - - - + C}. a

Ceci fournit une contradiction et termine la démonstration de cette implication. O

6.5 Proximalité des sous-représentations V;

Démonstration de la proposition 6.4 De la méme fagon, supposons par I'absurde que
cette proposition 6.4 soit fausse, choisissons un contre-exemple G, I', V=V, & --- ® V,,
p=p1d---dp avec 6(p) := dimV — ¢t minimal et étudions cette représentation (V, p)
de G qui a un noyau fini et qui est positivement I'-semiproximale. On peut supposer
que le R-groupe semisimple G est simplement connexe et que les sous-espaces V; sont
de dimension au moins 2. On a alors G = G; X --- X G, ou les G sont les facteurs
quasisimples de G.

Etape 1 Pour tout v =1,...,t, p; est positivement I'-semiproximale.
Démonstration C’est la méme que pour ’étape 1 de la section 6.4. O
Introduisons maintenant la propriété suivante pour la représentation p; :

Il existe k € {1,...,s} tel que la restriction p;|q, ()
est positivement Gy-semiprozimale mais n’est pas triviale.

Etape 2 Soit i € {1,...,t}. Sip; vérifie (xx), alors p;|q, est irréductible et, pour tout
Jj #1, on a Gy C Kerp;.

Démonstration On peut supposer que ¢ = k = 1. Notons G := Gy X - - - x G4 et écrivons
G = G; x G}. D’apres le lemme 5.5.a, on peut écrire Vi = Wy @x W] et p; = 0y ®k 0}
ou (Wi, 01) est une représentation de Gy et (W7, 0}) est une représentation de G et ou
K =R ou C.

Supposons par 'absurde que dim W{ > 1. Comme on a aussi dim W; > 1, on en déduit
I'inégalité dimW; + dimW| < dimV;. Comme p; est positivement I'-semiproximale
(étape 1) et que oy est positivement G-semiproximale (hypothese (xx)), on en déduit,
a l'aide du lemme 5.5.c que o) est positivement I'-semiproximale. La représentation
pli=01®0,Dp®--- D p est un contre-exemple avec §(p’) < I(p). Ce qui contredit la
minimalité de p. Ceci prouve que dim W{ =1 et donc que p|g, est irréductible.

Montrons maintenant que 'action de G sur Vo @ - -- @ V; est triviale : si ce n’était pas
le cas, la représentation p’ := ps @ - -+ @ p; aurait encore un noyau fini dans G et serait
un contre-exemple avec 0(p’) < §(p). Ce qui contredirait la minimalité de p. O
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Etape 3 Soit i € {1,...,t}. Si p; ne vérifie pas (xx), alors p; est positivement T-
proximale.

Démonstration Supposons par ’absurde que p; n’est pas proximale. Il existe donc un
entier k € {1,...,n} tel que les sous-représentations irréductibles de p;|¢, ne soient pas
proximales. On peut supposer que ¢ = k = 1. Notons encore G| := G5 x --- x G
et écrivons, comme précédemment, G = G; x G, Vi = W) @ W] et p1 = 01 ®x 0]
ou (Wi, 01) est une représentation de Gy et (W7, 01) est une représentation de G et
ou K = R ou C. Comme o; n'est pas proximale, le lemme 5.7 permet de trouver une
représentation irréductible proximale (b W) de méme signe que oy et de dimension
strictement plus petite. Comme p; ne vérifie pas (%), la représentation o; n’est pas
positivement G-semiproximale et o} non plus. En particulier, o?* a un noyau fini dans
(1. Par construction, la représentation p* := o ® ¢} a méme signe que p;, elle est donc
positivement I'-semiproximale (lemme 5.4). La représentation p’ := pY* @ po @ --- D p; a
encore un noyau fini dans G et est un contre-exemple avec d(p’) < d(p). Ce qui contredit
la minimalité de p. O

Grace a ces trois étapes, on peut choisir les numérotations G1,...,Gs et Vi, ..., V; ainsi
qu’'un entier ¥’ <t de sorte que, en notant

G,:Gl><"'><Gt/ s V/:‘/lX"'X‘/t/,

G”:th_lX“‘XGs et V”:‘/t/—i-lx"'x‘/ta

1. pour i < t/, p; est une représentation irréductible de G; qui est positivement G-
semiproximale et

2. pour i > t', p; est une représentation irréductible de G” qui ne vérifie pas (xx*) et qui
est positivement ['-proximale.

Etape 4 L’image I de T' dans G" est discréte.

Démonstration Si ce n’était pas le cas, ’'adhérence I'”, qui est un sous-groupe fermé et
Zariski dense de G”, contiendrait un des facteurs quasisimples G avec k > t'. Choisissons
alors un entier i > t’' tel que la représentation p; ne soit pas triviale sur G;. Comme p;
est positivement I-proximale, I préserve un ouvert proprement convexe ; de P(V})
(fait 2.9.b). Mais alors, T puis G} préservent aussi §; et p; est aussi positivement G-
proximale. Autrement dit, p; vérifie (xx). Contradiction. O

Etape 5 ved(I) < dimV — ¢ . Cas d’égalité.

Démonstration Notons K’ et K; des sous-groupes compacts maximaux de G’ et GG;. Le
fait 2.6 appliqué au sous-groupe discret IV := I' N G’ et le corollaire 5.10 appliqué aux
représentations positivement G;-semiproximales p; donnent les majorations

ved(I") < dim(G//K') = ) dim(Gy/K;) < ) (dimV; = 1) <dim V' — ¢/ (4)

1<i<t! 1<i<t!
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D’autre part, comme chaque p;, avec i > t’ est positivement I'-proximale, le groupe I'”
préserve un produit

Q' =Qui X+ xQ CPVyyq) X - x P(V)

d’ouverts proprement convexes §2; de P(V;) (fait 2.9.b). Comme I'” préserve la métrique
somme des métriques de Hilbert des €;, 'action de I'” sur €2 est propre et on a la
majoration

ved(I) < dim Q" =dim V" — (¢t — ) . (5)

La proposition 6 de [24] appliquée a la suite exacte 1 — IV — ' — I — 1 donne alors
la majoration

ved(T) < ved(IY) 4+ ved(T”) < dimV — ¢ . (6)

En cas d’égalité dans (6), on a aussi égalité dans (4) et (5), toutes les représentations
pi, pour i < t’, sont positivement G;-proximales (corollaire 5.10) et le groupe G’ préserve
un produit

Q=0 x--xQ CP(V]) x--- xP(Vy)

d’ouverts proprement convexes €; de P(V;) (fait 2.9.b). Le groupe I' préserve alors le
produit © := ' x Q”. Comme on a ved(I') = dim €2, le quotient I'\Q2 est compact. a

On déduit de cette étude que G, I', V', p n’est pas un contre-exemple a la proposition
6.4. Cette contradiction termine la démonstration de cette proposition 6.4. O

Ceci termine aussi la démonstration des propositions 1.3 et 3.4.

7 Limites de cones convexes divisibles réductibles

Le but de cette partie est de décrire I’adhérence des espaces de déformations®

&r,, pour tout groupe I'g sans hypothese sur le centre virtuel de I'g, c’est-a-dire sans
hypothese d’irréductibilité des cones (théoreme 7.9).

Nous construisons tout d’abord quelques exemples de convexes divisibles en 7.1
et quelques exemples d’éléments po, de 5—F0 en 7.2.

Nous montrons en 7.3 la réciproque du théoreme 1.1 : Pour tout groupe Ay,
la condition “Ag a centre virtuel trivial’ est aussi une condition nécessaire pour la
fermeture de I'espace Fa,, lorsque celui-ci est non vide.

Nous vérifions en 7.4 que la liste des dimensions des facteurs irréductibles d’un
cone ouvert proprement convexe C' divisé par I'image d'un élément p de Er, ne
dépend pas du choix de p dans &r,. En particulier, le nombre nr, de facteurs de
dimension 1 de C ne dépend que de I'.

La derniere section 7.5 est consacrée a la description des éléments poo de &r,.
Nous montrons que les seules dégénérescences possibles ont lieu sur le centre virtuel
de T'g et que le groupe po(I'g) préserve encore un cone ouvert proprement convexe
C’, d’un sous-espace vectoriel VI de V' de codimension nr, (théoreme 7.9).

U espace de déformations r, est défini en 1
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7.1 Exemples de convexes divisibles

Rappelons comment sont construits les principaux exemples de convexes divisi-
bles :

Soit ¢ une forme quadratique sur R™ de signature (1,m — 1), Cy I'une des deux com-
posantes connexes de {z = (z1,...,z,) € R™ / q(z) > 0} et p Pellipsoide image de Cy
dans P(R™). Soit Ay un réseau cocompact du groupe SO, (q) des isométries directes de ¢
qui préservent Cj.

Exemple 7.1 Le groupe I'y := 22 x A, divise Cy

Il existe d’autres cones ouverts convexes divisibles. En effet, il résulte de [19], que 'on
peut choisir notre réseau cocompact Ay de sorte que l'injection pg de Ay dans SL(R™)
puisse étre déformée continument en une famille p; de représentations de Ay dans SL(R™)
de sorte que pour ¢ # 0 le groupe p;(Ag) soit Zariski dense dans SL(R™).

Exemple 7.2 Les groupes I'y = 22 x p;(Ag) sont discrets et divisent un coéne ouvert
proprement convere C; de R™.

Démonstration Pour ¢ suffisamment petit, cet exemple 7.2 résulte du théoreme de
Koszul dans [21] cité dans I'introduction. Le cas général résulte de notre théoreme 1.1.0

7.2 Exemples de dégénérescence

Donnons quelques exemples qui illustrent bien les phénomenes de dégénérescence
qui peuvent se produire dans £, et dans Fa,, . Dans ces exemples, c’est la restriction
de la représentation au centre virtuel que ’on fait dégénérer. Nous verrons que c’est
la seule dégénérescence possible.

Dans le premier exemple la représentation limite n’est pas injective.

Exemple 7.3 Soient Ay un réseau cocompact du groupe SO.(m — 1,1) et Iy := Zx A,.
Pour tout t > 1, prenons p; : I'o — GL(R™) la représentation égale a l'identité sur Aq et
telle que py(1) = t.Id . Pourt > 1, p, est dans Er,, mais p1 n'y est pas car p; n'est pas
mjective.

Dans le deuxieme exemple la représentation limite n’est pas discrete.

Exemple 7.4 Soient m > 2, I'g = Z™ et H le groupe des matrices m x m diagonales
a coefficients positifs. Tout réseau de H divise le cone |0,00[™. 1l est donc facile de
construire une famille continue de morphismes injectifs de groupes p; : 'y — H, avec
t > 1, telle que, pourt > 1, p; soit dans Er,, mais p; n’y soit pas car p1(I'y) n’est pas
discret.
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Dans les exemples précédents, le cone ne bougeait pas. Dans I’exemple suivant c’est le
cone qui dégénere.

Exemple 7.5 Soientt > 1, Ty = Z* et p, : Ty — GL(R?) le morphisme de groupes donné

" e =(53) wmom=("y })

Les groupes T'y := pi(Lo) sont discrets. Pourt > 1, p; est dans Er,, mais p; n'y est pas
car p1(Ly) ne préserve pas de cone ouvert proprement convexe de R2.

Remarque Pour t > 1, ces groupes I, divisent le cone C; de R? engendré par les vecteurs
(1,0) et (¢,t* —1). Lorsque t — 1, ces cones C; convergent vers une demi-droite.

Terminons par un exemple de dégénérescence dans Fa, pour un groupe A, a centre
trivial.

Exemple 7.6 Soitm >2,t> 1,y =7Z"xS,, le produit semidirect de Z™ par le groupe
des permutations et Ay == {(n1,...,nm,0) € 'y / ny + -+ +ny, = 0} et pp 1 Ag —
PGL(R™), le morphisme de groupes donné par

pul(n - 1, ) = ding(t™, ..., £™) 00

Pourt > 1, p; est dans Fa,, mais p; n'y est pas car p; n’est pas injectif.

7.3 Groupes a centre virtuel non trivial

Le but de cette partie est de montrer la réciproque suivante du théoreme 1.1.

Proposition 7.7 Soit Ay un groupe. Si l'espace'? Fa, est un fermé non vide de
Hom(Ay, PGL(R™)), alors Ag a un centre virtuel trivial.

Démonstration Relevons un élément de Fa, en une représentation p : Ay — SLE(R™)
qui préserve un cone proprement convexe C' de V' = R™. Supposons que Ay a un centre
virtuel non trivial et cherchons une contradiction en déformant, comme dans ’exemple 7.6,
cette représentation p en une représentation non injective. Pour plus de clarté, distinguons
deux cas.
16T cas : p est irréductible.

Notons C' = C + - - - + Cy la décomposition du cone C' en produit de cones irréductibles,
V=Vi®- &V, la décomposition correspondante de V et d; = dim V;. D’apres le fait
2.12.b et le corollaire 2.13, 'hypothese sur le centre virtuel de Ay assure que 'on a ¢ > 2.
Chaque élément g de Ay permute les facteurs C;. Comme p est irréductible, on peut
identifier chaque V; a V; de sorte que, pour tout élément g de Ay, I'image p(g) s’écrive

12Cet espace est défini dans l'introduction
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comme un produit p(g) = diag(gi, - .., ge) © o d’une matrice diagonale par blocs et d’une
matrice o de permutation des indices. D’apres le fait 2.12.d, le centre virtuel Z’ de A,
est un groupe isomorphe & Z~'. En outre, lorsque ¢ est dans Z’, les blocs ¢; sont des
homothéties positives et la permutation o est 'identité.

Définissons alors une famille & un parametre p; de représentations de Ay dans SL* (V)
par, pour tout g dans Ag,

pi(g) = diag n__ = oo
| det gy [t/ | det gplt/de

On a pg = p. Mais p; n’est pas injective car p,(Z’') = {1}. Contradiction.
gtme (g . p nest pas irréductible.
On procede comme pour le premier cas. Notons cette fois V =V, @ --- ® V, avec £ > 2
la décomposition de V' en somme directe de représentations irréductibles et d; = dim V.
D’aprés le fait 2.12.d, le centre Z de Ag est un groupe isomorphe & Z°~! et les restrictions
a chaque V; des éléments de Z sont des homothéties positives.
Définissons alors une famille & un parameétre p; de représentations de Ay dans SL*(V)
par, pour tout g dans A,

p(9)
pi(g) = - sur Vi
t | det(p(g)lv;) [/
On a encore py = p et p; n'est pas injective car p(Z) = {1}. Contradiction. O

7.4 Dimension des facteurs irréductibles d’un convexe divisible

Nous avons déja vu que lorsqu’un groupe I' divise un cone proprement convexe
C, la dimension de C' et le nombre de facteurs irréductibles de C' ne dépendent
que du groupe abstrait (fait 2.12.d). La proposition suivante affirme qu’il en est de
méme pour les dimensions des facteurs irréductibles de C.

Proposition 7.8 Soient 'y un groupe, p et p' deuxr représentations fidéles discrétes de
[y dont les images divisent respectivement des cones proprement convexes C et C'. Soit
k > 1. Notons ni(C) le nombre de facteurs irréductibles de dimension k du céne C.

Alors on a ng(C) = nk(C").

Démonstration Quitte a remplacer I'y par un sous-groupe d’indice fini, on peut, grace
au fait 2.12.d, supposer que I'y est un produit Ty = Z° x Ay olt Ay est un groupe sans
torsion et sans sous-groupe distingué nilpotent infini.

Notons C' = Cy +- - -+ Cy la décomposition du cone C' en produit de cones irréductibles,
V=Vi®- &V, la décomposition correspondante de V', Q; := P(C;) les images de C;
dans P(V;) et d; = dim V; avec d; > --- > d,. Notons s le plus grand entier tel que dgs > 2.
Il suffit de montrer que la suite (dy,...,ds) ne dépend que de Ay.
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D’apres le théoreme 1.1 de [6], 'adhérence de Zariski de p(Ag) dans PGL(V;) x - -+ x
PGL(V;) est un produit S; x -+ x S de groupes quasisimples avec S; C PGL(V;). On
en déduit que si Ag est un produit Ay = A x A de deux sous-groupes non triviaux,
alors, pour tout ¢, I'un des deux sous-groupes doit agir trivialement sur V;. Et dans ce
cas, notre affirmation se montre par récurrence. On peut donc supposer que:

Aucun sous-groupe d’indice fini de Ay n’est
le produit de deux sous-groupes non triviaur.

(H)

Notons

I' :={i <s/Qest homogene}, G := HAut(Qi) et G":= HAut(Qi) .

iel’ igl’

D’apres le théoreme 1.1 et la proposition 4.2 de [6], le groupe G’ est semisimple et a un
nombre fini de composantes connexes tandis que le groupe G” est discret. Le groupe A,
est un réseau cocompact du produit G’ x G”. Le sous-groupe A{ := Ay N G’ est donc un
réseau cocompact de G'. La projection de Ag sur G’ est discrete car elle normalise Ag.
Donc le groupe A := Ay N G” est d’indice fini dans G” et A}, x Aj est d’indice fini dans
Ag. L'hypothese (H) assure alors que 'on a Ay = Af ou Aj.

-Si Ay = Af , le groupe Ay est un réseau cocompact irréductible du groupe semisimple
G' = 51 x ... x S, Le théoreme de rigidité de Mostow assure que le groupe G’ ne
dépend, a revetement fini pres, que de Ay. La dimension d; de V; est donnée par I’égalité
d; = dim(S;/K;) ou K; est un sous-groupe compact maximal de S;. Donc I'entier d; ne
dépend que du groupe A,.

- Si Ag = A}, 'hypothese (H) prouve que s = 1. Dans ce cas, on a 'égalité d; =
1+ cd(Ap) et entier d; ne dépend que du groupe Ag.

Remarquons pour finir que, par le théoreme de superrigidité de Margulis, un groupe A
ne peut étre isomorphe a la fois a un groupe de la forme Aj et a un groupe de la forme
Af que si le groupe G’ est de rang réel 1. Dans ce cas, on a encore les égalités s = 1,
di =1+ cd(Ay) et 'entier d; ne dépend que du groupe Ay. a

7.5 L’adhérence de &,

Le but de cette section est de démontrer le théoréme suivant qui généralise le
corollaire 3.5. Ce théoreme affirme que la seule dégénérescence possible pour les
éléments de &, est donnée par les exemples de 7.2: elle n’a lieu que sur le centre
virtuel de I'y.

Théoreme 7.9 Soient Iy un groupe et p, un élément de l’adhérence 5—F0 Notons p,, une
suite d’éléments de Ep, qui converge vers p. Choisissons des cones ouverts proprement
convexes Cp, de V :=R™ divisés par p,(L'o). Ecrivons C,, = C!,+ C! ot C! est la somme
des facteurs irréductible de C,, de dimension > 2 et C!! la somme des facteurs irréductible
de C,, de dimension 1. Notons V =V, @&V." la décomposition correspondante de V. Alors
a) Les limites V!, = lim,, o V! et V2 =lim,, o, V! existent et on a V =V & V..

n
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b) 1l existe un cone ouvert proprement convexe C. de V. qui est ps(I'o)-invariant.
c) Ce cone C! est divisible. Plus précisément, notons Cl, = Cx1 @ -+ @ Cos la
décomposition du cone C._ en facteurs irréductibles, Qoo = P(Coo 1) X -+ - X P(C 5) €t Poo
laction de Ty sur Qo via poo. Alors

(i) le noyau Ker pw est égal au centre virtuel de T'y,

(i) le groupe ps(To) est discret et

(1) le quotient pe(T'o)\ Qoo est compact.
d) Le cone C'_ est, a changement'® de signes prés, l'unique céne ouvert proprement
conveze po(Lo)-invariant de V...
e) Il existe des changements de signes (C”)*» de C' qui convergent vers C’_.

On en déduit immédiatement le corollaire suivant qui généralise le corollaire 3.5.

Corollaire 7.10 Soient I'y un groupe et po, un élément de l’adhérence Er,. Notons p,
une suite d’éléments de Er, qui converge vers p. Choisissons des cones ouverts proprement
convezes C,, de V := R™ divisés par p,(Ly). On suppose que, pour tout** n, C, a au plus
un facteur de dimension 1. Alors,

a) Il existe un cone ouvert proprement convexe Co, de V' qui est poo(Lo)-invariant. Ce
cone est unique a changement de signes pres. Il est divisible.

b) Il existe des changements de signes C5* de C,, qui convergent vers Cu,.

Le point clef de la démonstration du théoreme 7.9 est encore la proposition 3.4. Pour
'utiliser, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 7.11 Soient £ > 1, Ay un groupe sans sous-groupe distingué nilpotent infini
et To := Z' x Ay. Soient p un élément de Er,, C un cone ouvert proprement conveze
divisé par p(Ty), C = C1+ -+ Cy la décomposition du cone C' en facteurs irréductibles,
V=WV& - ®V, la décomposition correspondante de V, de sorte que les dimensions d;
de V; vérifient dy > --- > d;. On note s le plus grand entier tel que dg > 2, V' .=, . V;
et V" .= @, Vi. Alors le commutant L de p([I'o,T'¢]) dans End(V) est égal a -

L={p€eEndV / oV CV"etVi=1,...,s Ja; ER / ¢|v. = a;1dy,}.
En particulier, on a l’égalité dim L = s + (I — s)2.

Démonstration du lemme 7.11 D’apres le théoreme 1.1 de [6], I'adhérence de Zariski
de p(T) est un produit G = Gy X -+ x Gy ou G; C GL(V;) est un produit G; = H,;S; ou
H; est le groupe des homothéties de V; et S; est un groupe quasisimple dont I'action sur
Vi est absolument irréductible. L’adhérence de Zariski de p([I'g,I'o]) est donc le groupe
S =951 x--- xS, Comme L est aussi égal au commutant de S, notre assertion s’en
déduit. O

13]e changement de signes d’un cone est défini dans le fait 2.12.f.
4D apres la proposition 7.8, il suffit pour cela que, pour au moins un entier ng, Cp, a au plus un
facteur de dimension 1
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Démonstration du théoreme 7.9 D’apres les faits 2.3 et 2.12, on peut supposer
que Ty = Z' x Ay ol Ay est un groupe sans torsion qui ne contient pas de sous-groupe
distingué nilpotent infini. Notons C),, = C,, 1 + - -+ + (¢ la décomposition du cone C,
en facteurs irréductibles, V =V, ; @ --- ® V,,, la décomposition correspondante de V et,
pour ¢ =1,....0, W,,;, :=V,1 ®---®V,,;. D’apres la proposition 7.8, on peut choisir
la numérotation de sorte que la dimension d; de V,,; ne dépende pas de n et que 'on ait
dy > -+ > dy. On note s le plus grand entier tel que d, > 2. Par compacité, il existe
des sous-suites S de N telles que la suite de drapeaux (W, 1 C -+ C W, ¢)nes converge.
Fixons une telle sous-suite S. A l'aide de petites rotations, on peut supposer que cette
suite de drapeaux est constante. On note alors (e;)1<j<m, une base de V telle que, pour
tous n, i, W,,; ait pour base (€;)1<j<d,+..+4;- On notera V; le sous-espace de V' ayant pour
base (€j)dy+.+d; 1<j<di+.+d;- de sorte que, pour tous n,i, on ait W,,;, = Vi @ --- @ V,.
On pourrait aussi supposer que, pour tout 7, la suite des sous-espaces (V,,;)nes converge
vers un espace V ;. Malheureusement, les espaces Vi, ; pourraient ne pas étre en somme
directe.

C’est pourquoi nous allons introduire une deuxiéme représentation p._ de I'y
dans V' en ne gardant que les blocs diagonaux de p... Plus précisément, dans la base

€1,. -, €m, les éléments p,(g) et poo(g), avec g dans Ty, s’écrivent
palg) * ook poolg) * ook
pnlg) = ? pn’%(g)::' ; et poolg) = ? poo’:z(g».:' *
0 0 - paely) 0 0 - pel9)

Par construction, il existe des matrices triangulaires supérieures u,, telles que

pu(g) = un o p,(g)ou,’ avec pl(g) = diag(pn,1(9), - - -, pne(g)) -

On pose

/ T /
Polg) = lim pj, (g) -

Autrement dit,
Poc(9) = diag(pec1(9), - -, Poce(9)) -

D’apres le fait 2.5, la restriction de p’ a Ag est fidele et discrete. Malheureusement, la
restriction de pl_ & Z‘ n’est pas en général fidele.

C’est pourquoi nous allons introduire une troisieme représentation p”_ de I'y
dans V. Cette représentation p” ne differe de p/ que par des scalaires sur chacun des

sous-espaces V;. Elle est donnée par, pour tout g = (nq,...,ng,h) € Z x A,
. 2" pos,1(h) 2" poo,e(h) )
" (g) = dia ( ’ e ’
Pol9) = 108\ T et s W Taet s (W)

Le fait 2.4 prouve que la restriction de p” a Ay est fidele et discrete. Par construction,
po est alors fidele et discrete. Comme les groupes p,, (o) préservent des cones ouverts
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proprement convexes de V;, tous les éléments p,;(g) sont positivement semiproximaux
(lemme 3.2). Par passage a la limite, il en est de méme des éléments po ;(g) et donc aussi
de p” (g). Malheureusement, nous ne pouvons pas appliquer directement la proposition
3.4 au groupe p?_(I'g) car nous ne savons pas encore si cette représentation p_ de I'y est
semisimple.

C’est pourquoi nous allons introduire une quatrieme représentation p”. de I'y
dans V. Cette représentation est la semisimplifiée de pZ , c’est-a-dire la somme directe
des sous-quotients irréductibles qui apparaissent dans une suite de Jordan-Holder de pZ_.
Le méme fait 2.4 prouve que la restriction de p2 a Ay est fidele et discrete. On en déduit

Ui

encore que p? est fidele et discrete. L’adhérence de Zariski G du groupe I' := p” (T'y) est
donc réductif, on a I'égalité cd(I') = dim V' et les éléments de I' sont tous positivement
semiproximaux. La proposition 3.4 assure alors que I' divise un cone ouvert convexe de
Cs. En outre, comme le centre de I' est de rang ¢, le nombre de facteurs irréductibles de
la représentation p?” est égal a ¢ (fait 2.12.d). Autrement dit, chacune des représentations
Pooi €st irréductible et on a I'égalité pl = pll.

La suite de la démonstration repose sur ’étude des commutants L,, L., L.
et L7 de pn([To,T0])s poo([Tos Tol)s P ([Co, L)) et p ([To, To]) respectivement; avec pour
objectif la détermination de la limite de la suite L,, (égalité (13)). Pour cela, notons

V=@V et V=PV

i<s i>s
D’apres le lemme 7.11, on a 1’égalité
Ll ={peEndV [ (V") CV"etVi=1,...,s, Jo; € R/ |y, = a;ldy.}. (7)
Comme pl_ et p coincident sur [I'g, o], on a I'égalité
-1 0

Notons G, 'adhérence de Zariski de poo([I'o, I'o]) et écrivons G = RooUs sa décompo-
sition de Levi ou R, est réductif et Uy est unipotent. Comme l'action de R, sur
V' est semisimple, quitte a changer de base ey, ..., e, a l’aide d'une matrice triangulaire
supérieure, on peut supposer que R, stabilise les sous-espaces V;. Notons G’ I'adhérence
de Zariski de p._([T'0, I'o]) = p% ([I'0,To]). Comme p/ est une représentation semisimple
de Ty, pZ, est aussi une représentation semisimple de [['g, I'g] et le groupe G7 est réductif.
On a donc G, = R, et donc G, C G. On en déduit 'inclusion

LoCLl, . (9)
Or, pour toute suite S” C S telle que la limite Lg := lim,cg L, existe, on a l'inclusion

Ls C Ly . (10)
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Or, par le lemme 7.11, on a I'égalité
dim Ly = dim L,, = dim L”_ = s + ({ — 5)* . (11)
On déduit de (8), (9), (10) et (11) que
Ly =Leo=L_=1L" . (12)
Comme la limite Lg ne dépend pas des suites S et S’ choisies, on en déduit que

lim L, = Loo = L, = L"_ . (13)

n—~o0

D’apres le lemme 7.11, on a aussi 1’égalité
L,={p€EndV /p(V,)C VS etVi=1,...,s, Ja; €R [/ ¢ly,, = osIdy, }. (14)
On déduit alors de (7), (13) et (14) les égalités

lim V) =V" e Vi=1,...,s, limV,,=V.
n—oo n—oo
Ce qui prouve le point a) avec V., =V’ et V! = V",

b) Comme les espaces V)" et V,,; sont stabilisés par p,(I'g), on en déduit, par passage
a la limite que les espaces V" et V;, pour i = 1,...,s, sont stabilisés par p(I'g). Donc
les représentations po, et pl coincident sur V’. D’apres le fait 2.12.b, on peut écrire
Coo = CI+C7 ou C et C” sont respectivement des cones ouverts convexes de V' et
V", Par construction, ce cone C’_ est po(I'g)-invariant.

c¢) Laction ps de 'y sur Qq, via pe coincide avec l'action via p” . Comme le cone Cy
est divisé par p” (T'y), nos assertions résultent des faits 2.12.a et 2.12.d.

d) Cela résulte du point ¢) et du fait 2.12.f.

e) On procede comme pour le corollaire 3.5. Soit i < s et K; une valeur d’adhérence
de la suite n — P(C,,;) de compacts de P(V;). Ce compact K; est convexe non vide et
Poo.i(Lp)-invariant. Comme la représentation p.; est irréductible, K; est 'adhérence d'un
ouvert proprement convexe §2; de P(V;). Par le point d), on a forcément ; = P(C;).
Donc, apres un éventuel changement de signes, les suites C,,; convergent vers Cy,; et C/,
vers C7 . O

8 Appendice: Le groupe limite d’un groupe Zariski-
dense

Cette partie est indépendante du reste de cet article, si ce n’est pour les notations
de la section 2.1. Elle aura sans aucun doute des applications a d’autres sujets que
les convexes divisibles.
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Soit G un R-groupe réductif connexe. Nous savons qu’a tout sous-semigroupe Zariski
dense I de G, est associé un cone fermé /1 de la chambre de Weyl a™, que /1 est convexe,
que fr est d’intérieur non vide si G est semisimple et que fr est lié aux composantes
hyperboliques des éléments de I'. C’est le cone limite de I' introduit dans [2] (voir aussi
le fait 2.2).

Dans cet appendice, nous allons associer a I' un fermé Tr du groupe compact Tg.
Rappelons que Tg est le sous-groupe compact maximal des points réels d'un tore maximal
et maximalement déployé H de G. L’ensemble Tt est tout simplement ’adhérence de
I’ensemble des “composantes elliptiques” des éléments loxodromiques de I'. Le résultat
clef de cet appendice est le corollaire 8.5 qui affirme que Tt est un sous-groupe de T qui
contient la composante neutre 1" de 1.

Pour cela, nous introduirons, a ’aide de la décomposition de Bruhat de G, un fermé
Mr du groupe compact M. Rappelons que Mg est le sous-groupe compact maximal du
centralisateur dans GG du tore déployé maximal A C H. Nous montrerons que M est un
sous-groupe de Mg qui contient la composante neutre M de Mg (théoréeme 8.2) et nous
montrerons que 71 = Mp N T (proposition 8.4).

Signalons que des résultats tres proches ont été obtenus indépendamment par Prasad
et Rapinchuk dans [22].

8.1 L’action de L dans V"

Pour démontrer le théoreme 8.2, nous utiliserons le lemme suivant :

Lemme 8.1 Soient G un R-groupe réductif conneze. Reprenons les notations de la sec-
tion 2.1. Alors, il existe une représentation réelle (V, p) de G tel que le morphisme induit
L — GL(V") soit injectif.

Remarque En général, on ne peut pas choisir p irréductible: penser au groupe G =
SL(n,R), avec n > 3 pour lequel L est un groupe abélien de dimension n— 1 alors que V"
est toujours de dimension 1. Mais, comme G est réductif, on pourra toujours décomposer
cette représentation p en somme directe de représentations irréductibles (voir section 2.2).

Démonstration Comme L est un R-groupe réductif, il existe une représentation fidele
(W, o) de L. On peut supposer que tous les poids de A dans W¢ sont dans P/ et réguliers.
Il suffit pour cela de tensoriser ¢ par un caractere déployé de L donné par un élément
de P suffisamment loin des murs, On prolonge alors ¢ en une représentation encore
notée ¢ du groupe parabolique minimal LN triviale sur N. On prend alors pour p la
représentation de G induite au sens des groupes algébriques de cette représentation de
LN. Autrement dit, V est 'espace vectoriel de dimension finie

V:={f:G— W régulitres / Vg € G,¥p € LN, f(gp) = oc(p)f(9)}

et p est donnée par (p(g)f)(¢') = f(g7'g"). Le sous-espace V" s’identifie alors & W. O
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8.2 Le groupe limite My

Construisons maintenant le groupe limite d’'un sous-semigroupe Zariski dense

Soient G un R-groupe réductif connexe et I' un sous-semigroupe Zariski dense de G.
On choisit, a I'aide du fait 2.2.a, un élément loxodromique gy de I'. On choisit alors un
élément zy de G tel que xogor, " soit dans Mg exp(coﬁ).

D’apres la décomposition de Bruhat, la multiplication N= x Mg x Ac Xx N — G est
une injection dont I'image O := N~ MgA.N est un ouvert de Zariski dense de G. Tout
élément g de O admet donc une décomposition unique

g =n"(g)m(g)a(g)n(g)

avec n”(g) € N7, m(g) € Mg, a(g) € A. et n(g) € N.
On note Mr le plus petit fermé de Mg contenant les composantes m(zogzy ), lorsque
g est dans I'. Autrement dit, on pose

My :=m(zT2y' NO) .

Théoréme 8.2 Soient G un R-groupe réductif conneze et I' un sous-semigroupe Zariski
dense de G. Alors, avec les notations ci dessus

a) Le fermé Mr est un sous-groupe distingué de Mq qui contient M.

b) Le groupe Mr ne dépend ni du choiz de x¢ ni de celui de go.

c¢) Soit G' C G un sous-semigroupe ouvert qui rencontre I'. Alors on a'® Mpng = My .

La démonstration repose sur une interprétation de M en termes de représentations de
G (c’est I'égalité (18) ci-dessous).

D’apres le lemme 8.1, il existe une représentation (V,p) de G telle que le morphisme
induit L — GL(V") soit injectif. Décomposons p en somme directe de représentations
irréductibles (V;, p;), pour ¢ = 1,...,£. On note \; le plus haut poids restreint de p;.

Nous identifierons abusivement G a son image p(G). Introduisons les sous-groupes de

GL(V)

HY ={geGL(V)/Viel,...t, 3; >0/ gly, = t:Id|y,} ~ ]0,00[",

GT := GH™" et le sous-semigroupe I't := I'H'. Par construction, les groupes G et H*
commutent. Notons HT (resp. G, T'T) I'adhérence de H* (resp. G*, I't') dans End (V).
Ce sont des semigroupes.

Notons V< le supplémentaire L-invariant & V" et 7 la projection sur V" parallelement
a V<. Le projecteur m,, := x; ' mxy est dans T't. En effet, par définition de H*, il existe
un unique élément hg de H' tel que, pour tout i, le rayon spectral de hogoly, soit égal a
1 ; les valeurs propres de hogo dans x5 '(V"™) sont toutes de modules 1 tandis que celles

15D apres le fait 2.2.d, le sous-semigroupe IV := I' N G’ est encore Zariski dense dans G.
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dans ;' (V<) sont toutes inférieures & 1 ; on peut donc trouver une suite d’entiers S telle
que lim,es(hogo)™ = xg ' mo.
Intéressons-nous tout d’abord au sous-semigroupe 7G+m de End(V™). C’est un semi-
—+ s s
groupe car 7 est dans G . Montrons 1'égalité

rGTr NGL(VY = 7MgH . (15)

Pour cela, on écrit les égalités

TG X Cans car P(EndV') est compact
TN-MqA.HTNm car O est dense dans G et HT commute a N

TN~ MgAH* car action de N sur V™ est triviale

= TM;AH car 'action de N~ sur V/V< est triviale
= mMqHr car I'action de A, sur chaque espace V" est scalaire
= mwMcH*rw car Mg est compact.

L’égalité (15) s’en déduit.
Comme D'action de Mg sur V™ est fidele,

le groupe mMgH ™ s'identifie & Mg x HT. (16)
Montrons maintenant que, pour tout g dans GG, on a ’équivalence
mgm est dans GL(V") si et seulement si g est dans O (17)

Pour cela, on écrit, grace a la décomposition de Bruhat, ¢ = n"wman avecn™ € N=, w €
W, m € Mg, a € A, et n € N. L’assertion mgm € GL(V™) equivaut alors successivement
aux trois assertions suivantes : mwm € GL(V") (car 7n~ = nm = 7 et mar = 7ma),
w =1 (car p(w)(V") est un espace de poids w()\;)) et g € O (par définition de O).

Intéressons-nous maintenant au sous-semigroupe 7zol Ty 7 de End(V™) et montrons
I’égalité:

ol Yoyl N GL(VY = aMpH r. (18)

Pour cela, on remarque que, d’apres 1'égalité (15) et ’équivalence (17), le membre de
gauche est égal a

m(xolay ' NO)YH T N tMgH .

On termine alors comme pour ’égalité (15).
C’est cette égalité (18) qui nous permettra de comprendre I'ensemble limite Mr.

Démonstration du théoréme 8.2 a) Comme 'intersection de deux semigroupes est un
semigroupe, on déduit de (18) que M est un sous-semigroupe fermé de Mg. Comme Mg
est compact, Mr est donc un groupe. Comme xo'z;' N O est Zariski dense dans O, le
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groupe mMrH "7 est Zariski dense dans 7 MgHTw. Comme le groupe M est compact,
Mr est Zariski fermé dans Mg et donc Mr contient la composante neutre M de Mg.
Comme Mg /M est abélien, My est distingué dans M.

b) Soient g; un élément loxodromique de T et z; un élément de G tel que g2 " soit

dans Mg exp(&*). Pour ¢, j dans {0, 1}, notons M;; le fermé de M défini par
7rMZ-jH+7T = Wxil—‘_erj_l?T N TtMcH 7.

Les parties My, et Mi; sont les sous-groupes d’indice fini de Mg dont on veut montrer
I’égalité.
Remarquons tout d’abord que les quatre parties M;; sont non vides. En effet, par
Zariski densité de T, il existe un élement g de I' tel que m:l-gx;lﬂ soit dans GL(V").
Remarquons d’autre part que I'on a les inclusions

M;; M, C My pour tout 4, j, k dans {0,1} .

Cela résulte de D'égalité (15) et du fait que xy'mrg et x7 7wz, sont dans I'+. Choisissons
alors des éléments m dans My; et m’ dans M;y. On a 'inclusion

liO C MOO .
A Tinverse, comme My, est un groupe, on a
Moo = (mm/)Mo() C mMy .

Ce qui donne 1'égalité
MOO = liO .

De méme, on a 1’égalité
Mll = Mlom .

Comme M, est un sous-groupe distingué de Mg, on en déduit I'égalité cherchée
Moy = mMyym™" = My .

c) D’apres le fait 2.2.d, Uintersection IV := I' N G’ est un semigroupe Zariski dense de
G. On peut donc choisir notre élément loxodromique go dans I. Quitte a conjuguer
nos semigroupes et a remplacer gy par une puissance, on peut supposer que go est dans
M exp(at).

Il est clair que My est inclus dans Mp. Réciproquement, on veut montrer que pour
tout g dans ' N O, m(g) est dans M. D’apres le lemme 8.3 ci-dessous, pour n grand,
I'élément gyggl est dans I'V. Mais g{ggy est dans O, on a donc

m(g) = m(go) "m(g599)m(g0) " € Mm(I" NO)M C My .
C’est ce que 'on voulait. O

Nous avons utilisé le lemme suivant:
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Lemme 8.3 Soit G un R-groupe réductif conneze, gy dans Mg exp(&*) et G' un sous-
semigroupe ouvert de G qui contient gg.

Alors, pour tout g dans l'ouvert O = N~ MqgA.N, il existe ng > 0 tel que, pour tout
n > ng, 95994 soit lovodromique et soit dans G'.

Démonstration Ce lemme est démontré a la fin du §6.3 de [2]. O

8.3 La composante elliptique des éléments de I'

Réinterprétons maintenant le groupe limite Mt a ’aide des composantes ellip-
tiques des éléments loxodromiques de I'.

Soit G un R-groupe réductif connexe. Rappelons qu’un élément g de G est lozodromique
si et seulement s’il est conjugué a un élément ¢’ = texp(¢(g)) avec t dans Tg et £(g)

dans lintérieur at de la chambre de Weyl. L'élément ((g) est défini de maniere unique.
L’élément ¢ est unique & conjugaison pres par un élément du normalisateur Ny, (1) de T
dans Mg (ou, ce qui revient au méme a conjugaison pres par un élément du groupe de Weyl
Wo =~ Ny (Te)/Te ~ Ny (T)/T). La classe de conjugaison 7(g) := {wtw ™ /w € Wy} est
une partie finie de T qui ne dépend que de g.

Soit I" un sous-semigroupe Zariski dense de G. On note 7. I'union des parties finies
7(g) pour g loxodromique dans I' et Tt := 7. I'adhérence de cette union. La proposition
suivante décrit la partie TT.

Proposition 8.4 Soient G un R-groupe réductif conneze et I' un sous-semigroupe Zariski
dense de G. Alors, avec les notations ci-dessus, on a les égalilés
TF = MF N Tg.

Remarque D’apres le lemme 4.2.a, on a ’égalité Mg = MTg. Cette proposition affirme
qu’on a aussi 'égalité M = MTt. 1l est donc équivalent de connaitre M ou de connaitre
Tr.

Démonstration Montrons tout d’abord 'inclusion Tt C Mr NTg. Soient gg un élément
loxodromique de T' et zo un élément de G tel que wogory ' = texp(£(g)) avec t dans Tg.
D’apres le théoreme 8.2, I'élément t = m(xogox, 1) est dans Mp. Comme M est distingué
dans Mg, on a donc 7(gg) C Mr. Ce qui prouve U'inclusion Tr € Mr N Tg.

Réciproquement, montrons 'inclusion My N7y C Tr. Fixons un élément loxodromique
go de I' et choisissons un élément zy de G tel que zogox, 1 soit dans Mg exp(gﬁ). Notons
encore hg 1'élément de H™ tel que, pour tout ¢, le rayon spectral de hogo|y, soit égal a 1,
et S une suite d’entiers telle que la limite lim,cg(hogo)" existe et soit égale au projecteur
Mgy = :Ealmso.

Soit g un élément de I' N 25 'Oxg. Notons g, := giiggy. Pour n grand, I'élément g, est
loxodromique et la suite de projecteurs m,, converge vers m,,. Il existe donc une suite ),

dans G telle que z,g,, "' soit dans Mg exp(gﬁ) et telle que lim,, o T, = x.
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Utilisons 1’égalité
Mg = UgenrgTay™

Il suffit pour la montrer de remarquer, d’'une part, que le groupe fini Zg := A N Tg est
dans le centre de Mg et vérifie les égalités Mg = ZgM et T = ZgT (lemme 4.2) et,
d’autre part, que dans le groupe compact connexe M, tout élément est conjugué a un
élément du tore maximal 7T'.

Comme M centralise A, il existe alors une suite m, dans M telle que, en posant
Yn = MpTy, ON ait

Yngny, " € Teexp(a®) .

Comme M est compact, on peut choisir la suite S de sorte que la limite mg := lim,cg m,
existe dans M.
Remarquons tout d’abord que, comme y,,g,y,* € 7(g,)A, on a

TYngny, R € 7r(gy)H 'm C aTrH .

Calculons la limite pour n dans S de cette expression, en se souvenant que H* et G
commutent et en se souvenant que le projecteur m est L-équivariant et vérifie donc 1’égalité
T™mgo = Mo,

}ngsl TYnGnyy, R = 7mowo(zy ' Tw0)g(zy 'T20) (Mowo) '
= Wmoxogxalmalw .
On a donc
Wmoxogxglmglw € m
ce que 'on réécrit,
mmom(zogry )my 't € wlrH' .
D’apres (15) et (16), on a les égalités
rTrHtm NnMerm = nTrH r N wMgm = nTrr.
On a donc
m(xogzy') € mg'Trmg .

Ceci prouve que tout élément de m(zol'zy!) est conjugué dans Mg a un élément de Tr.
On en déduit que Mr N1y C 1. O

Corollaire 8.5 Soient G un R-groupe réductif connexe et I' un sous-semigroupe Zariski
dense de G. Alors, avec les notations ci dessus,

a) Le fermé Tr est un sous-groupe d’indice fini de Tg.

b) Soit G' C G un sous-semigroupe ouwvert qui rencontre I'. Alors on a Trngr = It .
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Démonstration Cela résulte immédiatement du théoreme 8.2 et de la proposition 8.4.0

Définition 8.6 Pour tout élément lozodromique g de G, on appelle signe de g I’élément
sg € Sqg ~T¢/T image de 7(g).

On appelle groupe des signes de I le sous-groupe Sy = 1r/T ~ My/M du groupe
SG ~ Tg/T .

Remarques - Soit GG, un groupe de Lie semisimple linéaire connexe non compact. Il est
facile de construire un sous-groupe discret Zariski dense I de G tel que St = Sg.

- Mais, il existe un sous-groupe Zariski dense I' de G, tel que Sp = {1} si et seulement
si G, n’a pas de représentations réelles irréductibles symplectiques proximales. En effet,
cette affirmation est une reformulation du théoreme 5.3 de [3].

- Un groupe I tel que Sr = {1} est appelé positivement loxodromique dans [3].
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