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Résumé

Pour toute action symplectique d’un groupe compact connexe sur une
variété symplectique compacte connexe, nous montrons que la trace sur la
chambre de Weyl de l'image de ’application moment est un polyedre con-
vexe fermé. Ceci généralise les théoremes de convexité d’Atiyah-Guillemin-
Sternberg-Kirwan & des actions non hamiltoniennes. Comme conséquence,
nous décrivons les actions symplectiques d’un tore sur une variété compacte,
qui sont coisotropes (ou sans multiplicité), c’est-a-dire qui admettent une or-
bite coisotrope.

Symplectic actions of compact groups

Abstract

For any symplectic action of a compact connected group on a compact
connected symplectic manifold, we show that the intersection of the Weyl
chamber with the image of the moment map is a closed convex polyhedron.
This extends Atiyah-Guillemin-Sternberg-Kirwan’s convexity theorems to non
hamiltonian actions. As a consequence, we describe those symplectic actions of
a torus which are coisotropic (or multiplicity free) i.e. which have at least one
coisotropic orbit : they are the product of an hamiltonian coisotropic action by
an anhamiltonian one. The hamiltonian coisotropic actions have already been
described by Delzant thanks to the convex polyhedron. The anhamiltonian
coisotropic actions are actions of a central torus on a symplectic nilmanifold.

This text is written as an introduction to the theory of symplectic actions
of compact groups since complete proofs of the preliminary classical results
are given.



Introduction

Dans ce texte, nous étudions les actions symplectiques des groupes compacts du point de
vue de la géométrie différentielle. Considérons donc une variété symplectique compacte
connexe (M,w) munie d’une action symplectique d’un groupe compact connexe K.

Méme si on ne fait pas 'hypothese que I'action est hamiltonienne, on dispose d’une
application moment zi. Cette application est définie sur le revétement universel M de M
et prend ses valeurs dans le dual ¢* de I'algebre de Lie de K. Notre premier objectif est

de montrer que, lorsque K est un tore, I'image fi(M) est un polyedre convexe fermé de
€. (théoreme 3.1).

Si on ne suppose plus que K est un tore, I'image de cette application est une réunion
d’orbites coadjointes. Cette image est donc entierement déterminée par son intersection
avec une chambre de Weyl t’,. Notre deuxieme objectif est de montrer que cette intersec-

tion fi(M) N ¢, est un polyedre convexe fermé de t} (théoreme 4.1).

Lorsque l'action est hamiltonienne, ce sont la les théoremes de convexité de Atiyah-
Guillemin-Sternberg-Kirwan ([1], [15], [18]) dont nous redonnerons au passage une dé-
monstration (théorémes 3.16 et 4.8). Lorsque ’action est localement hamiltonienne, ces
résultats fournissent une solution au probleme ouvert du §/7.3.1 de [6].

L’action d’un tore sur (M,w) est dite coisotrope (ou sans multiplicité, c.f. [16]) si il
existe une orbite dans M qui est coisotrope. Ces actions sont en quelque sorte les plus
petites possibles. Notre dernier objectif est de décrire les actions coisotropes des tores sur
les variétés symplectiques compactes. Nous montrerons que ces actions sont le produit
d’une action hamiltonienne coisotrope et d’une action anhamiltonienne coisotrope, et
que les actions anhamiltoniennes coisotropes sont des actions d’un tore central sur une
nilvariété symplectique (théoréme 6.6). Quant aux actions hamiltoniennes coisotropes,
elles sont entierement déterminées par le polyedre convexe image de ’application moment,
c’est un théoreme de Delzant ([7]) dont nous redonnerons au passage une démonstration
(théoréme 6.5).

Pour atteindre ces objectifs, nous rappellerons la description d’une action symplectique
de K au voisinage d’une orbite (proposition 1.9) et nous calculerons le moment de cette
action (proposition 2.17). Nous en avons détaillé la démonstration qui n’existe dans
la littérature que sous I’hypothése hamiltonienne ([14]). Nous avons aussi détaillé la
démonstration de nombreux résultats bien connus... ce qui permet de voir aussi ce texte
comme une introduction a la théorie des actions symplectiques des groupes compacts.
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1 Variétés symplectiques

Le but de cette partie est de décrire les expressions locales pour une forme
symplectique w au voisinage d’une sous-variété N de M (théoreme 1.2). Le
cas o N est un point est le classique lemme de Darboux (lemme 1.1). Cette
description se généralisera sans difficulté a une situation équivariante.

Le cas ou N est une orbite (proposition 1.9) jouera un réle central dans les
parties suivantes.

1.1 Modele local au voisinage d’un point

Une variété symplectique (M, w) est une variété M de dimension paire 2n et de classe C*®
qui est munie d’'une 2-forme w fermée non dégénérée, c’est a dire telle que dw = 0 et telle
que la 2n-forme w”" est une forme volume.

Lemme 1.1 (Darboux) Au voisinage de tout point d’une variété symplectique, il existe
un systéeme de coordonnées (p1,-..,Pn,q1,---,Gn) tel que w =Y dp; A dg;.

Pour tous champs de vecteurs X, Y sur M, on note iy le produit intérieur par X, Lx
la dérivée de Lie dans la direction X et [X,Y] le crochet de Lie de X et Y de sorte que

LX = Zxd+dZX,
L[ny] = LxLy—LyLX et

Z[ny] = LXZY - iyLX .

Démonstration du lemme 1.1 (Weinstein) Dans un systéeme de coordonnées centré
autour de ce point m, écrivons w = 3, ; fi;dx; A dz;. Posons wy = ¥, fij(m)dz; A dx;
et wy = wp + t(w — wp). Si le voisinage de m est suffisamment petit, w; est non dégénérée
et on peut écrire wy — w = dn ou 7 est une 1-forme telle que 7, = 0. Soit X; le champ
de vecteurs tel que ix,w; = n et ¢, la famille a un parametre de difféomorphismes au
voisinages de m telle que g = Id et %gpt = X;p;. On a alors

L(piwn) = o (Lxwy + Lwy) = @} (dn+w —wy) = 0.

Donc en intégrant, on obtient ¢jw = wp. Un changement linéaire de coordonnées permet
alors d’écrire wy sous la forme annoncée. O

Remarque Cette démonstration semble basée sur un miracle. Il n’en est rien : l'idée
consiste a inclure w dans une famille & un parametre de formes symplectiques w; et de
rechercher une famille & un parametre ¢, de difféomorphismes tels que ¢;w; est constante,
le choix du champ de vecteurs X; s’impose alors a nous.



1.2 Modele local au voisinage d’une sous-variété

Soit M une variété C®°, N <% M une sous-variété compacte. On note QP = QP(M)
I’ensemble des p-formes différentielles sur M, c’est ’ensemble I'(M, APT*M) des sections
C* du fibré APT*M — M. On note I'(IV, APT* M) I'ensemble des sections C* de ce fibré
au dessus de IV,

m: D(N,APT*M) — I'(N,APT*N)

la projection naturelle. Si a est une p-forme sur M, on note
aly € I(N,APT*M)
sa restriction a N; la p-forme j*(«) image inverse de « est alors donnée par 1'égalité :

7 () = m(aln) -

Remarquons que, si w est une 2-forme symplectique sur M, sa restriction w|y est non
dégénérée en tout point de N et 7(w|y) est une 2-forme fermée sur N. Le théoreme
ci-dessous est une version équivariante d’un résultat de Weinstein (voir [14],[28])

Théoréme 1.2 (Modeéle local pour une sous-variété) Soit M une variété C*,

N < M une sous-variété compacte et § € T'(N,A*T*M) tel que B est non dégénérée en
tout point et tel que w(B) est une 2-forme fermée sur N.

a) (Ezistence) Il existe un voisinage ouvert U de N et une forme symplectique w sur U
telle que w|y = f.

b) (Unicité) Soient wy, wi deux formes symplectiques définies au voisinage de N telles
que wo|y = wi|y. Alors il existe deuz voisinages ouverts Uy, Uy de N et un difféomor-
phisme ¢ de Uy sur U; tels que
- Prwi = wy
-Vx € N, ¢¥(z) =z et DY(z) = Id.

¢) (Equivariance) Soit K un groupe compact qui agit sur M. Si N et § sont K-
tnvariants, on peut choisir U et w K-invariants. Si en outre wy et wy sont K-invariants,
on peut choisir Uy, Uy, K-invariants et ¥ commutant a ’action de K.

Remarque Lorsque N = {point} et K = {e}, I'unicité est le lemme de Darboux. Si on
cherche a reprendre la démonstration de ce lemme pour démontrer ’unicité dans ce cadre
plus général, on a besoin du lemme a la de Rham suivant avec k = w.

Lemme 1.3 (a la deRham) Soit M une variété C°, N < M une sous-variété com-
pacte et k € QP (M) une p-forme fermée telle que j* (k) = 0. Alors il existe une (p—1)-forme
1 dans un voisinage U de N telle que

dn=1rk et nly=0.

Soit K un groupe compact qui agit sur M. Si N et k sont K-invariants, on peut choisir
U et n K-invariants.



L’idée de départ de la démonstration que 1’on réutilisera souvent par la suite est
I’existence d’un voisinage tubulaire U de N c’est a dire d’un voisinage U difféomorphe
a l'espace total F' d’un fibré vectoriel p : FF — N, le difféfomorphisme identifiant N a la
section nulle de ce fibré. La construction d’un tel difffomorphisme est classique : elle
s’obtient a ’aide d’une métrique riemannienne sur M, du fibré normal a N dans M et de
I’application exponentielle. En choisissant cette métrique K-invariante, cette construction
fournit un fibré K-équivariant, c’est a dire tel que ’action induite de K sur F' commute
a la projection p et est linéaire dans les fibres.

Démonstration du lemme 1.3 On peut donc supposer que M est I'espace total d’un

fibré vectoriel p: M — N et que N <y M est la section nulle. On note fi la multiplication
par t dans la fibre. C’est une rétraction C* de M sur N au sens suivant :

fo(M)C N , filn=1d et fi=1Idy.

D’autre part, I’application s — g, = fes est le flot d'un champ de vecteurs E sur M
appelé champ d’Euler du fibré. Introduisons 'opérateur I : P — QP~! donné par

I(a) = fol ft*(iE(a))%'

Remarquons que toute p-forme o € QP vérifie ig(a)|y = 0 et donc f(ig(a)) =0. On en
déduit que I(«) est bien défini et que I(a)|y = 0. On calcule alors

a—fila) = fy &(fi(a))dt
= Jo fi(Le(@)¥
= [y fi(ipda + diga)%
= Jlda+dlo.

Comme on a les égalités fi(k) = 0 et dk = 0, ce calcul avec @ = «k donne k = dI (k).
Donc la (p—1)-forme nn = I(k) convient. En outre, si k est K-invariante, n 'est aussi. O

Remarque Une partie du mystere de cette démonstration disparait si on se souvient que
I’opérateur I est celui que I'on utilise pour montrer que ’espace total M du fibré a méme
cohomologie de de Rham que la base ou si on jette un coup d’oeil a la remarque 3) de la
proposition 1.5.

Démonstration du théoréme
- Existence C’est un cas particulier du lemme suivant.

Lemme 1.4 Soit M une variété C°, N <Ly M une sous-variété compacte et
B € T(N,APT*M) tel que w([3) est une p-forme fermée sur N.

Alors il eziste un voisinage ouvert U de N et une p-forme fermée a sur U telle que
aly = B.

Soit K un groupe compact qui agit sur M. Si N et 3 sont K -invariants, on peut choisir
U et a K-invariants.



Démonstration Soit o/ € QF une p-forme sur M telle que o'|y = (3. On prend alors
a=da —noun € QP vérifie n|y = 0 et dn = da/. L’existence de n est assurée par le
lemme 1.3 dans un voisinage U de N.

Si B est K-invariant, on peut choisir o/ K-invariante, quitte a la remplacer par une
moyenne de ses translatées. La (p—1)-forme 7 est alors K-invariante et a aussi. O

Fin de la démonstration du théoréme
- Unicité C’est la méme démonstration que le lemme de Darboux :

Posons w; = wy + t(w; — wp). Le lemme 1.3 permet de trouver un voisinage U de N et
une 1-forme 7 telle que dn = wy —w et n|y = 0. Soit alors X; le champ de vecteurs tel que
ix,wy = N et o la famille a un parametre de difféomorphismes au voisinage de la variété
compacte N telle que ¢y = Id et %gpt = X;¢;. Comme les champs de vecteurs X; sont
nuls sur N le 1-jet de ¢ sur N est celui de I'identité. D’autre part on peut reproduire le
méme calcul :

i (rwr) = ¢ (Lxwe + gwr) = ¢i(dn+w —wo) = 0.
Puis en intégrant, pjw = wy.

- Equivariance Si wy et w; sont K-invariants, on peut choisir U et n K-invariants et ¢,
est un difféomorphisme entre deux voisinages K-invariants de N qui commute & ’action
de K. Ceci termine la démonstration du théoreme. O

1.3 Modele local pour un fibré vectoriel

D’un point de vue strictement logique, cette section est inutile. Mais c’est
elle qui nous guidera pour la construction des modeles locaux au voisinage
d’une orbite. _

Lorsque M est ’espace total d’un fibré vectoriel M 2 N et que N LM
est la section nulle, on va préciser le théoréeme des modeles locaux en affirmant
que la forme symplectique peut étre choisie quadratique dans les fibres.

Introduisons tout d’abord quelques notations. Soient 2 = QP (M), E' le champ d’Euler
du fibré et
Ay ={a €@/ Lpa = ka}

I’espace des p-formes homogenes de degré k le long des fibres. Les espaces ka] sont non
nuls si et seulement si le réel k£ est un entier positif. L’espace ngl = 2 k>0 ka] est I'espace
des p-formes sur M polynomiales le long des fibres. On pose

Dy = D

i<k

et on note S?(M)* — N le fibré sur N des formes quadratiques du fibré M 5 N.
Remarquons que ’espace 9[12] contient naturellement I’espace I'(N, S?(M)* @ T*N).
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Proposition 1.5 (Modele local pour un fibré) Soit M 5 N un fibré vectoriel, N <
M la section nulle et 3 € T(N,A*T*M) tel que n(B) est une 2-forme fermée sur N.

a) (Existence) Il existe une 2-forme fermée w € Q[2<2] sur M telle que w|y = f.

b) (Unicité) Soient w' € Qf o une 2-forme fermée sur M telle que w'|y = 0, alors il
existe n € (N, S?(M)* @ T*N) tel que w' = dn.

¢) (Equivariance) Soit K un groupe compact d’automorphismes du fibré M 5 N. Si
N et 3 (resp. w') sont K-invariants, on peut choisir w (resp. n) K-invariant.

Nous aurons besoin de notations supplémentaires. Soit

I'={feC®M)/ fln =0}

et O = I*QP espace des p-formes sur M qui sont nulles & I'ordre k—1 le long de N. On
a une filtration décroissante

P =00 -DHREDONR,, D

Et on a les inclusions
Qf’ K C Qp . Vk>p

O Ny = {0}

La filtration {2} n’est pas stable par différentiation extérieure, on a seulement d€2; C Qf_; .
On introduit donc une autre filtration décroissante :

oy = Q) + 9% -

izk

Comme d et ig commutent avec Lg, ils préservent les espaces ka], Q['<k} et Q['>k}. En
outre, on a la décomposition
QF = Qp & Q[>k+1 .

Démonstration de la proposition 1.5 a) Le théoreme 1.2 assure qu’il existe une 2-
forme fermée x € O telle que x|y = B. Ecrivons £ = w+w" avec w € Qf .y et w" € Q% 4.
On a encore dw = dw"” = 0. En outre, on a w”|y = 0 donc w|y = f.

b) On peut écrire v’ = wj + Wi + wg avec wj, € Q[Zk}. On a donc dwj, = 0 et wy|y = 0,
pour tout k£ € {0,1,2}. Etudions les formes wj, séparément.

- k= 0. Comme wy|y =0, et que wy est constant le long des fibres, on a wj = 0.

-k =1. Soit my; = ig(w}). On a w| = dn;. La 1-forme 7, vérifie n;|xy = 0 et dmy|x = 0.
Donc 7 est dans Q[l] N Q= {0}. Donc n; = 0.

-k =2. Soit gy = 2zE(cu2). On a wh, = dny. La 1-forme 7y vérifie no|xy = 0 et dng|y = 0.
Donc 1, est dans Qy N Qy = T(N, S?(M)* @ T*N). O

Remarques 1) La 2-forme fermée w donnée par la proposition 1.5 peut s’écrire

W= wp + w1 + ws



avec wy, € Q[Qk]. Notons B := wy|n. L’égalité

B =P+ b1+ B

correspond a la décomposition :
D(N,A’T*M) =T(N,A*T*N) (N, T*N @ M*) @ I'(N, A>M*) .

On a I'égalité wy = p*(w). Et, pour k = 1,2, les 2-formes wy, sont exactes : on peut écrire
wy, = dng avec ng € Q.

2) Lorsque [ est non dégénérée, on peut choisir le prolongement w dans Q[ZSZ] symplec-
tique sur M entier.

3) Les calculs dans cette démonstration ne sont pas si différents de ceux du lemme
1.3. En effet, lorsque « est dans Qf, 'opérateur I est donné par I(a) = 0si k = 0 et
I(o) = gig(a) sik # 0.

1.4 Modele local au voisinage d’une orbite

Décrivons de fagon plus précise le modele local lorsque N est une orbite.

Soient K un groupe compact qui agit sur une variété M. Soient x un
point de M, N = Kz l'orbite de ce point et H = {k € K / kx = z} son
groupe d’isotropie. D’apres le théoreme 1.2, construire un modele local, c’est
construire dans un voisinage de N une 2-forme fermée K-invariante w dont la
restriction § = w|y est donnée, c’est-a-dire dont la valeur b = w, au point z
est donnée.

Comme H est compact, on peut trouver un supplémentaire H-invariant V; de Vj :=
T, N dans V := T, M. Notons K xy Vi & K/H le fibré K-équivariant sur K/H ~ N
dont la représentation d’isotropie est V. Ce fibré est aussi appelé fibré induit de V;. Par
définition, K x5 V] est le quotient H\(K x V;) ou laction de H sur K x V; est donnée
par h.(k,v) = (kh™',kv). On a vu qu'’il existe un difféomorphisme K-équivariant d’un
voisinage de N dans un voisinage de la section nulle du fibré induit K x5 Vi & K /H qui
envoie V) sur ’espace tangent aux fibres. On fera désormais le choix du supplémentaire
H-invariant V; a ’aide du lemme suivant.

Lemme 1.6 (Décomposition de V) Soient H un groupe compact, (V,b) un H-module
symplectique et Vo C V un sous-espace H-invariant. Alors, il existe un supplémentaire H -
invariant Vi de Vy dans V tel que, en notant pour k = 0,1, Uy = V,NVL et Wy, = Vp,NVE
on a les égalités :

%:UO@WO et ‘/1=U1€DW1 .

Remarques 1) “H-module symplectique” signifie “espace vectoriel V' de dimension finie
munie d’'une forme bilinéaire symplectique b et d’une action linéaire de H qui préserve
b”. Pour tout sous-espace vectoriel W de V, on a noté W := {v € V / b(v,W) = 0}
I’orthogonal de W pour la forme bilinéaire b.
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2) On a alors la décomposition b = by +b; +by ot by € A>W{ est une forme symplectique
sur Wy, ot by € Ui @ U; est une dualité non dégénérée entre Uy et U; et ou by € AW
est une forme symplectique sur Wj.

Démonstration du lemme 1.6

1®T cas : V; est lagrangien On fixe tout d’abord un supplémentaire lagrangien Vj &
Vo dans V. Celui-ci s’identifie naturellement a ’aide de b au dual de V. L’ensemble des
sous espaces lagrangiens de V' supplémentaires a V; s’identifie alors a ’espace vectoriel des
applications bilinéaires symétriques de V] dans Vj. Le groupe compact H opeére alors sur
cet espace par des transformations affines. Il y a donc un point fixe : c’est le lagrangien
Vi cherché.

Cas général Notons Uy := Vo N VL. Le sous-espace Uy admet un supplémentaire H-
invariant Wy dans Vj et un supplémentaire H-invariant W; dans Vob. La restriction de b a
W@ W, est non dégénérée. Donc la restriction de b & WENW? est aussi non dégénérée. Or
Uy est lagrangien dans W NW?, il admet donc un supplémentaire H-invariant lagrangien
U; dans Wé’ N Wlb On prend V; = U; @ W;. O

Pour construire notre forme w nous aurons besoin d’un rappel sur les formes basiques.

Soit G un groupe de Lie. Un G-fibré principal est un fibré £ % B muni d’une action
a droite de G qui est simplement transitive sur les fibres. Une forme différentielle o sur
I’espace total ' d’un tel fibré est dite basique si elle est G-invariante et si, pour tout &
dans g, on a ix,a = 0 ol X¢ est le champ de vecteurs sur £ dont le flot est I'action sur
E de exp(t£). La terminologie est motivée par le lemme suivant.

Lemme 1.7 (Formes basiques) Soit E % B un G-fibré principal. Une forme diffé-
rentielle of sur E est basique si et seulement si il existe une forme différentielle o sur B
telle que of = ¢* .

La forme « est alors unique.

Démonstration On peut supposer que £ = B X (G. L’assertion est alors évidente. O

Les formes basiques permettent donc de construire des formes différentielles sur la base
B en travaillant dans F.

Le lemme suivant avec 0 = j*w décrit le sous-espace U.

Lemme 1.8 (Espaces homogeénes symplectiques) Soit K un groupe de Lie qui agit
transitivement sur une variété C*° N en préservant une 2-forme fermée o. Soit r un
point de N, H son groupe d’isotropie. o, est donc une forme bilinéaire antisymétrique
sur Ty N ~ ¢/h.

a) Le noyau de o, s’identifie a [/ ou | est une sous-algébre de Lie de € contenant b.

b) On suppose que le sous-groupe L engendré par H et exp(l) est fermé. Alors o est
I’image inverse par la fibration K/H — K/L d’une forme symplectique K-invariante sur
K/L.
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Démonstration Quitte a relever o en une 2-forme sur K, on peut supposer que H = {e}.
Identifions £ a ’algebre de Lie des champs de vecteurs invariants a gauche sur K.
a) Comme o est fermée et K-invariante a gauche, on a

o(l&n, Q) +a([n,¢l.&) +o([¢,€,m) =0 V&n,(et.

On en déduit que le noyau de o, est une sous-algebre de Lie de ¢.

b) Par définition, on a, pour tout £ dans [, izc = 0. Comme o est fermée, on en déduit
L¢o = 0. Donc o est basique relativement au L-fibré principal K’ — K/L. 1l suffit alors
d’utiliser le lemme 1.7. O

Il résulte de ce qui précede que le sous-espace V] est isomorphe a (I/h)* @ W, ou W est
un H-module symplectique. Nous disposons désormais de suffisamment d’éléments pour
que la construction suivante du modele local ne soit plus mystérieuse.

Construction du modele local Soit K un groupe de Lie. On se donne

- Un espace N homogene sous ['action de K. On fixe un point x de N et on suppose que
le groupe d’isotropie H en ce point est compact. On choisit un supplémentaire H-invariant
a b dans £ et on note 7 la projection sur § parallelement a celui-ci.

- Une 2-forme fermée K-invariante o sur N. On note [ la sous-algebre de £ telle que
[/b est le noyau de o,, on choisit un supplémentaire H-invariant a [ dans £ et on note 7’
la projection sur [ parallelement a celui-ci.

- Un H-module symplectique W. On note b la forme bilinéaire symplectique H-
invariante sur W.

On pose
X =K xg ((I/h)" x W)

I’espace total du fibré induit X 2 N ~ K/H et on identifie N & I'image de la section
nulle de ce fibré vectoriel. On note comme précédemment Uy ~ [/h, W, un supplémentaire
H-invariant a Uy dans V, := T, N, Uy := (I/h)* et W, = W. On va construire sur X une
forme symplectique K-invariante w telle que w, = by + b1 + by ou by est la forme bilinéaire
symplectique sur Wy égale a o,, ol by est la dualité entre Uy et U; et ou by est la forme
bilinéaire symplectique b sur W;. La forme symplectique w est somme de trois formes
fermées K-invariantes w = wy + wy + wy. On prend wy = p*o. Pour construire w; et wo,
on pose Y = K x (I/h)* x W. La projection naturelle Y % X est un H-fibré principal.
On considere les 1-formes 7} et 5 sur Y données par les formules, pour tout y = (k, v, w)
dans Y et tout (£',v',w’) dans T,,Y ~ & x ([/h)* x W,

(1) ko (€, V' ') = (7' (€1))

(ng)(k,u,w) (fla Vla w,) = %b(w, wI_T(é-I)w) ;

Ces 1-formes sont basiques et K-invariantes. Il existe donc des 1-formes K-invariantes 7,
et no sur X telles que 77% = q*ny et 775 := ¢*ny. On prend alors w; = dn; et wy = dnp.
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On notera X (N, o, W) la variété X munie de la forme symplectique w et Y (N, o, W) la

variété Y munie de la 2-forme fermée w? := wf + w! + wé ot ! := ¢*w.

On peut résumer la discussion ci-dessus en la proposition suivante.

Proposition 1.9 (Modeéle local pour une orbite) Soit K un groupe compact qui agit
sur une variété symplectique (M,w) en préservant w. Soient x un point de M, H son

groupe d’isotropie, N = K.x <y M Uorbite de ce point, o la 2-forme fermée K -invariante
sur cette orbite o = j*w et W le H-module symplectique W = T,N*/(T,N N T,N¥) .
Alors il existe

- un voisinage K-invariant U de N dans M,

- un voisinage K-invariant U' de N dans X (N,o, W) et

- un difféomorphisme symplectique K -équivariant de U sur U’ égal a l'identité sur N.

Remarque Pour démontrer cette proposition, nous avons eu uniquement besoin de la
partie unicité du théoréeme 1.2. La proposition 1.5 ne nous a été utile que comme guide
pour deviner I’expression de la forme symplectique sur X (N, o, W).

12



2 Actions symplectiques

Soient M une variété C* munie d’une 2-forme fermée w et K un groupe
de Lie agissant sur M (bien sir de fagon C*) en préservant la 2-forme w.
Lorsque w est symplectique, on dira en bref que (M,w) est une K-variété
symplectique. C’est le cas le plus intéressant, mais nous n’aurons pas besoin
de cette hypothese.

Le but de cette partie est d’associer a une telle action une application
moment, et de la calculer pour les modeles locaux.

2.1 Hamiltoniens

Soit M une variété C* connexe. On note M 2 M son revétement universel et I' = 7y (M)
son groupe fondamental que ’on regarde comme un groupe de difféfomorphismes de M.
Soit w une 2-forme fermée sur M et @ = p*(w).

Soit X € x(M) un champ de vecteurs sur M qui préserve w c’est-a-dire tel que Lxw = 0.
Comme Lx = ixd + dix, la 1-forme ixw est fermée et on peut, au moins localement,
trouver une fonction dont la différentielle est ixw. Plus précisément, notons X = p*(X)

le champ de vecteurs relevé sur M et @* : M — R une fonction telle que
dg™ =iz .

On dit que $* est un hamiltonien pour X. 11 est bien défini & une constante additive

pres. Il existe donc un morphisme de groupes hy € Hom(I', R) tel que
oy =0 +hx(y) VyeT.

De méme, on dit qu’une fonction ¢* : M — R est un hamiltonien pour X si dp* = ixw.
Une telle fonction existe si et seulement si hx = 0.

Lemme 2.1 (Hamiltonien du crochet) Soient X, Y deuz champs de vecteurs sur M
qui préservent la 2-forme fermée w. Alors le crochet [X,Y]| préserve w et la fonction
w(Y, X) est un hamiltonien pour [X,Y].

Démonstration a) On a Lix yjw = LxLyw — Ly Lxw = 0.
b) D’autre part, comme iyw est fermée, on a
Z'[X,y]u) = (iny — iny)(u)) = (Zxd+ dix)iyw = dixiyw = d(W(K X)) . |

Les mémes calculs permettent de démontrer :
Exercice 2.2 a) Soient XY deux champs de vecteurs sur M qui préservent une 1-forme
n. Montrer que [X,Y] préserve n et qu’on a l’égalité n([X,Y]) = dn(Y, X).

b) Soient X, Y, Z trois champs de vecteurs sur M qui préservent la 2-forme fermée w.
Montrer Uégalité : w([X,Y],Z) +w([Y, Z], X) +w([Z,X],Y) =0.
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Remarque Lorsque w est symplectique, la construction inverse est possible : a toute
fonction ¢ € C*°(M), on peut associer son gradient symplectique, c’est le champ de
vecteurs X% sur M défini par ixe(w) = dp. Comme w est non dégénérée, ce champ
X? est défini de fagcon unique et, comme w est fermée, le champ X% préserve w. On
peut alors introduire le crochet de Poisson {p,1} de deux fonctions ¢, € C>®(M)
par égalité {p, 1} = Lys(¢) = w(X? X¥). Le lemme ci-dessus prouve que X ¥} =
—[X%, X¥] . On en déduit facilement que le crochet de Poisson vérifie I'identité de Jacobi
et que l’application ¢ — —X¥ est un morphisme d’algebre de Lie de (C*(M),{.,.}) dans
(x(M),[.,.])- En coordonnées de Darboux 1.1, on a X% = Y ;(0,,¢ Op, — Op,p 0y) et
{0, 9} = Xi(0p 0 0400 — Oy 0 Op,1)) -

2.2 Application moment

Soit M une variété C* connexe, w une 2-forme fermée sur M et K un groupe de Lie
connexe qui agit sur M en préservant w.

Pour tout élément £ de 'algebre de Lie £ de K, on note X, le champ de vecteurs sur
M donné par

(Xew)(m) = Fo(exp(t€)z)|i=o Y € C°(M) , Vo € M .
On a les égalités, encore avec un signe moins :
[Xe, X,) = ~Xieq)  VE N EE.

Autrement dit, ’application £ — — X est un morphisme d’algebres de Lie de £ dans x (M)
On note Yg =p*(X) et it € C*°(M) un hamiltonien pour )AQ.

On peut supposer le choix de ces hamiltoniens faits de sorte que 'application & — i
soit linéaire. On note alors i € COO(M ,€") Papplication donnée par

fi(2)(€) = i (x) Vo € M .

On dit que fi est le moment de ’action de K sur M. 1l est bien défini & addition pres
d’une constante dans €.
Il existe donc un morphisme de groupes h € Hom(T', ¢*) , appelé morphisme d’holono-
mie, tel que
fioy=p+h(y)Vyerl.
Le morphisme d’holonomie ne dépend pas du choix du moment fi. Le groupe image
h(T') C € est appelé groupe d’holonomie.

Etudions maintenant le lien entre I'application moment et ’action de K. Soit K le
revétement universel de K. Il agit sur M en préservant la 2-forme fermée &. Il agit aussi
sur € par I'action coadjointe. Nous noterons encore ces actions & I'aide d’un simple point.

Pour tout élément k de K I'application z — k.ji(k.7) est aussi un moment. II existe
donc une constante Cj dans € telle que, pour tout x dans M, on a

p(k.x) = k.u(x) + Cy .
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On a l’égalitg'kak: = Cy + k.Cyy pour tout k, k' dans K. Autrement dit, C est un
1-cocycle de K dans £*.

En outre, si on modifie le choix du moment i d’une constante additive A € €*, le
cocycle est modifié par le cobord C' donné par la formule C, := A — k..

Remarque La signification de ce cocycle est la suivante : il existe une action affine de K
sur € pour laquelle le moment fi : M — ¢ est K-équivariante. La partie linéaire de cette
action est l’action coadjointe et la partie translation est le cocycle C. L’action affine est
donc donnée par ke A = k.A 4+ Cy. Nous oublierons désormais cette action affine pour ne
considérer que I’action coadjointe.

2.3 Actions hamiltoniennes

On garde les notations de la section précédente.

Définition 2.3 L’action de K sur (M,w) est dite localement hamiltonienne si on peut
choisir un moment de Uaction de K sur M qui soit K—équivam’ant.

L’action est dite hamiltonienne, si en outre, les 1-formes fermées ix,w sont exactes,
pour tout £ dans €.

Autrement dit, I'action est localement hamiltonienne si et seulement si C' est un cobord.
Dans ce cas, on choisit le moment fi : M — € K-équivariant. On a donc

i =kt VEet VEeK .

Ce moment est alors bien défini a addition pres d’une constante dans 1’espace vectoriel
(€)% ~ (&/[¢, €])* des formes linéaires K-invariantes sur &. On dira en bref que (M, w, K, [i)
est une action localement hamiltonienne. Le morphisme d’holonomie A prend alors ses
valeurs dans (€)%

L’action est alors hamiltonienne si et seulement si on peut écrire i = popou p: M — €*
est une application appelée moment de ’action de K sur M.

Lorsque w est symplectique, on dira en bref que (M, w) est une K-variété hamiltonienne.

Donnons maintenant quatre interprétations de la condition localement hamiltonienne.

* La premiere interprétation est une version infinitésimale du cocycle.

Elle nécessite quelques notations. D’apres le lemme 2.1, pour &, n dans &, la fonction
Ccen = &M — G(Xe, X,,) est constante. Elle définit donc un élément ¢ de A2¢*. D’apres
I’exercice 2.2.b, cet élément c est un cocycle, i.e. il vérifie

Cleml¢ T Cincle T Cleegm =0 VEn,C €.

En outre, si on modifie le choix du moment /i¢ d’une constante additive A € €, le cocycle
est modifié par le cobord ¢’ donné par la formule c; , := A([§, 7])-
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Lemme 2.4 (Cocycle infinitésimal) Soit K un groupe de Lie connexe qui agit sur une
variété M en préservant une 2-forme fermée w. Cette action est localement hamiltonienne
st et seulement si le cocycle c est un cobord.

Démonstration Calculons la différentielle de Iapplication ® : K — ¢* donnée par o(k) =
i*¢(kz). 1l suffit de la calculer en k = e. Or, pour tout 7 dans ¢

d®(e)(n) = (A" + dii*(X,)) (z) = (A" — &(X,, X)) (2) -
On a donc les équivalences
c=0%dd =0« & = constante & Ji est %—équivariante &S C=0.

Par suite ¢ est un cobord si et seulement si C est un cobord. C’est ce que I'on voulait. O

Remarque Soit Ty := Kerh. Le revétement M = FO\]\N/I 2, M est appelé revétement
d’holonomie et Papplication i : M — €* obtenue par passage au quotient de fi, est aussi
appelée application moment.

Lorsque 'action de K sur M est localement hamiltonienne, cette action se reléve en
une action de K sur M et le moment i : M — € est K -équivariant.

En effet, notons Z le noyau de la projection K — K. Comme le moment I est K-
équivariant, si k est dans Z et = dans M, on a les égalités ji(kz) = fi(z) et p(kz) = p(z).
Ce qui assure par définition de I'y que = et kz ont méme image dans M. On en déduit
que Paction de K sur M se factorise en une action de K.

La K-équivariance de ’application moment [ résulte de I’équivariante de p.

*x La deuxiéme interprétation n’est valable que pour les groupes commutatifs.
Une sous-variété N de M est dite
- 1sotrope si, pour tout x dans NV, on a T, N* D T, N. On a alors 2dim N < dim M.
- coisotrope si, pour tout z dans N, on a T,N“ C T,N. On a alors 2dim N > dim M.
- lagrangienne si, pour tout x dans N, on a T, NY =T, N. On a alors 2dim N = dim M.

Lemme 2.5 (Orbites isotropes) Soit K un groupe de Lie commutatif connexe qui agit
sur une variété M en préservant une 2-forme fermée w. Celte action est localement
hamiltonienne si et seulement si les orbites de K sont isotropes.

Démonstration En effet, la condition ¢ = 0 s’écrit : w(Xe, X)) =0V, net. O
* La troisieme interprétation n’est valable que pour w symplectique.

Lemme 2.6 (Crochet de Poisson) Soit K un groupe de Lie connexe qui agit sur une
variété symplectique (M,w) en préservant w. L’action est localement hamiltonienne si

et seulement si on peut choisir le moment p_de sorte que l’application § — i€ soit un
morphisme d’algébres de Lie de ¢ dans (C*(M),{.,.}).
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Démonstration En effet, la condition ¢ = 0, s’écrit : &(5(;, Yn) = {pt, "} VE,n e k.0
Le corollaire suivant est la forme moderne du théoréme de Noether.

Corollaire 2.7 Soit K un groupe de Lie commutatif qui agit sur une variété M en préser-
vant une 2-forme fermée w. On suppose l’action hamiltonienne. Alors, le moment p est
constant sur les orbites de K dans M.

Démonstration Les orbites coadjointes de K sont des points. O
*x La quatriéme interprétation n’est valable que pour les groupes compacts.

Lemme 2.8 (Groupes compacts) Soit K un groupe compact conneze qui agit sur une
variété M en préservant une 2-forme fermée w. Soient S = [K, K| le groupe dérivé, S
son revétement universel, Z la composante connexe du centre de K et 3 son algébre de
Lie. Alors .

a) On peut choisir le moment i : M — € de sorte qu’il soit g—équivarz'ant.

b) L’image ji(M) est alors une réunion d’orbites coadjointes.

c¢) Le groupe d’holonomie h(T') est inclus dans (€)% ~ 3*.

d) L’action de K est localement hamiltonienne si et seulement si l’action de Z [’est.

e) L’action de K est hamiltonienne si et seulement si l’action de Z [est.

Corollaire 2.9 Toute action symplectique d’un groupe de Lie compact connexe a centre
fini est hamiltonienne.

Démonstration du lemme On admettra le résultat classique suivant sur la structure
des groupes compacts. On a K = S.Z, le groupe SN Z est fini et le groupe S est compact.
(voir [3])

a) Comme le groupe S est compact, il existe sur S une mesure de Haar ds de masse 1.
On peut alors remplacer le moment zi par le moment moyenné x — [z s.i(s'x)ds . On

obtient ainsi un nouveau moment qui est S-équivariant.

b) En effet, les orbites de S dans € ne sont autres que les orbites coadjointes de K.

¢) Un moment S-équivariant est uniquement défini & addition prés d’un élément S-
invariant de €*. Donc h(T") C (€)% = (€)% ~ 3*.

d) De la méme fagon, le cocycle C' associé & un moment S-équivariant i est nul sur S
et prend ses valeurs dans 3*. Notons p : £* — 3" I'application de restriction. La composée
po i est un moment pour I'action de Z sur M. Son cocycle C' n’est autre que la restriction
4 Z de C. Donc C est nul si et seulement si C" est nul.

e) L’holonomie h : I' — (€)% ~ 3* de I'action de K sur M est aussi ’holonomie de
I’action de Z sur M. O

* Voici, pour finir, trois remarques qui permettent parfois de déterminer si une action
symplectique est hamiltonienne :

- Si H?(&,R) = 0, toute action de K qui préserve une 2- forme fermée w est localement
hamiltonienne.
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- Si ()X = 0 ou si HY(M,R) = 0, toute action localement hamiltonienne de K est
hamiltonienne.

- Si M et K sont compacts et si H'(M,R) = 0, toute action symplectique est hamil-
tonienne.

2.4 Exemples

Voici quelques exemples d’actions symplectiques d'un groupe K sur une variété symplec-
tique (M, w) c’est-a-dire d’actions qui préservent w.

a) Translations sur le tore Le groupe K est le tore T?" = R*"/Z*" et M est la
variété T>" munie de la forme symplectique w = ¥ dp; A dg;. Le groupe K agit sur M par
translation. On a I’égalité fi(p, ) = (¢, —p) € R*" ~ &*. Cette action n’est pas localement
hamiltonienne.

Soit K’ le sous-groupe de K : K' = T" x {0}. L’action de K' sur M est localement
hamiltonienne mais n’est pas hamiltonienne. On a I'égalité [i(p,q) = ¢ € R™ ~ ¢"*.

b) Actions linéaires sur un espace vectoriel symplectique Soit w une forme
bilinéaire symplectique sur I’espace vectoriel W = R?" et K un groupe compact de trans-
formations linéaires de W qui préservent w. Alors 'action de K sur W est hamiltonienne
et admet pour moment

pé(z) = %w(fx,x) VeeW K VEet.

c) Variétés algébriques affines Il s’agit d’une simple variante de ’exemple précédent.
On introduit sur W = C" la forme symplectique w = 5 3~ dz;, A dz; partie imaginaire de
la forme hermitienne standard. Soit M <% C™ une sous-variété lisse complexe que I'on
munit de la forme symplectique j*w. Soit K un sous-groupe de SU(n) qui préserve M.

Alors 'action de K sur M est hamiltonienne et le moment est donné par la méme formule
Pt (z) = sw(éx,xz) Ve e M, VEet.

d) Variétés algébriques quasiprojectives Notons toujours w la forme symplectique
sur C" égale a la partie imaginaire de la forme hermitienne standard. On note P(C")
I’espace projectif de C", C"—{0} 2 P(C") la projection naturelle et o une forme de Kihler

sur P(C"). C’est une 2-forme symplectique invariante par SU(n). Soit M <% P(C") une
sous-variété lisse complexe que I’on munit de la forme symplectique j*o. Soit K un sous-
groupe de SU(n) qui préserve M. Alors I'action de K sur M est hamiltonienne et admet
pour moment, si o est convenablement normalisé,

p(z) = tw(éa®, a") Vo e M, VEek.

ol z' est un vecteur de norme 1 sur la droite z.
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e) Espaces cotangents Soit X une variété C>, ’espace cotangent M = T*X admet
une 2-forme symplectique canonique w = dn ol 7 est la 1-forme canonique qui se calcule
de la facon suivante : soit Y dans T(7*X). Le point base de Y est un élément o € T*X
qui lui méme a pour point base un point x de X; on note y 1’élément de 7, X image de YV
par la différentielle de la projection 7*X — X. On a, par définition n(Y) = a(y).

Soit K un groupe compact qui agit sur X. L’action induite de K sur M préserve 7 et
w; cette action est hamiltonienne, avec pour moment p¢ = —n(X;)

f) Orbites coadjointes Soit K un groupe de Lie et O = K\ une orbite coadjointe
pour une forme linéaire A dans €. Cette orbite coadjointe O admet une unique 2-forme
symplectique K-invariante wo dont la valeur au point A vérifie

wo(Xe, Xy) = A([€,n]) VEnet.

L’action de K sur O est hamiltonienne avec pour moment p(z) =z Vo € M.

Remarques 1) L’exemple d) est un cas particulier de I’exemple f) car P(C") est une
orbite coadjointe du groupe SU(n). Cet exemple est aussi un cas particulier du corollaire
2.9 car SU(n) a un centre fini.

2) Le point de vue géométrie différentielle que nous avons suivi a fait apparaitre le
modele local comme un hybride des exemples a), b), e) et f). L’intérét de I’article de
Sjamaar [27] est de regarder, dans le cas hamiltonien, le modele local comme un cas
particulier de ’exemple d) et donc de relier ce sujet a la théorie des actions algébriques
des groupes réductifs complexes.

Les plus simples des actions hamiltoniennes sont celles qui sont homogenes. Nous
verrons dans le lemme ci-dessous diu a Kostant qu’elles sont essentiellement données par
I'exemple f).

Lemme 2.10 (Espaces homogénes hamiltoniens) Soit K un groupe de Lie qui agit
transitivement sur une variété M en préservant une 2-forme fermée w. On suppose
laction hamiltonienne.

a) Alors le moment p est une fibration de M sur une orbite coadjointe O = KX\ et la
forme w est image inverse de la forme symplectique wo sur O.

b) Lorsque w est symplectique, le moment | est un revétement de M sur cette orbite
coadjointe O.

Remarque Dans la situation du b), lorsque K est compact, p est un difféomorphisme
car toutes les orbites coadjointes de K sont simplement connexes.

Démonstration a) Soit z un point de M et A = p(z). Comme p est K-équivariant, on
a 1'égalité u(M) = KX et I'application p est une fibration de M sur KA. La condition
c =0 s’écrit w(Xe, X)) = A([€,n]) V& n € t. Ce qui signifie que w = p*(wo).

b) Il reste & montrer que le noyau Kerdu(z) est nul. C’est clair, car ce noyau est
I’orthogonal relativement a w de ’espace tangent a l'orbite Kz. O
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2.5 Actions anhamiltoniennes et noyau du cocycle
Les deux lemmes suivants joueront un role important dans la partie 6.

Lemme 2.11 Soit K un groupe compact conneze ou un groupe de Lie commutatif connexe
qui agit sur une variété C° compacte connere M en préservant une 2-forme fermée w.
On note &, == {§ € t [ ix,w est exacte}

St on a l’égalité &, = €, alors laction de K sur M est hamiltonienne.

Nous verrons plus loin que, lorsque K et M sont compacts, le sous-groupe de Lie
connexe K d’algebre de Lie ¢, est fermé dans K (corollaire 4.2).

Démonstration Grace au lemme 2.8.e, on peut supposer que K est commutatif. D’apres
le lemme 2.4, il s’agit de montrer que, pour tout &,  dans €, on a c¢, = 0. Comme ix,w
est exacte, il existe une fonction p¢ sur M telle que du® =i x.w. Comme M est compact,
cette fonction pé atteint son maximum en un point zo. En un tel point, la 1-forme i X W
s’annule et on a ¢, = —wy (Xe, X)) = 0. O

Définition 2.12 L’action de K sur (M,w) est dite anhamiltonienne si on a ¢, = 0.

Dans ce cas, le groupe K est commutatif. En effet, ¢, contient [¢, €] (lemme 2.1).
L’exemple 2.4.a est une action anhamiltonienne d’un tore sur une variété symplectique
compacte. Nous en construirons beaucoup d’autres en 6.1.

Lemme 2.13 (Noyau du cocycle) Soit K un groupe de Lie commutatif connezxe qui
agit sur une variété C connexe M en préservant une 2-forme fermée w, i : M — ¥ le
moment de laction de K sur M et | = {Eet/Vnet ¢, =0} le noyau du cocycle
infinitésimal. Alors,

a) le cocycle C : K — ¥ est un morphisme de groupes d’image [+. Son noyau est le
sous-groupe conneze L de K d’algebre de Lie .

b) Pour tout x dans M, on a Uégalité L = {k € K / ji(kz) = ji(z)}.

¢) Si M est compact, on a linclusion &, C [.

Démonstration a) Comme K est commutatif, la relation de cocycle s’écrit Crp =
Cr + Cy. Elle exprime que C est un morphisme de groupes. Sa différentielle dC' : £ — ¢
est donnée par la formule, pour tout &, n dans ¢, dC(£)(n) = c¢,. Nos assertions s’en
déduisent.

b) Cela résulte de 1’égalité Cy = pi(kx) — ().

¢) Méme démonstration que le lemme 2.11. O

Remarque Méme si M et K sont compacts, image de L dans K n’est pas toujours
fermée. Voici un exemple. Fixons un nombre réel irrationnel o et posons M = T* =
{(z,y,2,t) | z,y,z,t € T}, w = (dz — ady) ANdz +dy Adt et K =T>. Le groupe K agit
sur M par translation sur les trois premieres coordonnées. Cette action préserve w. Le
noyau du cocycle infinitésimal est [ = {(z,,2) € R® / 2 = ay, z = 0}. Donc le groupe
correspondant n’est pas fermé dans K.
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2.6 L’application moment pour les modeles locaux

Dans cette section on calcule le moment pour I’action du groupe compact K
sur les variétés symplectiques X (N, o, W) de la proposition 1.9. On détermine
parmi ces actions celles qui sont hamiltoniennes.

Commencons par deux lemmes qui sont plutot des exercices.

Lemme 2.14 (Le moment pour une forme exacte) Soit K un groupe compact con-
nere qui agit sur une variété C° M en préservant une 2-forme exacte w = dn. Alors
Paction de K sur (M,w) est hamiltonienne. En outre, on peut choisir la 1-forme n K-
invariante, l’action admet alors pour moment ¢ = —n(Xe), pour tout § dans €.

Démonstration Ce lemme n’est qu'une généralisation de I’exemple 2.4.e). Quitte a rem-
placer 1 par une moyenne de ses translatées, on peut supposer n K-invariante. Il suffit
alors de montrer que, la fonction ¢ := —n(X) est un hamiltonien pour X;. Or

ixew — dpt = (ixd + dix,)n = Lx,;n=0.
C’est, ce que 'on voulait. O

Lemme 2.15 (Le moment pour une somme) Soit K un groupe de Lie connexe qui
agit sur une variété M en préservant des 2-formes fermées wy, pour k = 0,1,2. On note
b € C®(M,¥€") les moments de cette action pour wg. Alors la somme [i :== Y [iy est un
moment de cette action pour la 2-forme w =Y wg.

Démonstration C’est évident. a
Le lemme suivant permet de décider si les K-espaces X (IV, o, W) sont hamiltoniens.

Lemme 2.16 (Moment et restriction) Soit K un groupe de Lie connexe qui agit sur

une variété M connere, w une 2-forme fermée K-invariante sur M et N <Ly M une sous
variété K-invariante.

a) L’action de K sur (M,w) est localement hamiltonienne si et seulement si l’action de
K sur (N, j*w) est localement hamiltonienne.

b) On suppose que le morphisme naturel H'(M,R) — H!(N,R) est injectif. Alors
Paction de K sur (M,w) est hamiltonienne si et seulement si l’action de K sur (N, j*w)
est hamiltonienne.

Remarque L’hypothése du b) est vérifiée losque M est un fibré vectoriel au-dessus de

N.

Démonstration a) En effet les fonctions Cy, sont constantes sur M. Elles sont nulles sur
M si et seulement si elles sont nulles sur N.
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b) En effet, le morphisme d’holonomie hy; pour I'action de K sur (M, w) est un élément
de H'(M,R) ® ¢*. Le morphisme d’holonomie hy pour l'action de K sur (N, j*w) est
I'image j*(hys) dans H'(N,R) ® €. Donc, hys est nul si et seulement si hy est nul. O

On reprend maintenant les notations X = X (N, o0, W) ... de la proposition 1.9.

On note T le point base du revétement universel N , iy un moment pour 'action de
K sur N et \o := fix(Z). On note gy le moment de I'action de K sur (W,b) dont la
formule est donnée dans ’exemple b). On note [k, v, w] I'élément du revétement universel
X image de (k,v,w) € K x (I/h)* x W .

Proposition 2.17 (Le moment du modele local) a) Le moment ji de 'action de K
sur X(N,o,W) est donné par

ik, v,w)) = fin(kE) + k(v + pw (w))
= Cp+k.(Xo+v+pw(w)).

b) L’action de K sur X (N, o, W) est localement hamiltonienne (resp. hamiltonienne) si
et seulement si l'action de K sur N est localement hamiltonienne (resp. hamiltonienne).
Dans ce cas la formule du moment se simplifie un peu :

llk, v, w]) = k.(Xo + v + pw (w)) .

Lorsque l'action est hamiltonienne, les propositions 1.9 et 2.17 sont dans [14] et [23]
(voir aussi [27]).

Démonstration Cela résulte des trois lemmes ci-dessus et de la construction de
X(N,o,W). d
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3 Le moment pour ’action d’un tore

Le but de cette partie est de montrer les propriétés de convexité de I'appli-
cation moment 7 pour une action symplectique d’un tore 7' sur une variété
symplectique (théoréme 3.1). Lorsque I’action est hamiltonienne, il s’agit d’un
fameux théoreme di a Atiyah, Guillemin, Sternberg (théoréme 3.16).

Notre démonstration suit la stratégie de la jolie preuve du cas hamiltonien
donnée par Condevaux, Dazord et Molino dans [6] (voir aussi [17] et [20] pour
une rédaction plus détaillée).

On montrera tout d’abord une version locale de ce théoréme (lemme 3.4).
On munira ensuite 'espace des feuilles M;; de p d’une structure euclidienne
convexe (lemme 3.9). Le point clef consiste & démontrer que cet espace de
feuilles est séparé. Un argument général sur les structures euclidiennes con-
vexes nous permettra alors de conclure (proposition 3.13).

Lorsque I'action est hamiltonienne, on peut aussi introduire 1’espace des
feuilles M, du moment p de 7" sur M. La propreté de p et un argument
général de topologie assure que cet espace est séparé (lemme iﬁvl(])

Lorsque Paction n’est pas hamiltonienne, la séparation de M} résulte d’un
argument plus technique de topologie basé a la fois sur les propriétés locales
et globales de i (proposition 3.11).

3.1 Convexité du moment

Une application continue f : M — E entre deux espaces topologiques est dite propre si
I’image inverse de tout compact est un compact. Cette condition est automatiquement
vérifiée lorsque M est compact. L’application f est dite ouverte si 'image de tout ouvert
est un ouvert. On appelle fibre de f I'image inverse f~!(\) d’un point A de F et feuille
de f une composante connexe d’une fibre.

Soit I' un groupe d’homéomorphismes de M. On dit que f est propre modulo I si, pour
tout compact B de F, il existe un compact My de M tel que f~!(B) C T' M,

Théoréme 3.1 (Convexité pour I’action d’un tore) Soient T = T¢ un tore, (M, w)
une T-variété symplectique conneze, p : M — M son revélement universel, I' = m (M),
o M — t* le moment de Uaction de T sur M et h: T — ¢ le morphisme d’holonomie.
On suppose que [i est propre modulo I'. Alors -

a) l'image ,u(M) est un polyédre conveze fermé et Uapplication i : M — L(M) est
ouverte et a fibres connexes.

b) Pour tout \ dans t*, on a Uégalité T.p—*(\) = (A +h(T)).

La condition “fi propre modulo [ est automatiquement vérifiée lorsque M est compact.

Ce théoreme généralise le théoreme d’Atiyah, Guillemin et Sternberg de convexité du
moment pour une action hamiltonienne (théoreme 3.16).
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Interprétation du théoréme 3.1.b On appelle feuille moment 'image dans M d’une
feuille de zi. Les feuilles moments forment une partition de M appelé feuilletage moment
bien qu’il s’agisse d’un feuilletage singulier. L’application moment i : M — t* induit
par passage au quotient une application 7 : M — t*/h(T") appelée moment réduit. Le
théoreme 3.1.b affirme que, lorsque M est compact, ’adhérence d’une feuille moment est
une fibre du moment réduit (en particulier les adhérences de deux feuilles moments sont
égales ou disjointes). Cette assertion est conjecturée dans [6] §11.3.1, sous ’hypothese que
I’action de 1" est localement hamiltonienne.

On démontrera simultanément 1’énoncé suivant qui précise ce théoreme.
On rappelle que t, ={{ et/ ixew est exacte}. Pour toute sous-algebre de Lie s de t,

on note s = {f € t* / f(s) = 0} et M® P’ensemble des points fixes de s dans M.

Corollaire 3.2 Avec les notations du théoréme 3.1.
1) On a Végalité i( M) + t- = f(M).
2) 8i M est compacte, alors
a) le quotient i( M)/t est compact.
b) Le sous-groupe Ty, de T d’algébre de Lie t;, est fermé.
c) ,u(Mth) est inclus dans une réunion finie de sous-espaces affines paralléles a ti et
(M) est Uenveloppe conveze de ,u(Mth)

Remarques 1) Le point b) de ce corollaire est démontré dans [10] sous '’hypothése que
la classe de cohomologie de w est dans H?(M, Q).

2) Lorsque M n’est pas compacte, le sous-groupe T}, n’est pas toujours fermé. En voici
un exemple qui ressemble beaucoup a celui de la remarque du lemme 2.13.

Fixons un nombre réel irrationnel o et posons M = T> x R = {(z,y,2,t) / ©,y,2
€T, t€R}, w=(dz — ady) ANdz +dy Adt et T = T?. Le groupe T agit sur M par
translation sur les deux premieres coordonnées. Cette action préserve w et est localement
hamiltonienne. L’algebre de Lie t, est la droite de pente o dans t ~ R?. Donc le groupe
correspondant 7}, n’est pas fermé.

3) Le sous-tore T}, est donc le plus grand sous-tore de 7" dont 'action sur M est hamil-
tonienne.

4) Lorsque l'action est hamiltonienne, on a donc M7 # (). La réciproque n’est pas ex-
acte : il existe une action symplectique du tore T' sur une variété symplectique compacte
de dimension 6 qui a des points fixes mais qui n’est pas hamiltonienne (voir [25]).

Cette partie est entierement consacrée a la démonstration du théoreme 3.1 et de son

corollaire.

3.2 Action linéaire symplectique du tore

Reprenons en détail I'exemple 2.4.b en commencant par quelques définitions classiques.
Soit C' un convexe de R". On appelle intérieur relatif de C le plus petit convexe dense
dans C' et direction de C' le plus petit sous-espace vectoriel qui contient un translaté de
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C. Le convexe C' est dit polyédral si, tout point de C' admet un voisinage dans C' qui
est I’enveloppe convexe d’un nombre fini de points. Une partie convexe Cy de C' est
dite extrémale si le complémentaire de Cy dans C' est aussi convexe. On appelle facette
de C l'intérieur relatif d’une partie convexe extrémale de C intersection de C' avec un
sous-espace affine.

Lemme 3.3 Soit (W,w) un espace vectoriel symplectique et T un groupe compact com-
mutatif de transformations linéaires symplectiques de W et u : W — t* Uapplication
moment. Alors

1) L’image Cw := u(W) est un cone convexe polyédral fermé et Uapplication p: W —
Cw est une application ouverte a fibres connezes.

2) Soit s une sous-algébre de Lie de t et W® ’ensemble des points fizes de 5 dans W.
a) Alors p(W¥) C Cy N st
b) Réciproquement, si Cy Nst est extrémal dans Cy on a Uégalité p=*(Cy Nst) = W5,

Démonstration Notons (z1,¥1,...,Zn, Yn) les coordonnées de W avec w = Y dx; A dy;
et notons 7}, le tore compact maximal du groupe symplectique dont 1’algebre de Lie t,, a
pour base F,..., E, ou Ej est la matrice de rotation infinitésimale Ej, = 4,0, — Y0y, -
Notons EY, ..., E} la base de t;, duale, p,, : W — t7, 'application moment de 1’action de
Ty, sur W, et Ct le cone convexe Ct := {Y txEf / t, > 0}. On a I'égalité

um(xla Yi,-- -5 Tp, y’n) = %Z(xz + yl%)E/: .

Donc pi, (W) = C* et py, : W — C™ est une application ouverte a fibres connexes.

1) On peut supposer que 7" est inclus dans 7,,,. Notons ¢ : tf, — t* la restriction, c’est
une application linéaire surjective. On a u = ¢ o p,, et nos assertions sont évidentes avec
le convexe Cy := ¢(C™).

2) Notons ¢ : tf, — s* la restriction et w = (z1,¥1,- .., Zn,Yn) un point de W.

a) Si w est s-invariant, on a (z? + y2)¥(E;) = 0 , pour tout £k = 1,...,n, et donc
Y0 fly (w) = 0 i.e. p(w) est dans st.

b) Réciproquement, si u(w) est dans s, on a (22 + y2)¢(E;) = 0. Comme Cyy N st
est extrémal dans Cyy, le cone 1(C™T) est saillant et donc (27 + y2)¥(E}f) = 0 , pour tout
k=1,...,n,ie. w est s-invariant. O

Remarques 1) Pour R > 0, notons Bg(0) la boule ouverte dans W de centre 0 et de
rayon R. Le méme calcul prouve aussi que l’application p : Bgr(0) — Cw est ouverte et
fibres connezes.

2) Le convexe polyédral Cy est “rationnel” au sens suivant : la direction de chacune
de ses facettes admet une base formée d’éléments du réseau de t* dual du réseau {£ €
t / exp& = 1}.

3) Avec les notations du lemme 3.3, on a les équivalences :

p est propre < 1 *(0) = 0 < le cone Cyy est saillant.
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3.3 Etude locale

Montrons une version locale du théoréme de convexité.

Lemme 3.4 (Convexité locale) Soient T' un tore, (M,w) une T-variété symplectique
conneze et [i : M — t* un moment.

1) Pour tout x dans M, il existe une base de voisinages ouverts U de x et un céne con-
veze polyédral C, tels que U'image (U) est incluse dans [i(x) + Cy, et tels que lapplication
fi: U — fi(w) + Cp est ouverte a fibres conneges. .

2) Soit 5 une sous-algebre de Lie de t et M*® I’ensemble des points fires de s dans M.
a) Si x est dans M® alors i(M® N U) C fi(z) + (Cp Nst) N
b) Réciproquement, si C"gﬂﬁJ‘ est extrémal dans Cy, alors x est dans M* et on a ’égalité
E(i(z) +sH)NU = M5NU.

Remarques 1) En particulier, tout point z de M tel que f(zx) est un point extrémal du
cone C, est T-invariant.

2) Si l’action est hamiltonienne, on peut remplacer dans cet énoncé i par un moment
we M —t.

Démonstration On peut supposer que M est la variété symplectique M = X (N, o, W)
des propositions 1.9 et 2.17 dont on reprend les notations et que x est le point x = [1,0,0]
de X(N,o,W).

Notons n le noyau de la projection 7 : t — h et V un voisinage de 0 dans n de sorte que
Iapplication (X, v, w) % [expX, v, w] soit un difféomorphisme de V' x (I/h)* x W dans un
voisinage U de [1,0,0]. Conformément au lemme 1.6, on a une décomposition n = 1y @1y
ou uy ~ [/h est le noyau de by = o,. On en déduit la décomposition t* = iduidh*. Pour
tout X dans n, on note by(X) I’élément de o} égal a by(X,.). Comme T est commutatif,
la formule du moment de la proposition 2.17 devient

(X, v, w)) = fi(w) + bo(X) + v + oy (w)

On remarque que ’application X — by(X) est linéaire surjective de n dans 1} et que
Papplication v — v est linéaire bijective de (I/h)* dans u}. Posons alors

1) Nos assertions résultent de ces deux formules, du lemme 3.3 et de sa remarque 1.

2) La formule pour C, prouve que si C, N s* est extrémal dans C,, alors h' est inclus
dans st et donc s est inclus dans b.

On suppose s inclus dans h. Un point ¢(X, v;w) de U est s-invariant si et seulement si
w est s-invariant. Nos assertions résultent donc du lemme 3.3 et de la formule ci dessus

pour fi(p(X, v, w)). O

Remarques 1) Si z et y sont des points de M sur la méme feuille de i, on a Cp = C).
2) Les feuilles de i forment une partition de M en parties fermées qui dans un systéme
de coordonnées convenable sont définies par des équations analytiques. Elles ne forment
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pas un feuilletage car elles ne sont pas toujours lisses et car elles ne sont pas toutes de
méme dimension. Ces feuilles ne sont pas toujours 7T-invariantes, mais I'image d’une
feuille par un élément de T est encore une feuille.

3.4 La projection sur ’espace des feuilles est ouverte

Soit f : M — E une application continue entre deux espaces topologiques.
Pour z dans M, on note F}, la composante connexe de f~!(f(z)) qui contient
z. On dit que F; est la feuille passant par x. On note My ’ensemble des
feuilles de M et 7 : M — M/ I’application donnée par 7(z) = F,. On munit
My de la topologie quotient. Le but de cette section est de donner un critere
qui assure que la projection 7 est ouverte.

Plus généralement, soit R une relation d’équivalence sur un espace topologique M. On
note Mg ’ensemble des classes d’équivalences et m : M — Mg 'application qui associe a
chaque point la classe qui le contient. On munit Mg de la topologie quotient : une partie
V de M; est ouverte si et seulement si 7~ (V) est ouverte.

La relation R est dite ouverte si la projection 7 est ouverte, c’est a dire si le saturé
7~ (m(U)) de tout ouvert U de M est encore ouvert. La relation R est dite localement
ouverte si, tout point de M admet une base de voisinages ouverts U tels que la restriction
a U de la relation d’équivalence R est ouverte. Une relation d’équivalence ouverte est
toujours localement ouverte. Le lemme suivant est une sorte de réciproque.

Lemme 3.5 (Relation ouverte) Soit R une relation d’équivalence sur un espace topo-
logique M. Si R est localement ouverte et si les classes d’équivalence de R sont connezes,
alors R est ouverte.

Remarques 1) Ce lemme s’applique a la relation d’équivalence définie par un feuilletage
sans singularité (voir [11]).

2) Soit M = [-2,—1] U[1,2] et R la relation d’équivalence définie par : z Ry <z =
you |z| = |y| = 1. La relation R est localement ouverte mais n’est pas ouverte.

3) Une relation R sur un espace topologique M est ouverte si et seulement si, pour
tout z, y dans M tels que x R y et tout voisinage U de x, le saturé 7' (7(U)) est un
voisinage de y.

Démonstration Considérons la relation d’équivalence R’ sur M définie par x R’ y si et
seulement si on a les trois assertions : z R y , pour tout voisinage U de x, 7=(7(U)) est
un voisinage de y et, pour tout voisinage V de y, 7~ (7(V)) est un voisinage de z.
Comme la relation R est localement ouverte, les classes d’équivalences de R’ sont
ouvertes dans les classes d’équivalences pour R. Comme ces derniéres sont connexes, on
a R = R'. Ce qui prouve que R est ouverte. O

Nous pouvons maintenant appliquer ce lemme a la relation d’équivalence R dont les
classes sont les feuilles de f.
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Définition 3.6 Soit f : M — FE une application continue entre deux espaces topologiques.

On appelle application quotient f - My — E Uapplication donnée par I’égalité f(ﬂ(x)) =
f(@).

f est dite localement a fibres connexes si, tout point de M admet une base de voisinages
U tels que, pour tout y dans U, Uintersection U N f~(f(y)) est conneze.

f est dite localement ouverte sur son image si tout point de M admet une base de
voisinages U tels que Uapplication f : U — f(U) est ouverte.

[ est dite localement ouverte sur un convere (resp. sur un polyédre convexe) si tout
point de M admet une base de voisinages U tels que f(U) est convezre (resp. est un
polyédre conveze) et Uapplication f : U — f(U) est ouverte.

Exemple Fondamental Considérons une action symplectique d’un tore 7" sur une variété
symplectique M. D’apres le lemme 3.4, I’application moment ji : M — t* est localement
a fibres connexes et localement ouverte sur un polyedre convexe.

Lemme 3.7 (Application ouverte) Soit f : M — E une application continue entre
deuz espaces topologiques. On suppose que f est localement a fibres connezes et est lo-
calement ouverte sur son image. Alors la projection sur ’espace des feuilles m : M — My
est une application ouverte.

Démonstration Nos hypotheses assurent que la relation R est localement ouverte. Elle
est donc ouverte par le lemme 3.5. O

Remarques 1) Soit M = {(s,t) € R* / s> +t* <1 } et f : M — R Papplication donnée
par f(s,t) = st. Dans cet exemple, la projection 7 n’est pas ouverte car f n’est pas
localement a fibres connexes.

2) Soit M = {(s,t) € R* /1 < s>+t <2 }et f: M — R? 'application donnée par
f(s,t) = ((s*+t*—1)s, (s*+t2—1)t). Dans cet exemple, la projection m n’est pas ouverte
car f n’est pas localement ouverte sur son image.

3.5 Structure euclidienne convexe sur ’espace des feuilles

Le but de cette section est de montrer que ’espace des feuilles pour I'appli-
cation moment zi du lemme 3.4 est naturellement muni d’une structure eucli-
dienne convexe.

Notons Is(d) le groupe des isométries affines de 1’espace euclidien £ = RY, clest le
produit semidirect Is(d) = O(d) x R%

Définition 3.8 Soient P un espace topologique conneze. Une application D : P — R?
est appelée développante euclidienne conveze (resp. développante euclidienne polyédrale
conveze) si, pour tout point p de P, D induit un homéomorphisme d’un voisinage V de p
sur un conveze (resp. un polyédre convere) W de R%.

Deux développantes D et D' sont dites équivalentes si il existe un élément g € Is(d) tel
que D' = go D.
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Par exemple, I'injection d’un convexe dans R? est une développante euclidienne convexe.

Lemme 3.9 Soient M un espace topologique conneze et f : M — R? une application
continue, localement a fibres connezes et localement ouverte sur un convere (resp. sur un
polyédre conveze) et My l’espace des feuilles de f. Alors application quotient f: My —
R? est une développante euclidienne conveze. (resp. polyédrale convere)

Démonstration Soient = un point de M, p := 7(z) son image dans M, et U un voisinage
ouvert de z tel que I'image f(U) est convexe et tel que I'application f : U — f(U) est
ouverte et a fibres connexes. On prend V = 7(U). C’est un voisinage de p car 7 est
une application ouverte (lemme 3.7). Nos hypotheses prouvent aussi que l’application
continue f: V — f(V) = f(U) est injective et ouverte. C’est ce que 'on voulait. a

3.6 L’espace des feuilles est séparé

Le but de cette section est de donner deux criteres qui assurent que I’espace
des feuilles My est séparé. Le premier critere est élégant mais il ne s’applique
qu’au moment y des actions hamiltoniennes

Lemme 3.10 (Séparation) Soit f : M — E une application continue et propre entre
deuz espaces topologiques séparés. Alors l'espace des feuilles My est séparé.

Démonstration (pour M métrisable) Comme tout point de M admet une base dénom-
brable de voisinages, il suffit de montrer que, pour toutes suites (2 )n>0, (Yn)n>0 dans M
telles que

lim z, =z lim = et F, =F,
ot dn ) n_moyn Yo Tn Yn 9

on a F, = F,_ . Quitte & remplacer M par le compact f~1({f(z,) / n € NU{o0}}),
on peut supposer M compact.

Notons A := f(Zs). Supposons par 'absurde que z, et y, sont dans des composantes
connexes distinctes du compact f~'()\). On peut alors trouver une décomposition de
f7Y(A) en réunion de deux fermés disjoints G contenant z, et G’ contenant y..

Soit £ = %inf{d(z,y) / z € G, y € G'}. On peut supposer que, pour tout n, on
a d(Tn, Te) < € et d(Yn,Yo) < €. Pour toute partie A de M, on note A, := {2z €
M / d(z,A) < €} le e-voisinage de A. Comme la feuille F,, est connexe, elle n’est pas
recouverte par les fermés non vides disjoints F,,, N G, et F,, N G.. On peut donc trouver
un point z, sur cette feuille F, tel que d(z,, f'()\)) > &. Une valeur d’adhérence z
de cette suite doit vérifier simultanément f(z) = lim, o f(2,) = A et d(z, f1(N)) > e.
Contradiction. O

Le second critere est plus technique, mais il s’applique au moment Ji : M —
t* du théoreme 3.1. Il nous permettra aussi de démontrer le théoreme 4.1.
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Proposition 3.11 (Séparation) Soient (M,d) un espace métrique localement compact,
T' un groupe d’isométries de M et C un ouvert conveze de R:. Soit f : M — C une
application continue, localement a fibres connezes, localement ouverte sur son image et
telle que, pour tout v dans ', Uapplication f oy — f est constante.

Si Uapplication f : M — C est propre modulo I', alors l'espace des feuilles My est
Sépare.

Remarques 1) L’hypothése que I’espace topologique M est métrisable n’est pas indis-
pensable mais est vérifiée dans nos applications.

2) Les hypotheses locales sur f assurent que la projection 7 : M — M/ est ouverte
(lemme 3.7). Si la projection 7 n’est pas ouverte, il se peut que I’espace My ne soit pas
séparé. En voici un exemple : M = R? T' = (27Z)? agit par translation sur M de sorte
que le quotient I'\M soit compact et f : M — R est la fonction I' invariante de classe
C> donnée par f(s,t) = exp(=y;).sin(t — tans) .

3) La formule précédente définit aussi une fonction f sur le tore M = T?. D’aprés le
lemme 3.10, ’espace des feuilles de f est séparé. Remarquons cependant que 'espace des

“composantes connexes par arcs des fibres de f” n’est pas un espace séparé.

Si z est un point de M et X, Y des parties de M, on note

§(z,Y) := inf d(z,y)

yey

la distance de z & Y et

d(X,Y) :=sup(supd(z,Y),supd(y, X))

zeX yeYy

la distance de Hausdorff de X et Y. La proposition résultera du lemme suivant. Ce lemme
affirme que l'application x — F} est uniformément continue.

Lemme 3.12 (Uniforme continuité) Sous les hypothéses de la proposition 8.11. Pour
v dans T, on note h(y) = f o~y — f Soient B un compact de C et M' :=T f~1(B). Alors
a) Ieg >0 /Vr,y e M,

(d(z,y) <eget f(z) =f(y)) = Fr=F, .

b) Jeg >0/ Ve €]0,&0[, In >0/ Vz,y € M,

(d(z,y) <eoet d(f(z), f(y) <n)=d(z,F) <e.
¢)Ve>03a>0/Vz,ye M,

d(z,y) <a=d(F;, F,) <¢.
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Remarque Le point b) de ce lemme est un peu technique mais crucial. Il permet de
“piéger” les feuilles passant suffisamment pres d’une feuille F; dans un g¢-voisinage de F,.

Démonstration du lemme Quitte a remplacer B par un compact plus gros, on peut
supposer que B + h(I") est fermé de sorte que ’ensemble M’ est aussi fermé dans M.
a) Si ce n’est pas le cas, on peut trouver des suites (z,)n>0, (Yn)n>0 dans M’ telles que

nh_>nolo d(Zn,yn) =0 et, Vn , f(za) = f(yn) et 7(zn) # 7(yn) -

Comme f est propre modulo ', on peut, quitte a remplacer x, par v,z, et y, par v,¥n
avec vy, dans I', supposer que z, reste dans un compact de M’'. Quitte a extraire des
sous-suites, on peut supposer que les suites x,, et y, convergent vers une méme limite z .
Nos assertions contredisent alors ’hypothese que la restriction de f a un voisinage de x4,
est a fibres connexes.

b) Choisissons g > 0 comme en a) et tel que toutes les boules fermées de rayon 2¢
dans M' soient compactes. C’est possible car M’ est localement compact, f est propre
modulo I' et T" est un groupe d’isométries de M. Montrons qu’un tel €y convient.

Si ce n’est pas le cas, on peut trouver un réel € > 0 et des suites z,, v, dans M telles
que

d(zn,yn) <eo , nh_)nc}od(f(xn),f(yn)) =0 et 0(zy, Fy,) > €.

Quitte a remplacer les suites z,, par v,z, et y, par ¥,y, avec v, dans I', on peut supposer
que z, et y, restent dans un compact de M’. Quitte & extraire des sous-suites, les
suites x,, et y, convergent respectivement vers des points ., et Y. On en déduit que
A(Too; Yso) < €0 €t f(Zoo) = f(Yoo). Le point a) affirme alors que les feuilles F, et Fy_
sont égales.
Comme la projection 7 est ouverte au voisinage de z.,, on peut donc trouver des
éléments y,, dans F;, tels que lim,_, ¥, = Zo. Donc on a
lim 0(z,, F,

n—00 Yn

) = lim §(ze0, Fy,) = 0.

Contradiction.

¢) Soit &g le réel donné par le point b). Choisissons un réel ¢ €]0,e,/2[ et notons 7 le
réel donné aussi par le point b). Comme les applications f oy — f sont constantes et que
f est propre modulo I', Papplication f est uniformément continue sur M’. Autrement dit,
on peut trouver un réel o > 0, tel que, pour tout z, y dans M’, on a

d(z,y) <a=d(f(x), f(y)) <n.

Posons alors G, :={z € F, / §(z, F})) < ¢}. C’est un fermé de Fj.

Montrons que G est aussi un ouvert de F. Pour cela, vérifions que si z est un point de
G et 2’ un point de F}, tel que d(Z', z) < ¢, ce point 2’ est encore dans G,. Par hypothese,
il existe y' dans Fj tel que d(z,y')) < e. On a alors d(2',y') < 2¢ < g;. D’autre part,
d(f(2), f(¥')) =d(f(x), f(y)) < n. Le point b) prouve alors que §(2', F,) = 6(2', Fy) < e.
Donc 7' est dans G.
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Comme F, est connexe, on a l’égalité F, = ;. En échangeant les roles de z et y, on
obtient alors I'inégalité cherchée : d(F,, F,) < e . a

Démonstration de la proposition Comme dans le lemme 3.10, il suffit de montrer

que, pour toutes suites (z,)n>0, (Yn)n>0 dans M telles que
7}1—>I£loxn =T , nh_{goy" =Yoo €t an = Fyn )

on a F, = F,_ . On garde les notations du lemme 3.12. Comme C est un ouvert

convexe et que f(M)+ h(I') = f(M), on a aussi C + h(T") = C. On peut donc construire
un compact B de C' qui contient les points f(z,). Le point c¢) assure que

lim d(F,,,F,, )= lim d(F,,, F, )=0.

n—0o0 n—0o0

Donc F, = F,_. C’est ce que 'on voulait. O

3.7 Variétés a bord euclidiennes convexes

Dans cette section, nous étudions les variétés euclidiennes convexes. Com-
me nous ’avons vu, cette étude s’applique a I’espace des feuilles de 1’applica-
tion moment.

Soient E = R? et P un espace topologique connexe et D : P — R?% une développante
euclidienne convexe (définition 3.8). On suppose que P est séparé.

Remarques 1) Les restrictions D : V — R? de la développante & de petits ouverts V
munissent P d’une structure de variété topologique a bord.

2) Le sous-espace affine £, de E engendré par le convexe W est une fonction localement
constante de p. Elle est donc constante. On peut supposer qu’elle est égale a E. Notons
OP le bord de la variété a bord P. La développante D induit alors un homéomorphisme
local de P—AP dans E.

3) On peut définir les structures euclidiennes convezes sur P a ’aide de cartes locales
qui identifient chacun des ouverts d’un recouvrement de P & une partie convexe de F, les
changements de cartes étant localement des éléments de Is(d). Il revient au méme de se
donner une développante euclidienne convexe D sur le revétement universel P telle que,
pour tout  dans le groupe fondamental I' = 71 (P) les développantes D et D o 7 sont
équivalentes. Cette développante D n’est rien d’autre qu’une “carte globale” pour P.

On dit en bref que P est une variété a bord euclidienne convexe.

On appelle isométrie (pour D) un homéomorphisme g de P tel que les développantes D
et Dog sont équivalentes. 1 existe donc une isométrie (g) de R? vérifiant Dog = h(g)oD.
Lorsque h(g) est une translation de R?, on dit que g est une translation. Le morphisme
h est appelé morphisme d’holonomie. Une chemin continu c tracé dans P sera dit affine
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(resp. affine par morceauz) si D o ¢ I'est. On appelle longueur #(c) de ¢ la longueur de
D o c. On munit P de la distance

d(p,q) = inf{(c) / c est un chemin affine par morceaux de p a ¢}

Cette distance est bien définie car deux points de P sont toujours reliés par un arc affine
par morceaux. La développante D induit alors une isométrie d’un voisinage de tout point
p de P (muni de cette distance) sur un convexe de R?%. Les isométries de P ne sont donc
rien d’autre que les isométries de la distance d.

Voici un critere qui assure qu'une développante euclidienne convexe est une injection
sur un convexe de R?.

Proposition 3.13 (Complétude) Soit P un espace topologique connexe séparé, D :
P — R? une développante euclidienne conveze, I un groupe de translations pour D et C
un ouvert conveze de R® contenant l’image D(P). On suppose que D : P — C' est propre
modulo I. Alors

a) L’image D(P) est un conveze fermé de C et la développante D est un homéomorphis-
me de P sur son image. En outre, si la développante est polyédrale, D(P) est polyédral
au voisinage de chacun de ses points.

b) Soit F' le sous-espace vectoriel de E engendré par le groupe d’holonomie h(I). On a
I’égalité D(P) + F = D(P)

c) En outre, si laction de I sur P est cocompacte, le quotient D(P)/F est compact.

Pour démontrer le théoréme de convexité dans le cas hamiltonien (théoréme 3.16), nous
appliquerons cette proposition avec I = {e} et C' = R, c’est & dire sous hypothése que
D est propre. L’énoncé général de cette proposition nous sera utile pour démontrer les
théoremes 3.1, 4.8 et 4.1.

Commencons la démonstration par deux lemmes.

Lemme 3.14 (Compacité des boules) Avec les notations et hypothéses de la proposi-
tion et avec C = R%. Pour tout p dans P et R > 0, la boule fermée B(p, R) de centre p
et de rayon R est compacte.

Démonstration Soit L, la boule fermée B(D(p), R) de R? et L un compact de P tel
que D7'(Ly) C I.L. Quitte & remplacer P par la composante connexe de D™'(Lg + F)
contenant p, on peut supposer que ’action de I sur P est cocompacte. Comme P est
localement compact, on peut alors trouver € > 0 tel que, pour tout p dans P, la boule
B(p, 3¢) est compacte. On en déduit par récurrence que, pour tout n > 0, la boule
B(p, ne) est compacte. En effet, on recouvre la boule compacte B(p,ne) par une famille
finie de boules B(p;,€). La boule B(p, (n+1)¢) est alors incluse dans la réunion des boules
B(pi, 3¢) et est donc compacte. O

Soient p, g deux points de P. On appelle segment de P d’extrémités p, ¢ une partie
[p, q] de P contenant p et ¢ et telle que la développante D induise un homéomorphisme
de [p, q] sur le segment [D(p), D(q)] de R%
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Lemme 3.15 (Existence des segments) Avec les notations et hypothéses de la propo-
sition. Pour tous p, q dans P, il existe un unique segment [p,q| d’extrémités p et q.

Démonstration - Unicité. Le segment [p,q] est I'image d’un chemin issu de p qui reléve
un chemin tracé sur [D(p), D(g)]- 1l est donc unique.

- Existence. Supposons tout d’abord que C' = R%. Soient dy = d(p, q) et ¢ une suite
de courbes affines par morceaux, parcourues a vitesse 1 qui relient p a ¢ et telles que
L) < do+ % La compacité de la boule B(p, dy + 1) permet de supposer que ces courbes
¢x convergent uniformément vers une courbe c. On a alors ¢(c) = d. Donc ¢ minimise la
distance entre ses extrémités. Mais ¢ minimise aussi la distance entre deux quelconques
de ses points. On en déduit que c est une courbe affine. Son image est le segment cherché.

Dans le cas général, soit ¢y un chemin continu reliant p a ¢q. Notons F' le sous-espace
vectoriel de E engendré par h(I), K le compact de C enveloppante convexe de l'image
du chemin Docet C' = K + F. C" est un convexe fermé de R inclus dans C. Par
construction, les éléments de I échangent les composantes connexes de D~'(C"). Notons
P' la composante connexe de D~*(C") contenant p et g et I' := {r € I : 7(P') = P'}.
Alors la développante euclidienne convexe D : P! — R? est propre modulo I'. 11 existe
donc un segment [p, g] de P’ d’extrémités p et q. a

Démonstration de la proposition 3.13

a) et b) Le lemme 3.15 prouve que D est injectif et que D(P) est étoilé par rapport a
chacun de ses points. Donc D(P) est convexe. En outre, I’égalité d(p, ¢) = £([D(p), D(q)])
prouve que D est un homéomorphisme sur son image.

Pour tout A dans D(P), 'orbite A+ h(I) est incluse dans D(P), son enveloppe convexe
A+ F aussi. On a donc I'égalité D(P) + F = D(P).

Montrons enfin que D(P) est fermé dans C. Pour cela, considérons une suite p, de
points de P telle que la suite D(p,) converge vers un point A de C. Comme D est propre
modulo 7, quitte a extraire une sous-suite, il existe des éléments 7,, dans [ tels que la
suite 7,p, converge vers un point g, de P. On a alors

A = D(gos) — lim h(r,) € D(P) + F = D(P) .

Donc D(P) est fermé.
¢) Soit Py un compact de P tel que P = I.L, on a D(P) = D(FP,) + F et I'image
D(P)/F de D(P) dans E/F est donc compacte. O

3.8 Action hamiltonienne d’un tore

Donnons maintenant la démonstration du théoreme 3.1, lorsque 'action
est hamiltonienne.

Théoréme 3.16 (Atiyah-Guillemin-Sternberg) Soient (M,w) une variété symplec-
tique conneze, T = T¢ un tore qui agit de fagcon hamiltonienne sur M, M" Uensemble des
points fixes de T dans M et pu: M — t* le moment de cette action.
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1) Si p est propre, alors I’image (M) est un polyédre conveze et l'application p: M —
w(M) est ouverte et a fibres connezes.
2) Si M est compacte, alors (M) est un ensemble fini dont ’enveloppe converze est

p(M).

Démonstration 1) Comme ’action sur M est hamiltonienne et que le moment p : M —
t* est propre, il résulte du lemme 3.10 que I'espace M, des feuilles de 1 est séparé, que
I'application quotient fi : M, — t* est propre et il résulte du lemme 3.9 que /i est une
développante euclidienne convexe. On peut donc lui appliquer directement la proposition
3.13 avec I = {e} et C = R% En outre, (M) est un polyddre car /i est polyédrale.

2) 1l résulte du lemme 3.4 que tout point x de M7 admet un voisinage U tel que

wUNM") ={p)} .

La finitude de pu(M7T) résulte alors de de la compacité de M7T.
Il suffit pour conclure de montrer que tout point z de M tel que p(z) est un point
extrémal de p(M) est T-invariant. C’est une conséquence immédiate du lemme 3.4. O

Remarque Dans cette situation hamiltonienne, le théoreme 3.1 apporte au théoreme
3.16 la précision suivante.
Pour tout x dans M, le morphisme naturel m (=" (p(x)) — w1 (M) est surjectif.

3.9 Action symplectique d’un tore

Démonstration du théoréme 3.1 Comme dans le cas hamiltonien, on oublie le groupe
T et la forme symplectique w pour ne retenir que les propriétés locales de I"application
moment /i décrite dans la définition 3.6 et la ['-équivariance de fi. Le théoreme 3.1 est
alors une conséquence de la proposition suivante. O

Proposition 3.17 (Convexité pour une application) Soient M une variété C>
conneze, p : M — M son revétement universel, I' = m(M) , et f : M — R? une
application continue, localement a fibres connexes et localement ouverte sur un convezxe
(resp. sur un polyédre conveze) et telle que, pour tout v dans T, il existe un élément h(~)
de R tel que f oy = f + h(7).

On suppose que f est propre modulo I'. Alors

a) limage f(M) est un conveve (resp. un polyédre conveze) fermé et l'application
f:M — f(M) est ouverte et a fibres connexes.

b) Pour tout A dans R, on a I’égalité T.f1(A\) = f*(A+h(T)).

Remarque Ces hypotheses sont vérifiées lorsque f est une submersion. Dans ce cas, on

a f(M) = R? et la proposition est due & Fedida ([8]). On peut donc voir cette proposition
comme une généralisation du théoreme de Fedida a des feuilletages singuliers.
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Signalons que I'application moment zi pour une action symplectique d’un tore sur une
variété compacte est rarement une submersion. C’est cependant le cas pour les actions
coisotropes anhamiltoniennes (corollaire 6.10).

Démonstration de la proposition a) D’apres la proposition 3.11 'espace des feuilles
P=M ¢ est un espace séparé. Pour tout v dans I', on note 4 ’homéomorphisme de M [
défini par Iégalité 7 o m = m o ~. On pose I := {7 /’y el'}.

Le lemme 3.9 affirme que I’application quotient f P — R? est une développante
euclidienne polyédrale convexe et que le groupe [ est un groupe de translations de P.
En outre, comme f est propre modulo T', la développante f est propre modulo [. La
proposition 3.13 prouve alors que f(M ) =f ( ) est un polyedre convexe fermé et que
f:P— f( ) est un homéomorphisme, c’est a dire que f : M — f(M) est une applica-
tion ouverte a fibres connexes. .

b) Comme f: M — f(M) est ouverte, pour tout A dans f(M), on a I’égalité

FHONHAI)) =T A+ (D) =T.f71(N) -

En outre, si A n’est pas dans f (M ), les deux membres de cette égalité sont vides. O

Démonstration du corollaire 3.2 Gardons les notations de la proposition 3.17 avec
f=i

1) On a Pégalité t, = {£ € t / Vy € T h(7)(€) = 0}. Autrement dit, t; n’est autre que
le sous-espace vectoriel F' de t* engendré par le groupe d’holonomie A(I"). Nos assertions
résultent donc de la proposition 3.13.b.

2) a) Comme M est compacte, I'action de T sur P est cocompacte Notre assertion
résulte donc de la proposition 3.13.c.

b) Notons 77 I'adhérence de T}, et t; I'algébre de Lie de T}. On veut montrer I’égalité
t, = t,. Comme le convexe fi( M)/t est compact, il admet un point extrémal. Il existe
donc un point z de M tel que le sous-espace affine A := fi(z)+ 4 est extrémal dans i(M).
[’image inverse N := [i"!(A) est [-invariante et, d’apreés le lemme 3.4, on a inclusion
N c M. On en déduit les inclusions

p(N)c M™ c M™

et enfin N C MY. Le méme lemme 3.4 appliqué avec s = {;, et avec s = {; prouve d’une
part que I'application i : N — A est ouverte et d’autre part qu’il existe un voisinage U
de z tel que i(N NU) est inclus dans fi(z) + ti-. On a donc t; = t5.

¢) D’apres le lemme 2.11, 'action de T}, sur M est hamiltonienne, notre énoncé résulte
alors du théoreme 3.16. O

Remarque Il est probable que /](]\7 Jch) n’est pas en général égal a une réunion finie de
sous-espaces affines paralléles & ti, mais je n’ai pas trouvé d’exemples.
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4 Le moment pour I’action d’un groupe compact

Cette partie est consacrée aux propriétés de convexité de ’application mo-
ment pour une action symplectique d’un groupe compact K (théoréme 4.1).
On ne fait plus 'hypothese que ce groupe est un tore. Lorsque ’action est
hamiltonienne, il s’agit d’un théoréme di & Kirwan (théoreme 4.8).

On adaptera la méthode décrite dans [6] et [15] pour se ramener & un
théoreme de convexité pour une action symplectique d’un tore.

Cette méthode consiste a construire une sous-variété symplectique ¥ qui
rencontre un ouvert connexe et dense de K-orbites, qui est invariante sous
I’action d’un tore maximal 1" de K et sur laquelle les moments de ’action de
K et de T coincident (lemme 4.6).

Dans toute cette partie, on notera K un groupe compact connexe, 7' un tore maximal
de K, t et t leurs algebres de Lie. L’égalité ¢ = t @ [t, €] permet d’identifier le dual t* avec
le sous-espace vectoriel (£€*)7 des points fixes de T' dans €*. On notera t; une chambre
de Weyl positive, c’est a dire un cone convexe fermé de t* qui rencontre chaque orbite
coadjointe O = K.\ dans £* en exactement un point noté 7, (A). Un tel cone existe. Cette
application 7, : € — t est continue et propre. Elle induit donc un homéomorphisme
entre K\t et t’.

4.1 Convexité du moment

Théoréme 4.1 (Convexité) Soient K un groupe compact connere, (M,w) une K-va-
riété symplectique connexe, M le revétement universel de M, I' = m (M) , fi : M — € le
moment de l'action de K sur M, Jiy == w ofi et h: ' — (£)X le morphisme d’holonomie.
On suppose que fiy est propre modulo I'. Alors . -

a) Uimage i, (M) est un polyédre convexe fermé et Uapplication iy : M — i (M) est
ouverte.

b) Pour tout \ dans €, on a Uégalité T.fi7'(\) = i7'(A+h(T)) .

Ce théoreme généralise le théoréeme de Kirwan de convexité du moment pour une action
hamiltonienne (théoréeme 4.8).

Remarques 1) L’hypothése “fi, propre modulo I'” équivaut & “fi propre modulo I'”.
Elle est bien sir vérifiée lorsque M est compacte. .

2) Comme [i(M) est une réunion d’orbites coadjointes (voir lemme 2.8), I'image fi(M)
est une réunion d’orbites coadjointes et est donc entierement déterminée par son intersec-
tion fiy (M) avec la chambre de Weyl.

3) L’application i : M — [i(M) n’est pas toujours ouverte, comme le prouve I’exemple
suivant. Le groupe K = SO(3) agit sur la variété symplectique simplement connexe
M =T1*S? = {(v,w) € R*xR® / |jv|| = 1 et v.w = 0}. Si on identifie £* avec R?, le
moment 4 est donné par le produit extérieur : p(v, w) = v A w. Il est propre mais n’est
pas ouvert au voisinage des points de la fibre p='(0).
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On démontrera simultanément 1’énoncé suivant qui précise ce théoreme.
On rappelle que ¢, = {§ € t / ix,w est exacte} et b ={\ €t/ \&) =0},

Corollaire 4.2 Avec les notations du théoréme 4.1.
1) On a Uégalité fi(M) + & = ji(M)
2) Si M est compacte, alors
a) le quotient fi( M) /& est compact.
b) Le sous-groupe de Lie K; de K d’algébre de Lie ¥, est fermé et contient le groupe
dérivé [K, K].

Cette partie est entierement consacrée a la démonstration du théoreme 4.1 et de son
corollaire.

4.2 Points réguliers

Commencons par quelques lemmes relatifs aux actions des groupes compacts.

Lemme 4.3 (Points réguliers) Soient K un groupe de Lie compact qui agit sur une
variété C° M conneze, dy = sup,c,(dim Kz) et M, = {x € M / dim K.x = dy} louvert
des éléments réquliers de M. Alors M, est dense et conneze.

Démonstration

Densité On suppose tout d’abord que M est un espace vectoriel et que 'action de K
sur M est linéaire. Pour & dans €, les champs de vecteurs X; sur M sont analytiques.
L’ouvert M, est I’ensemble des points ol cette famille est de rang maximal. Il est donc
dense.

Dans le cas général, chaque orbite K.z dans M admet un voisinage tubulaire U que 1’on
identifie au fibré induit K x gV ot H est le groupe d’isotropie de z et V := T, M /T, (K.x)
est la représentation normale de H. Notons y = [k,v] un point de K xyz V. On a
dim K.y = dim(K/H) + dim(H.v). Le premier cas prouve donc que l'ouvert U, des
éléments réguliers de U est dense dans U.

I reste & montrer que U, = M, N U. Pour cela, on note, pour tout y dans M, d, =
infos, sup,¢o(dim K.z) ot O décrit I’ensemble des ouverts contenant y. Il résulte de notre
raisonnement que la fonction y — d, est constante sur chacun des voisinages tubulaires
U. Comme M est connexe, cette fonction est constante égale a d. Donc U, = M, NU.

Connexité Procédons par récurrence sur dim M. En utilisant comme en a) un voisi-
nage tubulaire d’une orbite, on peut se ramener au cas ou M est un espace vectoriel et
I’action de K sur M est linéaire.

SidimM < 1,on ad=0 et donc M, = M. On suppose désormais que dim M > 2.
Le groupe compact K préserve un produit scalaire euclidien sur M et 'ouvert M, est
invariant par homothéties. On en déduit que K laisse invariant chacune des sphéres non
nulles S de M et que l'on a I'égalité S, = M, N S. Par hypothese de récurrence, S, est
connexe et M, aussi. O
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Corollaire 4.4 (Points réguliers d’image réguliere) Avec les mémes notations.
a) L’ouvert p~'(M,) des éléments réquliers de M est conneze et dense. -
b) Soit E une variété C° sur laquelle K agit, ® : M — E une application C° K-
équivariante, eg = sup,_i; dim K.®(z) et Mg :={z € M / dim K.®(z) = eo}.

Si ® est de rang constant, Mg est un ouvert connezxe et dense dans M.

Démonstration On reprend pas a pas la démonstration du lemme.

a) On a montré que tout point de M admet un voisinage U tel que U N M, est connexe
et dense dans U. On en déduit que p~'(M,) est connexe et dense dans M.

b) Comme & est de rang constant, tout point z de M admet un voisinage U tel que
I'image N := ®(U) est une sous-variété localement fermée de E et application ® : U —
®(U) est une fibration a fibres connexes.

On remarque que, pour n dans N, on a ¢&.n C T,N. Soit H' le groupe d’isotropie de
®(z) et V la représentation normale de H'. On peut donc, quitte a réduire U supposer que
N est inclus dans un voisinage tubulaire de I'orbite K.®(x) que 'on identifie & K xg V'
de sorte que N s’identifie a ’ensemble des points [k, w] ou k décrit un voisinage de e dans
K et w décrit un sous-espace vectoriel W de V invariant par la composante connexe de
H'.

On en déduit, comme dans le lemme 4.3 que la fonction

Y — e, = 1nf sup(dim K.®(z))

Y 2€0

ou O décrit 'ensemble des ouverts contenant y, est constante égale a ey sur M et que
louvert Ug :=UN M r est connexe et dense dans U. Par suite M r est connexe et dense
dans M. O

Lemme 4.5 (Finitude) Soit M une variété C* sur laquelle agit un tore T. Alors, pour
tout compact L de M, [’ensemble des groupes d’isotropie T, des points x de L est un
ensemble fini.

Démonstration A I’aide d’un voisinage tubulaire U ~ T x 5z V' de chaque T-orbite, on se
ramene au cas ou M est un espace vectoriel et ou I’action de T" sur M est linéaire. Quitte
a agrandir M et T, on peut supposer que M = C" et t = {diag(a1,...,a,) / Vi |a;| = 1}.
Dans ce cas, il y a 2" groupes d’isotropie possibles. O

4.3 Réduction a ’action du tore

Enoncons encore quelques propriétés classiques des chambres de Weyl. 1l existe des
éléments &;,...,& de t, appelés les coracines simples, tels que tf = {A € t* / Vi =
1,...,8 A(&) > 0}. Ces éléments forment une base de t modulo le centre 3 de . On
appelle facette de t| une partie de la forme

Fr={ et /A& >0&icl}
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ou I est une partie de {1,...,s}. Il y a 2° facettes.

Le groupe d’isotropie K, d’un point A d’une facette F' ne dépend pas du choix de ce
point dans F. En particulier toutes les orbites coadjointes qui rencontrent F' sont de
meéme dimension.

Voici maintenant le lemme qui permet de ramener 1’étude du moment a celui d’un
groupe commutatif.

Lemme 4.6 (Tranche) Soient K un groupe compact conneze, (M,w) une K-variété
symplectique connexe, i : M — € une application moment, T un tore mazimal de K et
tt une chambre de Weyl dans t*. Notons [iy := my o ji. Alors

a) Il existe une unique facette F' de t!. telle que fiy(M) C F et i (M)NF # 0. L’ouvert
Q:= 7' (F) est alors conneze et dense dans M.

b) L’ensemble ¥ := /fl(F) est alors une sous-variété symplectique conneze I'-invarian-
te et T-invariante de M. En outre la restriction Ly est un moment pour l’action de T
sur X.

Remarques 1) D’aprés le lemme 2.8, on a aussi Iégalité Q := {z € M / i(Kz)NF # 0}.
2) Si laction est hamiltonienne, on peut remplacer dans cet énoncé Ji par un moment
e M — .

Démonstration a) Comme, pour tout  dans M, le noyau Kerdfi(z) est I'orthogonal
de T,(Kz) pour la forme symplectique, le moment i est de rang constant sur I'ouvert
p ' (M,). D’apreés le corollaire 4.4, cet ouvert est connexe et dense dans M. On peut
donc, quitte a remplacer M par M,, supposer que [ est de rang constant.

Soit My 'ouvert des points z de M tels  que dim K ,u( ) est maximal. Comme [i est
[K K]-équivariante (lemme 2.8), Pouvert My est connexe et dense dans M (corollaire

4.4). Soit F' une facette de t. qui rencontre u+(J\7 r). L’image inverse fi7*(F') est & la fois
ouverte et fermée dans Mp. Donc i aLH(F) = Mpg. Cest ce que I'on voulait.

b) Comme la facette F' est transverse aux orbites coadjointes, la réunion Y des orbites
coadjointes qui rencontrent F' est une sous-variété localement fermée de €* et on a I’égalité,
pour tout A dans F',

T\(KX) @& ThF =T\(YF) .

On a I'égalité Q = i~!(Yr). Pour montrer que X := i~'(F) est une sous-variété de €,
il suffit de montrer que i et F' sont tranverses, c’est a dire que, pour tout x dans Y, on a

Cela résulte de ce que i est [K, K]-équivariant (lemme 2.8).

Vérifions maintenant que X est symplectique, c’est-a-dire que, pour tout x dans X, tout
élément X de 1,3 NT,X est nul. Comme T, contient Kerdji(x), I'élément X est dans
1;X N T (Kx). La transversalité de F' et K[i(x) prouve alors que X est dans Kerdji(z).
On en déduit que X est orthogonal a la fois a T,,(Kx) et a T,% et donc que X est nul.

La connexité de ¥ résulte de celle de (). Les autres assertions sont évidentes. O
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4.4 Connexité des fibres

Dans le cas hamiltonien, la connexité des fibres de ’application moment
résultera du lemme de topologie suivant qui reprend les idées du lemme 3.10.

Lemme 4.7 (Connexité des fibres) Soient M un espace métrique, 2 un ouvert dense
de M et f: M — R® une application continue et propre. On suppose que l’image f(82)
est un conveze de R® et que, pour tout x dans 0, la fibre f~1(f(x)) est conneze.

Alors toutes les fibres de f sont connezes.

Remarques 1) L’hypothese f(2) convexe est utile. Exemple. M = [0,1], f : M — R?
est donnée par f(t) = (cos 27t,sin 27t) et Q =0, 1.

2) Il ne semble pas que ’on puisse démontrer que 'application moment est ouverte par
un argument de topologie similaire. En effet, on peut trouver des applications f comme
dans le lemme 4.7 qui sont ouvertes sur {2 mais pas sur M. Exemple. M = {(s,t) €
0,002 /1< 2 +12<2}, Q={(s,t) € M /s> +1>> 1} et f: M — R* est donnée par

f(s,t) = ((s*+t* =1)s, (s> + 1> = 1)t) .

Démonstration Supposons par Uabsurde qu’il existe un point A de R? tel que la fibre
F7Y(\) ne soit pas connexe. Comme f est propre, cette fibre est compacte. Il existe donc
une décomposition de f~'()) en réunion de deux compacts disjoints G et G'.

Notons ¢ = ;inf{d(z,y) / 2 € G, y € G'} et G., G. les e-voisinages de G et G'.
Comme f est propre, f est fermée (i.e. I'image par f de tout fermé est un fermé). On
peut donc trouver un réel a > 0 tel que, pour tout x dans M, on a I'implication

d(f(z),\) <a=z€G.NG. .

Notons B := {v € f() / d(v,\) < a}. C’est un convexe de R% Par hypothese, la fibre
f~}(v) au dessus d’un élément v de B est connexe. Elle est donc incluse dans G, ou dans
G.. Cela définit une partition de B en deux fermés non vides disjoints contredisant la
connexité de B. a

4.5 Convexité du moment pour une action hamiltonienne

Nous pouvons maintenant démontrer le théoreme 4.1 lorsque I’action est hamiltonienne.

Théoréme 4.8 (Kirwan) Soient (M,w) une variété symplectique connexe, K un groupe
compact connexe qui agit de fagon hamiltonienne sur M, u: M — € le moment de cette
action, t, une chambre de Weyl positive et py :=m o p.

Si py est propre, l'image p, (M) est un polyédre convexe fermé et l'application p, :
M — py (M) est ouverte et a fibres connezes.
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Démonstration a) D’apres le lemme 4.6, il existe une unique facette F' de €} telle que
ps(M) C F et p (M)NF # 0, la sous-variété symplectique ¥ = p~1(F') est connexe,
T-invariante et la restriction u|y est un moment pour 'action de 7" sur 3. L’application
i 2 — t* n’est pas propre, on ne peut pas lui appliquer directement le théoreme 3.16.
Cependant, I'application p : 3 — F' est propre. On peut donc reprendre la démonstration
de ce théoreme. Il résulte de la proposition 3.10 que I'espace des feuilles P = X, est
séparé. L’application quotient i : ¥, — F est propre. D’apres le lemme 3.9, [i est
une développante euclidienne convexe. Donc la proposition 3.13 assure que ji est un
homéomorphisme de P sur un convexe Cr fermé dans F'.

L’ouvert 2 := K.Y est dense dans M. Comme . : M — t! est propre, I'image ,u+(J\7)
est égale au convexe fermé C := Cp de t.

Montrons que C est un polyedre . On sait que le convexe C' N F' est polyédral au
voisinage de tous ses points. Pour conclure, il suffit de montrer que tout compact de F ne
rencontre qu'un nombre fini de facettes de C'N F. Si ce n’était pas le cas, on pourrait a
I'aide du lemme 3.4 trouver une suite de points z,, dans 3 dont les images p(z,) sont dans
des facettes F,, distinctes de C' N F', de sorte que la direction de la facette F,, soit égale
a l'orthogonal s. de I’algebre de Lie du groupe d’isotropie S, de x,. En particulier, ces
groupes S, sont distincts. Comme g est propre, ces points x,, restent dans un compact
de M. Ceci contredit le lemme 4.5.

Montrons que, pour tout z dans M, la fibre u7'(ui(x)) est connexe. Pour z dans Q,
cela résulte de la connexité des fibres de 'application p : ¥ — F. Le cas général s’en
déduit a ’aide du lemme 4.7.

Il reste a montrer que l'application py : M — C est ouverte. Nous admettrons pour
cela le fait suivant dii a Sjamaar voir [27] qui est démontré en détail dans les notes de
cours de D.Luna [22].

Fait 4.9 (Sjamaar) Soient K un groupe compact connexe qui agit de fagon hamiltoni-
enne sur une variété symplectique conneze (M, w), p: M — € un moment et py := w op.

Pour tout x dans M, il existe une base de voisinages ouverts U de x et un cone conveze
polyédral C,, tels que 'image p(U) est incluse dans pi(x) + C; et tels que Uapplication
py U = py(z) + Cy est ouverte.

Fin la démonstration du théoréme 4.8 Pour tout point = de M, il existe donc un
cone polyédral convexe C, et un voisinage ouvert U de z tels que I'application p, : U —
p(z) + Cy est ouverte. Comme QNU est dense dans U, le début de notre démonstration
prouve que p(U) N Cr est ouvert dans Cr et dense dans p4(U). On en déduit que C' et
t+(x) + C, coincident au voisinage de py(x). Le fait 4.9 prouve alors que 1’application
s U — C est ouverte. C’est ce que 1'on voulait O

4.6 Convexité du moment pour une action symplectique

Pour démontrer le théoreme 4.1, on suit tout d’abord la stratégie adoptée
dans le cas hamiltonien pour obtenir le lemme suivant
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Lemme 4.10 (Convexité sur un ouvert) Avec les notations et hypothéses du théore-
me 4.1. Soit F' la facette de t et Q louvert connexe dense de M donnés par le lemme
4.6. Alors 'image [i(S2) est un convezxe fermé dans F' et l'application fiy : Q — Cp est
ouverte et a fibres connexes.

Démonstration On procede comme dans la démonstration du théoreme 4.8. On utilise
Pégalité Q = K.X ot ¥ = [i"}(F) est une sous-T-variété symplectique connexe I'-
invariante dont le moment fi : ¥ — F' est propre modulo I'. Il résulte du lemme 3.11 que
I'espace des feuilles P = ¥ est séparé. L’application quotient ;i : X~ — F' est propre
modulo le groupe [ := I D’apres le lemme 3.9, ji est une développante euclidienne con-

vexe. Donc la proposition 3.13 assure que i est un homéomorphisme de P sur un convexe
de F. O

Nous avons besoin du corollaire suivant du fait 4.9 qui est un analogue non commutatif
du lemme 3.4.

Lemme 4.11 (Convexité locale) Soient K un groupe compact conneze, (M,w) une
K-variété symplectique conneze, i : M — € un moment et [iy = 7, o [i.

Pour tout x dans M, il existe une base de voisinages ouverts U de x et un cone convexe
polyédral Cy tels que image [iy (U) est incluse dans iy (x) + Cy et tels que Uapplication
by U — iy (z) + Cy est ouverte.

Démonstration On peut supposer que M est le modele local X = X(N,o,W) des
propositions 1.9 et 2.17 dont on reprend les notations. Notons 3 le centre de ¢, K' :=
H[K,K] et I' == [N¥. Comme [ est le noyau d’une 2-forme fermée, on a Iégalité
[=(N[e€)d(IN3) et donc €Nz ClL

Quitte a remplacer K par un revétement fini, on peut trouver un sous-tore K” du
centre de K tel que K = K' x K" et [=' @ [" ou [" := [N¥. La variété symplectique X
s’identifie au produit X’ x X" ou X' = X(K'/H,o0,W) et X" = X(K",0,0) et ’action
de K = K' x K" sur X ~ X' x X" est I'action produit. Le premier facteur est une action
hamiltonienne, on peut lui appliquer le fait 4.9. Le deuxieme facteur est une action
symplectique d’un tore, on peut lui appliquer le lemme 3.4. O

Démonstration du théoréme 4.1 a) On garde les notations du lemme 4.10.

Soit C = Cp. Montrons tout d’abord que I’application fi, : M — C est ouverte.
On procede comme a la fin de la démonstration du théoreme 4.8. Pour tout point x de
M, il existe donc un cone polyédral convexe C, et un voisinage ouvert U de z tels que
Papplication iy : U — [y (x) 4+ Cy est ouverte. Comme QNU est dense dans U, le lemme
4.10 prouve que i (U) N Cr est ouvert dans Cr et dense dans i, (U). On en déduit
que C et [iy(z) + C, coincident au voisinage de fi; (x). Le lemme 4.11 prouve alors que
I’application iy : U — C' est ouverte.

Soit C" := i1 (M). Montrons maintenant que C’ = C. On vient de voir que C’ est un

ouvert de C. Cet ouvert est invariant par translation par h(I") et donc aussi par h(I').
Comme 'application moment fi : M — €* est propre modulo I', I’application obtenue par
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passage au quotient 7z : M — C/h(T") est propre. Son image est donc fermée. Autrement
dit, 'ouvert C' est fermé dans C. Comme C est connexe, on en déduit 1’égalité C' = C.
Ce raisonnement prouve aussi que C' est un polyedre convexe. N .
b) On proceéde comme pour la proposition 3.17.b : Comme iy : M — [ (M) est

ouverte, on a les égalité i7'( A+ A(T) ) = 7' (A + A(T)) = i7" (A) , pour tout A dans
G+ (M). En outre, si A n’est pas dans fi; (M), ces ensembles sont vides. a

Remarque Voici une autre stratégie pour démontrer le théoreme 4.1.

Le lemme 4.11 affirme que ’application fi, est localement ouverte sur un polyedre
convexe (définition 3.6). Il est probable que fi; est localement & fibres connexes : c’est
une propriété du modele local qui mérite d’étre vérifiée en détail. On pourrait alors
appliquer directement la proposition 3.17 avec 'application i .

En outre cet argument prouverait directement que les fibres de ji, sont connexes.

Démonstration du corollaire 4.2 Gardons les notations de la démonstration du théo-
reme 4.1.

1) On a légalité &, = {¢ € t / Vy € T h(v)(€) = 0}. Autrement dit, & n’est autre que
le sous-espace vectoriel de £* engendré par le groupe d’holonomie A(I"). Comme ji(M) est
un convexe invariant par h(T'), on a égalité fi(M) + & = fa(M).

2) a) Soit My un compact de M tel que M = I'M,. On a alors fi(M) = ji( M) + &

b) D’apres le lemme 2.8, le groupe K}, contient [K, K]. Soient Z la composante connexe
du centre de K et 7, := Z N K. D’apres le corollaire 3.2, le groupe 7, est fermé, donc
le groupe K} aussi. O
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5 Actions coisotropes

Les actions symplectiques coisotropes (aussi appelées actions sans multi-
plicité) d’un groupe compact K sur une variété symplectique (M, w) sont les
actions symplectiques dont les orbites régulieres sont coisotropes.

Ces actions sont les plus petites possibles au sens suivant : la variété M
n’est pas la réunion de ses sous-variétés symplectiques K-invariantes de codi-
mension non nulles.

Ces actions ont été introduites par Guillemin et Sternberg dans [16].

Cette partie est consacrée a la démonstration de quelques propriétés géné-
rales de ces actions qui nous seront utiles dans la partie suivante.

5.1 Orbites coisotropes et commutativité du crochet de Poisson.

Lorsqu'un groupe K agit sur une variété M, on note C®(M)X D'espace des fonctions
K-invariantes sur M de classe C*.

Proposition 5.1 Soient K un groupe compact conneze et (M,w) une K-variété sym-
plectique connezxe. Les trois assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La réunion des sous-variétés symplectiques K -invariantes de codimension positive
dans M n’est pas égale a M.

(ii) Toutes les orbites réguliéres de K dans M sont coisotropes.

(ii3) C® (M) est commutatif pour le crochet de Poisson. En outre

En outre, lorsque K est un tore, ces assertions sont équivalentes a :

(iv) 1l existe une orbite de K dans M qui est coisotrope.

Définition 5.2 Lorsque ces assertions sont vraies, on dit que l'action de K sur (M,w)
est coisotrope (ou sans multiplicité).

Remarques 1) L’assertion (%) signifie que le crochet de Poisson de deux fonctions K-
invariantes est nul.

2) Notons C°(M) espace des fonctions C* a support compact et
C®(M)K := C°(M)X N CP(M). L’assertion (7ii) est équivalente & I’assertion :

(iii)’ C°(M)X est commutatif pour le crochet de Poisson.

3) Il se peut que certaines orbites non réguliéres d’une action coisotrope ne soient pas
coisotropes. C’est le cas des points fixes de K dans M.

[’outil principal de la démonstration est le modele local X (N, o, W) des propositions
1.9 et 2.17 dont on reprend les notations. Remarquons que l'orbite N est réguliére dans
X (N, o0, W) si et seulement si ’action de la composante connexe H, du groupe d’isotropie
H sur (I/h)* x W est triviale. Remarquons aussi que l'orbite N est coisotrope si et
seulement si W = 0.

Nous aurons besoin des deux lemmes suivants.
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Lemme 5.3 Soient K un groupe compact connezxe et (M,w) une K-variété symplectique
conneze. Par tout point v de M passe une sous-variété symplectique K-invariante M’
dans laquelle l’orbite K.x est coisotrope.

Remarque La sous-variété M’ est ouverte dans M si et seulement si I'orbite K.z est
coisotrope dans M.

Démonstration On peut supposer que M est égal & un modele local X = X(N,o, W)
et que K.z = N. On prend alors M’ = {[k,v,w] € X / w = 0}. O

Soit M une K-variété. Un élément x de M est dit régulier principal si 'action du
groupe d’isotropie en x sur I’espace vectoriel T, M /T,Kx est triviale.

Lemme 5.4 Soient M une variété C° connezxe et K un groupe de Lie compact qui agit
sur M. Alors Uouvert My, des éléments réguliers principauz est dense dans M

Démonstration D’apres le lemme 4.3, il suffit de montrer que 'ouvert M, est dense
dans 'ouvert M, des éléments réguliers. On peut donc supposer que M est un fibré induit
K x gz V ou l'action sur V' de la composante connexe H, de H est triviale. On se rameéne
ainsi a démontrer le lemme pour une action linéaire d’un groupe fini. Dans ce cas, le
lemme est évident. O

Démonstration de la proposition 5.1

(i) & (ii) : cela résulte du lemme 5.3.

(ii) = (iii) : Soient ¢, 1 deux fonctions K-invariantes sur M. Pour tout point z de M,.,
I'orbite Kz est coisotrope. Donc le gradient symplectique X¥ est tangent & cette orbite.
Par suite, la fonction {¢, ¥} = Lxs(¢) est nulle sur M,. Elle est donc nulle sur M.

(iii) = (ii) : Soit N = Kz une orbite réguliere principale. Montrons que N est coi-
sotrope. Il existe un voisinage K-invariant U de N qui s’identifie via un difféomorphisme
K-équivariant au produit N x V ou V = T,M/T,N. On a alors une identification na-
turelle : C(U)X ~ C®(V).

Les valeurs en z des gradients symplectiques X¥ des fonctions 1) de C°(U)¥ engendrent
donc l'orthogonal T, N“. Si 'orbite N n’est pas coisotrope, on peut trouver 1 dans
C® (U)X dont le gradient symplectique X¥ n’est pas tangent & N en X. On peut alors
trouver ¢ dans C (U)X tel que Lxy(p) # 0. Autrement dit {p, %} # 0. Ceci contredit
la commutativité de C°(M)¥X. Donc N est coisotrope.

(ii) & (iv) : On suppose désormais que K est un tore. Montrons tout d’abord que
la réunion M, des orbites coisotropes est un ouvert de M. Soit N — M une orbite
coisotrope. On peut supposer que M est égal & un modele local X = X (N, o, W) avec
W =0. Onadonc X = K xg (I/h)*, w =wy+w, Y = Kx (I/h)*etqg:Y — X
est la projection. Il résulte de la formule explicite pour ¢*w que toutes les orbites de K
dans Y sont coisotropes pour g*w. On en déduit que toutes les orbites de K dans X sont
coisotropes.

Montrons maintenant que la réunion M, des orbites régulieres coisotropes est un fermé
de 'ouvert M, des éléments réguliers. Soit N < M une orbite réguliére qui est limite
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d’orbites régulieres coisotropes Nj. Comme toutes ces orbites ont la méme dimension, on
a I'égalité T, N = limy_,, T, Ni,. Les espaces T, N, sont coisotropes. Donc 'espace 1, N
aussi et N est coisotrope.

Donc M, est ouvert et fermé dans le connexe M,. D’ou M,. = M, ou M,, = 0. O

Corollaire 5.5 Soient K un groupe compact conneze et (M,w) une K-variété symplec-
tique conneze. Alors

a) Par tout point x de M passe une variété symplectique K-invariante sur laquelle
l’action de K est coisotrope.

b) Soit U un ouvert conneze K-invariant de M. Alors l’action de K sur U est coisotrope
st et seulement si ’action de K sur M est coisotrope.

Démonstration a) Cela résulte de (ii) et du lemme 5.3.
b) Cette assertion ne sera pas utilisée. Pour un tore K, elle résulte de (ii) et (iv). O

Remarque Lorsque 'action de K sur M est coisotrope, la réunion des sous-variétés
symplectiques K-invariantes de codimension positive ne rencontre pas M,. Elle est donc
d’intérieur vide.

5.2 Actions coisotropes et fibres du moment

Proposition 5.6 (Feuilles du moment) Soient K un groupe compact conneze, (M, w)
une K-variété symplectique connere, p : M — M le revétement universel de M, T =
(M) et fi : M — € le moment de laction de K sur M. Pour tout x dans M, on note
F, la feuille de i passant par x. Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) L’action de K sur M est coisotrope.

(ii) Pour tout = dans M, on a F, C K.

(iii) Il existe x dans M, tel que F, C K.

Remarque L’action diagonale de K = U(1) sur M = P'(C) x P'(C) est hamiltonienne
mais n’est pas coisotrope. Pourtant certaines fibres (non réguliéres) de I’application mo-
ment sont des K-orbites (I'image de I'application moment est un segment; il s’agit des
fibres au dessus des extrémités de ce segment)

Démonstration (i) = (ii) Supposons tout d’abord z régulier. Sur Pouvert M, des
éléments réguliers, 'application fi est de rang constant. Les feuilles de cette application
forment donc un feuilletage de M,. Les orbites de K forment aussi un feuilletage de M,.
Comme ces orbites sont coisotropes, les espaces tangents aux feuilles du moment sont
inclus dans les espaces tangents aux K-orbites. On en déduit que les feuilles du moment
sont incluses dans les K-orbites. .

Dans le cas général, soient z, y deux éléments de M tels que F, = F,. On note
[y = w4 o [i. On peut trouver, grace au lemme 4.11, deux suites z,, y, dans M, telles
que

iy (Tn) = Bt-(Yn) nh_{goxn =z et nh_)ngoyn =Y.
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Soit K’ le revétement de K qui agit effectivement sur M. Le premier cas permet de
trouver des éléments 7,, de K’ tels que

Yn = TnTq -

Le groupe K’ est la composante connexe du groupe des difféomorphismes 7 de M tels
qu’il existe k& dans K vérifiant p o7 = k o p. 1l agit donc proprement sur M. Quitte a
extraire une sous-suite, on peut donc supposer la suite 7, convergente vers un élément 7,
de K’'. On a alors
Y = Tool -

C’est, ce que 'on voulait.

(ii) = (iii) : Evident.

(iii) = (i) : Comme z est régulier, la feuille F}, est lisse au voisinage de z. Par hypothése,
on a l'inclusion

T,(F;) = To(Kz)* C To(Kx) .

Ce qui prouve que l'orbite Kz est coisotrope. O

Corollaire 5.7 Soient K un groupe compact connexe, (M,w) une K-variété symplectique
connexe. On suppose que l’action est coisotrope et que le moment [i est propre modulo I'.
Alors, pour tout x dans M, on a

i (i) € Kz .

Démonstration La propreté modulo I' de fi assure que les fibres du moment sont con-
nexes sur un ouvert dense (lemme 4.10). On conclut alors comme dans la démonstration
de la proposition 5.6. O

Remarque Lorsque I’action sur K est hamiltonienne, notre hypothese est équivalente a
“le moment 1 : M — € est propre”. La conclusion exprime alors que p~'(Kpu(r)) = Kz,
pour tout x dans M.

Corollaire 5.8 (Fibres du moment) Soient T un tore et (M,w) une T-variété sym-
plectique connexe. On suppose que l'action est coisotrope el que le moment [i est propre
modulo T'. On note L le noyau dans T du cocycle C' de cette action et iy, : M — [* le
moment de laction de L sur M. Alors

a) les fibres de [i sont des L-orbites,

b) les fibres de i1, sont des T -orbites.

Démonstration Cela résulte du lemme 2.13 et de la proposition 5.6.
a) En effet, pour tout = dans M,onalL={teT/jtz) = fi(z) }.
b) Pour tout z dans M, on a

i(Tz) = fi(x) + Im(C) = fiz) + I,
donc
fip ' (in(z)) = i~ (@) + 1) = 5 ((Tx)) = Tz 0
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5.3 Actions coisotropes et modele local

Lemme 5.9 (Modele local pour une action coisotrope) Soient T un tore, (M,w)
une T-variété symplectique connexe, x un point de M, H = T, son groupe d’isotropie,
N =Tz et W le H-module symplectique W := T, N¥ /(T N*NT,N). Alors, les assertions
sutvantes sont équivalentes.

(i) L’action de T sur M est coisotrope.

(11) L’action de H sur W est coisotrope.

Remarque Ce lemme n’est plus valable si on remplace 7" par un groupe de Lie compact K
non commutatif. Cependant, lorsque I’action est hamiltonienne, on peut munir le modéle
local X = X (N, o0, W) d’une structure de variété algébrique complexe et étendre I’action
de K sur X en une action algébrique du groupe complexifié K¢. L’action de K sur M
est alors cofsotrope si et seulement si la K-variété X est sphérique (voir [4] et [22]).

Par exemple, si K = SU(2), H = {e} et W = 0, 'action de K sur M := T*K n’est pas
coisotrope alors que l'action de H sur W D’est.

Démonstration du lemme On peut supposer que M est la variété symplectique X =
X(N,0,W) des propositions 1.9 et 2.17 dont on reprend les notations et que x est l'image
dans X du point & = [e,0,0] du revétement universel X. On note y = [k,v,w] et
y' = [K',V,w'] deux points de X. On a I’égalité ji(y) = (z) + Cx + v + pw(w) . On a
donc I’équivalence

ay) =iy) <= (Cy =Cr , v="1"et pw(w) = pw(w')).

(i) = (ii) Si w et w’ sont sur la méme feuille de pyy, alors [e, 0, w] et [e, 0, w’] sont sur
la méme feuille de fi. Ils sont donc dans la méme T-orbite. Par suite w et w' sont dans
la méme H-orbite.

(ii) = (i) Si y et 3’ sont sur la méme feuille de [, alors Cy, = C}, v = V' et w, w' sont
sur la méme feuille de puy On en déduit que w et w’ sont dans la méme H-orbite puis que
y et y' sont dans la méme T-orbite. a

Corollaire 5.10 (L’algébre d’isotropie pour une action coisotrope) Soient T un
tore, (M,w) une T-variété symplectique conneze, t, :== {§ € t / ix,w est eracte}, x un
point de M, et b = t, := {€ € t | X¢(z) = 0} son algébre de Lie d’isotropie. On suppose
M compacte et l’action coisotrope.

Alors, on a linclusion t, C t, , avec égalité si et seulement si ji(z) + ti est extrémal
dans i(M).
Démonstration On garde les notations précédentes.

Au voisinage de fi(z), le convexe fi(M) coincide avec t- + pw (W). Comme laction de
H sur W est coisotrope, le cone pw (W) est simplicial et saillant.

D’autre part, le corollaire 3.2 affirme que fi(M) + ti = f(M).

On en déduit I'inclusion tf C ti, avec égalité si et seulement si fi(z) + i est un
sous-espace affine extrémal du convexe fi(M). C’est ce que 'on voulait. O
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6 Actions coisotropes d’un tore

Le but de cette partie est de décrire les actions coisotropes d’un tore 7T’
sur une variété symplectique compacte (M,w). Nous montrerons les trois
assertions suivantes :

- Ces actions sont le produit d’une action hamiltonienne coisotrope et d’une
action anhamiltonienne coisotrope (théoréme 6.6.A).

- Les actions anhamiltoniennes coisotropes sont des actions d’'un tore central
sur une nilvariété symplectique (théoréme 6.6.B).

- Quant aux actions hamiltoniennes coisotropes, elles sont entierement déter-
minées par le polyedre convexe compact image de ’application moment et on
peut décrire les polyédres que 1'on obtient ainsi (théoréme 6.5 dii & Delzant).

On démontrera presque simultanément ces trois assertions.

On commencera par déterminer le revétement T de T qui agit effectivement
sur le revétement universel M de M (lemme 6.7).

On introduira alors une classe d’actions symplectiques cmsotropes dites
adaptées qui contient 1’action de T sur M et on montrera qu’une action sym-
plectique coisotrope adaptée est entierement déterminée par le convexe image
de I'application moment (proposition 6.13) Le point clef est, comme dans [7]
et [19], une interprétation faisceautique du groupe des automorphismes de M
(lemme 6.14). -

On en déduira que Paction de 7" sur M est un produit d’une action hamil-
tonienne coisotrope d’un tore 7} sur une variété symplectique compacte My,
par une action coisotrope d’un groupe de Lie commutatif simplement con-
nexe T, sur une variété symplectique M, difféomorphe & un espace vectoriel
(corollaire 6.16).

On montrera alors que le choix de cette décomposition peut étre fait de
sorte que le groupe fondamental I'" de M n ‘agisse que sur le facteur M, et est
inclus dans un sous-groupe de Lie nilpotent N du groupe des automorphismes
de Ma, sous-groupe qui agit simplement transitivement sur M, (proposition
6.17).

6.1 Nilvariétés symplectiques

Dans cette section, nous construisons des actions anhamiltoniennes qui
généralisent ’exemple 2.4.a.

Définition 6.1 Nous appellerons nilvariété symplectique, une variété symplectique telle
que

- M est une nilvariété compacte, c’est a dire le quotient M = T'\IN d’un groupe de Lie
nilpotent simplement connexe N par un sous-groupe I' discret et cocompact de N. On
note p: N — M la projection canonique.

- w est une forme symplectique dont la relevée p*w est une 2-forme invariante par trans-
lation a gauche sur N.
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Un tore central de M est une sous-variété compacte T de M image d’un sous-groupe
conneze du centre Z de N.

Un tore central est donc un groupe commutatif compact connexe qui agit sur M par
translation en préservant w. Son algebre de Lie t est incluse dans 1’algebre de Lie n de N.

L’action de T sur M est anhamiltonienne. En effet, 'action de T sur M est libre alors
que le gradient symplectique de toute fonction sur une variété compacte s’annule.

Lorsque T est une sous-variété coisotrope de M, ’action de T' sur M est coisotrope.

Voici deux exercices. Le premier attire 'attention du lecteur sur la différence entre
droite et gauche. Le deuxieme affirme que nos exemples seront toujours commutatifs ou
nilpotents a deux crans.

Exercice 6.2 Soit M = I'\N une nilvariété compacte munie d’une forme symplectique
w invariante par translation a droite par N. Alors M est un tore.

Solution La forme bilinéaire antisymétrique w, sur n est invariante sous l’action adjointe
de I et donc aussi sous I’action adjointe de N. On en déduit que w,([n,n],n) = 0. Comme
we est non dégénérée, on a [n,n] = 0. O

Exercice 6.3 Soit (M = I'\N,w) une nilvariété symplectique contenant un tore central
coisotrope T. Alors le groupe dérivé [N, N| est inclus dans le centre Z de N.

Solution Comme w est fermée, la forme bilinéaire antisymétrique w, vérifie, pour tous &,

1, ¢ dans n, we([€, 1], €) +we([n, €], &) +we([C, €], n) = 0. On en déduit que we([n,n],3) = 0.
Donc [n,n] C 3¥ C & CtC 3. O

Voici quelques exemples de triplets (n,we, t) associés a des tores centraux coisotropes
de nilvariétés symplectiques (on ne donne que les crochets non nuls).

a) n = R®" est commutative, w, est une forme bilinéaire non dégénérée sur n et t est
un sous-espace vectoriel coisotrope de n.

b) n ~ R* a pour base (X,Y,Z,T) avec [X,Y] = Z, w, est égale & X* A Z* + Y* AN T*
et t a pour base (Z,T).

c) n ~ R® a pour base (X1, X5, X3,Y1,Y5,Y3) avec (X1, Xp] = Vi, [Xy, X5] = Y5,
[X3, X1] = Y3, we est égale & X7 A Y + X5 AYS + X5 AYS et tapour base (Y7, Y2, Y3).

6.2 Description des actions coisotropes d’un tore

Les actions coisotropes d’un tore sur une variété symplectique compacte
sont entierement décrites par les deux théoremes ci-dessous.

Pour tout tore 7' = T¢, on note tz le réseau de t noyau de I’application exponentielle
et t :={Aet" / A(ty) C Z } le réseau dual.
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Définition 6.4 On dira qu’un convere C' de t* est a directions entiéres si, au voisinage
de chacun de ses points, C' coincide avec le translaté d’un cone convere engendré par une
base B de t; et une partie de la base opposée —B.

Soit (M,w) une T-variété symplectique. Rappelons que, si 'action est hamiltonienne
et effective, les orbites sont isotropes et on a l'inégalité dim M > 2d avec égalité si et
seulement si I'action est coisotrope.

Le théoreme suivant décrit les actions hamiltoniennes coisotropes de 7' sur une variété
symplectique compacte.

Théoréme 6.5 (Delzant) Soit T = T un tore. L’application M — u(M) est une
bijection entre

actions hamiltoniennes effectives de T polyédres convexes
sur une variété symplectique M —> compacts de t*
compacte connexe de dimension 2d a directions entiéres

Dans cet énoncé, on identifie bien stir deux actions symplectiques de T sur M et M’ si
il existe un symplectomorphisme T-équivariant ¢ de M sur M’ i.e. un difféomorphisme
T-équivariant qui échange les formes symplectiques. De méme, on identifie deux polyedres
convexes de t* qui se déduisent I'un de ’autre par translation.

Soient Ty, 17 deux tores qui agissent respectivement sur une variété symplectique
(My, wp) et (M, w). Laction de Ty x T7 sur la variété symplectique (Mg X My, wg X w1)
est appelée action produit.

Le produit de deux actions symplectiques est coisotrope si et seulement si chacune des
deux actions est coisotrope.

Théoréme 6.6 (Actions coisotropes d’un tore)

A) Toute action coisotrope d’un tore T sur une variété symplectique compacte conneze
(M,w) est isomorphe & un produit d’une action coisotrope hamiltonienne et d’une action
coisotrope anhamiltonienne.

B) Toute action coisotrope anhamiltonienne d’un tore T sur une variété compacte con-
nexe (M,w) est isomorphe a l’action d’un tore central coisotrope sur une nilvariété sym-
plectique (ces actions sont décrites en 6.1).

Cette partie est entierement consacrée a la démonstration des théorémes 6.5 et 6.6.

6.3 Connexité des groupes d’isotropie

Déterminons tout d’abord le revétement T de T qui agit effectivement sur

M.
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Lemme 6.7 (Revétement du tore) Soient T un tore et (M,w) une T-variété symplec-
tique conneze. On suppose que l’action est effective et coisotrope. On note T le revétement
de T qui agit effectivement sur M. Alors,
1) a) pour tout point y de M, le stabilisateur T, de y dans T est conneze et

b) pour tout point x de M le stabilisateur T, de = dans T est conneze.
2) On suppose M compact. On note Ty, le plus grand sous-tore de T dont ’action sur
M est hamiltonienne (voir corollaire 3.2.c) et on choisit un sous-tore T, de T tel que
T =T, xT,. Alors,

a) on a l’égalité T = Th X T, et

b) laction de T sur M est propre.

Démonstration 1) a) Notons H = T,. Au voisinage de l'orbite N = T.y, (M,w)
s’identifie & un modele local X (N,o,W) =T xy ((I/h)* x W). On note p: H — Sp(W)
laction de H sur W. Comme cette action est coisotrope (lemme 5.9), on a dimW =
2dim p(H). Donc la composante connexe de p(H) est un tore compact maximal de Sp(W).
Comme ces tores sont égaux a leur propre centralisateur, le groupe commutatif p(H) est
connexe.

Comme T est commutatif, ’action de H sur (I/h)* est triviale. Donc, comme ’action
de T est localement effective, p est injectif et H est connexe.

b) Notons 7 : T — T la projection naturelle. Un élément non trivial du noyau Ty de
7 n’a pas de points fixes dans M. Donc la restriction de 7 & T, est injective. En outre,
comme Tj,) est connexe, on a W(Tz) = Tp(z)- En conclusion, la projection 7 induit un
isomorphisme entre T} et 1,(;). Donc le groupe T, est connexe.

2)a) Soit v un élément du revétement universel de 7}, dont I'image dans T}, est triviale.
L’action de v sur M est un élément du groupe fondamental de M. Or, comme M est
compact, T}, a des points fixes dans M (théoreme 3.16) et y aussi. Donc 7y agit trivialement
sur M. Ceci prouve que 'action de T sur M se factorise en une action de T}, x T,. On
peut donc écrire T = T}, x T, ot T, est le revétement de T, qui agit effectivement sur M.
On veut montrer 1'égalité T, = T,,.

Il résulte du corollaire 5.10 et du point 1.b) que tous les stabilisateurs T, des points
de M sont inclus dans T),. Soient I le noyau dans t du cocycle infinitésimal, L le sous-
groupe de Lie connexe de T d’algebre de Lie [ et fiy, M — I* le moment de 'action de L
sur M. Comme M est compact, les fibres de fi;, sont les orbites de 7' (corollaire 5.8) et
Vimage Cy, := Ji (M) est un polyédre convexe. On note N l'espace quotient N := Th\M
et v : N — Cp, l'application définie par 1’égalité v(T},.z) = fiL(x), pour tout z dans M.
L’action naturelle de T, sur N est simplement transitive sur les fibres de v. Il résulte alors
du modele local donné ci-dessus que v : N — Cp, est un T,-fibré principal. Comme la
base C, est contractile, ce fibré est trivial et N est homéomorphe & T, x Cy,. Or, comme
T}, est connexe, N est simplement connexe et T, aussi. C’est ce que ’on voulait.

b) Cet argument prouve aussi que l’action de T, sur N est propre. L’action de T sur
M aussi. O

Remarque Le fait que I'action de 7}, sur M se releve en une action de 7}, sur M est une
conséquence de la compacité de M et n’utilise pas le fait que I'action est coisotrope.
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Corollaire 6.8 (Noyau de 1’holonomie) Soient T un tore et (M,w) une T-variété
symplectique compacte connere. On suppose que l’action est effective et coisotrope. On
note | le noyau dans t du_cocycle infinitésimal, L le sous- groupe de_Lie conneze de T
d’algebre de Lie [, g : M — I* le moment de Uaction de L sur M hy : ' = " le
morphisme d’holonomie et Ty le noyau de la projection naturelle m : T — T

Alors Ker(hy) = Ty,

Démonstration 1l est clair que 77 est inclus dans I'. Donc Ty est inclus dans Ker(hy).

Réciproquement, soit v un élément de I' tel que A, () = 0. Vérifions que + est dans TZ-
Pour cela, choisissons un élément régulier x de M. Comme iy, (v.z) = fir(z), il existe un
élément ¢ de T tel que 7.z = t.z (corollaire 5.8.b). L’image 7(t) de t dans T fixe le point
p(z). Comme ce point est régulier, son stabilisateur est trivial (lemme 6.7.1.a). Donc ¢
est dans TZ- La connexité de M, prouve que cet élément ¢ ne dépend pas du choix de z.
Donc v =t et 7 est dans 7. O

Remarque On notera L Iimage de L dans 7. C’est un sous-groupe fermé de 7. En
effet, il contient Tj,.

Corollaire 6.9 (Actions coisotropes hamiltoniennes) Soient T un tore et (M,w)
une T-variété symplectique compacte connere. On suppose que l’action est effective et
coisotrope. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) L’action est hamiltonienne.

(i) M est simplement conneze.

(iii) M est compact.

(iv) L’action de T sur M se factorise en une action de T.

Démonstration (i) = (ii) Si I’action est hamiltonienne, I'image fi(M) est compacte.
Elle admet donc un point extrémal X. La fibre fi~'()) est formée de points fixes sous 7T et
est aussi incluse dans une seule T-orbite (corollaire 5.7). Donc cette fibre est un singleton
{zo}. Comme cette fibre est invariante sous 1’action du groupe fondamental I" et que les
éléments de I" n’ont pas de points fixes, on en déduit que I' = {e}.

(ii) = (iii) Clair.

(iii) = (i) Si M est compact, fi(M) aussi et donc t- = 0 (corollaire 3.2). Le lemme
2.11 prouve alors que I'action est hamiltonienne.

(i) < (iv) Cela résulte du lemme 6.7. O

Corollaire 6.10 (Actions coisotropes anhamiltoniennes) Soient T = T un tore et
(M, w) une T-variété symplectique compacte conneze. On suppose que l’action est effective
et coisotrope. Alors les assertions suivantes sont équivalentes

(i) L’action est anhamiltonienne.

(i4) Toutes les orbites de T dans M sont de dimension d.

(i4) Le moment [i : M — t* est une submersion.

() L’action de T sur M est libre.

54



Démonstration (i) < (ii) Cela résulte du corollaire 5.10.
(ii) < (iii) En effet, pour tout z dans M, on a

dim 7.z = codim(Kerdfi(z)) = dim(Imdp(z)) .
(i) & (iv) Cela résulte du lemme 6.7. O

6.4 Actions coisotropes adaptées

Nous allons définir une classe ad hoc d’actions coisotropes qui contient
I’action de T' décrite dans la section précédente.

Soient K un groupe de Lie commutatif connexe et ¢ une forme bilinéaire antisymétrique
sur €. Une action symplectique de K sur une variété symplectique (M,w) est dite c-
symplectique si ¢ est le cocycle infinitésimal de cette action. Par exemple, une action
0-symplectique n’est rien d’autre qu’une action localement hamiltonienne.

On note [ le noyau de ¢, L le sous-groupe de Lie connexe de K d’algebre de Lie [ et K|
le sous-tore maximal de K. On suppose que K; est inclus dans L.

Explicitons la description des “modeles locaux” des actions c-symplectiques et coiso-
tropes de K. On se donne un espace homogene N = K/H ou H est un sous-tore de K et
W un H-module symplectique tel que le morphisme p : H — Sp(W¥) est un isomorphisme
de H sur un tore maximal de Sp(W). On note X = X (N, ¢, W) pour le modele local
X(N,o,W) de 1.4 ol ¢ est la 2-forme K-invariante sur N donnée par c.

Comme K est commutatif, on peut décrire explicitement X . Choisissons un sous-groupe
R de L supplémentaire a H et un sous-groupe S de K supplémentaire a L. On a donc
K = H x R x S. On dispose d’'une action symplectique coisotrope pour chacun de ces
trois groupes :

- 'action de H sur l’espace vectoriel W,

- 'action de R sur l'espace cotangent TR et

- I'action par translation de S sur lui méme muni de la forme symplectique donnée par c.
L’action de K sur X n’est autre que ’action produit de K = H x R x S sur X =
W xT*R x S.

En coordonnées, on a des entiers p, ¢’ < ¢ et r tels que

K = {t=(0,a0,b) € R?/ZP x R/Z¢ x R* }
X = {z=(a,0,b) € CP x (RY/Z7 x RY) x R*" }

L’action, la forme symplectique et les moments de K et L sur X sont donnés par :

Lo = ((62i7ﬂ91§1’ SRR 62”01061))’ a+ ao, @, b+ bO)
12 _ q r
w = 3D d& NG+ daj Adoy+ Y dbi A db,
1 1 1

wz) = (&l 1601%), o, (bri1, - bar, —b1y ..o, —by)) € RP x R? x R* ~ ¢*
pr(z) = ((|&7 ..., &%), 0) e R x R ~ [*.
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Remarque Le systeme de coordonnées sur K dépend du modele local.

Définition 6.11 Soient K un groupe de Lie commutatif connexe et ¢ une forme bili-
néaire antisymétrique sur €. Une action c-symplectique coisotrope de K sur une variété
symplectique (M, w) est dite adaptée si elle est effective et si les deur propriétés suivantes
sont satisfaites.

a) Pour toute orbite N = K.x ~ K/H dans M, le groupe d’isotropie H est compact, il
existe un voisinage K -invariant U de N dans M, un voisinage K-invariant U' de N dans
le modéle local X (N, c, W) ou W est le H-module symplectique W = T, N /(T,NNT,N¥) ,
et il existe un difféomorphisme symplectique K -équivariant de U sur U’ égal a identité
sur N.

b) L’action de K sur M admet un moment p: M — €, l"image (M) est conveze et
Uapplication p: M — p(M) est ouverte et a fibres connezes.

Remarque Par définition, pour une action symplectique coisotrope adaptée,

- on a 'égalité pu(M) + - = u(M),

- les fibres de ’application moment uz, : M — [* de I'action de L sont des K-orbites et
- les fibres de ’application moment p : M — €* de I’action de K sont des L-orbites.

Exemples a) L’action de K sur le modele local X(K/H,c, W) décrit ci-dessus est une
action c-symplectique coisotrope adaptée.

b) Considérons une action c-symplectique coisotrope adaptée de K sur une variété
symplectique M et Q un ouvert convexe de 'image pr(M). Alors, 'action de K sur
I'ouvert ,uZl(Q) est encore c-symplectique coisotrope et adaptée.

c¢) Soient 7" un tore, M une T-variété symplectique compacte connexe et K = T. On
suppose I’action coisotrope et on note c le cocycle infinitésimal. Alors, I’action de K sur
M est c-symplectique, coisotrope et adaptée (proposition 1.9 et 3.1) et on a Ky = Tj,.

Lorsque K est compact, on a ¢ =0 et € = [ = §,. La définition suivante est donc une
généralisation de la définition 6.4. On note Res : [" — €; I'application de restriction.

Définition 6.12 Un conveze C de I" est dit a directions Ky-entiéres si, au voisinage de
chacun de ses points, C coincide avec le translaté d’un cone conveze de la forme Res™ (Cp)
ou Cy est un cone convere de € engendré par une base B de ES,Z et une partie de la base
opposée —B.

Remarque Par construction, pour toute action coisotrope adaptée de K, I'image pu (M)
est a directions Ky-entieres.

La proposition suivante est une généralisation du théoreme 6.5 qui nous sera aussi utile
pour démontrer le théoreme 6.6
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Proposition 6.13 (Actions coisotropes adaptées) Soit K un groupe de Lie commu-
tatif connexe, Ky son sous-tore maximal, ¢ une forme bilinéaire sur € dont le noyau |
contient . Alors Uapplication M — (M) est une bijection entre

coisotropes adaptées de K sur

actions c-symplectiques
{
une variété symplectique M

convezes de [* }

a directions Ky-entiéres

Dans cet énoncé, on fait bien sur les mémes identifications que dans le théoreme 6.5.
Les deux sections suivantes sont consacrées a la démonstration de cette proposition.

Démonstration du théoréme 6.5 Si K = T est un tore, on a ¢ = 0 et Ky = K. Donc,
une action coisotrope de K est adaptée si et seulement si elle est hamiltonienne.
Comme les fibres du moment p sont des T-orbites, la variété M est compacte si et
seulement si I'image (M) est compacte. Le théoréme 6.5 est donc un cas particulier de
la proposition 6.13. O

6.5 Le faisceau des automorphismes

Dans cette section, nous montrerons que les automorphismes des actions
coisotropes adaptées forment un faisceau de groupes abéliens et que la coho-
mologie de ce faisceau est nulle.

Reprenons les notations K, ¢, L, K, de la section précédente.

Pour tout convexe C localement fermé et d’intérieur non vide de [*, on note C™ le
faisceau sur C' des fonctions de classe C* a valeur réelles, I le sous-faisceau des fonctions
dont la différentielle prend ses valeurs dans €, 7 et A le faisceau quotient A = C*/K.

Donnons nous une action c-symplectique coisotrope adaptée de K sur une variété sym-
plectique (M,w). On note Ay le faisceau de groupes sur le convexe pp (M) défini par,
pour tout ouvert Q de ur (M),

A (Q) = {p € Diffeo(u;'(Q)) / ¢ est K-équivariant, po ¢ = pet p*w =w }

Lemme 6.14 Soit K un groupe de Lie commutatif connexe, Ky son sous-tore mazimal,
c une forme bilinéaire sur € dont le noyau | contient €, et (M,w) une variété symplectique
munie d’une action c-symplectique coisotrope adaptée de K. Alors

a) Le faisceau Ay est un faisceau de groupes abéliens.

b) Pour tout ouvert Q2 de up(M) et toute fonction f de C*°(R2), la formule

! (2) = exp(df (e (2))).2

définit un élément ! aussi noté %, de Ap(Q).
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c¢) L’application f — @/ induit un morphisme de faisceauz surjectif de C*° dans Ay
dont le noyau est K. Autrement dit, elle induit un isomorphisme de faisceauz sur py (M)

AZAM.

d) Soit C un conveze localement fermé et d’intérieur non vide de I*. Alors, on a une
suite exacte de groupes abéliens

0— K(C) —C*(C) — A(C) — 0

et, pour tout i > 1, on a

H'(C,A) =0.

Nous aurons besoin du résultat de calculus suivant dont la démonstration est laissée au
lecteur.

Exercice 6.15 a) Soit h : (A, z) — hy(z) une fonction C*° sur RP xR telle que hy(0) = 0.
Alors il existe une fonction g C*° sur RP x R telle que hy(z) = zgx(x).

b) Soit g : (X, z) — gr(z) une fonction C* sur RP x R telle que gx(z) = gr(—2x).
Alors il existe une fonction f C® sur RP x R telle que g\(z) = fr(z?).

Démonstration du lemme 6.14 a) Le groupe A;/(€2) est commutatif car ses éléments
commutent a L et préservent les L-orbites.

b) Comme I'image ¢/ () s’obtient en faisant agir sur z un élément [ de L, on a prop = p.
Comme cet élément [ = exp(¢(pr(z))) ne dépend que de pp(x), il est constant sur les
K-orbites et Papplication ¢/ est K-équivariante. Comme la 1-forme ¢ = df € C®({, 1)
est fermée, on a o/ *(w) = w.

c) Il est clair que le noyau de ce morphisme est K. Le point délicat est la surjectivité.
Notons Cp, le convexe ur(M) et Ao un point de C. Comme l'action de K sur M est
adaptée, on peut choisir un systéme de coordonnées (0, ag, by) qui identifie K a

K ~RP/ZP x R1/Z7 x R*

et on peut choisir € > 0, un voisinage ouvert convexe €2 de Ay dans C';, et un systeme de
coordonnées (£, a, , b) qui identifie "ouvert U := p;'(Q) &

U~ {z=(a0b) cC’xRYZ xR xR* / Vi |&]| <e et V) |aj| <e}

et pour lesquels ’action de K, la forme symplectique et les moments p et ;7 sont donnés
par les formules explicites de 6.4. En particulier, on a

pr() = (|67 .., 1&)%), ) € R? x R? ~ [* .

Il suffit de montrer que tout automorphisme ¢ dans A, () est 'image ¢/ d’une fonction
f dans C*(€2). Notons Cy l'intérieur de Cp, et 2° = QN C5. Le groupe L agit librement
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sur 'ouvert p7'(€2°). Comme 'application ¢ est K-équivariante et qu’elle préserve chaque
fibre de p qui est une L-orbite, il existe une fonction ¢t dans C*(Q2°, L) telle que

p(z) = t(ur(z)).z,

pour tout x dans p;*(92°). Comme ° est convexe, on peut trouver une fonction ¢ dans
C>(Q°, 1) telle que
t(p) = exp(v(p)) ,

pour tout p dans 2°. Comme ° est un ouvert de [*, cette fonction est une 1-forme sur
Q°. La condition p*w = w s’écrit alors dip = 0. Autrement dit la 1-forme v est fermée.
Comme 2° est convexe, on peut trouver une fonction f dans C*(Q°,R) telle que

Y =df .
On veut montrer que f se prolonge en une fonction C* sur €. Pour cela, on remarque
que [ est identifié & R x R? on note (¢1,...,%p+q) les composantes de 1) et on calcule

I’automorphisme ¢ dans notre systeme de coordonnées :

plx) = (e 2T LENg, ay 44y (pn (), - g + Yprg(piz (), 0, 0)

On sait que ¢ est de classe C*. L’exercice 6.15.a prouve que les fonctions ; o py se
prolongent de facon C* a ’ouvert U. L’exercice 6.15.b prouve alors que les fonctions v; se
prolongent de facon C* a (). La primitive f de ¢ aussi. On note encore f le prolongement
de f 4 Q, on a bien ¢ = 7.

d) Le faisceau C*™ est mou et le faisceau K est constant (voir [12]). Donc, pour tout
1>1,ona

H'(C,K) = H'(C,C®) =0
Nos assertions résultent alors de la suite exacte longue de cohomologie associée a la suite
exacte de faisceaux
0 —K—C*—A—0. O

6.6 Existence et unicité des actions coisotropes adaptées

Nous pouvons terminer la

Démonstration de la proposition 6.13

L’existence et I'unicité sont des conséquences de ’annulation des deux premiers groupes
de cohomologie du faisceau A. Cela résulte d’un raisonnement fastidieux mais standard
de théorie des faisceaux que nous allons détailler.

a) Unicité Considérons deux actions c-symplectiques coisotropes adaptées de K sur
des variétés symplectiques M et M'. Notons p, pur, p', p; les applications moments des
actions de K et L. Supposons que les images uy, (M) et p) (M') soient égales & un méme
convexe C, et montrons qu’il existe un symplectomorphisme K-équivariant ¢ de M sur
M’ tel que p' o = pu.

59



Comme les actions sont adaptées, on peut construire un recouvrement ouvert localement
fini (€;);er de Cf, tel que, pour tout i, il existe un symplectomorphisme K-équivariant g;
de Pouvert U; := p7*(€) sur Pouvert U! := pt ~H(Q;) vérifiant p' o g; = p.

1 ®T cas : Le recouvrement (£;);cr est fini.
Dans ce cas, la formule

9ij =9i ©9;
définit un élément g; ; de A (€2; N §2;) et on a, sur tout ouvert U; N U; N Uy, 1'égalité

ik = Gij © Gjk -

Comme H'(Cp, Ay) = 0, quitte & remplacer ce recouvrement par un autre plus fin, on
peut trouver des éléments h; dans A,,(€2;) tels que, sur tout ouvert U; NUj, on a I'égalité

9ij=hi'oh;.

Mais alors les symplectomorphismes ¢; := g; o b7+ de U; sur U! vérifient

Yilu,nu; = Piluinu; -

Il existe donc un symplectomorphisme ¢ : M — M' qui coincide avec ; sur chacun des
ouverts U;. C’est le symplectomorphisme cherché.

28Me cag . Cas général

Comme le convexe C, est a directions Ky-entieres, il est localement fermé et on peut
trouver une suite croissante (C,, ),>1 d’ouverts convexes de Cp qui recouvrent Cp, et
tels que C,, 1, est relativement compact dans Cpq . Notons M, = ,uZl(Cn,L) et M! =
,u’L_l(Cn,L). Le premier cas permet de construire une suite v, de symplectomorphismes
K-équivariants de M, sur M) _, tels que p' o, = p. On peut écrire v, = o/ ol f,
est une fonction C* sur Cy, 41 1. Il existe, pour tout n > 1, une fonction f, de classe C*
sur Cy, dont la restriction a Cy, 1, coincide avec f,— f+1. Notons ¢}, I'élément de A (Cr)
égal & ©/» et posons

On = Pn o WPp_10Yp o007 .

Par construction, ¢, et ¢, coincident sur M,. Il existe donc un symplectomorphisme
@ de M sur M' dont la restriction & M, est égale a ¢,, pour tout n. C’est un symplecto-
morphisme K-équivariant tel que p’' o ¢ = p. Ce qui prouve 'unicité.

Terminons par une remarque que nous utiliserons implicitement pour montrer 1’exis-
tence et qui n’est qu’un avatar de la commutativité de A.

Pour toute fonction f dans A(CL), les éléments ¢l et ol de Ay (Cr) et Ay (Cr)
donnés par le lemme 6.1} vérifient I’égalité sur M

Pip oo =popi.
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b) Existence Soit C' un convexe de [* & directions Ky-entiéres. On cherche une variété
symplectique M munie d’une action c-symplectique coisotrope adaptée de K telle que
I’application moment g de I'action de L sur M a pour image C'.

Les modeles locaux permettent de construire un recouvrement localement fini (€2;);cr de
C et, pour tout 7, des actions c-symplectiques coisotropes adaptées de K sur des variétés
symplectiques X; de sorte que ’application moment y; , de I’action L sur X; a pour image

pi,n (Xi) = Q.
1 ©T cas : Le recouvrement (£;);c; est fini.
Posons X ; = ;L]_i(Q,ﬁQJ) On note u; le moment de I'action de K sur X;. Par unicité,
il existe, pour tout 7, 7, un symplectomorphisme K-équivariant g; ; de X; ; sur X;; tel que
1 © gij = p; sur X; ;. On peut s’arranger pour que g; j = gj_’z-l.
Comme les faisceaux A et Ay, sur €); sont canoniquement isomorphes, la formule
hijke — 4. . ) )
2 = 0i,j © Gj,k © Gk,i
définit, pour tout ¢, j, k, un élément h; ;, du groupe A(€; N Q; N Q). Par construction,
ces éléments définissent un 2-cocycle a valeurs dans A. Autement dit, on a
hijk = hjki = —hijik
et, sur tout ouvert €2; N 2; N N Y, on a I'égalité
ik — Pija+higt — Rjg1 =0

Comme H?(C,A) = 0, quitte & remplacer ce recouvrement par un autre plus fin, on
peut trouver des éléments f; ; dans A (£2; N ;) tels que

hijr = Ffig — Jike + Fin -
Notons 1; ; 1'élément /i de Ay, (€ N Q;). Les symplectomorphismes

P — .. -1
Pij = Gij © Vi j

vérifient I’égalité sur I'ouvert X, N X
Pik = Pij © Pjk -

On prend alors pour M la variété obtenue par recollement des variétés X; en identifiant
les ouverts X;; et X;; a ’aide des applications ¢; ;. Cette variété symplectique M est
naturellement munie d’une action c-symplectique coisotrope adaptée de K et I'image du
moment de I'action de L sur M est le convexe C.

28Me (a5 . Cas général

On note encore (Cy,),>1 une suite croissante d’ouverts convexes de C' qui recouvrent C
et tels que C, est relativement compact dans C, ;.

61



D’apres le premier cas, il existe, pour tout n, une action c-symplectique coisotrope
adaptée de K sur une variété symplectique M, telle que I'application moment u, 1 de
I’action de L sur M,, a pour image C,,.

D’apres 'unicité, il existe des symplectomorphismes K-équivariants ¢,, qui identifient
M, avec I'ouvert ,LL;}L(CR,I) de M, et qui vérifient I’égalité p, 0 ¥, = pin_1.

La variété symplectique M obtenue par réunion de cette suite est munie d’une action
c-symplectique coisotrope adaptée de K et l'image pr, (M) est le convexe C. O

6.7 Les automorphismes du revétement universel

Nous terminons dans cette section la démonstration du théoreme 6.6.
__ Le corollaire ci-dessous de la proposition 6.13 affirme que I’action de T sur
M est un produit.

Nous pourrons alors déterminer explicitement le groupe des automorphis-
mes de M et montrer que I'on peut s’arranger pour que le groupe fondamental
[' de M n’agisse que sur le deuxieme facteur de ce produit.

Commencons par le corollaire de la proposition 6.13.

Corollaire 6.16 (Le revétement universel pour une action coisotrope)
Soient T un tore et (M,w) une variété symplectique compacte connexe munie d’une action
de T effective et coisotrope.

Soit Ty, le plus grand sous-tore de T dont l’action sur M est hamiltonienne. On choisit
un sous-tore Ty, de T tel que T =Ty x Ty. On note Ta le revétement universel de T,
T =T, x T,, ¢ le cocycle infinitésimal et (M,,0,) la T,-variété symplectique X(Ta, c,0).

Alors, il existe une variété symplectique compacte (My,wy,) munie d’une action hamil-
tonienne coisotrope de T), telle que Uaction du groupe T sur M est 1somorphe a l’action
produit de Ty, X fa sur My, X Ma.

Démonstration Notons /iy, : M — t;, le moment de 7}, sur M. Comme I'action de Ty X Ta
sur M est adaptée, le convexe

Ch = ﬁ,h(M)

de t; est compact et a directions entieres. D’apres le théoreme 6.5, on peut trouver une
variété symplectique M} munie d’'une action hamiltonienne coisotrope de 7}, telle que, en
notant py le moment de 7}, sur My, on a

pn(Mp) = Ch .

Les actions de T}, X Ta sur M et sur M;, x ]\7@ sont coisotropes adaptées, ont meéme
cocycle infinitésimal et leurs images par ’application moment sont toutes deux égales a
Ch x t;. La proposition 6.13 assure que ces actions sont isomorphes. O

On identifie désormais M & My, x Ma. On note Aut(M) le groupe des sym-
plectomorphismes T-équivariants de M. Le groupe Aut(M,) des symplectomorphismes
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T,-équivariants de M, s'identifie naturellement 3 un sous-groupe de Aut(]\7[ ). Le groupe
fondamental I' = 7, (M) est aussi un sous-groupe de Aut(A/).

Le théoreme 6.6 est une conséquence de la proposition suivante.

Proposition 6.17 (Construction du groupe nilpotent) Soient T un tore, (M, w)
une variété symplectique compacte connexe munie d’une action de'T" effective et coisotrope,
Ty, Ta, My et M, comme ci-dessus et I' = m (M). Alors -
a) Il existe un élément g de Aut(M) tel que gU'g™" est inclus dans Aut(M,). -
b) Il existe un groupe de Lie nilpotent connexe N qui est un sous-groupe de Aut(M,),
qui contient T, et glg™! et tel que le quotient N/gl'g™! est compact. Ce groupe N agit
simplement transitivement sur M,.

Démonstration du théoréme 6.6 On peut supposer que g = 1 dans la proposition 6.17.
Le point a) de cette proposition permet d’introduire la variété symplectique M, := '\ M,.
On a alors M = My, x M, et Paction de T' =T}, X T,, sur M est Paction produit.

En outre le point b) permet d’identifier la variété M, avec le groupe de Lie nilpotent
N. Par construction, la forme symplectique p*w est invariante par translation a gauche,
[' est un sous-groupe discret cocompact de N et le groupe T, est un sous-groupe central
de N. O

Pour démontrer la proposition, nous aurons besoin de quelques notations.

Soient [ le noyau du cocycle infinitésimal ¢, L le sous-groupe de Lie connexe de T
d’algebre de Lie [, L, := LNT,, I, I’algébre de lie de L, et s un suplémentaire de [, dans
ta-

On note fi, jiy et fip les moments de l'action de T, L et T, sur M, C := ji(M),
CL = ﬁL(M) et Ch = ﬁh(M)

Par construction, on a 1’égalité M,=T, x [>. Si on identifie T, & son algébre de Lie &
I’aide de I'application exponentielle, on a les identifications,
T ~ {t=(0,l0,so) EThX [aX5},
M ~ {z=(ml,\s)eM,xlgxsx[}.

Avec ces identifications, on peut calculer, comme en 6.4 'action de T, la forme symplec-
tique et les moments de 7" et L sur M.

t (0.m, 1+ 1y, s+ s, A)

T
W = Wp X Wy

@) = p(m)+ec, +X € 4O D~
pr(x) pp(m)+ X € ol ~I".

Introduisons I’espace

Z°(Cp, L) == {F € C®(Cy,L) /] dF =0} .

63



Cet espace s’identifie a ’espace des 1-formes fermées sur C;, modulo les 1-formes con-
stantes a valeurs dans le noyau t, 7 de l'application exp : t, — T.

Décrivons maintenant le groupe Aut(M).

Lemme 6.18 (Le groupe des automorphismes) Avec ces notations. N
a) Pour tout (F,s,\) dans Z°(Cp,L) x s X [ on note [F,s, \] [’élément de Aut(M)
donné par

[F, s, \|[(m/, ', s", X)) = F(up(m') + X).(m/, ', 8" + s, N+ X) .

b) L’application (F, s, \) — [F) s, A est une bijection de Z*°(Cy, L) xsx [} sur Aut(M).
¢) Le produit dans Aut(M) se calcule par la formule

[Fys,\[o[F',s, N]=[F+F'(A+.),s+s, A+ X] .

Démonstration a) Soit A(M) = {¢ € Aut(M) / jiop = i} . Le lemme 6.14.d prouve
que 'application F' — [F,0,0] est une bijection de Z*(Cp, L) sur A(M). D’autre part,
comme &, est une forme bilinéaire antisymétrique sur [, x s x [, les élément [0, s, A] sont
bien dans Aut(M), pour tout (s, A) dans s x [7.

b) Soit ¢ dans Aut(M). La fonction i o ¢ — ji est une constante h(y) de t* appelée
holonomie de ¢. L’égalité C' + h(p) = C assure que h(p) est dans tf. On a l'égalité
h([F,s,A]) = cs,. + A. 1l existe donc un unique couple (s, ) dans s x [ tel que h(yp) est
égal & I'holonomie de automorphisme [0, s, A]. L’élément [F, s, \| L o ¢ est dans A(M)
et ¢ est donc égal a [F, s, A| pour un unique élément F' de Z*°(Cy, L).

¢) Clair. O

Nous aurons aussi besoin du lemme classique suivant.

Lemme 6.19 Soient V un espace vectoriel réel de dimension finie, A un sous-groupe
discret de V et C un conveze fermé A-invariant de V. On note Pol(V) lespace des
polynomes sur V.
a) Pour tout i > 1, on a H'(A,Pol(V)) =0 .
b) Pour tout i > 1, on a H'(A,C™(C)) =0.

Remarque On peut aussi montrer que les A-modules Pol(V') et C*°(C) sont injectifs.

Démonstration a) On peut supposer que A est le groupe Z™ et que V = R™ x R? et
utiliser la formule de Kiinneth pour se ramener au cas m =1et p = 0.

b) On peut supposer que A est le groupe Z™ et que C = R™ x Cy ot Cy est un convexe
fermé de R?. Pour j =0,...,m, on note

E;, = {(z1,...,2m) / t{k/zx€l} > n—j} x Cy,
E; = le complémentaire de F;_; dans Ej,
Fy = E;n([0,1["xCy),
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F, = EN([0,1["xCy),
Co(E)) = {feC?(E;)/ flg_, =0}et
Co(Fy) = {feC(F)/ flr,=0}.
Le A-module C3°(Ej) est isomorphe au produit C3°(F})*. On a donc H*(A,C(E})) =0 .
La suite exacte longue de cohomologie associée a la suite exacte de A-modules
0— C8°(E;-) — C*(E;) — C*(Ej—1) — 0
permet d’en déduire par récurrence I'égalité H'(A,CP(E;)) =0 . O

Démonstration de la proposition 6.17

a) Pour tout ¢ dans Aut(M), la fonction fi; o ¢ — Ji est une constante de I; que 'on
note hz(p). L'application hz, : Aut(M) — [} est un morphisme de groupes et on a 1’égalité

hp([F,s,)])) =X

Notons A limage hz(I') et montrons que A est un réseau de [;. Le corollaire 6.8
affirme que l'intersection I' N Kerhy, est le groupe TZ noyau de la projection de 7" sur 7.
En particulier, pour tout A dans I}, ce groupe agit proprement et avec quotient compact
sur la fibre fi;,'(A) = M), x I, x s x {A\}. Comme I' agit proprement sur M, le groupe A
est discret dans [;. Comme '\ M est compact, le quotient A\[} aussi et A est un réseau
de [}

Les symboles ¢, ¢’, 6" désigneront des éléments de A. On choisit des éléments

o() = [Fs, ss,0]
de T" et on choisit une primitive f5 de Fj, c’est a dire une fonction de C*°(Cy) telle que
Fs =d fs modulo t; 7, .
Comme A est un groupe abélien libre, on peut supposer ces choix faits de sorte que
Ssor = So + Sor -

Pour toute fonction f dans C*(CL), on note é.f la fonction de C*(Cy) égale a f(6 + .).
On pose
gso =0.fg — fog + [s -

C’est une fonction de C*°(Cy,) qui satisfait I’égalité
o(8)o(8") = [dgss,0,0]0(0d") .

Les éléments [dgs,0,0] sont dans I' N Kerhy, ils sont donc dans T (corollaire 6.8).
Autrement dit, les fonctions g5 sont des fonctions affines sur C;, ~ Cj x [} qui ne
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dépendent pas de la premiere variable. En particulier gss est dans I'espace vectoriel
Pol(I?) des polynomes sur [}. Ces éléments vérifient la relation de cocycle

0.95 5 — 9o5 5 + Gs.5050 — Ys,50 -

D’apres le lemme 6.19, on a H?(A,Pol([f)) = 0. Tl existe donc des polynomes f; dans
Pol(I}) tels que
9550 = 0.f — fso + [ -

Les éléments fj := fs — f; vérifient alors la relation de cocycle

(Sflf - 55' f

D’apres le lemme 6.19, on a H'(A,C*®(Cr)) = 0. 1l existe donc une fonction f dans
C*(Cy) telle que

II — 5 f _ fl
Introduisons alors 'élément g = [df,0,0] de Aut(M). On a

9o (8)g™" = [df3, 55, 6]

et gTg~" est inclus dans Aut(DM,)

Nous aurions pu nous contenter dans ce raisonnement de choisir f; dans C*([}), le fait
que ces fonctions f§ peuvent étre choisies polynomiales va nous étre utile pour démontrer
le point suivant.

b) Pour p > 1, on note

={ldf,s,Al/ fePol(ly), d’f <p,ses, Ael }.

C’est un groupe de Lie nilpotent simplement connexe inclus dans le groupe Aut(Ma).
Comme I' est un groupe de type fini, il résulte du raisonnement ci-dessus qu’il existe
p > 1et g dans Aut(M) tels que gTg~" est inclus dans N,. On peut supposer que g = 1.

Comme I' est un sous-groupe discret de NN, il existe un unique sous-groupe de Lie
connexe N de N, contenant I' tel que ['\INV est compact (voir [26] chapitre 2). Comme le
groupe T, est inclus dans N, et que l'intersection TZ =I'NT, est cocompacte dans T}, le
groupe T, est inclus dans N.

Comme I'\N est compact, le groupe N agit aussi proprement sur M,. Donc le groupe
d’isotropie dans N de tout point de M, est trivial. Comme '\ V et '\ M, sont compacts,
on a dim N = rgl’ = dim M,. Donc les orbites de N dans M, sont ouvertes. Elles sont
donc aussi fermées et N agit simplement transitivement sur E. O
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