ADHERENCE DE ZARISKI DES GROUPES DE COXETER

YVES BENOIST ET PIERRE DE LA HARPE

ABSTRACT.

We describe the Zariski closure of the geometric realization of Coxeter groups. When
the Coxeter system is irreducible and the Tits form B non positive and non degenerate, this
Zariski closure is equal to the orthogonal group of B.

1. REALISATION GEOMETRIQUE D’UN GROUPE DE COXETER

Soit (S, M) un systéme de Coxeter, c’est-a-dire un couple formé d’un ensemble S et
d’une matrice M = (msat)s,tes a coefficients diagonaux mg, = 1 et a coefficients non
diagonaux ms: € {2,3,4,...,00}. Rappelons que ces données déterminent un groupe de
Coxeter W défini par des générateurs (g;) g et des relations (gs9:)™ =" pour s,t € S tels
que mg ¢ # 00.

Notons Eg I'espace vectoriel libre R(®) sur S et (es) scs Sa base canonique. La forme
de Tits est la forme bilinéaire symétrique Bg définie sur Fg par

Bs(es,ey) = —cos(m/mg) pour tous s,t € S.
Son noyau est le sous-espace
EY = {ve Es | B(v,w)=0 pourtout w € Eg}
de Eg et son groupe orthogonal est le sous-groupe
O(Es,Bs) = {9 € GL(Es) | Bs(gv,gw) = B(v,w) pour tous wv,w € Eg}
du groupe général linéaire GL(Eg). 1l est facile de vérifier que les formules
05(gs)v = v —2Bg(es, v)es seS, ve kg
définissent un homomorphisme de groupes
os : Ws — O(Es, Bg)

qui est la représentation géométrique de Wg, homomorphisme dont I'image est dans le
sous-groupe
Gs = {g€ O(Es,Bs) | gv=v pour tout v € E3}

de O(Es, Bg). Cette représentation est indécomposable si et seulement si le systeme (S, M)
est irréductible, c’est a dire s’il n’existe pas de partition non banale S = U LIV telle que
My =2pour tousu €U etveV.

Selon un théoreme de Tits, cette représentation est fidele. De plus, si S est fini, alors
I'image 05(Ws) est un sous-groupe discret du groupe de Lie O(Eg, Bg). Pour tout ceci,
voir le paragraphe V.4 de [Bourb—68|.
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2. ENONCE DU RESULTAT PRINCIPAL

Nous conservons les notations du numéro précédent, en supposant désormais que 1’en-
semble S est fini non vide. Il résulte immédiatement des définitions que 1’adhérence de
Zariski de o5(Wg) est contenue dans Gg. L’objet de cette note est de montrer le résultat
que voici.

Théoréme. Soit (S, M) un systéme de Coxeter irréductible, avec S fini ; soient Wg, Bg,
os et Gg comme plus haut. On suppose que la forme Bg n’est pas positive.

Alors U'image 0g(Ws) est Zariski dense dans Gg.

En particulier, si la forme Bg est non positive et non dégénérée, alors os(Wg) est
Zariski dense dans le groupe orthogonal O(Eg, Bg).

Remarques. Soit (S, M) un systéme de Coxeter irréductible ; on conserve les notations
ci-dessus, et on désigne par ng le cardinal de S.

(i) La forme Bg est positive non dégénérée si et seulement si le groupe Wy est fini.
(Voir [Bourb—68], § V.4, n® 8.) Dans ce cas, 0g(Wg) est un sous-groupe fini (donc Zariski
fermé) du groupe compact O(FEg, Bg).

(ii) La forme Bg est positive dégénérée si et seulement si le groupe Wg posséde un
sous-groupe abélien libre infini d’indice fini. Dans ce cas, og5(Wg) est une extension finie
d’un réseau du groupe des translations d’'un espace euclidien de dimension ng — 1, et
son adhérence de Zariski a donc une composante connexe qui est un espace vectoriel de
dimension ng — 1.

De plus, le noyau E'g. de Bg est de dimension 1, engendré par un vecteur de la forme
Y scg Vses avec vg > 0 pour tout s € S. (Voir [Bourb-68], § V.4, n° 9.)

(iii) Notons rg la dimension du noyau E% de Bs. La forme bilinéaire symétrique non
dégénérée induite par Bs sur Eg/EQ posséde une signature que nous notons (pg, ¢s), de
sorte que ng = ps + gs + rs. La remarque (i) se rapporte au cas o gs = rg = 0 et la
remarque (ii) au cas ol ¢gg = 0 et rg > 0.

(iv) Si T' est un sous-ensemble de S et M|T la sous-matrice (ms,t), ;o correspondante,
on sait que l'inclusion de T' dans S induit un homomorphisme de Wy dans Wg qui est
injectif et une injection de E7 dans Eg qui fait de la forme bilinéaire Br la restriction de
Bgs. Lorsque T = {s,t} a deux éléments, la forme Br est positive (elle est méme positive
non dégénérée si m,, # 00). Par suite, ps + g > 2 dés que ng > 2.

En particulier, si la forme Bg est lorentzienne (c’est-a dire si ng > 2, rg = 0 et si I'un
de pg, gs est 1), alors ps = ng — 1 et gs = 1.

(v) Les propriétés suivantes sont équivalentes :
la forme Bg est lorentzienne, et Br est positive pour toute partie propre 7' de S ;
le groupe og(Wg) est un réseau dans O(Fg, Bg).
On dit dans ce cas que (S, M), ou Wg, est de type hyperbolique. (Pour 1’équivalence, voir
les exercices 12 et 13 du § V.4 dans [Bourb—68].)
Lorsque ces propriétés sont satisfaites, la densité de Zariski de og(Wg) dans O(Es, Bg)
est également un cas particulier du théoreme de densité de Borel.

(vi) Les exemples rassemblés au chapitre 5 montrent plusieurs cas possibles de signature
(ps,qs,rs) de la forme de Tits : il existe des cas avec gg/ng ou rg/ng arbitrairement
proche de 1. Pour d’autres exemples, voir notamment [HarVe—01] et [Paris—93].
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(vii) Le théoréme fournit une nouvelle démonstration du fait suivant, démontré récem-
ment par G. Fendler. Soit (S, M) un systéme de Coxeter irréductible, avec S fini, dont
la forme de Tits est non positive et non dégénérée ; alors la C*-algébre réduite du groupe
de Cozxeter Wg est une C*-algébre simple a trace unique [Fendl]. En effet, soit d’abord T’
lintersection de og(Wg) avec la composante connexe de Gg pour la topologie séparée ;
c’est un sous-groupe d’indice fini de o5(Wg). Le résultat suivant de [BeCoH-94] s’applique
a I' : la C*-algebre réduite d’un sous-groupe Zariski dense et a centre trivial d’un groupe
de Lie connexe semisimple sans facteur compact est une C*-algebre simple a trace unique.
Par ailleurs, dans un groupe (et en particulier dans o5(Wg)) a centre trivial qui est Zariski
dense dans un groupe algébrique, toute classe de conjugaison autre que {1} est infinie ;
il résulte de [BekHa-00] que, comme I', le groupe Wgs a une C*-algebre simple & trace
unique.

Le chapitre 3 est consacré a la preuve du théoreme ci-dessus dans le cas ou la forme
Bg est lorentzienne, et le chapitre 4 a une preuve du cas général, par réduction a des
sous-systemes lorentziens.

3. LE CAS LORENTZIEN

Considérons un entier n > 2, la forme lorentzienne B définie sur R” par
n—1
B(m,y) = Z‘ijj — TnlYn
j=1

et son groupe orthogonal O(n — 1,1). Rappelons que la composante connexe au sens de
Zariski de O(n — 1,1) est le sous-groupe d’indice 2

SO(n—1,1) = {g€ O(n—1,1) | det(g9) =1}

de O(n — 1,1) ; ce groupe SO(n — 1,1) a lui-méme deur composantes connexes pour la
topologie séparée. Nous notons so(n — 1,1) l’algebre de Lie de SO(n —1,1).

1. Proposition. Soit I' un sous-groupe de O(n — 1,1) qui est irréductible sur R™. Alors
ladhérence de Zariski H de T' contient SO(n — 1,1).

Pour la commodité du lecteur, nous détaillons la démonstration de cette proposition,
sans doute bien connue (voir [AIViS-94]). Avant cela, nous formulons trois lemmes. Pour
tout espace vectoriel F et toute sous-algeébre de Lie h de End(FE), nous posons

Eh = {veE | Xv=0 pourtout X € h}.

2. Lemme. Soient E un espace vectoriel réel de dimension finie, H un sous-groupe fermé
(pour la topologie séparée) de GL(E) et h son algébre de Lie.

Si H est irréductible sur E, alors l’action de h sur E est semisimple. Si de plus h # {0},
alors B = {0}.

Preuve (voir aussi [Bourb-60], § 6, n® 4, proposition 5 et n° 5, théoréme 4). Soit n le
radical nilpotent de A. D’une part, le sous-espace E2 est non réduit a zéro, par le théoreme
d’Engel (voir [Bourb-60], § 4 n° 2). D’autre part, E2 est invariant par H. Il résulte de
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lirréductibilité de H que E™ = E, et par suite que n = {0}, de sorte que I’algébre de Lie
h est réductive.

Pour montrer que I’action de h sur E est semisimple, il suffit donc de montrer que tout
élément X du centre ¢ de h est semisimple. Pour cela, introduisons la décomposition de
Jordan X = X+ Xnip de X : les endomorphismes X et Xpip, de ' commutent entre
eux, Xgs est semisimple et X;,, est nilpotent!. L’algebre de Lie u = RX,i1p commute a
h. Le méme argument que ci-dessus montre que v = {0} et donc que Xpuip = 0.

L’espace E™ est également invariant par H. Si cet espace est non nul, alors h = {0}. O

3. Lemme. Soit B la forme lorentzienne définie plus haut, H un sous-groupe fermé (pour
la topologie séparée) de O(n — 1,1) et h son algébre de Lie ; on suppose n > 3.
St H est irréductible sur R™, alors h est semisimple.

Preuve. D’apres le lemme 2, il suffit de montrer que le centre ¢ de h est nul. D’apres ce
méme lemme 2, 'action de ¢ sur F est semisimple. Notons Ay, ..., Ay les poids de 'action
de ¢ dans le complexifié C" et, pour j =1,...,4,

Cy, = {veC" [Xv=\;(X)v pourtout X €c}

I’espace de poids correspondant. Alors C"* = @le(CSfj et, si Be désigne la forme bilinéaire
sur C" qui prolonge B, on a les implications :

®) i+ Ak #0 = Be(CR,C},) =0

(voir [Bourb-75], chap. VII, § 1, n° 3, proposition 9). Par irréductibilité, le groupe H
permute transitivement les A; ; par ailleurs, H permute les A; réels, de sorte que les A;
sont ou bien tous réels ou bien tous non réels.

Supposons d’abord que tous ces poids sont non nuls. Il y a a priori trois cas possibles :

(a) Les A; sont tous réels. Alors R* = @leRﬁj, ou R} = C} NRK". Il résulte de (f)
que R} est un espace isotrope pour B. Comme la forme B est lorentzienne, dim(R&’j) =1
pour tout j € {1,...,£}. De plus £ < 2, sinon il existerait deux poids distincts A;, Ax de
somme non nulle et, toujours par (§), 'espace R&LJ_ @ R}, serait isotrope pour B. Donc
£ <2 et dim(R") < 2, ce qui contredit ’hypotheése n > 3.

(b) Les A; sont tous imaginaires purs. Le groupe connexe C d’algebre de Lie ¢ est
alors relativement compact. Il est donc conjugué a un sous-groupe de SO(n — 1). Ce qui
contredit le fait que tous les A; sont non nuls.

(c) Les \j ne sont pas tous imaginaires purs, et aucun d’entre eux n’est réel. Il existe
au moins un indice j tel que A; + )\_J # 0, donc tel que I'espace vectoriel ((Cgfj &) (C;J) N R™
est B-isotrope et de dimension au moins 2. Ceci contredit le fait que la forme B est
lorentzienne.

Par suite il n’y a qu'un poids, A = 0. Le sous-espace propre Cj est invariant par H,
donc coincide avec C™, de sorte que ¢ = 0. [

INoter qu’il est inutile de savoir ici si Xss € h, méme si c’est vrai a posteriori, en vertu de la semisim-
plicité de h et de la proposition 3 du § 6, n° 3 de [Bourb—60].
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4. Lemme. Soit h une sous-algébre de Lie de so(n — 1,1) ; on suppose que n > 3.
Si Uaction naturelle de h sur R™ est irréductible, alors h = so(n — 1,1).

Preuve. Rappelons que tout endomorphisme semisimple X de R™ s’écrit canoniquement
comme somme d'un élément elliptique X¢y a valeurs propres imaginaires pures et d’un
¢lément hyperbolique Xyyp & valeurs propres réelles, qui commutent entre eux.

D’apres le lemme 3, I'algebre de Lie h est semisimple. L’algebre de Lie A n’est pas une
algebre de Lie compacte, car, par irréductibilité, elle n’est pas conjuguée a une sous-algebre
de Lie de so(n — 1). Elle contient donc un élément semisimple hyperbolique Xyy,. Par
ailleurs, dans I'algebre de Lie g = so(n —1,1), qui est de rang réel 1, les droites engendrées
par les éléments hyperboliques non nuls sont conjuguées deux & deux ; voir dans [Helga—78]
la proposition II1.7.4, le corollaire V.6.3, le corollaire I1X.4.2 et la proposition 1X.4.6.

On peut donc supposer que h contient 1’élément

0 0 1
Hy=10 0 0
1 0 0
de l'algebre de Lie
0 —t£ Yy é- n—2
,neR"™, yekR
g = § X EMn(R)X M (R, tX— —x [
Y tn 0 € n—2( )a - =

ou M, (R) désigne l'algébre des matrices réelles de taille n et ou ?(.) désigne une matrice
transposée.
Les valeurs propres de Hy opérant sur E sont —1, 0, 1 et la décomposition correspondante
en espaces propres s’écrit
E=FE_1®Ey®E;

avec dim £_; = dim F; = 1 et dim Fy = n — 2. Les valeurs propres de ad(Hj) opérant sur
g sont —1,0,1 et la décomposition correspondante en espaces propres s’écrit

9=9 ,99,99,

avec dimg  =dimg =n—2et g =RH, ® so(n —2) de dimension 1+ 3(n—2)(n-3).
De plus
ngk C Ej+r pour tous j, ke {-1,0,1}

avec Ej = 0sij+k¢ {-1,0,1}. En posant h; = hN 9; (j = —1,0,1), on obtient de
meme

h=h_1®hy®h; et ﬁjEk C Ej+k-

Si 'espace hyE_; était strictement contenu dans Fy, le sous-espace strict
E ®hE 1®hhE

de E serait invariant par h, contrairement a I’hypothese d’irréductibilité. Donc b E_; =
Eq et a fortiori hy est de dimension n — 2 ; en d’autres termes h; = g . De méme
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h.i=g . Enfin, comme le sous-espace g (99 engendre g en tant qu’algebre de Lie, il
en résulte que h = g. UJ

Preuve de la proposition 1. L’assertion est claire pour n = 2. Supposons donc n > 3.

Si le groupe T était fini, il aurait un conjugué gT'g™!, avec g € O(n — 1,1), qui serait
contenu dans le sous-groupe compact maximal O(n—1) x {£1} de O(n—1,1), et qui serait
en particulier réductible sur R", contrairement a ’hypotheése. Donc I' est un groupe infini.

Désignons par H son adhérence de Zariski dans O(n — 1,1), par h lalgeébre de Lie
de H, et posons E = R” ; il résulte de ce qui précede que ’algebre de Lie h n’est pas
réduite & zéro, qu’elle est semisimple, et que E2 = {0}. Les sous-espaces h-invariants et
h—irréductibles F' de F sont donc de dimension au moins 2. Comme B est lorentzienne, la
restricion de B a F' est non nulle. Par irréductibilité, cette restriction est non dégénérée.
L’orthogonal d’un tel sous-espace F' est un supplémentaire h-invariant. Ceci permet de
trouver une décomposition de F

en somme directe de sous-espaces F; non réduits a zéro, h-invariants, h—irréductibles et
deux a deux orthogonaux relativement a B.

Comme H agit irréductiblement sur E, les signatures des restrictions B; de B a E; sont
égales deux a deux. Il résulte alors de ce que B est lorentzienne que J n’a qu’un élément,
et donc que 'action de h sur E est irréductible.

Le lemme 4 implique que h = so(n — 1, 1), et ceci achéve la preuve de la proposition 1.
O

5. Corollaire. Soit (S, M) un systéme de Coxeter irréductible dont la forme de Tits Bg
est lorentzienne. Alors la réalisation géométrique og(Ws) du groupe de Cozeter correspon-
dant est Zariski dense dans le groupe orthogonal O(Fg, Bg).

Preuve. Vu la proposition 1, il suffit de noter que le groupe og5(Ws) n’est pas contenu
dans SO(Es, Bg). Mais ceci est évident car og(Wg) contient les réflexions og(es) pour
tout s € S. [

4. LE CAS GENERAL

6. Lemme. Soit (S, M) un systéme de Cozeter irréductible dont la forme de Tits Bg n’est
pas positive et soit (s,t) une paire d’éléments de S telle que ms; > 3. Alors il existe une
partie T de S contenant s et t telle que la forme bilinéaire Bt est lorentzienne.

Preuve. L’ensemble des parties irréductibles V' de S contenant {s,t} et telles que By soit
positive n’est pas vide, puisqu’il contient la partie {s,t}. Soit U une telle partie qui soit
de plus maximale, et soit T une partie irréductible de S obtenue a partir de U en ajoutant
un élément ¢ty de S\ U. Nous affirmons que la forme Br est lorentzienne.

Si la forme By est positive non dégénérée, I’affirmation résulte de la maximalité de U.
On peut donc supposer By dégénérée. Par la remarque (ii) du chapitre 2 ci-dessus, le
noyau E[OJ de By est engendré par un vecteur v = ZuEU vy e, tel que v, > 0 pour tout
uel.

Supposons (par l'absurde) que la forme Br n’est pas lorentzienne ; il existe donc un

vecteur z = zpey, + ZueU zuey € Er tel que Br(z,z) < 0. Soit alors w = wpey, +
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Y et Wuby € EY ; si on avait wg # 0, le vecteur 2’ = z — (z9/wo)w € Ey serait tel que
By (2',2') < 0, ce qui est impossible ; donc wy = 0 ; ceci montre que Er_(} C Eg. Il en
résulte que

0 = Br(et,,v) = Z vy Br(ety,€q) -
ueU

Or v, > 0 et Br(es,,es) < 0 pour chaque terme de la somme, de sorte que tous les termes
de cette somme sont nuls. Autrement dit, on a my,, = 2 pour tout v € U, ce qui est
absurde vu ’hypothése d’irréductibilité faite sur 7.

Par suite la forme Br est bien lorentzienne. [

Soit (S, M) un systéme de Coxeter. L’algebre de Lie du groupe désigné par Gg dans
I'introduction est

et Xw=0 pour tous w € E2

Bs(Xwu,v) + Bg(u, Xv) =0 pour tous u,v € Eg
gs = { X € End(Ejs) ‘ .

Pour tout u € Eg, notons u* la forme linéaire v — Bg(u,v) sur Eg. Pour u,v € Eg,
posons
Xup =0 Q@uv—0v"Qu € EF5g® Fg ~ End(Eg),
Xuw(w) = Bs(u,w)v — Bg(v,w)u pour tout w € Eg.

Pour s,¢ € S, nous écrivons X, ; au lieu de Xe, ,. Il est immédiat de vérifier que X, , € g s
pour tous u,v € Eg.

La forme Bg induit sur le quotient Eg/ Eg. une forme bilinéaire non dégénérée que nous
notons Bg. Posons

9% = {X € End(Es) | X(Es) C E§ et X(E$)={0}};

c’est un espace vectoriel canoniquement isomorphe & Hom(Eg/E2, EY) ; c’est aussi un
idéal commutatif de 'algebre de Lie g g3 c’est enfin le noyau de la projection canonique

Tigg — so(Es/E2, Bg).

7. Lemme. Avec les notations ci-dessus, chacune des familles

(Xu)woyessxms ¢ (Xot)apesxs
engendre g en tant qu ’espace vectoriel.

Preuve. D’une part, pour u € Eg et v € Eg, on a X, =u*®u ; il est évident que ces
opérateurs engendrent ¢ ~ Hom(Es/Eg, Eg).

D’autre part, si (uq,...,un,) est une famille de vecteurs de Eg dont les classes modulo
EY constituent une base Bg—orthogonale de Eg/EY, alors la famille (W(thuk))l cici<m
est linéairement indépendante dans End(Eg/EY) ; par suite cette famille engendre I’algebre
de Lie so(Es/EY, Bg), qui est de dimension 3m(m — 1).

Il en résulte que la famille (Xuyv)(u,u) cBox B engendre linéairement g, et qu’il en est

de méme de (Xs,t)(s Hesxs:

Preuve du théoréme. Pour toute partie T' de S, nous notons Eg 1 I'orthogonal de E7 dans
Eg pour Bg. Si la forme Br est non dégénérée, on peut identifier les groupes

Gr et {9 € Gs | gv =vpour tout v € Egr}.



8 YVES BENOIST ET PIERRE DE LA HARPE

Notons Hg 'adhérence de Zariski de 0g(Ws) et hg son algebre de Lie. D’apres le lemme
7, il suffit de montrer que X, ; € hg pour tous s,t € S, s # t. Nous distinguons deux cas.

Premier cas : my; # 2. D’apres le lemme 6, il existe une partie 7" de S qui est
irréductible, qui contient s et t, et qui est telle que la forme Br est lorentzienne. L’inclusion
9r C 9g consiste a prolonger les endomorphismes par 0 sur Es 7, et se restreint en une
inclusion hyp C hg (out hy, qui est I'algebre de Lie de 'adhérence de Zariski de or(Wr)
dans O(Er, Br), est une sous-algebre de Lie de QT)' Avec cette inclusion, 1'élément X, ,
peut étre vu indifféremment dans g, ou dans g = Or X, € hy par le corollaire 5 ; donc
Xst € hg.

Second cas : mg; = 2. Pour p,q,r € S, on vérifie que
[(Xp,q» Xq,r] — Bs(ep,€q)Xqr — Bs(eg,er)Xpq = Xip.
Il en résulte que toute sous-algebre de Lie de End(FEs), et en particulier hg, qui contient

Xp 4 et X4, contient aussi X, .
Par irréductibilité de (S, M), il existe dans le graphe de Dynkin correspondant un chemin

S=80,81,...,8=1
tel que mg; , s, > 3 pour tout j € {1,...,k}. Comme hg contient X,, , . pour tout
j € {1,...,k} par le premier cas, hg contient aussi X, ;. [

5. EXEMPLES DE SIGNATURES DE FORMES DE TITS

Décrivons un procédé qui permet de construire de nombreux triplets (ps, gs, rg) associés
a des formes de Tits Bg.

Soit X un graphe fini avec ensemble de sommets S. Nous supposons X simple, c’est-
a~dire tel qu’une aréte connecte toujours deux sommets distincts (absence de boucle), et
que deux sommets soient connectés par au plus une aréte (absence d’aréte multiple). La
matrice d’adjacence A de X, dont les lignes et les colonnes sont indexées par S, est définie
par As+ =1 §’il existe dans X une aréte connectant s a ¢, et par A, ; = 0 sinon.

Supposons que X soit fortement régulier de parametres (n, k, A, p), c’est-a-dire que X
est un graphe a n sommets qui est régulier de degré k au sens ou Zte s As ¢+ = k pour tout
s €5, et tel que

(i) I'ensemble {t € S| As+ =1 et A;, =1} a X sommets pour tous s,u € S tels
que As,u =1,

(ii) 'ensemble {t € S| As+ =1 et A, =1} a p sommets pour tous s,u € S tels

que s #u et Ag, = 0.

La matrice d’adjacence de X satisfait les équations
Al =kJ et A2+ (p—-NA+(p—K)I = pJ
ou J est la matrice dont tous les coefficients J; ; sont égaux a 1. On évite les cas dégénérés

en supposant que ’ensemble des arétes de X n’est pas vide, c’est-a-dire que k& > 0, et que
X est connexe, c’est-a-dire que p > 0.
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Un calcul facile et standard (voir par exemple le chapitre 21 de [vLiWi-92]) montre
alors que les valeurs propres de A sont

k de multiplicité 1,

[ =

p= % {)\ -+ \/Z) de multiplicité f =

org (2o D N -2

VA

{n_l_(n—l)(\y/%)\)—?k}

ot A = (A — p)2+4(k — p). On peut montrer que o < —1 et k > p > 0.

1
o= { A—p— \/Z) de multiplicité g =

N~

Remarques. (i) Les parametres n, k, A et u d’'un graphe fortement régulier X ne sont
pas indépendants. En effet, pour » € S donné, le nombre de paires (s,t) telles que r # ¢
et A, s = As: =1, Ay = 0 s’écrit de deux manieres :

{s€S | Apy=1}|{t€S | t#£ 7 Any=0,A,, =1} =
{teS | t#r Ay =0M|{s€S | Apy=Ay, =1}

On obtient ainsi I'égalité
k(k—XA—-1) = (n—k—1)p.

(ii) Dans les exemples ci-dessous, les valeurs propres sont des entiers. Plus généralement,
si les multiplicités f et g sont distinctes, alors les valeurs propres p et ¢ sont des nombres
entiers. (Voir par exemple le théoreme 1.3.1 de [BrCoN-89].)

Considérons un graphe fortement régulier de parametres (n, k, A, u) avec 0 < u < k et
le systeme de Coxeter (S, M) pour lequel

oo si A1 =0 et s#t,
Mg = 2 Si As,tzl,

1 si s=t.

Alors
BS = A+2I—-J

et les valeurs propres de Bg sont

k+2—n de multiplicité 1,
p+2 de multiplicité f,
o+2 de multiplicité g.

Exemple 1 (graphes de Johnson). Etant donné un entier m > 5, soit Ja., le
graphe de Johnson dont les sommets sont les sous-ensembles & deux éléments de {1,...,m},
dans lequel deux sommets sont connectés par une aréte si leur intersection est constituée
d’exactement un élément de {1,...,m}. Alors Ja,, est un graphe fortement régulier de
parametres

n:@’) k=2m-2 A=m-2 p=A4.
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Les valeurs propres de la matrice d’adjacence du graphe J3 ,, sont donc

k =2(m —2) de multiplicité 1,
p=m-—14 de multiplicité m—1,
o=-2 de multiplicité w,

de sorte que les signes des valeurs propres de Bg sont donnés par

m(m—3))

(pSaQS7TS): <m_131a 2

(pour le calcul du spectre de A, voir [BrCoN-89], page 255).

Exemple 2 (graphes de Grassmann). Etant donné une puissance ¢ d’'un nombre
premier et un entier d > 3, soit gg‘{} le graphe de Grassmann dont les sommets sont les
2-plans de IF‘;, dans lequel deux sommets sont connectés par une aréte si leur intersection

est une droite de IF‘;. Alors ggq; est un graphe fortement régulier de parametres

_ (-1 -1 k:q(q+1)(qd‘2—1)
(?—=1)(g—-1) q—1
d—1

r=1 _11—2+q2 p=(¢g+1)>%

Les valeurs propres de la matrice d’adjacence du graphe géqg sont donc

(@+1)(@*-1)
qg—1

k=q de multiplicité 1,

d—1 _ 2 _ 1 d-1_
p=L L 4T o multiplicite ¢L———,
d—1 -1 d__ .3 1
o=—q-1 de multiplicité (¢ 2)(‘1 ¢ ta-1) 1,
(¢ = 1)(g = 1)

de sorte que les signes des valeurs propres de Bg sont donnés par

_ qd—l_l (qd_l—l)(qd—q3+q—1)
(p57QS7TS) = (q q—l ’ (q2_1)(q_1) 30)

On remarque que 7s = 0 et que gg/ps est de l'ordre de ¢¢=3. (Voir [BrCoN-89], page
268.)

Le livre [BrCoN-89] contient de trés nombreux autres exemples.
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