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Convexes hyperboliques et fonctions quasisymétriques

Yves Benoist

ABSTRACT Hyperbolic convex sets and quasisymmetric functions

Every bounded convex open set €2 of R™ is endowed with its Hilbert met-
ric dp. We give a necessary and sufficient condition, called quasisymmetric
convexity, for this metric space to be hyperbolic. As a corollary, when the
boundary is real analytic, €2 is always hyperbolic.

In dimension 2, this condition is : in affine coordinates, the boundary
09 is locally the graph of a C! strictly convex function whose derivative is
quasisymmetric.

Introduction

Présentation générale

Tout ouvert convexe borné 2 de R™ est muni de la distance de Hilbert dqg,.
Le but de cet article est de caractériser les ouverts convexes bornés qui sont
hyperboliques pour cette distance (dans cet article, hyperbolique signifiera
“Gromov hyperbolique”: voir [9] ou la définition 1.1)

Plus précisément, nous montrerons I’équivalence:

La condition “quasisymétriquement convexe” est explicitée dans les définitions 1.2 et
1.3. En dimension 2, elle signifie que, dans des systemes de coordonnées affines, le bord
0Q est localement le graphe d’une fonction strictement convexe C' dont la dérivée est

() est hyperbolique <= () est quasisymétriquement convexe.

quasisymétrique.

Lorsque le bord 0f2 est analytique réel, nous verrons que cette condition est toujours

vérifiée.
Signalons quelques résultats antérieurs sur cette question:

- J'avais montré dans [3] l'implication, 2 hyperbolique => Q) strictement conveze ainsi

que I'existence de tels convexes € dont le bord est nulle part de classe C2.

- Plus récemment, Karlsson et Noskov ont montré dans [11] les implications 9 est C?

& Hessien défini positif = Q est hyperbolique et Q est hyperbolique => ) est C'.
Précisons maintenant plus en détail nos définitions et nos résultats.



1.2 Notations et définitions

1.2.1 Owuverts proprement convexes et distance de Hilbert

Notons P™ := P(R™*!) 'espace projectif de V := R™"'. Pour tout couple z, y de points
distincts de P™, on note < z,y > la droite projective les contenant. On munit V du
produit scalaire euclidien standard et P(V') de la distance

d(z,y) =inf{||lv —w|| /v € z,w € y et ||v| = 1}.

Une partie proprement conveze 2 de P™ est une partie convexe dont I’adhérence est
incluse dans le complémentaire d’un hyperplan projectif H de P™. Le support d’'un convexe
est le plus petit sous-espace projectif le contenant. La dimension d'un convexe est la
dimension de son support. Une partie strictement convere est une partie proprement
convexe telle que toute droite projective de P™ rencontre le bord 02 en au plus deux
points. On note X,, 'ensemble des ouverts proprement convexes de P™. L’espace X, est
un espace métrique localement compact pour la distance de Hausdorff:

d(21,8%) = sup (sup ( inf d(zy,z;))).
{ij}={1,2} €9 Ti€Y

On note G,,, := PGL(R™"") le groupe des transformations projectives de P(R™). Ce
groupe agit naturellement sur X,,. Un ouvert proprement convexe €2 est dit stable si son
orbite GG,,,€) est fermée dans X,,. Pour tout {2 dans X,,, on note 2* 'ouvert proprement
convexe de P(V*) dual de 2 : Q*:={Rf e P(V*) /VRv € Q, f(v) # 0}.

Soit ¢ une forme quadratique sur R™*" de signature (1,m) et Qo := {[v] € P™ /
g(v) > 0}. Nous appellerons ellipsoide un tel ouvert convexe de P™.

Chaque ouvert proprement convexe ) de P™ est muni d’une distance d,, appelée distance
de Hilbert et définie par, pour tout x, =’ dans Q, d, (z, z') = log([z; 2'; a; a']) ou a et o’ sont
les deux points du bord de €2 qui sont sur la droite <z, 2’ > et ou [z;2';a;d'] = 2—‘;' j,’;,
est le birapport de ces quatre points.

Lorsque € est un ouvert strictement convexe de P™ dont le bord 02 est de classe
C!, pour tout point a de 9%, on note a* € 9Q* I'hyperplan projectif tangent en a &
0. On note alors H(992) I’ensemble des quadruplets harmoniques de 92 ¢’est-a-dire des

= -2

Figure 1: A. La distance de Hilbert B. Un quadruplet harmonique (a, b, ¢, d)

quadruplets & = (a, b, ¢, d) de points distincts de 0f tels que

- les droites <a,c> et <b,d> se coupent en un point = de 2.

- la droite <a, c> rencontre les deux hyperplans b* et d* en un méme point y.
On note alors 9sq : H(02) — |0, 00| la fonction donnée par 1sa(€) = —[x; y; a; cl.
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1.2.2 Meétriques hyperboliques

Un espace métrique (X, d) est dit géodésique si, pour tout couple (z,y) de points de X,
il existe une isométrie de 'intervalle [0, d(z,y)] dans X qui envoie les extrémités sur les
points x et y. On appelle géodésique de x a y I'image d’une telle isométrie et on notera
[z, y] une telle géodésique.

Par exemple, l'espace métrique (£2,d,,) est géodésique. En outre, si  est strictement
convexe, la géodésique joignant deux points est unique: [z,y] est le segment de droites
joignant x & y. La définition suivante est due & M.Gromov ([9]).

Définition 1.1 Un espace métrique géodésique X est dit hyperbolique si il existe un réel
d > 0 tel que, pour tout triangle géodésique [x,y| U [y, 2] U [z,z]| de X et tout point u sur
un des cotés [x,y], la distance d(u, [z, 2] U [z,y]) du point u d la réunion des deuz autres
cotés est majorée par 6.

Dans ce texte, 'expression 2 est hyperbolique fera référence a la métrique de Hilbert.

1.2.3 Fonctions quasisymétriques

Soit U un ouvert convexe de RY et F : U — R une fonction convexe de classe C!. Pour
x et 4+ h dans U, on note

D,(h) :== F(z + h) — F(z) — F'(z).h .

|

|

| |

| |

| |

I x—=h I x |
Iy Iy Iy

Figure 2: Fonction quasisymétriquement convexe

Définition 1.2 F' est dite quasisymétriquement conveze si il existe un réel H > 1 tel
que, pour tous x — h et x + h dans U, on a

Remarques - Nous verrons que, lorsque N = 1, une fonction convexe est quasisymé-
triquement convexe sur tout compact si et seulement si sa dérivée f = F’ est une fonction
quasisymétrique sur tout compact (proposition 5.2).
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- Soient « €]1, 2], B €]2, c[. Rappelons que F est dite C*si ~ sup  ||h|| | D.(h)| < 0o
{(z,h)/h#0}

et que F' est dite B-convexe si  inf ||A|| P D,(h) > 0.
{(z,h)/h#0}

Recouvrons le bord 02 d’un ouvert proprement convexe €2 de P™ par des ouverts G,
chacun d’eux s’identifiant, dans un systeme de coordonnées projectives convenable, au
graphe d’une application convexe Fj : U; — R o U; est un ouvert convexe de R™'.

Définition 1.3 Le convezxe () est dit quasisymétriquement conveze si les fonctions F; sont
quasisymétriquement convexes sur tout compact de U;.

Remarques - Nous verrons que cette définition ne dépend ni du choix des ouverts G; ni
des systémes de coordonnées projectives (lemme 8.1).

- De méme, ) est dit & bord C® (resp. [-convexe) si les fonctions F; sont C* (resp.
[-convexes) sur tout compact de U;.

1.3 Principaux résultats
Le but principal de cet article est le théoréme suivant.

Théoréme 1.4 Soit Q) un ouvert proprement convere de P™. On a I’équivalence:
Q est hyperbolique <= 2 est quasisymétriquement convere.

Corollaire 1.5 Soit Q2 un ouvert proprement convexe de P™.

a) Si Q est hyperbolique, alors il existe o €]1,2[ tel que O est C*.

b) Si ) est hyperbolique, alors il existe  €]2,00[ tel que S est B-convere.
c) Lorsque OS) est analytique réel, Q) est toujours hyperbolique.

Appliquons ce critere a quelques convexes €2 du plan.
x Exemple 1 Q, :={(s,t) € R / |s+t| <1, |s —t| <1}. Ce convexe est un carré. Il
n’est pas hyperbolique car il n’est pas strictement convexe.
x Exemple 2 Q, := {(s,t) ¢ R* / |s] < 1, * - 10|;||5‘ < 1}. Ce convexe n’est pas
hyperbolique car son bord n’est C* pour aucun a > 0.
x Exemple 3 Q3 := {(s,t) € R? / >+ 2¢™* * < 1}. Ce convexe n’est pas hyperbolique
car son bord est C* mais n’est pas -convexe.
x Exemple 4 Qu(a, 8) :={(s,t) € R? / |s|]*+ [t|® < 1}, avec 1 < o < 3. Ce convexe est
hyperbolique car son bord est quasisymétriquement convexe.
x Exemple 5 Qs(a, B) = {(s,t) € R* / [8|*1 {550y + |8|’1{s<0y +12 < 1}, avec 1 < a < B.
Ce convexe n’est pas hyperbolique car son bord n’est pas quasisymétriquement convexe.
Remarquons que dans cet exemple le bord est C* et [#'-convexe avec 3 = max((3, 2).
x Exemple 6 (C,a) := {(s,t) € R* / |s|*L{s50; + C|s]|*1{5<0y + t* < 1}, avec C > 0
et a > 1. Ce convexe est hyperbolique car son bord est quasisymétriquement convexe.

Les trois principales étapes de la démonstration sont les trois propositions ci-dessous.

La premiere proposition interprete I'hyperbolicité de €2 en terme de ’adhérence de
Iorbite de 2 dans X,,.
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Figure 3: Parmi ces 6 convexes du plan, seuls Q4 et Qg sont hyperboliques:

OlO

le voisinage du point le plus bas du bord permet d’expliquer cette différence.

Proposition 1.6 Soit Q un ouvert proprement convere de P™ et G, := PGL(Rm+1).
Les assertions suivantes sont équivalentes.

(i) 2 est hyperbolique.

(ii) Pour tout Q' dans l'adhérence G,,Q, V' est strictement conveze.

(iii) Pour tout Q' dans l’adhérence G,,Q, le bord Q) est de classe C'.

Corollaire 1.7 a) Tout ouvert strictement conveze et stable de P™ est hyperbolique.
b) Le dual d’un ouvert proprement conveze hyperbolique de P™ est aussi hyperbolique.

La deuxiéme proposition interprete I’hyperbolicité par I’existence d’une borne pour le
birapport des quadruplets harmoniques du bord de 2.

Proposition 1.8 Un ouvert strictement conveze ) de P™ dont le bord est de classe C*

est hyperbolique si et seulement si on a  sup Yaa(§) < 0o .
€CH(OQ)

Pour tout ouvert convexe U de R™ ™!, toute fonction strictement convexe F': U — R
de classe C! et toute partie V du graphe Gr de F, on définit de la méme facon 1’ensemble
H(V) des quadruplets de V' harmoniques sur Gr et la fonction ¢y : H(V) — 0, oo[ (voir
la définition 5.11 pour plus de détail). La troisiéme proposition affirme que les graphes des
fonctions quasisymétriquement convexes peuvent étre caractérisés a ’aide d’une propriété
analogue a celle de la proposition 1.8.

Proposition 1.9 Soit U un ouvert convere de R™ ' et F': U — R une fonction stricte-
ment conveze de classe Ct. La fonction F est quasisymétriquement conveze sur tout com-

pact de U si et seulement si, pour tout compact V' du graphe Gp, on a sup 1y (§) < 0o .
£eH(V)

1.4 Plan

Nous démontrerons tout d’abord entierement le théoreme 1.4 en dimension 2 car c’est une
étape importante pour le cas général. Cet article est structuré par les diverses étapes de
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la démonstration du théoreme 1.4:

Chapitre 2: La proposition 1.6 et le corollaire 1.7 sont démontrés.

Chapitre 3: La proposition 1.8 est démontrée.

Chapitre 4: Diverses propriétés des fonctions quasisymétriques sont rappelées.
Chapitre 5: La proposition 1.9 est démontrée pour m = 2.

Chapitre 6: Le théoreme 1.4 est démontré pour m = 2.

Chapitre 7: La proposition 1.9 est démontrée.

Chapitre 8: Le théoreme 1.4 et le corollaire 1.5 sont démontrés.

Pour faciliter la lecture de ce texte, nous rappellerons la démonstration des résultats
préliminaires que nous utiliserons: ellipsoide de John, action de G, sur X,,, fonctions qua-
sisymétriques et fonctions Holder ... a I’exception notable d’une propriété des ensembles
semianalytiques (fait 7.5) utilisée uniquement pour montrer le corollaire 1.5.c.

2 Convexes adhérents

Le but de ce chapitre est de montrer la proposition 1.6. Nous commencons
par quelques rappels sur ellipsoide de John (§2.1). Nous rappelons ensuite
les propriétes dues a Benzecri de I’action du groupe projectif GG, sur ’espace
X des ouverts proprement convexes (§2.2 et 2.3). La démonstration de la
proposition 1.6 et du corollaire 1.7 est alors donnée au §2.4.

2.1 Convexes et ellipsoides

Rappelons quelques généralités bien connues sur les convexes.

2.1.1 La dualité dans les ouverts convexes

Soit © un ouvert proprement convexe de P(V). A chaque point z de §2 on associe un
point
z* = 0q(x)

de ©* de la fagon suivante. On note C un des deux cones ouverts proprement convexes de
V = R™"! dont I'image dans P(V) est Q. On note C* := {f € V* / Vv € C—{0}, f(v) > 0}
le cone dual de C. Son image dans P(V') est Q*. Pour tout v dans C, on note v* I’élément
de C* donné par
v _ Joe T fdf

e e TOdf

Géométriquement, v* est le centre de gravité du convexe {f € C* / f(v) = m +1}. Le
point x* est la droite engendrée par I'image v* d’un générateur v de x.

[’application x — z* est une bijection analytique de €2 sur 2*. En outre I’application
(Q,z) — (2%, %) est Gp,-équivariante.

v



Remarque (La dualité n’est pas une involution) Lorsque €2 est homogeéne, on a
I'égalité (z*)* = z pour tout x dans Q. Une telle égalité n’est pas vraie en général. En
voici un exemple qui répond donc a la question p.23 de [6]. Cet exemple est le carré,
c’est-a-dire

Q:={(s,t) € R*/sup(|s|, [t]) < 1} .

Le convexe dual est aussi un carré : Q* = {(s,t) € R?/|s| + |t| < 1}. On peut calculer
explicitement la dualité 6g pour 2. Elle est donnée par la formule
25(1 — 1?) 2t(1 — s?)
3— 82— 12— 52427 3 — 52 — 2 — 522

09(8,?5) = ( ) :
La dualité 6o« pour Q* est donnée par 6o = H ' ofgo H ot H(s,t) = (s+t,s —t). 1l
est clair que dans ce cas, on a

HQ* (¢] GQ §£ IdQ .

Le détail des calculs est laissé au lecteur.

2.1.2 L’ellipsoide de John

Rappelons le fait suivant dii a F.John dont nous aurons besoin a plusieurs reprises. Pour
tout ellipsoide E d’un espace affine et tout réel A > 0, on note \E 'ellipsoide image de
E par une homothétie de rapport A centrée au centre de E.

Proposition 2.1 ([10]) Soit Q un ouvert conveze borné de R™.

a) 1l existe un unique ellipsoide de volume mazimum Eq inclus dans €.
b) On a linclusion Q C mEq.

c) L’ellipsoide Eq dépend continument de ).

Démonstration Contentons-nous d’une esquisse de preuve de ce résultat bien connu.

a) L’enveloppe convexe de deux ellipsoides F; et F5 distincts de méme volume contient
un ellipsoide E3 de volume plus grand. Pour vérifier cette assertion, on peut supposer
que E; est une boule euclidienne de rayon 1 centrée en zy et que Ey est centré en y, et
a des axes principaux de longueur ay,...,a,, avec a;+--a,, = 1. Sia; = ... = a, = 1,
c’est évident. Sinon, on prend pour FEj lellipsoide de centre (z¢ + yp)/2 dont les axes
principaux sont paralléles & ceux de Ey et de longueur (1 +a1)/2,...,(1+ an)/2.

b) On peut supposer que Eg est la boule euclidienne B = B(0,1). Si € contenait un
point zo de norme m' > m, ) contiendrait ’enveloppe convexe ' de B et zy. Mais on
peut construire dans Q' un ellipsoide de volume supérieur a celui de B.

¢) On peut supposer que € est dans I'intérieur d’un compact de la forme

Cg := {Q' ouvert convexe / B(0,1) C Q" C B(0,R)}.
Mais alors, 'ellipsoide Eq est inclus dans le compact
% = {Y ouvert convexe / Q' C B(0, R) et vol(©') > vol(B(0,1))}.
Il suffit donc de montrer que le graphe de I’application {2 — FEgq est fermé. C’est-a-dire que
si une suite d’ouverts convexes bornées {2, converge vers (2 et si la suite des ellipsoide Eq,



converge vers un ellipsoide F, alors on a £ = Eq. Cela est vrai car E est par construction
un ellipsoide inclus dans 2 et de volume maximum. O

On utilisera encore dans la section 2.2 le lemme suivant que nous avons implicitement
utilisé.

Lemme 2.2 Soient )y et 2y dans X,,,. Alors l’ensemble {2 € X, / Q3 C Q C Qy} est
un compact de X,,.

Démonstration Cela résulte de la compacité de l’ensemble des fermés d’un espace
métrique compact. O

2.2 Action projective sur les corps convexes

Notons X0 = {(Q,2) € X,, x P / z € Q}. Le groupe G,, = PGL(R™"") agit
naturellement sur X, .

Proposition 2.3 ([4]) L’action du groupe G, sur X,,o est propre et cocompacte.
”Cocompacte” signifie que le quotient G,,,\ X, 0 est compact.

Démonstration Rappelons les grandes lignes de la démonstration de cette proposition
(voir aussi [8]). Nous allons construire une application propre et G,,-équivariante ,, de
Xm,o sur 'espace

Qm = { formes quadratiques définies positives de déterminant 1 sur V'}.
Plus précisément, nous allons construire une application propre et G,,-équivariante 1/,
de X, o sur le produit @, x P(V') dont ¢, est la premiere composante.

Pour construire 1,,, on remarque que le produit @,, x P(V) s’identifie a ’espace

Yo :={ (¢,2') ou ¢ est une forme quadratique de signature (1,m) et de
déterminant 1 sur V et ou ' € P(V) est une droite de type temps }.
Cette identification est donnée par (q,z) — (2 f2 —g,z) ot f € V* est duale, via ¢, & un
vecteur v de z tel que ¢(v) = 1.

On veut donc associer a tout couple (2,z) € X, x P(V) un élément (¢',z") € Y, 0.
On prend 2’ = x. Notons v € V un générateur de z. Introduisons successivement le
cone ouvert convexe C' de V contenant v et d’image €2 dans P(V'), ’hyperplan H, de V/
noyau de v*, I’espace affine W, := v + H,, le convexe borné €2, := C' N W, son ellipsoide
de John F, et la forme quadratique Lorentzienne ¢, de déterminant 1 sur V telle que
m.E, = {w € W, / g,(w) > 0}. On prend alors ¢’ = g,.

Nous avons donc construit une application continue et G, équivariante 1, de X, o sur
Qm xP(V). Il reste & montrer que ), est propre. D’apres la proposition 2.1.b et le lemme
2.2, les fibres ¢! (¢', 2') sont compactes. Comme l'action de G, sur Q,, X P(V') est propre
et transitive, 1, est propre et I’action de G, sur X,, o est aussi propre et cocompacte. O



Le corollaire suivant fournit une classe importante d’ouverts proprement convexes sta-
bles. Un ouvert proprement convexe 2 de P™ est dit balayable si le quotient Aut(2)\2
est compact o Aut(Q2) :={g € G, / 9(2) = Q}.

Corollaire 2.4 ([4]) Tout ouvert proprement conveze balayable de P™ est stable.

Démonstration Soient 2 € X,, un convexe balayable et € € X,,, un point limite d’une
suite ¢, d’éléments de 'orbite G,,£2. On veut montrer que Q' est dans cette orbite.
Choisissons un point z’ dans 2. Pour n grand, le point z,, = g, 'z’ est dans Q. Comme
(2 est balayable, quitte a remplacer g, par g,h, avec h, dans Aut(f2), et quitte a extraire,
on peut supposer que la suite z,, converge vers un point z de 2. On a donc dans X, ,
. . . _ ot
nh_{go(ﬂaxn) - (an) et nll)rgo gn(Qa 'Tn) - (Q ,.’E) '
Comme ’action de G, sur X, est propre, la suite g, est bornée et (€2, z) et (', z') sont
dans la méme G,,-orbite. C’est ce que 1’on voulait. O

2.3 Sections adhérentes

On note X" I’ensemble des parties proprement convexes de dimension k£ de P™ qui sont
ouverte dans leur support. On munit X;" de la distance de Hausdorff.

Définition 2.5 Soit Q un ouvert proprement convere de P™ et k un entier avec 0 < k <
m. On appelle k-section de 2 une partie w € X" de la forme w = QN L ot L est un
sous-espace projectif de dimension k.

La proposition suivante affirme qu’un convexe adhérent a I'orbite d’une section de 2
est section d’un convexe adhérent a I'orbite de €.

Proposition 2.6 (Sections adhérentes [4]) Soit Q un ouvert proprement convezxe de
P™, w une k-section de Q et W' € X" un convexe adhérent a l'orbite Gpw. Alors, il
existe un ouvert proprement convexe Y adhérent a 'orbite G, et admettant W' comme
k-section.

Remarques - Nous verrons que (',w') est adhérent a (Q,w).

- Apres transformations projectives, on peut supposer que w et w' sont dans P¥. L’hypo-
these [w' adhérent a G,w] équivaut a [w' adhérent a Gyw|. C’est ce qu’affirme le lemme
2.7.b ci-dessous. Pour I’énoncer, nous aurons besoin de notations supplémentaires. On
pose

Xmp = {(Quw) € X, x X" / w est une k-section de Q }
Xmpo = {(Quw,z)/(Quw)eXpretzew}
Xy = {lwz)e X' xP" /zew}.

Le groupe G,, agit diagonalement sur ces trois espaces.
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Lemme 2.7 a) L’injection Xy — Xio tnduit un homéomorphisme entre les espaces
quotients G\ Xy,0 > Gm\X,’c’fO. Ces espaces sont compacts.

b) De méme, Uinjection Xy, — X} induit un homéomorphisme G\ Xy ~ G, \X}".

¢) L’action de Gy, sur X, o est propre et cocompacte.

Remarque L’action de G, sur X}, n’est pas propre.

Démonstration du lemme 2.7 a) Notons P{* C G, le stabilisateur de P* et K,, C Gy,
le groupe orthogonal. L’action de P sur IP* factorise par celle de G. On a donc 1’égalité
G\ Xk = P{"\ Xk -

On a aussi l'égalité G,, = K, P". Comme le groupe K,, agit transitivement sur
la grassmanienne des k-plans, I'injection Xio < X induit une bijection continue
P\ X0 ~ G\ X[, Comme K, est compact, cette bijection est un homéomorphisme.

b) Méme démonstration qu’en a).

c¢) Lapplication (Q,w,z) — (£2,z) est une application propre et G,, équivariante de
Xm0 dans X, 9. Comme 'action du groupe G, sur X, est propre et cocompacte, il
en est de méme de son action sur X, x o. O

Démonstration de la proposition 2.6 C’est une conséquence du lemme plus précis
suivant avec €2, = 2 et w,, = w. O

Lemme 2.8 Soient (Q0,,w,) une suite dans X, et h, une suite dans Gy, telle que la
limite W' = nh_)ngo hnwy, existe dans Xj'. Alors, il existe ' dans X,,, une sous-suite S de
N, et, pour tout n dans S, des éléments g, de G, qui coincident avec h, sur w, et tels
que on a }zierglgn(ﬁn,wn) = (,u).

Démonstration Le support de w,, converge vers le support de w’. Quitte & multiplier h,,
par des rotations, on peut supposer que wy, hywy, et w sont inclus dans P¥. Choisissons
un point z’ dans ' et une suite de points z,, de w, tels que 1i_>m hpz, = z'. On a donc
n [o.]
I’égalité
Hm (W, 2,) = (W'27). (1)
Comme I'action de G, sur X,, o est cocompacte (lemme 2.7.c), on peut trouver une sous-

suite S de N et, pour n dans S, des éléments g,, dans G, tels que la limite (', w", ") =
lirg 9n(Qn, wn, T,) existe dans X, ;0. En particulier, on a I’égalité
ne

lim g, (wn, ) = (", 2"). (2)
nes
Comme le quotient G,,,\ X", est séparé (lemme 2.7.a), les égalités (1) et (2) prouvent que
k,0
les points (w',z') et (w”,2") sont dans la méme Gg-orbite. On peut donc supposer que
(W' 2") = (u',2"). Quitte & multiplier g, par des rotations, on peut supposer que g,w,
est aussi dans P¥. Les éléments h,, et gn sont dans le stabilisateur P/ de P*. Comme
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I'action de Gy sur Xy est propre (proposition 2.3), les égalités (1) et (2) prouvent que la
restriction & P¥ de gnh; ! reste dans un compact de G. Quitte de nouveau a extraire et
a multiplier a gauche g, par un élément de GG%, on peut supposer que g, et h, coincident
sur P*. On a bien

lim g, (Q, wn, ) = (', ', 2") .
neSs

C’est ce que 'on voulait. O
Le corollaire suivant est aussi di & Benzecri.

Corollaire 2.9 (Triangles adhérents [4]) Soit Q un ouvert proprement convere de
P™. On suppose que Q n'est pas strictement conveze ou que OS2 n’est pas de classe Ct.
Alors, il existe un ouvert proprement conveze ) adhérent a l'orbite G, et qui admet
une 2-section triangulaire.

Démonstration On peut trouver une 2-section w de €2 qui n’est pas strictement convexe
ou dont le bord dw n’est pas de classe C'. D’aprés la proposition 2.6, il suffit de montrer
que le triangle T est adhérent a l'orbite G,,w. Autrement dit, on peut supposer que
m = 2.

Figure 4: Un triangle dans ’adhérence d’une orbite d’un convexe non C!

Lorsque 0w n’est pas C!, on choisit un triangle 7' dans P? de sommets e, ey, es
contenant 2 tel que e; est dans Ow et les segments [e1, es] et [e1,e3] sont tangents en
e; & Ow (voir figure 4). On note alors g, la transformation diagonale dans cette base
gn = diag(e 2" e", e"). La suite g,Q converge vers T. Ce qui termine le premier cas.

Lorsque {2 n’est pas strictement convexe, le bord du convexe dual 2* n’est pas de classe
C!. Donc le triangle T est adhérent a I’orbite de Q*. Comme 7" et T™* sont dans la méme
orbite, 1" est aussi adhérent a ’orbite de 2. Ce qui termine le deuxiéme cas. O

Exemple Soit 2 = Q5(a, 3), avec 2 < a < 3, le convexe du plan introduit dans le §1.3.
On peut décrire explicitement I'adhérence de I'orbite GG5{2 dans X5: c’est une réunion de
sept orbites.
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2.4 Convexes hyperboliques et convexes adhérents

Nous obtiendrons la proposition 1.6 comme le corollaire 2.13 de la propo-
sition plus précise suivante.

Notons X? I’ensemble des ouverts proprement convexes d-hyperboliques de P™.

Proposition 2.10 a) Pour tout réel § > 0, ’ensemble X°, est un fermé G,-invariant de
X, dont tous les éléments sont strictement convezes.

b) Réciproquement, soit F une partie fermée et G,-invariante de X, dont tous les élé-
ments sont strictement convezes. Alors, il existe un réel 6 > 0 tel que F C X?,.

Commencons par le lemme suivant.

Lemme 2.11 ([3]) Tout ouvert proprement conveze hyperbolique de P™ est strictement
conveze.

Démonstration Recopions, pour pouvoir le réutiliser dans la proposition 2.10, le raison-
nement de la proposition 2.5 de [3]. Dans ce raisonnement, les seules géodésiques que nous
considérerons sont des segments. Supposons qu’un ouvert proprement convexe ) n’est
pas strictement convexe. Le bord 02 contient donc un segment mazimal [T, Y| avec
Too 7 Yoo- Choisissons un point u, a I'intérieur de ce segment et un point z,, dans 2. On
considere alors quatre suites de points u,, x,, y, et z, de €2 qui convergent respectivement
VeTS Uso, Toos Yoo €6 Zoo €t telles que

Zn = Zoo s Un € [Usos Zoo) » Tn € [Too, Zoo] € Up € [Tn, Yn]

(voir figure 5.A). La distance de u,, a la réunion [z,, 2,| U [z,, y,] tend vers I'infini avec n.
Donc (£2,d,) n’est pas hyperbolique. O

[0 0] ua) yCO

X
Figure 5: A. Un convexe non hyperbolique B. Des convexes d-hyperboliques

Démonstration de la proposition 2.10 a) Soit {2, une suite d’ouverts proprement
convexes et d-hyperboliques qui convergent vers un ouvert proprement convexe (2.

i) Montrons tout d’abord que 2 est strictement convexe. Si ce n’est pas le cas, la
démonstration du lemme 2.11 permet de trouver un triangle z,y.z dans {2 et un point

12



u sur le segment [z,y] tel que do(u,[z, 2] U [z,y]) > 6. Pour n grand, ce triangle est
inclus dans €2, et est un triangle géodésique pour dg,. Comme (2, est d-hyperbolique
on a dg, (u,|z,z] U[z,y]) < § et donc en passant a la limite dqo(u, [z, 2] U [z,y]) < 6.
Contradiction.

i7) Montrons maintenant que € est d-hyperbolique. Si ce n’est pas le cas, on peut
trouver un triangle géodésique z,y,z dans € et un point u sur la géodésique [z,y] tel
que dq(u, [z, 2] U [z,y]) > 0. Comme €2 est strictement convexe, les cotés de ce triangle
géodésique sont des segments. On peut alors conclure comme en 7).

b) On reprend les idées de la démonstration de la proposition 2.5 de [3]. Si 0 n’existait
pas, on pourrait trouver une suite {2, dans F' et des suites u,, T,, ¥, et z, dans €2, avec
u,, sur le segment [z, y,| et telles que

nll_)IElo do,, (Un, [Tn, 2n] U [2n, Yn]) = 00 (3)

Comme ’action de Gy, sur X,, est cocompacte (proposition 2.3), quitte & remplacer
le couple (€2, u,) par son image par un élément g, de G,,, et quitte a extraire, on peut
supposer que la suite (£2,,u,) converge dans X, o vers un élément (oo, Uoo)-

Comme F' est fermé, 2, est dans F' et donc 2, est strictement convexe. Quitte a
extraire de nouveau, on peut supposer que les suites z,, vy, et z, convergent vers des
POINtS Tog, Yoo €t 200 de Q. Comme les distances dq,, (tn, T), da, (Un, Yn) et da, (Un, 2,)
tendent vers 'infini, les points Zeo, Yoo €t 200 sont sur le bord 90, (voir figure 5.B). Le
point u., est sur le segment ouvert entre x., et y,. Si on avait T, # 2, la stricte
convexité de €2, entrainerait que

dﬂm(uma]ioo;'zoo[) < o0 )

ce qui contredirait la condition (3). On a donc z,, = z et de la méme fagon 2z, = Yoo-
Contradiction. O

Corollaire 2.12 a) Pour tout réel § > 0, Iensemble X°, est un fermé G, -invariant de
X, dont tous les éléments ont un bord de classe CL.

b) Réciproquement, soit F' une partie fermée et G,-invariante de X,, dont tous les élé-
ments ont un bord de classe Ct. Alors, il existe un réel § > 0 tel que F C X2,.

Démonstration En effet, par le corollaire 2.9, les éléments de F' sont tous strictement
convexes si et seulement si ils ont tous un bord de classe C*. O

Remarque Ceci donne une nouvelle démonstration du résultat de Karlsson et Noskov
([11]): Tout ouvert proprement convexe hyperbolique de P™ a un bord de classe C'.

On en déduit la proposition 1.6 comme corollaire:

Corollaire 2.13 Un ouvert proprement convexe 2 de P™ est hyperbolique si et seulement
si tout ouvert proprement conveze adhérent a l'orbite G, est strictement convezxe (resp.
a un bord de classe C').
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Démonstration Si () est d-hyperbolique, tous les éléments de I'orbite G,,{2 sont aussi
d-hyperboliques. 1l suffit d’appliquer la proposition 2.10 (resp. le corollaire 2.12) a
I’adhérence de cette orbite. O

Le corollaire 1.7 résulte du corollaire plus précis suivant :

Corollaire 2.14 a) Tout ouvert strictement conveze stable de P™ est hyperbolique.
b) V6 >0, 30* > 0, VQ € X,,,, (Q est -hyperbolique) => (Q* est 6*-hyperbolique).

Démonstration Appliquer la proposition 2.10.b a ’orbite G,,,§2 qui est fermée.

b) L’application Q@ — Q* est un homéomorphisme de X, sur lui méme. D’apres le
corollaire 2.12, 'ensemble X? est un fermé de X,,, dont tous les éléments ont un bord de
classe C'. Donc, 'ensemble F := {Q* / Q € X2} est un fermé G,,-invariant dont tous
les éléments sont strictement convexes. Il existe donc, d’apres la proposition 2.10, un réel
§* > 0 tel que F C X2 . C’est ce que 'on voulait. O

Remarque On retrouve ainsi le théoréme 2.5 de [3] : Tout ouvert strictement conveze
balayable de P™ est hyperbolique. En effet, par le corollaire 2.4, un tel ouvert {2 est stable.

3 Quadruplets harmoniques

Le but de ce chapitre est de montrer la proposition 1.8, c’est-a-dire de
caractériser les ouverts proprement convexes hyperboliques a I’aide du birap-
port des quadruplets harmoniques.

3.1 La constante Aq

Rappelons tout d’abord la définition donnée en 1.2.1. Soit €2 un ouvert strictement convexe
de P™ dont le bord 99 est de classe C!.

Définition 3.1 Un quadruplet (a,b,c,d) de points distincts de OS2 est dit harmonique si
- les droites <a,c> et <b,d> se coupent en un point x de ).

- la droite <a,c> rencontre les deux hyperplans tangents b* et d* en un méme point y.
On note H(0Q) l’ensemble des quadruplets harmoniques de OS).

On note aq : H(02) — R la fonction donnée par

xc ay

Yoa(a,b,c,d) = —[z;y;a;c] = oy

On note Ag = sup ¥ga(€) € [1,00] .
€€ H(9Q)

Remarques - Dans cette configuration, les six points a, b, ¢, d, x et y sont coplanaires.
- Si (a, b, ¢, d) est harmonique, (c, b, a,d) aussi et on a ¥aq(c, b, a,d) = (Yaa(a,b,c,d))™" .
- Lorsqu’un ouvert Q € X,, n’est pas strictement convexe a bord C!, on posera Ag = oc.
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Exemple Soit €2 un ouvert proprement convexe de P™. La constante Aq est égale a 1
si et seulement si {2 est un ellipsoide.

Remarque Lorsque 2 est un ellipsoide, le bord dw de chaque 2-section w de €2 s’identifie
naturellement 3 la droite projective réelle P* et les quadruplets harmoniques de dw sont
simplement les quadruplets de points de P! qui sont “en division harmonique”.

3.2 Hyperbolicité et quadruplets harmoniques

La proposition 1.8 est une conséquence de la proposition plus précise suivante.

Proposition 3.2 Rappelons que X, = {ouverts proprement convezes de P™}. On a
a) Vo >0, 3A < 1, VQ € X,,,, (Q est 6-hyperbolique) = (Aq < A).
b) VA <1,35>0,VQ € X, (Aqg < A) = (Q est §-hyperbolique).

Démonstration Par définition, 'ouvert €2 est d-hyperbolique si et seulement si toutes
ses 2-sections sont d-hyperboliques. De méme, on a la majoration Ag < A si et seulement
si toutes les 2-sections w de €2 vérifient A, < A. On peut donc supposer m = 2.

a) Si ce n’est pas le cas, on peut trouver une suite €2, d’ouverts proprement convexes
et d-hyperboliques tels que nlg{.lo Agq, = 0o. On a donc des quadruplets harmoniques

(Gn, by, Cny dy) de 052, et des points x,,, ¥, comme dans la définition 3.1 tels que
Aim [, yn, Gn, €n] = —00 . (4)

Le point z, est dans (),. Comme l’action de Gy, sur X,,o est cocompact et que le
birapport est un invariant projectif, quitte a remplacer nos ouverts €2,, et les divers points
x, par leurs images par un élément g, de G,,, et, quitte a extraire, on peut supposer que
la limite

existe dans X, 9. Quitte a extraire de nouveau, on peut supposer que les points a,, b,
Cn, dn, €t y, convergent vers des points Geo, boo, Coo, oo €t Yoo de P™. Les points o, b,
Coo €t doo sont sur le bord 0 et le point z, est sur les segments oo, Coo| €t |boos dool-
En particulier, on a a # €y €t by 7 doo-

D’apres la proposition 2.10, le convexe €1, est d-hyperbolique, strictement convexe et a
bord C'. On en déduit que la droite projective b}, (resp. di) tangente & 0, en b, (resp.
d,) converge pour n infini vers la droite projective b%_ (resp. d,) tangente a 02 en by
(resp. dy). On en déduit que les quatre points Gy, boo, Coo €t doo sont distincts et forment
un quadruplet harmonique (voir figure 6.A). Mais alors I’égalité

nh_)Igo[-Tna Yn, Qn, Cn] = [-rooa Yoo Qoo coo] .

contredit I'égalité (4).
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Figure 6: A. Convexe adhérent B. Triangle adhérent

b) Soit E := {2 € X,, / Aq < A}. C’est une partie G,-invariante de X,,. D’apres la
proposition 2.10.b, il suffit pour conclure de montrer que tout élément de ’adhérence® de
FE est strictement convexe.

Supposons, par I’absurde, que ce n’est pas le cas. D’apres le corollaire 2.9, ’adhérence
de E contient alors un triangle 7" dont on note e, ey et e3 les sommets. Soit €2, une
suite de E qui converge vers T'. Pour obtenir une contradiction, nous allons construire un
quadruplet harmonique (ay,, by, ¢,, d,) sur 02, tel que

nh—>ngo @Z)BQ,—L (a'na bn: Cn, dn) =0. (5)

Pour cela, choisissons un point y en dehors de T de sorte que la droite <es,y > rencontre
le segment |eq, e3] en un point e4. Pour n grand, la droite <es,y > coupe le bord 0€2, en
deux points a, et ¢,. On note b, et d, deux points sur le bord 052, tels que les droites
<bn,y> et <d,,y> soient tangentes a 9€2,. On note enfin z,, 'intersection des droites
<es,y> et <b,,d,> (voir figure 6.B). Les choix sont faits de sorte que 1’on a les égalités

limd, =e€ lim b, =€ lime¢, =e3 et lima, = lim z, = e4 .
nsoco Lo i n 20 56 3 nsoo T nSool ™ 4

Ce qui prouve I’égalité (5) et donne la contradiction cherchée. a

4 Fonctions quasisymétriques

Ce chapitre est formé de rappels sur les fonctions quasisymétriques: in-
variance affine, caractere local, stabilité par composition, régularité Holder et
compacité. Nous en déduisons des propriétés analogues pour les primitives
des fonctions quasisymétriques qui jouent un réle central dans cet article.

1On peut en fait montrer que cette partie E est fermée dans X,,, pour tout m > 2.
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4.1 Définitions et exemples

La définition suivante est due a Ahlfors et Beurling en 1966.

Définition 4.1 Soit H > 1. Une fonction continue f : I — J entre deux intervalles de
R est dite H-quasisymétrique si, pour tous points x — h, x + h dans I, on a

[fle+h)—f(z)] < H|[f(z)—flz—h)|. (6)

f est dite quasisymétrique si une telle constante H existe.
[ est dite localement quasisymétrique si elle est quasisymétrique au voisinage de tout point
de 1.

Remarques - Une fonction quasisymétrique f non constante est injective et est donc
croissante ou décroissante. Quitte a remplacer f par —f, on pourra supposer f croissante.
- En échangeant h et —h, on déduit de (6) la minoration

[f(x+h) = fz)] > H'[f(z) = flz—h)|.

- Remarquons qu’une fonction f : I — R est H-quasisymétrique si et seulement si on a
les inégalités suivantes, pour tout x et x + h dans I :

L+H D fa+5) = f@)] < |fl@+h) = f2)] < A+ H)|f(z+5) = f@)]. (7
On en déduit, pour tout n > 1,
L+ H )@+ 30) = f@)] < [f@+h) = f@)] < Q+H)"[fz+53) - (@) ()

Remarque (Invariance affine) Soit f une fonction H-quasisymétrique, alors, pour tous
réels A, B, A’, B', la fonction x — Af(A'z + B') + B est aussi H-quasisymétrique.

Cette remarque permet de supposer que I = J = [0, 1] (ou ]0, 1[) et de ramener 1’étude
des fonctions quasisymétriques a 1’étude de celles telles que f(0) =0 et f(1) = 1.

Le lemme suivant affirme que toute fonction localement quasisymétrique est quasisymé-
trique sur tout compact.

Lemme 4.2 (Fonctions localement quasisymétriques)
Soient € €]0,1] et f : [0,1] — R une fonction qui est H-quasisymétrique sur tous les
intervalles de longueur e. Alors f est Hy-quasisymétrique avec H; = HY+1,

Les valeurs des constantes H,, Ho,... ,H;3 qui interviennent dans ce texte ne sont pas
J 3 ) 3
optimales, car seule leur existence nous sera utile.

Démonstration En effet, on montre par récurrence sur n > 1 que, si on a |h| < /2 et
zxEtnhel0,1],alorsona |f(z+nh)— f(z)] < H" |f(z)— f(z —nh)|. O
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Donnons quelques exemples.

*x Exemple 1 Soient 0 < A < B et f € C'(]0,1],R) une fonction dont la dérivée vérifie
A< f' < B. Alors f est ( )-quasisymétrique.

x Exemple 2 Soient N > 1 et f € CY([0,1],R) une fonction croissante telle que, pour
tout 2 dans [0, 1], au moins une dérivée f™(z), avec 1 < n < N, est non nulle. Alors f
est quasisymétrique.

Réciproquement si f est de classe C*, et si f est quasisymétrique, alors pour tout z
dans [0, 1], il existe n > 1 tel que f(™(x) # 0.

* Exemple 3 Soient 0 < o < 3, C;D > 0 et f : [-1,1] — R la fonction donnée
par f(z) = Cl|z|* pour z > 0 et f(z) = —D|z|® pour + < 0. Cette fonction f est
quasisymétrique si et seulement si on a a = .

Lemme 4.3 (Composée et inverse de fonctions quasisymétriques)

a) La composée go f de deux fonctions f et g respectivement Hy et Hy-quasisymétriques
est Hy-quasisymétrique avec Hy = Hg2+log2 .

b) L’inverse f~' d’une fonction H-quasisymétrique f est Hz-quasisyméltrique avec Hz =
9 H1/(ogy(1+H™1))

Démonstration Introduisons I'entier n = [log, Hy| 4+ 1 de sorte que l'on a, pour z £ A
dans I,

27 fx+h) = f(=)| < Hf'[f(z+h) = f(z) < |f(z) = flz—h)|.
On a alors, d’apres (8),

lgo f(w+h) —go f(z)] (14 Hy)" [g(f(x) +27"(f(z) — f(z — h)) — g(f(2))]
Hy(1+ Hy)" |g(f(2)) — g(f(x) = 27"(f(2) — f(z — h))]
)

) -
Hy ™ g(f(2)) — 9(f(z = b))
b) On veut montrer que pour tous réels y = f(z), y+k = f(x+h) et y—
on a |h| < Hj |h'|. Sice n’est pas le cas, on introduit I’entier n = [_mgg_ +
que (1+ H™Y)™ > H et |h| > 2"|h!|. Mais alors on aurait, d’apres (8),
k| > [fla+2"h) = f(z)] > (L+H )" [flz+h)~ f(2)
> H(Q1+H)" |f(z) = flz =) > |k].

IAIN TN

Contradiction. O

4.2 Régularité Holder et équicontinuité

Le lemme suivant permet de borner toute fonction H-quasisymétrique a partir d’une borne
sur un sous-intervalle. On munit C°([0, 1], R) de la norme || f||oo = sup|f].

0,1
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Lemme 4.4 Soient 0 < e <1 et f:[0,1] = R une fonction H-quasisymétrique. Alors
on a, avec Hy = (1 + H)2—1082(€)7

I flle < Hy s[(}lr]Jlf\-

Démonstration Cela résulte des inégalités (8). O

Le point a) du lemme suivant exprime la régularité Holder des fonctions H-quasi-
symétriques, avec un controle uniforme sur la norme Holder.

Lemme 4.5 (Régularité Holder) Soit f : [0,1] — R une fonction H -quasisymétrique.
Posons vy =logy(1+ H™') €]0,1[ et 5 =logy(1+ H) € ]1,00][. Alors
a) f est yg-Holder et on a la majoration

up [F@) = £0)

oAy Ty

< 41f(1) = F(O) -
b) On a aussi la minoration

@)~ f)] )
inf L (L H) ()~ £(O)]

Démonstration Cela résulte aussi des inégalités (8). O
Remarque Les constantes vy et dy sont optimales : prendre f(z) = |z|” avec 0 < v < 1.

Corollaire 4.6 (Compacité) Pour tout H > 1, I’ensemble
Qu:={f:[0,1] = R/ f est H-quasisymétrique et || f|l < 1}
est compact dans C°([0, 1], R).

Démonstration En effet, il est fermé et équicontinu par le lemme 4.5.a. Notre assertion
résulte alors du théoreme d’Ascoli. O

4.3 Fonctions convexes a dérivée quasisymétrique

Les fonctions convexes a dérivée quasisymétrique sont tout simplement
les primitives des fonctions quasisymétriques croissantes ou constantes. Nous
rassemblons dans cette section quelques propriétés élémentaires de ces fonc-
tions

Remarque (Invariance affine) Soit F une fonction a dérivée H-quasisymétrique, alors,
pour tous réels A, B, C, A', B', la fonction x — A F(A'x + B') + Bz + C est aussi a
dérivée H-quasisymétrique.

Les constantes dans le lemme suivant ne sont pas optimales (voir [1]).
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Lemme 4.7 Soient 0 <e <1 et f:[0,1] = R une fonction H-quasisymétrique telle que
f(0)=0et f(1)=1. Alors on a

(2H+1)) ' < /Olf(t)dt <1—-(2(H+1)*.

Démonstration Il suffit de démontrer la premiere inégalité. Celle-ci résulte de la mino-
ration (7) : f(3) > (H+1)"1 O

On munit C'([0, 1], R) de la norme ||F||ct := sup(||F||co, Sup(||F”||s)- Le lemme suivant
affirme que, pour controler la norme C! de F, il suffit de borner F' en trois points.

Lemme 4.8 (Contrdle des normes) Soient 0 < e <1 et F':[0,1] = R une fonction
conveze & dérivée H -quasisymétrique. Alors on a

a) |F'llo < Hs||F|lw avec Hs:=20 (H +1).

b) ||Flloo < Hgsup |F| avec Hg := 20~ (H + 1)*7log2(e) .

0,e

Démonstration a) Comme F est convexe, on a |F'(3)| < 4||F||s. Introduisons alors la
fonction © — G(z) := F(z) — F(3) — (x — 1) F'(3) et sa dérivée g := G'. D’aprés le lemme
4.7, on a

1

g(1) < 4 (H+1) / g)dt = 4 (H+1)G(1) < 16 (H+1) ||F|lw -

2

De méme, on a |g(0)| < 16(H + 1)||F||oo- On en déduit la majoration annoncée.
b) Soit m := sup . |F|. Par le a), on a, avec H, comme dans le lemme 4.4,

[Fllec < [F(0)[+ [ F"llcc < m+ Hysupyq|F'| < (1+ HyHs/e)m < Hgm . O

Lemme 4.9 (Régularité Holder et [-convexité) Soit F': [0,1] — R une fonction
conveze & dérivée H-quasisymétrique. Posons ag = 1+1logy(1+ H') € |1,2[ et Sy =
1+logy,(1+ H) € ]2, 00[. Alors,

a) F est ag-Hélder et on a la majoration

[F'(z) — F'(y)|

ety T —ylorT!

< 160 (H+1) [|Flloo -

b) F est By-conveze.
Démonstration Cela résulte des lemmes 4.5 et 4.8. O

Corollaire 4.10 (Compacité) Pour tout H > 1, ’ensemble
Py :={F:[0,1] = R / F est conveze & dérivée H-quasisymétrique et ||F|l < 1}
est compact dans C'([0,1], R).

Démonstration En effet, il est fermé et I’ensemble des dérivées est équicontinu par le
lemme 4.9. Notre assertion résulte alors du théoréme d’Ascoli. O
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5 Fonctions quasisymétriquement convexes sur R

Comme le précédent, ce chapitre est entierement consacré aux fonctions
d’une variable réelle. Son but est de montrer la proposition 1.9 pour m = 2,
c’est-a-dire de donner une caractérisation géométrique des graphes Gr des
fonctions localement quasisymétriquement convexes F' a 1’aide des quadru-
plets harmoniques (proposition 5.14). Cette condition est trés semblable a la
condition Ag < oo de la proposition 3.2.

Nous en déduisons I'invariance projective de ces graphes (corollaire 5.17).

Pour cela, nous donnons deux autres propriétés géométriques de ces gra-
phes appelées “quasisymétrie de la corde” (proposition 5.5) et “intersection
des tangentes” (lemme 5.10).

Nous expliquons en quoi ces configurations géométriques sont des cas lim-
ites de quadruplets harmoniques (lemmes 5.12 et 5.13).

5.1 La dérivée des fonctions quasisymétriquement convexes

Commencons par identifier (localement) les fonctions quasisymétriquement
convexes avec les fonctions convexes a dérivée quasisymétrique.

Rappelons tout d’abord la définition 1.2. Soient H > 1, U un convexe de RY et
F : U — R une fonction convexe de classe C'. Pour z et x + h dans U, on note

Dy(h):=F(z+h) — F(z) — F'(z).h .

Définition 5.1 F' est dite H-quasisymétriquement convexe si, pour tous x + h et x — h
dans U, on a

F' est dite quasisymétriquement convexe si un tel réel H > 1 existe.
Remarque (Invariance affine) Soit F' une fonction H-quasisymétriquement convexe,

alors, pour tous 4, B, C, A, B' avec A € R, B € (R")", C € R, A’ € End(R"), B' € R”,
la fonction © — A F(A'x + B') + Bz + C est aussi H-quasisymétriquement convexe.

Proposition 5.2 Une fonction C' convere F : ]0,1[— R est quasisymétriquement con-
vexe sur tout compact si et seulement si sa dérivée F' est quasisymétrique sur tout compact.

Démonstration Cela résulte du lemme plus précis suivant. O

Lemme 5.3 Soient H > 1,e €)0,1[ et F : [0,1] — R une fonction C' conveze et f = F'.
a) Si f est H-quasisymétrique, F est Hr-quasisymétriquement conveze avec Hy = 4H?.

b) Réciproquement, si F' est H-quasisymétriquement convere sur tous les intervalles de
longueur e, f est Hg-quasisymétrique sur Uintervalle [¢,1—¢] avec Hg = (4H(H+1))Y= +1,
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Remarques - Méme si F' est H-quasisymétriquement convexe sur ]0,1[, il est indis-
pensable, dans le point b), de réduire l'intervalle pour avoir un controle uniforme sur

la constante Hg, & cause de I’exemple suivant : la fonction F(z) = —y/z est quasi-
symétriquement convexe sur |0, 1[, mais sa dérivée f(z) = —ﬁf n’est pas quasisymétrique.

- Lorsque ¢ = , nous verrons que la constante Hg := 4H(H + 1) convient.

Démonstration a) Si f est constante, c’est clair. Supposons donc f non constante. On
veut majorer, pour h # 0, le quotient D”((h) Par invariance affine, on peut remplacer
I'intervalle [0, 1] par [—1, 1] et supposer que z = 0, h = —1 et F/(0) = f(0) = 0. D’apres
le lemme 4.7, on a la minoration F(1) > mf(l) > 0. On a aussi la majoration

F(=1) <|f(-=1)|. On a donc

Dh) — FO) < 2H(H+1) < 4H”.

< 2(H+1)

b) D’apres le lemme 4.2, il suffit de montrer que f est (4H(H+1))-quasisymétrique
sur les sous-intervalles de taille inférieure & € de [e,1 — ¢]. Il suffit donc de montrer la
majoration, pour tout i dans [—¢/2,¢/2] et = dans [g,1 — €],

[f(@+h)—fl2)] < 4HH+1)|[f(x) - flz—-h). 9)

On peut supposer h > 0. Montrons tout d’abord que, pour k dans [0,¢/4] et y dans
[€/2,1—¢/2],on a:

Fly+k)—fly) < 2H (f(y)— f(y—2k)) . (10)

En effet, on a par convexité :

(fly+k)— fy)k F(y+2k) = F(y+k) - fy)k < Fly+2k)—F(y) —2f(y)k

H (F(y—2k) - F(y) +2f(y)k) < 2 H (f(y) = fly —2k)k .

En appliquant 'inégalité (10) avec (y,k) = (z + %4, %) et (z,%), on obtient :

<
<

fl@+h)—f@) < 2H(f(z+3) - f@@)+2 (f(z) - flz = h)))
< 4H(H+1) (f(z) - flz = h))
C’est bien la majoration (9) cherchée. O

Le corollaire suivant affirme que toute fonction localement quasisymétriquement con-
vexe est quasisymétriquement convexe sur tout compact.

Corollaire 5.4 Soient H > 1, £ € 0,1 et F : [0,1] = R une fonction qui est H-quasi-
symétriquement convexe sur les intervalles de longueur €, alors F' est Hy-quasisymétrique-
ment conveze sur [0,1], avec Hy = (4H (H + 1)?)!~l0s2¢
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Remarque Lorsque € = £, nous verrons que la constante Hg := 4H(H + 1)? convient.

N[

Démonstration Supposons tout d’abord ¢ = % On veut majorer, pour h # 0, le
quotient DZ”((_’Q) . Par invariance affine, on peut supposer que x = %, h = %, F0)=1et

F(3) = F'(3) = 0. La majoration (9) du lemme 5.3 avec z = 3 et h = ; assure que

F'(3) <4H(H +1)|F'(1/4)| < 16H(H + 1) .

3
4
En appliquant la H-quasisymétrique convexité sur I'intervalle [%, 1], on obtient alors
F(1) < Z2F'(3) <4H(H +1)*.

Le cas général se déduit du cas précédent, en introduisant 'entier n = [—log,e]. O

5.2 Quasisymétrie de la corde

La configuration géométrique que nous allons étudier dans cette section
est un cas limite de quadruplets harmoniques. Elle permet de donner une
interprétation géométrique des fonctions quasisymétriquement convexes.

Pour toute fonction F : I — R strictement convexe de classe C!, on note

Ly = sup{ 25! [to,t,ts €T, t#ty et F'(t) = Z=Llo) 3 (11)

t1—to

Interprétation Notons a, b, c les points du graphe Gr d’abscisse ty, t, t; respectivement.
Géométriquement, le point b est le point de G ol la tangente est paralléle a la corde [a, c]
et le rapport ?:t(f est égal & 22 ol z est le point de la corde [a, | ayant méme abscisse que

b (voir figure 7.A).

Figure 7: A. Quasisymétrie de la corde B. Convergence des cordes

Remarques - (Invariance affine) Pour tous réels A, B, C, A', B', la fonction z —
G(z) .= AF(A'z + B') + Bz + C vérifie Lg = L.
- On a I’égalité Lr =1 si et seulement si F' est quadratique.
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Proposition 5.5 (Quasisymétrie de la corde) Une fonction C' strictement convere
F :]0,1[— R est quasisymétriguement conveze sur tout compact si et seulement si sa
restriction F|; a tout intervalle compact I de )0, 1] vérifie Lp), < oo.

Démonstration Cela résulte de la proposition 5.2 et du lemme plus précis suivant. O

Lemme 5.6 a) Pour tout H > 1, il existe L > 1 tel que, pour toute fonction C' stricte-
ment convexe F' a dérivée H-quasisymétrique, on a Ly < L.

b) Pour tout L > 1 et € > 0, il existe H > 1 tel que, pour toute fonction C! stricte-
ment convere F :]0,1[— R telle que Lrp < L, la dérivée F' est H-quasisymétrique sur
Vintervalle [e,1 — €].

Remarques - Dans a), on peut prendre L =20 (H + 1).
- La fonction F(z) = —+/x sur ]0,1[, prouve aussi que dans b), on ne peut pas prendre
e=0.

Démonstration du lemme 5.6.a On veut majorer un rapport 2=% de la définition

t—t
(11). Par invariance affine, on peut supposer que ’
th=0,t,=1, F(0)=F(1)=1 et F(t)=0.

Comme on a F'(t) = 0, la fonction F est positive et on a ||F||o < 1. Le lemme 4.8 prouve
alors que ||F'||oo <20 (H + 1) et donc que L™' <t <1— L~'. D’ou notre assertion. 0O

La démontration du point b) est basée sur le lemme suivant. Munissons les espaces

vectoriels C°(]0, 1[, R) et C*(]0, 1[, R) respectivement des familles de semi-normes sup |F|
le,1—€]

et sup (|[F|+ |F'|), avec 0 < & < 1, et notons

le,1—¢€]
Cp := {F € C'(]0,1[,[~1,1]) / F est affine ou (F est strictement convexe et Lp < L) } .
Lemme 5.7 Pour tout L > 1, I’ensemble Cr, est un compact de C*(]0, 1[, R).
Remarque Signalons que Cf, est aussi un compact de C°([0, 1], R) pour la norme ||.|oo-

On utilisera le lemme général suivant sur les fonctions convexes.

Lemme 5.8 Soit X une partie de C'(]0,1[,[—1,1]) formée de fonctions convezes. On
suppose que X est fermée dans C°(]0,1[,R). Alors X est un compact de C*(]0,1[,R).

Démonstration du lemme 5.8 La condition (VF € X, ||F|le < 1) assure que X

est équicontinue sur tout compact de |0,1] et donc, par Ascoli, X est compact dans
C°(]0,1[, R). On conclut alors en utilisant le fait bien connu ci-dessous. O
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Fait 5.9 Soient U un ouvert convere de R™ et F, : U — R une suite de fonctions C!
converxes qui converge uniformément sur tout compact vers une fonction F. Si F' est aussi
de classe C', alors la suite F! des dérivées converge aussi uniformément sur tout compact
vers la dérivée F'.

Démonstration du lemme 5.7 1l suffit donc de montrer que C; est fermé dans
C°(]0,1[,R). Notons donc F,, € Cr une suite de fonctions qui converge uniformément
sur tout compact vers une fonction F' et montrons que F' est dans Cy. La fonction F est
convexe et vérifie | F'||« < 1. Supposons F' non affine. Nous ne savons pas encore que F'
est C! et strictement convexe, mais montrons ’assertion suivante.

Pour tout triplet (a,b,c) de points non alignés du graphe Gr tels que la paralléle b* a
la corde [a, | passant par b est une droite d’appui a Gr, alors, en notant x le point de la
corde [a, c] ayant méme abscisse que b, on a T= < L. (%)

Pour cela, on choisit des suites de points a,, b, sur le graphe Gp, telles que, en notant

b; la tangente a Gp, en by, on ait

Yimon =, Jim b =b et Jim b= b
Pour n grand, la parallele a la droite b; issue de a,, coupe le graphe Gp, en un deuxieme
point ¢,. Notons z,, le point de la corde [a,, ¢,] ayant méme abscisse que b, (voir figure
7.B). Comme F, est dans Cj,, on a I'inégalité % < L. En passant a la limite, on obtient
I'inégalité cherchée 2 < L.

Montrons maintenant que F' est strictement convexe. Si ce n’est pas le cas, on peut
trouver un segment maximal |c, ¢[ inclus dans le graphe de Gr tel que ¢’ n’est pas une
extrémité du graphe. Choisissons un point a sur Gr hors de ce segment et tres proche de
¢’ (voir figure 8.A). Tout point b du graphe ayant une droite d’appui paralléle a la corde
[a, c] est entre a et ¢. Ce qui contredit ’assertion (x).

Figure 8: A. Un bord non strictement convexe B. Un bord non C!
Montrons enfin que F est de classe C!. Si ce n’est pas le cas, on peut trouver un point b

de Gr et une droite b* tangente a droite en b & Gr mais pas tangente a gauche. Choisissons
un point a sur Gr a gauche de b et tres proche de b. La parallele a la droite b* issue de a
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coupe Gr en un deuxieme point ¢ (voir figure 8.B). Lorsque a tend vers b, le rapport 2¢
tend vers l'infini, ce qui contredit 1’assertion ().
[’assertion (x) signifie maintenant que Lrp < L et prouve que F' est dans Cy. O

Démonstration du lemme 5.6.b Remarquons tout d’abord que la condition Lr < L
assure que F' est bornée. Vérifions le par exemple au voisinage de 0. Fixons t, dans |0, 1.
Pour tout t < ty/2, on a W > F'(727) et donc F(t) < F(to) + 2 F'(27) -
On peut donc supposer que nos fonctions F' sont dans le compact Cy, du lemme 5.7.
Supposons par I'absurde que ce lemme est inexact. Il existe donc L < 1, € > 0, des
réels ¢ <z, — h, <z, + h, <1 — ¢ et des fonctions F,, € Cr, telles que
Fl(zp + hy) — E (2y)

li =00. 12
5% Bl (@) = Fioa —ha) (12)

A T’aide de I'invariance affine, on peut supposer que

Inzl hnzl—g;aFn(O):Fn(l)zlet Fn(%):()

2 2

Par compacité de Cr, on peut supposer que la suite F;, converge vers une fonction F' € Cy,
en norme C! sur I'intervalle [¢,1 —€]. On a donc F(0) = F(1) =1, F(3) = 0 et F n’est
pas affine. On a alors, comme F' est strictement convexe,

i oo ) = Fia) _ F(1—2) — F'(3)
n=00 F;l(xn) —F;l(xn —hn) F'(%) —F'(&)

Ce qui contredit (12). O

5.3 Intersection des tangentes

La configuration géométrique que nous allons étudier dans cette section
est un autre cas limite de quadruplets harmoniques.

Pour toute fonction F : I — R strictement convexe de classe C!, on note

Ly = sup{ max(Z, %)} .

cy’ xc

ou la borne supérieure est prise sur ’ensemble des points y, ¢ et x de méme abscisse
construits de la fagon suivante: on part de deux points b et d sur le graphe Gg, le point
y est & I'intersection des tangentes a Gr en b et d, ¢ est sur le graphe G et x est sur la
corde [b, d] (voir figure 9).

Remarque On a encore une invariance affine: pour tous réels A, B, C, A’, B, la fonction
z — G(z) == AF(A'z + B') + Bz + C vérifie L, = L.

Lemme 5.10 Pour tout H > 1, il existe L' > 1 tel que, pour toute fonction C' conveze
F non affine et a dérivée H-quasisymétrique, on a L'y < L'
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Figure 9: Intersection des tangentes

Démonstration Notons tg, ¢ et ¢; 'abscisse des points b, ¢, d de la définition (11). Par
invariance affine, on peut supposer que

D’apres le corollaire 4.10, ensemble Py, := {F € Py / F(0) = F'(0) = 0 et F(1) = 1}
est un compact de C*([0,1],R). On veut donc montrer qu’il existe L' > 1 tel que, pour
tout F dans Py, onal/L'" < %%1 —1<L'out:=1- F'(1). L'existence de L' est une
conséquence de la compacité de PY. O

Remarques - On peut montrer que L' = (H + 1)'*1°82(H+1) conyient.

- 1l n’existe pas de réciproque au lemme 5.10 analogue au lemme 5.6.b. En effet, les
fonctions F, : [0,1] — R ; ¢+ e™™ vérifient sup,, L, < oo . Mais, pour 0 < ¢ < %,
on ne peut pas trouver de constante H telle que toutes les fonctions dérivées F) soient
H-quasisymétriques sur l'intervalle [, 1 — €].

5.4 Quadruplets harmoniques d’un graphe

Pour la derniere caractérisation géométrique du graphe des fonctions quasi-
symétriquement convexes, nous aurons besoin des quadruplets harmoniques.

Soit U un ouvert convexe de R" Pour toute fonction F' : U — R strictement convexe
de classe C!, on note G son graphe et, pour tout point a sur Gp, on note a* ’hyperplan
tangent a Gr en a. La définition suivante est analogue a la définition 3.1.

Définition 5.11 Un quadruplet (a,b,c,d) de points distincts de G est dit harmonique si
- les droites <a,c> et <b,d> se coupent en un point x au dessus de Gp.
- la droite <a,c> rencontre b* et d* en un méme point y.
Pour toute partie V de Gr, on note H(V) l’ensemble des quadruplets harmoniques de V4.
On note vy : H(V) — R la fonction donnée par

e ay

Yv(a,b,c,d) = —[x;y;0;¢] = e

On note Ay = sup ¢y (€) € [1,00], Yp =g, et Ap = Ag,.
§eH(V)
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Remarque On a encore une invariance affine: pour tous A, B, C, A", B"avec A € R, B €
(RY)", C € R, A’ € End(R"), B' € R, la fonction, z — G(z) := AF(A'z+B')+Bx+C
vérifie Aqg = Ap.

Nous aurons besoin de deux lemmes techniques dont les énoncés sont trés semblables.
Le premier de ces lemmes étudie la dégénérescence des quadruplets harmoniques vers la
configuration “quasisymétrie de la corde”.

Lemme 5.12 (Quadruplets harmoniques et quasisymétrie de la corde)

Soient G, C R? une suite de courbes strictement convezes et C! qui converge vers
une courbe G, strictement conveze et C'. Soient a,, b, € G, deuz suites de points qui
convergent vers un méme point as = by @ lintérieur de la courbe Gy .

On choisit une suite de points y, € b qui converge vers un point Yo, 7# b €t une
suite de droites A,, contenant b, qui converge vers une droite Ay, # b%,. Ceci permet de
construire, au moins pour n grand, des points

Tp = ApN <ap,Yn> et ¢ =GN <ap, yn> —{a,} -
Alors, siy!,, Al est un autre choiz donnant des points x|, et c,, (voir figure 10.A), on a

i 103 Yns n3 Cu) _

N0 [T : yns Ans €]

1.

Figure 10: A. ax = boo = Coo # Yoo B. Qoo # boo = Coo = doo
Dégénérescence des quadruplets harmoniques vers une configuration

“quasisymétrie de la corde” en A et “intersection des tangentes” en B.

Remarque Si on prend le point y, a l'infini et la droite A, verticale, on obtient la
configuration “quasisymétrie de la corde” et le birapport correspondant vaut ==

n4n

Démonstration On peut supposer que la droite b, est I’axe horizontal Oz, que la droite
A,, est 'axe vertical Oy, que G, est le graphe d’une fonction F,, strictement convexe
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de classe C! et que la suite F, converge en norme C! vers une fonction F,, strictement
convexe de classe C'. On a donc b, = O et on note par une majuscule 4,, C,, ... les
projections verticales sur Ox des points a,, c,, ...

On peut supposer C,, entre O et C!. Par convexité, on a la minoration

0C, S Cncn

oc: — Cre
Comme les suites Xz, X/ z! C,c,, Clcl et Aya, sont équivalentes et sont infiniment
petites devant les suites A,0, OC, et OC! on a les égalités

. an-rn . Incn . X’HCTL . OC’IZ
lim I=1et lim — = lim ——= = lim ,=1.
n—oo q, 1! n—oo ! ch n—00 XnCn n—00 OCn
On a aussi les égalités
!
. apy . any
lim = =1 et lim ,n,"=1.
n— o0 Cnyn n—o0 Cny'n
Notre assertion s’en déduit. O

Le deuxieme lemme technique étudie la dégénérescence des quadruplets harmoniques
vers la configuration “intersection des tangentes”.

Lemme 5.13 (Quadruplets harmoniques et intersection des tangentes)

Soient G, C R? une suite de courbes strictement convezes et C' qui converge vers
une courbe G, strictement conveze et Ct. Soient b,,d, € G, deuzr suites de points qui
convergent vers un méme point by, = ds a lintérieur de la courbe Go,. On note y, :=
by Nd;.

On choisit une suite de droites A, contenant y, qui converge vers une droite Ay, # bl
et une suite de points a, dans A, qui converge vers un point s 7 bs. Ceci permet de
construire, au moins pour n grand, des points

T = [bn, dn] VA, et ¢ = Gn N [Tn, Yn] -
Alors, si Al | al est un autre choiz donnant des points z), et c,, (voir figure 10.B), on a

n’
=00 [T Y G Cn]
Remarque Si on choisit le point a, a l'infini et la droite A, verticale, on obtient la

configuration “intersection des tangentes” et le birapport correspondant vaut %

nYyn

Démonstration On peut supposer que a, et a,, sont a l'infini, que la droite ¢}, est I’axe
horizontal Oz et que la droite A,, est I’axe vertical Oy. Les droites <z, z!, > et <c¢,,c,, >
convergent vers I’axe Oz et se coupent en un point z, tel que les suites z,z!, et c,cl, sont
infiniment petites devant les suites x,z, et ¢,z,. On en déduit que les suites

TnCn CnYn
! nl /
xhch ch Yn
convergent vers une méme limite. Notre assertion s’en déduit. O
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5.5 Invariance Projective

La derniére caractérisation géométrique du graphe des fonctions quasi-
symétriquement convexes (proposition 5.14) est la plus importante car elle
permet de montrer I'invariance projective de ces graphes.

Proposition 5.14 Une fonction C' strictement conveze F :]0,1[— R est quasisymétri-
quement conveze sur tout compact de |0,1[ si et seulement si, pour tout compact V du
graphe Gr, on a Ay < oo.

Remarques - Il n’est pas possible d’obtenir un controle uniforme comme dans le lemme
5.6.b avec Ap a la place de Lp. En voici un exemple. Les fonctions F, : [-1,1] - R
données par F,(z) = v/a? 4+ n~2 vérifient Ap, = 1 car leurs graphes sont des quadriques
(exemple de la section 3.1). D’autre part, la suite F,, converge uniformément vers la
fonction z — |z| qui n’est pas de classe C'. Notons H, des constantes telles que F;, est
H,,-quasimétriquement convexe sur [—%,% . Par le lemme 5.3 et le corollaire 4.10, on a
donc nh_)rgo H, = <.

Néanmoins, on a la proposition suivante qui remplace en partie cette absence de controle
uniforme.

Proposition 5.15 (Borne sur les birapports) Soient U :=]0,1[, £ un compact de
CYHU,R) formé de fonctions strictement convezes. Alors, on a l’équivalence:
VK compact de U, 3H > 1 /| VF € &, F|k est H-quasisymétriquement convexe
<= VK compact de U, on a sufg) Ap|, < oo.

Fe
Remarques - La constante Ap|, est introduite dans la définition 5.11.
- Nous généraliserons cet énoncé a tout ouvert convexe U de R dans le §7.6.
- L’hypothese de stricte convexité est indispensable pour I'implication réciproque. En
voici un exemple qui est une simple modification des exemples de la remarque précédente:
prendre pour & la suite F), : [-1,1] = R;z — %\/3:2 + n~2 avec sa limite F, = 0.

L’implication directe résulte du lemme suivant.

Lemme 5.16 Pour tout H > 1, il existe A > 1 tel que, pour toute fonction C' conveze
F :[0,1] — R non affine et a dérivée H-quasisymétrique, on a Ap < A

Démonstration Supposons par ’absurde qu’il existe une suite F;, de fonctions convexes
a dérivée H-quasisymétrique et une suite (an, by, ¢y, d,) € H(Gr,) telle que

lim ¢p (an, by, cnydy,) = 0ouocco. (13)

n—00

On peut supposer, grace a la remarque de la définition 3.1, que les abscisses A,, By,
C, et D, de ces quatre points sont rangés par ordre croissant: A, < B, < C, < D,,. Par
invariance affine et par compacité (corollaire 4.10), on peut supposer que

A,=0,D,=1, F,(0)=F.(0)=0 et F/(1)=1,
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que la suite F, converge dans C'([0,1],R) vers une fonction F' qui est H-quasisymé-
triquement convexe et non affine, et que les suites a,, b,, ¢, et d,, convergent vers des
points limites Gy, b, Coo €t doo. On est alors dans I'un des trois cas suivants. Pour
chacun de ces cas, on va montrer que la suite g, (an, by, s, d,,) reste dans un compact de
10, o[, ce qui fournira une contradiction avec (13).

18T cas : Les quatre points oo, boo, Coo, Ao SONE distincts.
Le quadruplet (oo, boo,s Coo, doo) €St harmonique sur Gg_ et la suite g, (ay, by, ¢y, dy,) con-
verge vers Yr._ (Goos boo, Cooy doo) Contradiction.

gtme (g . Ooo = boo = Coo F oo
Considérons alors le point b, ou la tangente a Gp, est parallele a la corde [a,,c,] et le
point z], de cette corde ayant méme abscisse que b),. Le lemme 5.6.a prouve alors que la
suite 2272 est bornée. D’apres le lemme 5.12, la suite ¢, (an, by, cn, dy,) est aussi bornée.
Contradiction.

3€ME a5 : by = Cop = doo F# Goo.
Considérons alors le point y, = b} N d} et les points ¢, sur Gg, et z] sur [b,,d,] ayant

méme abscisse que y,. Le lemme 5.10 prouve alors que la suite Z";}’ est bornée. D’apres
le lemme 5.13, la suite ¥g, (an, by, ¢, dy,) est aussi bornée. Contradiction. O

Démonstration de la proposition 5.14 1l reste & montrer I'implication réciproque.
La démonstration ci-dessous s’adaptera sans changement & un ouvert convexe U de RY.
<= Supposons par ’absurde que, pour un compact K, la constante H n’existe pas, mais

que I’'on a sup A, < oo pour un voisinage compact K’ de K. D’apreés les lemmes 5.3.b
Fe€
et 5.6.b, on peut trouver une suite convergente F;, dans £ et des points alignés A,,, B,,

C, dans K tels que, en notant a,, b,, ¢, les points sur le graphe Gg, au dessus de A,,
B,, C, et en notant z,, le point de la corde [a,, ¢,] au dessus de X,, := B,,, on a
lim 22 = oo (14)

n—oo anxn

On peut supposer que les suites a,, b,, ¢, convergent. Par stricte convexité de la fonction
limite F, ces trois suites convergent alors vers un méme point a,, = by = Co du graphe
limite gFoo .

On peut construire un quadruplet harmonique (ay, b,,c,,d,) sur G de sorte que la

suite de points d], converge vers un point d., # by. Le lemme 5.12 et I'égalité (14)
prouvent alors que

nlggo /d)Fn (an, bnaciwdln) = 0.
Ce qui contredit I'inégalité sup Ag, |, < oo. O
n>1
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Corollaire 5.17 (Invariance projective) Soit F : |to,t1]— R et G : |t}, t)[— R deuz
fonctions C strictement convezes. On suppose qu’il existe une transformation projective
® de P? qui envoie le graphe de F sur celui de G. Alors, F est quasisymétriquement
convexe sur tout compact si et seulement si G est quasisymétriquement convexe sur tout
compact.

Démonstration Cela résulte de la proposition 5.14 et de I'invariance par transformation
projective des quadruplets harmoniques et de leur birapport. O

6 Convexes hyperboliques du plan

Dans ce chapitre, nous appliquons les résultats des parties précédentes
pour démontrer le théoreme 1.4 lorsque m = 2, c¢’est-a-dire I’équivalence entre
I’hyperbolicité et la quasisymétrique convexité pour les ouverts convexes du
plan.

Pour pouvoir utiliser cette équivalence en dimension supérieure, nous en
démontrons une version qui relie la constante ¢ d’hyperbolicité et la constante
H de quasisymétrique convexité (proposition 6.6).

6.1 Ouverts quasisymétriquement convexes du plan

Commencons par définir une constante Hg qui mesure la quasisymétrique
convexité d’un ouvert convexe ).

Rappelons auparavant la définition 1.3.

Définition 6.1 Un ouvert proprement conveze 2 de P™ est dit quasisymétriquement
convexe si le bord 0S) est une réunion d’ouverts G;, qui coincident avec des graphes
d’applications F; : U; — R quasisymétriquement converes ou U; est un ouvert convexe
de R™ 1 dans un systéme de coordonnées projectives convenable.

Autrement dit, si e1, eg, ..., €mi1 est la base de R™" correspondante, on a dans cette
base, G; = {[z1,. -, Tm 1, Fi(1, .-, Tm 1), 1] / (X1, s 2Zm1) € U}

Remarque Un ouvert quasisymétriquement convexe est strictement convexe et a un bord
ChL

Le lemme suivant affirme que, dans la définition 1.3, le choix du recouvrement ouvert et
des systemes de coordonnées projectives importe peu. Les arguments dont nous disposons
pour le moment ne nous permettent de le montrer que pour m = 2. Le cas général sera
démontré au §8.1.

Lemme 6.2 (m=2) Soit Q2 un ouvert quasisymétriquement convezxe de P2, Alors, chaque
fois que, dans un systéme de coordonnées projectives, un ouvert de 02 est le graphe d’une
fonction convexe F, cette fonction F' est quasisymétriquement convere sur tout compact.
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Démonstration Cela résulte des corollaires 5.4 et 5.17. O

Comme 2 est proprement convexe, on peut choisir notre systeme de coordonnées pro-
jectives de sorte que 2 soit un ouvert convexe borné de R™. La définition suivante permet
alors de mesurer la quasisymétrique convexité de (2.

Pour chaque systéme de coordonnées affines (z1,...,Zy,-1,t) de R™, on peut écrire

Q={(z,t) eR™'xR /2 €U, F(z) <t<G(s) }

ol U est un ouvert convexe et ou F,G : U — R sont des fonctions telles que F' < G. Le
graphe G s’appelle alors le bord inférieur de 02 (voir figure 11). Pour 7 €]0, 1[, on note
U™ I'image de U par ’homothétie de rapport 7 centrée au centre de gravité de U.

Figure 11: Un ouvert H-quasisymétriquement convexe

Définition 6.3 Soit 7 €]0,1[ et H > 1. Un ouvert conveze borné Q) de R™ est dit (H,T)-
quasisymétriquement convexe si, pour tout systeme de coordonnées affines, la fonction F
ci-dessus restreinte a ouvert UT est H-quasisymétriqguement conveze.

Q est dit H-quasisymétriquement conveze si il est (H, %)—quasisymétm’quement conveze.
On note Hq := inf{H / Q est H-quasisymétriquement conveze} € [1, c0].

Remarques - Par convention, inf () = oco.
- Par construction, la constante Hg est un invariant affine de 2. Par contre, Hy n’est pas
un invariant projectif.

Par définition, un ouvert H-quasisymétriquement convexe est quasisymétriquement
convexe. Le lemme suivant est une réciproque pour m = 2 qui sera généralisée en di-
mension supérieure au §8.1.

Lemme 6.4 (m=2) Pour tout 7 €]0,1[ et tout ouvert quasisymétriquement conveze et
borné Q de R?, il existe H > 1 tel que Q est (H, T)-quasisymétriquement convere. En
particulier, on a Hg < oo.
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Démonstration On remarque tout d’abord que, par invariance affine, la meilleure con-
stante H de quasisymétrique convexité pour la restriction de la fonction F' a U™ ne dépend
que de la direction de ’axe vertical du systeme de coordonnées affines considéré. On peut
donc supposer que ce systéeme de coordonnées affines est le systéme orthonormé direct
image du repere standard par une rotation r et on note U,, F, et H, pour les U, F' et H
correspondants.

On doit montrer que cette fonction » — H, est bornée. Il suffit de montrer qu’elle est
localement bornée. On peut donc, par exemple, supposer r proche de ry = Id. Pour chaque
rotation r, on a une paramétrisation v, : * — r(z1e14- - A+Tm_1€m-1+F- (1, .. ., Trn—1)€m)
d’un ouvert de 0f2. Fixons un ouvert V = UTTOI de U,, avec 7 < 7' < 1. Pour r pres de ry,

i) la fonction dérivée F! est quasisymétriquement convexe sur V' (lemme 6.2),
To
ii) le changement de paramétrage v, := 7, o 7..' est Cl-proche de l'identité sur V et
g g Vr © Vro
iii) on a F! = p, o F! o1 ! ol p, est aussi C'-proche de I'identité (dans notre situation
T T0 T

olt m =2, on a py(t) = {72% ol « est I'angle de la rotation 7).

Il résulte alors du lemme 4.3 que H, est borné pour r proche de rg. O

Terminons cette section par une derniere interprétation de la notion de quasisymétrique
convexité pour les ouverts convexes du plan.

Pour cela, considérons un ouvert proprement convexe borné de R? dont le bord o5
est de classe C! et notons v : R — 99 une paramétrisation de ce bord par la longueur
d’arc. C’est une application périodique dont la période est la longueur L du bord. Notons
alors § : R — R la fonction argument, c’est-a-dire la fonction continue qui donne ’angle
6(o) du vecteur tangent 4'(o) avec une direction fixée. Cette fonction 6 est croissante et
vérifie, pout tout o, (o + L) = (o) + 27. Cette fonction argument est bien définie & une
constante pres et elle détermine 2 a une isométrie euclidienne pres.

Le lemme suivant décrit la quasisymétrique convexité de €2 a I'aide de 6.

Lemme 6.5 (m = 2) Soit Q un ouvert proprement conveze borné de R®. Alors Q est
quasisymétriqguement conveze si et seulement si le bord 0) est C! et la fonction argument
0 définie ci-dessus est quasisymétrique.

Démonstration C’est la méme que celle du lemme précédent. Les détails sont laissés au
lecteur car ce lemme ne sera pas utilisé plus loin. O

Remarque La meilleure constante H{, > 1 telle que la fonction 6 est H{,-quasisymétri-
quement convexe est un invariant euclidien de {2 mais n’est pas un invariant affine.

6.2 Hyperbolicité et quasisymétrique convexité

Lorsque m = 2, le théoreme 1.4 est une conséquence du lemme 6.4 et de la proposition
plus précise suivante que nous généraliserons au §8.2.
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Proposition 6.6 (m=2) Fizons 7 €]0,1[. On a
a) V6 >0, IH > 1, VQ ouvert conveze borné de R?,

(Q est 6-hyperbolique) = (U est (H, 7)-quasisymétriquement conveze).
b)VH > 1, 36 > 0, VQ ouvert conveze borné de R?,

(Q est (H, 7)-quasisymétriquement convere) = (2 est -hyperbolique).

Comme la condition -hyperbolique ne dépend pas du choix de 7 et est un invariant
projectif de 2, on en déduit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 6.7 (m =2) Fizons 7,7 €]0,1[. Alors VH > 1, 3H' > 1, VQ, ouverts
convezes bornés de R? qui sont projectivement équivalents, on a limplication:
(Q est (H, 7)-quasisymétriq® convexe) = (Q' est (H', 7')-quasisymétrig® conveze).

Remarques - Ce corollaire affirme que la constante Hq dépend peu du choix de la valeur
1

T=x.

-1l ;rouve aussi que, méme si cette constante Hg n’est pas un invariant projectif de €2,
elle permet d’en construire, par exemple H; o := inf Hyq (resp. Hygq := sup Hyg) ol g
décrit ’ensemble des transformations projectives de P? telles que g€ est un ouvert borné
de R?.

- La condition €, C R? est importante. En voici un exemple. Les convexes €,, de P?
délimités par les hyperboles ¢t = ++/s%2 + n=2 sont tous projectivement équivalents car ce
sont des ellipsoides. Néanmoins, on a déja vu au §5.5 qu’il n’existe pas de constante H
telle que toutes les fonctions F), : s — v/s%2 + n~2 soient toutes H-quasisymétriquement

convexes sur [—1,1].

Démonstration de la proposition 6.6 a) Supposons par 1’absurde que cette assertion
soit fausse. Par I'invariance affine, le théoreme de John, les lemmes 5.3 et 5.6, on peut
alors trouver une suite €,, d’ouverts convexes de R? tels que

(i) B(0,1) C ©, C B(0,m),

(ii) Q, est d-hyperbolique

et on peut trouver des points a,, b,, ¢, sur le bord inférieur G, de €2,

(iii) qui restent & distance minorée du bord de Gp,,

(iv) tels que ’hyperplan tangent b} est paralléle a la corde [ay,, ¢,| et tels que
xncn

(v) lim =00
n—00 a'nxn

D’aprés (i), on peut supposer que la suite {2, converge vers un ouvert convexe ),
coincé entre les boules de rayon 1 et m, et que les suites a,, b, et ¢, convergent vers
des points e, boo €t Coo de 0. D’apres (ii) et la proposition 2.10, le convexe 2, est
d-hyperbolique, et donc strictement convexe & bord C!.

Considérons alors un quadruplet harmonique (ay, by, ¢, d.,) sur 0%, tel que le point
d! est le point du bord supérieur de €2, au dessus de b,. Grace a (iii) et (iv), on peut

appliquer le lemme 5.12. Le point (v) prouve alors que

nh—>I£lo waﬂn (a’na bna c;u d{n,) = oo .
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Ce qui contredit la proposition 3.2.

b) On procede de fagon treés similaire. Supposons par I’absurde que cette assertion soit
fausse. Par I'invariance affine, le théoreme de John et la proposition 3.2, on peut alors
trouver une suite €2,, d’ouverts convexes de R™ tels que

(i) B(0,1) C ©, C B(0,m),

(ii) ©Q, est (H,T)-quasisymétriquement convexe

et on peut trouver des quadruplets harmoniques (ay, by, ¢,, d,,) sur 09, tels que
(iii) nh_)rrolo Yaq, (@n, by, Cnydy) = 00 .

D’aprés (i), on peut supposer que la suite €2, converge vers un ouvert convexe )y,
coincé entre les boules de rayon 1 et m, et que les suites a,, b,, ¢, et d, convergent vers
des points teo, boo, Coo €6 dog de 02,. D’apres (ii) et le corollaire 4.10, le convexe €, est
aussi (H, T)-quasisymétriquement convexe. Il est donc strictement convexe & bord C!. La
convergence de 9%, vers 00 est donc une convergence C!.

Choisissons un systeme de coordonnées affines tel que le bord inférieur de €2, soit le
graphe d’une application continue F, : Uy, — R de sorte que le point b, soit I'image du
centre de gravité de U,,. C’est possible. Dans ce systéeme de coordonnées affines, le bord
inférieur de 2, est le graphe d’une application continue F,, : U, — R. Quitte a réduire
légerement 7, pour n grand, toutes ces applications F}, sont H-quasisymétriquement con-
vexes sur UZ. Comme les fonctions F;, et Fi,, sont strictement convexes, on est dans le
cadre de la proposition 5.15 avec pour compact £ la restriction de ces fonctions F;, et Fi
a Ul. Autrement dit, si les quatre points Goo, boo, Coo, doo étaient sur le graphe de Fio|yz
la suite g, (an, by, ¢y, dy,) serait bornée, ce qui fournirait la contradiction cherchée.

On se ramene a cette situation par un raisonnement tres proche de la démonstration
du lemme 5.16. On est dans I'un des quatre cas suivants.

1T cas : Les quatre points oo, boo, Coo, doo SONE distincts.

Le quadruplet (Goo, boo, Coos doo) €st harmonique sur 0Q4, et la suite Vg, (an, by, Cn,dy)
converge vers ¥aq_ (Goo, boo; Coos o). Contradiction.

2€Me (ag . o —h = co # doo (0U Cop = oy = Goo 7 boo)-

Pour n grand, les trois points a,, by, ¢, sont sur le graphe de la restriction de F,, a UZ.
Construisons alors une suite de quadruplets harmoniques (ay, by, c},, d},) sur Gg, ., tels
que la suite d], converge vers un point d., # by de U (voir figure 12.A). D’apo;és la
proposition 5.15, la suite g (an, by, cl,, d]) est bornée. Le lemme 5.12 prouve alors que

ny ~nir “n

la suite a0, (Gn, by, ¢y, dy,) est bornée. Contradiction.
geme ;g . boo = Coo = oo # oo (0U dop = G = boo F Coo)-

Pour n grand, les trois points b, ¢,, d,, sont sur le graphe de la restriction de F,, a UZ.

Construisons alors une suite de quadruplets harmoniques (ay,, by, c;,, dyn) sur Gg, ., tels

que la suite a], converge vers un point al, # by de UL (voir figure 12.B). D’apo;és la

proposition 5.15, la suite g, (al, by, ch,, dy,) est bornée. Le lemme 5.13 prouve alors que
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Figure 12: A. as = boo = Coo # doo B. Goo # boo = Coo = doo
Un ouvert quasisymétriquement convexe est hyperbolique.

la suite 950, (an, by, Cn, dy,) est bornée. Contradiction.
48Me cos o — b —c =d,..

Pour n grand, les quatre points a,, b,, c,, d, sont sur le graphe de la restriction de F, a

UZ. D’apres la proposition 5.15, la suite ¥gq, (an, by, Cn, d,,) est bornée. Contradiction.O

7 Fonctions quasisymétriquement convexes

Nous généralisons dans ce chapitre les résultats du chapitre 5 en toute
dimension. Le but principal en est la démonstration de la proposition 1.9,
c’est-a-dire une caractérisation des fonctions quasisymétriquement convexes a
’aide des birapports des quadruplets harmoniques de leur graphe (proposition
7.14). Nous en déduisons I'invariance projective de ces graphes (corollaire 7.16)

. ce qui donnera un sens a la définition 1.3.

Nous donnons tout d’abord dans la section 7.1 quelques propriétés des
fonctions quasisymétriquement convexes ainsi que quelques exemples.

Nous vérifions que les fonctions analytiques strictement convexes sont lo-
calement quasisymétriquement convexes (proposition 7.3).

Nous montrons ensuite les propriétés de régularité Holder et de compacité
des fonctions quasisymétriquement convexes (lemme 7.8 et corollaire 7.9).

Par rapport a la dimension 1, la difficulté nouvelle pour démontrer cette
caractérisation est que le 2-plan affine contenant le quadruplet harmonique
n’est pas forcément vertical. Il pourrait méme étre tres proche d’un 2-plan
tangent au graphe et donc couper le graphe en une toute petite courbe fermée.
Pour surmonter cette difficulté, nous montrons un théoreme des fonctions
implicites pour les fonctions quasisymétriquement convexes (proposition 7.10
et corollaire 7.12) qui nous permet de controler la constante d’hyperbolicité
du convexe délimité par cette petite courbe.
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7.1 Définition et exemples

Soit H > 1 et U un ouvert convexe de RY. D’apres la définition 5.1, une fonction C*
convexe F': U — R est H-quasisymétriquement convexe si et seulement si la restriction
F, := F o~ de F a tout chemin affine ¢t — 7(t) = zy + thy est H-quasisymétriquement
convexe. Cette remarque permet d’étendre facilement a la dimension /N certains énoncés
que nous avons décrits en dimension 1. En voici deux exemples.

Nous dirons qu’une fonction convexe F': U — R est a dérivées H-quasisymétriques si,
pour tout x — h, x + h dans U, on a

F'(z+h).h— F'(z).h < H(F'(z).h— F'(z — h).h)

Ce qui signifie exactement que toutes les restrictions F., sont des fonctions a dérivées
H-quasisymétriques.

Lemme 7.1 Soit U un ouvert conveze de RY. Une fonction C* convere F : U — R est
quasisymétriquement convexe sur toul compact si et seulement st la restriction de F' a
tout compact de U est a dérivées quasisymétriques.

Démonstration Cela résulte du lemme 5.3. O

Lemme 7.2 Soit U un ouvert conveze de RY. Une fonction C* conveze F : U — R
est quasisymétriguement convere sur tout compact si et seulement si F' est localement
quasisymétriquement convere.

Démonstration Cela résulte du lemme précédent et du lemme 4.2. O
Voici quelques exemples de fonctions quasisymétriquement convexes.

x Exemple 1 Une fonction F € C?(U, R) & Hessien défini positif est quasisymétriquement,
convexe sur tout compact. Cela résulte de 'exemple 1 de 4.1.

* Exemple 2 Soient F; : U; — R, ¢ = 1,2, deux fonctions H-quasisymétriquement
convexes. Alors la fonction F : U; x Uy — R; (x1,22) — Fi(x1) + Fa(x2) est aussi H-
quasisymétriquement convexe. En effet, on a Dy, 5,)F(h1, he) = Dy, Fi(h1) + Dy, Fa(hs) -

x Exemple 3 Soient 1 < a < (. La fonction F' : R* — R; (z,y) — |z]® + |y|® est
quasisymétriquement convexe. Cela résulte de I'exemple précédent et de ’exemple 3 de
4.1. Remarquons que dans cette exemple la différentielle F’ : R? — R? n’est pas une
application quasiconforme au voisinage de 0.

7.2 Fonctions analytiques convexes

Voici un autre exemple de fonctions quasisymétriquement convexes.
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Proposition 7.3 Soient U un ouvert conveze de RY et F : U — R une fonction analy-
tique strictement convexe. Alors F' est quasisymétriquement convexe sur tout compact.

Nous utiliserons le lemme suivant.

Lemme 7.4 Soient V un ouvert de RN et ® : Vx] —1,1[— R, (z,t) — ®(x,t) une
fonction analytique telle que, pour tout x dans V', la fonction t — ®(x,t) est strictement
conveze et vérifie ®(z,0) = 0,®(z,0) = 0. Alors pour tout compact K de Vx]—1,1[, on a
P(x,t
sup _o(@,t) < 00 . (15)
{@rex / t20) —0r®(z, —t)

Remarques a) En intégrant, on en déduit

D(x,t
sup 2zt) < 00 . (16)
{(@pek | 20}y P(z, —t)
. D(z,1) ) e .
b) Pour tout z dans V, on a lim———- = 1 . Mais cette limite n’est pas toujours
=0 (I)(:E, _t)
uniforme en x, comme le prouve I’exemple suivant avec V =R :
)
®(z,t) = z°t* + xt® + t* pour lequel on a lim ﬂ =3.
£—0 CI)(g, —g)
c¢) Il peut arriver que 'on ait
07 ®(z, t)
sup - =00,
{(w ek /| t20) O P(z, —1)
comme le prouve I’exemple suivant avec V =R :
4 3 2 242 . 0;®(e,¢)
O(z,t) = t* + 4xt’ + 6(2* + 1)2*¢* pour lequel on a lim

=0 0f0 (e, ~)

Démonstration de la proposition 7.3
Soient K un compact de U et p la distance de K a U°. Appliquons 'inégalité (16) du
lemme 7.4 a la fonction

@ : ((x,hg),t) — Dy(thy) = F(x + thy) — F(x) — tF'(z).ho

ot z décrit un voisinage de K et hg les vecteurs de R de norme £. 1l existe donc une
constante H > 1 telle que, pour tout z dans K et h dans R" avec ||A|| < 2, on a

Par le lemme 7.2, F' est alors quasisymétriquement convexe sur tout compact. O

Pour démontrer le lemme 7.4, nous utiliserons le résultat suivant sur les ensembles
semianalytiques. Rappelons qu’une partie de R est dite semianalytique si, dans un
voisinage U, de tout point z de RY, c’est une union finie de parties définies par des
familles finies d’inégalités F' > 0 ou F' > 0 avec F' analytique sur U,.
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Fait 7.5 Soient E C RN une partie semianalytique compacte. On suppose que la fonc-
tion t — y(t) :=sup{y € R / Iz € RY | (z,y,t) € E} est bien définie et est finie sur un
intervalle |0, e[ avec € > 0.

Alors on peut trouver eg > 0 et une série de Puiseuz z(t) = Y 4t* convergente sur
a>oo

10, 0] telle que, pour tout t dans |0,e¢[, on a (x(t),y(t),t) € E.

Remarques - Une série de Puiseux z(t) est une série de Laurent en la variable t7 pour
un entier p > 1.

- La fonction y(t) admet aussi un développement de Puiseux. Le fait 7.5 affirme donc que
la borne supérieure définissant y(t) est atteinte sur une courbe semianalytique.

Démonstration du fait 7.5 C’est classique. Une bonne référence est [5]. D’apres
le théoréeme 6.1 de [5], le compact F := {(y,t) € R* / 3z € RY / (a,y,t) € E }
est semianalytique. Donc la courbe C := {(y(¢),t) / t €]0,e[ } puis ’ensemble E' :=
{(z,y,t) € E / (y,t) € C} sont semianalytiques. L’existence de la série de Puiseux z(t)
résulte alors des lemmes 3.6 et 6.3 de [5]. O

Démonstration du lemme 7.4 Pour ramener notre étude a celle d’'une fonction bornée,
introduisons la fonction définie pour ¢ # 0 par

B 0 (z, 1)
0wt = 55w - 000 -1 -

Si le lemme 7.4 n’est pas vrai, quitte a changer ¢ en —¢, on peut trouver une boule fermée
B(z,7) incluse dans V telle que la fonction

y(t) := sup{O(x,t) / x € B(xg,r)} vérifie sup y(t)=1. (17)
t€[0,3]

L’idée principale de la démonstration consiste a se ramener a un probléeme en dimension
1 a aide du fait 7.5. Plus précisément, appliquons ce fait 7.5 au compact semianalytique

E :={(z,y,t) € B(zo,7) x [0,1] x [0, %] / (1 —y)0®(z,t) = —yo,y®(z,—t) } .

I existe donc une série de Puiseux z(t) = Y z,t* convergente sur ]0, £o[ telle que, pour
a>op
tout ¢ dans ]0, [, on a

y(t) = ©(z(1),1) (18)

Cherchons maintenant des équivalents du numérateur et du dénominateur de y(¢) qui
contrediront 1’égalité (17). Comme z(t) reste dans un compact K, on peut supposer
op > 0. La fonction

U(s,t) == ®(z(s),1)
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admet un développement en série au voisinage de 0,
\I’(S,t) = Z b”SZt‘?
(i)l
oun I ={(,j5) /i€ %N,j € Net bj; # 0 } . En outre, comme ¥(s,0) = 9,¥(s,0) =0,
pour tout (4,j) dans I, on a j > 2. Notons
m:=min{i+;/(i,j) € I} , Ln:={(i,j) € I/i+j=m} et Uy(s,t):= > bys't!.
(i,3)€Im

On veut montrer que les numérateurs et dénominateurs de y(t) sont a une constante pres
équivalents a t™. Pour cela, montrons 1’assertion suivante :

V(s,t9) € ]0,00[x(R—{0}) ona t,0,¥,,(s,to) >0. (19)
En effet, d’une part, on a la minoration, pour (s,t) € |0, co[xR,

OV, (5,1) = lime ™ 202V (es,et) > 0 .
e—0
D’autre part, comme les coefficients b;; sont non nuls, le polynéme ¢ — 02¥,,(s,t) n’est
pas identiquement nul, et en intégrant I’inégalité 02W,,(s,t) > 0 sur I'intervalle [0, #o], on
obtient I'inégalité (19) cherchée.
On déduit alors de (18) et (19) que 'on a

. - 0, (1,1)
i v() = 59 a1 - 8,9.,0. D)

Ce qui contredit (17). O

<1.

Il est probable que la réponse a la question suivante est positive.
Soit n > 2, U un ouvert conveze de RY et F € C*(U,R) une fonction n-conveze. Alors
F est-elle quasisymétriquement convezre sur tout compact?

7.3 Rappels sur la régularité Holder

Nous rappelons dans cette section ’inégalité de Nikolskii dont nous aurons
besoin dans la section suivante. Cette inégalité (lemme 7.7) affirme qu’une
fonction F' : U — R est a-Holder sur tout compact des que sa restriction a
chaque segment est a-Holder avec un controle uniforme sur la norme Holder
de ses restrictions. Une bonne référence pour plus de détail sur cette section
est [12].

Commengons par un lemme en dimension 1. Soit v € |0, 1[. Pour f dans C°([a, b], R),
on note

h _
1l = max([|flle, sup LEFM I @)

W)
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h) - —h
VAL = max( [|fll , sup FEER Z27(@) + fz = h)

Al ).

. 1 X
Lemme 7.6 (voir [12]) On a §||f||’ < |Iflly < CllfI, ot Cr = max(1, 5057 + 5)-
Remarque Pour f:t+— 2t — (b+a),on a|[f]l, = (b—a)' et | f]l,=b—a.

Démonstration La premiere inégalité est évidente. Pour montrer la deuxiéme, posons
g(h) = f(z+h)—f(z). On veut majorer le quotient |g(h)|/|h|?. Sans perdre de généralité,
on peut supposer que h > 0, z < %t et || ]I, = 1. Introduisons I'entier n := [log, boal_1
de sorte que 'on ait g;—z € ]i, %] On a alors, pour tout j =0,...,n—1,

9(2771h) — 2g(2h)| < (2h)7.

En sommant ces inégalités avec un facteur 2"~7=1, on obtient

) nhYy n
g(2h) 2y < 2w Y a0 ER o 2
0<j<n—1 20—-2v1) " 1-9
s ()| _ |g(2"h)] =
D’ < 1- < (. d
ou WA= 2 lhp +(1-7)" <G

Nous pouvons maintenant démontrer I'inégalité de Nikolskii. Soient o € |1,2[, U un
ouvert convexe de R, F' € CH({U,R") et V C U. On pose ||F ||y := supy |F,

[F'(z + h) — F'(2)]]

Fllve = max( [|[F|lyve, su et

|| |V, (“ ”V, w,w—l—i?EV ||h||7_1 )
F'(x +h).h— F'(x).h

1Flly = max([|Fllye, sup @ M:-h = @bl

z,+h€eV ||h||’)’
Lemme 7.7 (voir [12]) Soit K un compact de U et p la distance de K a U°. On a
1Pl < [Fllka < Call Flly,e ot C2 = max(4p™,6(8 + (2 — ) ™).

Démonstration La premiere inégalité est évidente. Pour montrer la deuxieme, on peut
supposer K convexe et ||F||;;, = 1. Soient z,7 + h dans K et k dans R"Y avec ||h| < &
et ||k|| = ||h||- Ecrivons l'inégalité suivante avec y =x — h, x et x + h

[F(y+ k) — F(y) — F'(y)-k| < [|K]|*
Ecrivons aussi 'inégalité suivante avec z = x et x + k
|F(z+h) —2F(2) + F(z — h)| < ||h||* -
En ajoutant ces inégalités, on obtient
(F'(z + h) — 2F"(z) + F'(z — h)).k[ < 2/[A]|* + 4[| k[|* = 6[| 2]~ &]| -

On en déduit, en apliquant le lemme 7.6 aux fonctions f : [-1,2] = R;t — F'(z + th).k
la majoration

|F'(x +h) = F'(z)]| <68+ (2—a) IAI* .
Lorsque ||h]| > £, on a la majoration évidente |F'(z + h) — F'(z)|| < 4p'~*[p||*™" . O
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7.4 Compacité des fonctions quasisymétriquement convexes

Montrons maintenant la régularité Holder et les propriétés de compacité
des fonctions quasisymétriquement convexes.

Lemme 7.8 (Régularité Holder et 3-convexité) Soient U un ouvert conveze de RY
F :U — R une fonction H-quasisymétriquement convere. Posons

a=1+log,(1+ (4H(H+1))™') €]1,2[ et 8 =1+1log,(1 +4H(H + 1)) € ]2,00]. Alors,
a) F est a-Hélder sur tout compact K de U et on a la majoration ||F||ka < HiollF||le
avec Hyg = (mligifp))2 ou p est la distance de K a U°.

b) F est 3-conveze sur tout compact.

Munissons C'(U,R) de la topologie de la convergence C' sur tout compact.

Corollaire 7.9 (Compacité) Soient U un ouvert conveze de RY et H > 1. L’ensemble
Py(U):={F:U — R/ F est H-quasisymétriquement conveze et ||F|» < 1}
est compact dans C'(U,R).

Démonstration du corollaire 7.9 En effet, il est fermé et I’ensemble des dérivées est
équicontinu par le lemme 7.8. Notre assertion résulte alors du théoreme d’Ascoli. O

Remarque Une autre démonstration du corollaire 7.9 consiste a vérifier a l'aide du
corollaire 4.10 que Py (U) est fermé dans C°(U, R). Puis d’utiliser le fait 5.9.

Démonstration du lemme 7.8 a) On peut supposer que ||F|| = 1. Notons K’

le (£)-voisinage de K. Pour tout z dans K’ et h dans RY avec ||h| < £, la fonction
®:[-1,1] - R;t — F(z + th) est H-quasisymétriquement convexe. Par la remarque du

lemme 5.3, la dérivée de ® est 4H (H + 1)-quasisymétrique sur l'intervalle [—%, %] et donc,
par les lemmes 4.8 et 4.9.a, on a
4772
1l < 02 17 < 1T
“T p
L’inégalité de Nikolskii 7.7 donne alors || F|| ko < Hio-
b) Cela résulte du lemme 4.9.b. O

7.5 Fonctions convexes implicites

Nous montrons dans cette section qu’une fonction convexe définie implicite-
ment par une équation localement quasisymétriquement convexe est aussi lo-
calement quasisymétriquement convexe.

Proposition 7.10 (Fonctions convexes implicites) Soient U un ouvert conveze de
RY, F : U — R une fonction quasisymétriquement convexe sur tout compact, V une
partie conveze de RV™! et ¢ : V — R une fonction conveze telle que,

VeeV ona (z,0(z)) €U , F(z,p(x)) =0 et 0., F(z,p(x)) #0.

Alors ¢ est quasisymétriquement convere sur tout compact.
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Démonstration C’est une conséquence du lemme 7.11.b suivant qui est plus précis car
il donne un controle sur la constante de quasisymétrique convexité: avec les notations de
ce lemme, on se ramene au cas ou V' est compact, on prend pour K un voisinage compact
du graphe de ¢ sur lequel 0., ne s’annule pas et on choisit N, assez grand pour que la
condition (7ii") soit satisfaite. O

Lemme 7.11 Soient H > 1, U un ouvert conveze de RY, F : U — R une fonction
H-quasisymétriquement convere et K un compact de U tel que
(i) Oxy F' ne s’annule pas sur K. On note M = supyg |0, F| et m :=infg |0, F| .
Soient V' un compact conveze de RV ™! et ¢ : V — R une fonction conveze telle que,
(i) Ve €V, ona (z,p(z)) € K et F(z,p(z))=0.
a) On suppose que,
(i13) Ve, x + h €V ,ona (z+h,¢(z)+ ¢'(x).h) € K.
Alors ¢ est Hyiq-quasisymétriquement conveze avec Hyy 1= %
b) Soit Ny > 1. On suppose que,
(itd') Ve, e +h eV ,ona (z+ N%,(p(sﬁ) + go’(x)Nio) eK.

Alors ¢ est Hio-quasisymétriquement conveze avec Hyy := (HLH)4+41og; No

m

Démonstration Pour z, z + h dans V, notons D,(h) = (m + h) — ¢(z) — ¢'(x).h et
dy(h) == F(x + h,p(x) + ¢'(x).h). L'égalité F(x + h,p(x + h)) = 0 et le théoreme des

accroissements finis prouvent que
dy(h) = =Dy (h) 0y, F(2) .

ol z est un point sur le segment [(z + h, p(z) + ¢'(x).h), (x + h, p(z + h))]. D’apres (i)
et la convexité de V| ce segment est entierement inclus dans K. On a donc, par (i),

m D, (h) < dy(h) < M Dy (h) .

D’apres (ii), on a F(z,¢(z)) = 0 et F'(z,p(x)).(h,¢'(z).h) = 0. Comme F est H-
quasisymétriquement convexe, on en déduit la majoration

D’ou I'inégalité cherchée
Dy(h) < BE D, (=h).

b) Cela résulte du a) et du corollaire 5.4. O

Le corollaire suivant est une variante du lemme 7.11. La différence principale est un

controle de la constante de quasisymétrique convexité de ¢ qui ne dépend pas des dérivées
de F.
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Corollaire 7.12 (Tranches d’un graphe quasisymétriquement convexe)
Soient H > 1, 7 €]0,1] et py > 0, il existe une constante H' > 1 telle que :

Pour tout U un ouvert conveze de RN, F : U — R une fonction H -quasisymétriquement
conveze et strictement convere, P = v + Ri + Rj un 2-plan affine de RN, I = [a, b] un
intervalle et ¢ : I — R une fonction conveze telle que la courbe T := {v+si+p(s)j /s €
I} est incluse dans le graphe Gp de F (voir figure 13.A). On note C la projection de T dans
RY, p la distance de C a U®, diam(C) le diamétre de C et on suppose que p > po diam(C).

Alors ¢ est H'-quasisymétriquement convexe sur l'intervalle I".

a+b

=2 et de longueur (b—a)7.

Rappelons que I est 'intervalle de centre

Démonstration L’idée est de ramener le cas général & un cas simple pour lequel on
pourra appliquer le lemme 7.11.a.

Remplacons tout d’abord R” par la projection de P dans R". Ceci permet de supposer
que N = 2 (si le plan P était vertical, on pourrait prendre H' = H). Le graphe Gr est
alors une surface convexe dans R3. On note (e1,e2,e3) la base canonique de R3. Par
invariance affine pour F' et pour ¢, on peut supposer que 'on a v =0, 7 =e; et 7 = es.
En particulier, la courbe C' est dans 'intersection du graphe Gr avex le plan horizontal
T3 = 0.

Montrons maintenant que si le corollaire est vrai avec T = 102 et py = 102, alors il est
vrai pour toutes les valeurs de T et pg. Pour cela, considérons les sous-intervalles .J' de I”
de longueur inférieure & 10~3(1—7)(b—a) min(py,1). On peut écrire J' = J7* ot .J est
un sous-intervalle de I. On peut aussi écrire J = J? ot ¢ = 107% min(po, 1) et ou J; est
encore un sous-intervalle de I. Notons alors C; := {(s,¢(s)) / s € J} et p; la distance
de C'; a U¢. Par convexité de ¢ on a les majorations

diam(C;) < 2o diam(Cy,) < 1072p diam(C) < 1072p; .

On peut donc appliquer notre corollaire a I'intervalle J. On trouve donc une constante
H' qui ne dépend que de H et telle que la restriction de ¢ a tous ces intervalles J' est
H'-quasisymétriquement convexe. On conclut alors & ’aide du corollaire 5.4.

On peut donc supposer que I’on a 7 = 102 et py = 10%. Notons E¢ I’ellipsoide de John
de I’enveloppe convexe de C'. Comme E¢ est inclus dans une boule euclidienne de rayon
diam(C) centrée en un point de C, on a Iinclusion 10°E¢ C U. Notre corollaire résulte
alors du lemme technique suivant. O

Lemme 7.13 Soient H > 1, I = [a, b] un intervalle, ¢ : I — R une fonction convezxe, C
la courbe plane C := {(s,p(s)) / s € I}, Ec Uellipsoide de John de ’enveloppe conveze de
C,U :=10%E¢ et F : U — R une fonction H-quasisymétriquement conveze et strictement
conveze telle que F(C) = 0. Alors ¢ est Hi3-quasisymétriquement convexe sur l'intervalle
1'% qvec Hyy = (4H)'.

Démonstration Par invariance affine, on peut supposer que 'ellipsoide F¢ est la boule
euclidienne Fc = B(0,1) et que 'on a F(0) = —1. Par le théoréme de John, on a
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I'inclusion C' C B(0,2). On en déduit les inégalités —2 < a < —1 , 1 < b < 2, puis
©(a) < V3, ¢(b) < V3 et enfin, comme le segment joignant les extrémité de C' ne traverse
pas la boule unité, ¢(a) > 0, ¢(b) > 0 (voir figure 13.B). Comme le milieu de I est dans

I
—z =< [
,/ _-"" - N ¢ | \
"l 4 N I \
! / \ \
;! , \ | \
|
—2' 1 —1) 0 l‘ n 2 |
¢ *+ *
'a \ b I
\ \ I
\ y C /
\ /
\ - -7 /
\ -7 /
\ /
N 7
N e
N 7
N .
S Phe
S~ -1
I
K
Figure 13:
A. Tranche d’un graphe B. La tranche est aussi
quasisymétriquement convexe quasisymétriquement convexe.

I'intervalle [—5, 2] il suffit de montrer que ¢ est Hi3-quasisymétriquement convexe sur
I'intervalle J := [—g, g] Pour cela, on va lui appliquer le lemme 7.11.a avec le compact

K:={(s,t)/ =2<s<Z et —10<t<p(s)}.
Vérifions tout d’abord que '’hypothese (7i7) du lemme 7.11.a est satisfaite. Cela résulte
simplement des inégalités, pour tout s dans J, p(s) > —2 et |¢'(s)| < 6.
Il reste maintenant & majorer le quotient 2% ot M := sup |6,F| et m := infx |0 F|.
Pour cela, étudions les fonctions Fj : [-10,1] — R;¢ — Fi(t) := F(s,t) avec s dans J.
Ce sont des fonctions convexes qui vérifient les propriétés suivantes

(o) Vt € [0,3] , Fi(t) <0 (par convexité de F' sur ’enveloppe convexe de C)
(B) =2 < Fy(0 ( )< —3 (par convexité de F' sur le segment [—2,2] x {0})
() t €[-2,—3], Fi(t;) =0 (c’est le réel t, = o(s))
(0) F! est 4H(H + 1)-quasisymétrique sur [—10, 1] (cf. lemme 5.3.b et sa remarque).

Nous allons déduire de ces quatres propriétés I’encadrement, pour tout (s,t) dans K,
L<—FI(t) <T(3H)™. (20)
La premiere inégalité résulte de () et (y). Montrons la deuxiéme. D’apreés («) et (f),
pour tout ¢ dans [—3,0], on a F(t) > —12. D’aprés («) et (7), on a donc, pour tout ¢ dans
[—3,0], |[Fi(t)| < 2. Le lemme 4.4 avec ¢ = 5 donne alors, pour tout ¢ dans [—10, 0], la
majoration |Fj(t)| < 2(2H +1)"* < 7(3H)".
On déduit de (20) la majoration cherchée 22 < 42 (3H)" H < His. O
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7.6 Invariance Projective

Nous pouvons maintenant généraliser en toute dimension les résultats de la
section 5.5. C’est-a-dire démontrer la proposition 1.9 et en déduire I'invariance
projective des graphes des fonctions localement quasisymétriquement con-
vexes.

La proposition 1.9 résulte de la proposition suivante pour un compact £ formé d’une
seule fonction. Cette proposition généralise la proposition 5.15 en toute dimension.

Proposition 7.14 (Borne sur les birapports) Soient U un ouvert conveze de RY,
E un compact de CY(U,R) formé de fonctions strictement convezes. Alors, on a I’équi-
valence:

VK compact de U, 3H > 1 tel que VF € &€, F|k est H-quasisymétriquement conveze

<= VK compact de U, on a sup Ap|, < 0o,
Fe&

Démonstration = Nous utiliserons les deux affirmations suivantes qui résultent du
corollaire 7.12 et de la proposition 6.6. Fixons 7 €]0, 1] et K un compact de U.

(a) Il eziste une constante H' < 1 telle que, pour tout F' dans &, tout 2-plan P de RN et
toute courbe plane T incluse dans PNGp|, qui s"identifie dans un systeme de coordonnées
affines de P au graphe d’une fonction convere ¢ : I — R, la restriction de ¢ a I est
H'-quasisymétriquement convexe.

(b) I existe une constante § > 0 telle que, pour tout F' dans £ et tout 2-plan P de RNFL
st Uintersection P N QF|K est le bord d’un ouvert convexe borné () de P, alors cet ouvert
conveze §2 est §-hyperbolique.

Supposons par 'absurde qu’il existe un compact K de U, une suite de fonctions F,, de
£ et une suite (an, by, cn, d,) de quadruplets harmoniques dans Gr, |, telle que

T;Ii_?go,l/}Fn(anabnacnadn) = 0. (21)

Apres extraction, notons Fi, la limite dans £ de F},, notons ey, boo, Coo €t doo les points
limites de a,, b,, ¢, et d, et notons P, le 2-plan affine limite des 2-plans affines P,
contenant a,, b,, ¢, et d,. On peut supposer que la projection sur R" de ces points
limites sont dans 'intérieur de K.

Par hypothese, Fi, est strictement convexe. Donc, si le 2-plan P, est tangent a Gp_,
pour n grand, la courbe P, N Gg,|, est le bord d’un ouvert convexe borné €2, de F,. Le
point (b) et la proposition 3.2 prouvent alors que la suite g, (an, by, ¢y, dy,) est bornée.
Contradiction.

On peut donc supposer que le 2-plan P, est transverse a G _. 1l existe alors un arc
de courbe T, dans Py, N Gr, |, qui s’identifie, dans un systéme de coordonnées affines
(Vooy foos Joo) du 2-plan P, au graphe d’une fonction strictement convexe ¢ : Ioo = R
et tel que le point b, est I'image du milieu de I,. Cet arc de courbe T, est limite d’ars
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de courbes T,, dans P, N Gg, qui s’identifient dans un systéme de coordonnées affines
(Un, in, jn) du 2-plan P, au graphe d’une fonction convexe ¢, : I, — R. Les suites vy,
Ins Jns In €t @, convergeant vers Vs, oo, Joo, loo €t Poo- Quitte a réduite T, on peut
s’arranger pour que ces arcs T, soient inclus dans G, |, et que tous les intervalles I, et
I, sont égaux a I :=]0,1[. Le point (a) et le lemme 5.6 prouvent que la restriction de ¢,
a IT a une dérivée H"-quasisymétrique, pour une constante H” > 1 indépendante de n.
La proposition 5.15 appliquée au compact £ formé des fonctions ¢, et ¢, prouve alors
que 'on a

onlrr < 0.

sup A
n>1

Autrement dit, si les quatre points a,, by, ¢,, d, étaient sur le graphe de ¢,|~ la suite
Vg, (Gn, by, Cn, dy) serait bornée, ce qui fournirait la contradiction cherchée.

On se ramene a cette situation par la méme méthode qu’en dimension 1 en distinguant
quatre cas.

18T cas : Les quatre points oo, boo, Coo, Ao SONL distincts.
Le quadruplet (Goo, boo, ooy doo) €St harmonique et la suite ¥y, (ay, by, ¢n, d,) converge vers
YE,, (Goos booy Cooy Ao ). Contradiction.

28Me cos g = by = coo 7 du (0U Cop = doo = Uoo 7 boo)-
Pour n grand, les trois points a,,, by, ¢, sont sur le graphe de ¢,|;-. On construit alors
une suite de quadruplets harmoniques (ay, by, ¢, d]) sur ce graphe tels que la suite d,
converge vers un point d._ # by (voir figure 12.A). Le lemme 5.12 prouve alors que la
suite ¥g, (an, by, Cy, dy) est bornée. Contradiction.

38Me cos . b = ey = do # G (0U doo = Qoo = boo F Coo)-
Pour n grand, les trois points by, ¢,, d, sont sur le graphe de ¢,|;-. On construit alors
une suite de quadruplets harmoniques (a, by, cl,, d,) sur ce graphe tels que la suite a/,
converge vers un point al # by, (voir figure 12.B). Les lemmes 5.13 prouve alors que la
suite ¥p, (an, by, ¢y, dy) est bornée. Contradiction.

48Me cag o = b = cop = du.
Pour n grand, les quatre points a,,, b,, c,, d, sont sur le graphe de la restriction de ¢,, a
I7 et la suite ¥g, (ap, by, Cn, dy,) est bornée. Contradiction.

Ceci termine la démonstration de I'implication =.

<= C’est exactement la méme démonstration qu’en dimension 1 (proposition 5.15). O
Corollaire 7.15 (Les tranches bornées sont hyperboliques) Soient U un ouvert
conveze de RN, F : U — R une fonction quasisymétriquement conveze et Q un ouvert

conveze borné d’un sous-espace affine P de RN dont le bord 0 est inclus dans le graphe
Gr. Alors ce converxe S est hyperbolique.
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Démonstration cela résulte du point (b) de la démonstration ci-dessus. On peut aussi
voir ce corollaire comme une conséquence des propositions 1.8 et 7.14. O

Le corollaire suivant généralise le corollaire 5.17 en toute dimension.

Corollaire 7.16 (Invariance projective) Soient U et U' deuz ouverts converes de
R™ F: U—>RetG: U — R deuz fonctions C' strictement convezes. On suppose
qu’il existe une transformation projective ® de P™ qui envoie le graphe de F sur celui de
G. Alors, F est quasisymétriquement convexe sur tout compact si et seulement si G est
quasisymétriquement convexe sur tout compact.

Démonstration Cela résulte de la proposition 1.9 et de I'invariance par transformation
projective des quadruplets harmoniques et de leur birapport. O

8 Convexes hyperboliques

Nous généralisons dans cette partie les résultats de la partie 6 en toute
dimension. Le but principal est la démonstration du théoréme 1.4 et du corol-
laire 1.5.

8.1 Ouverts quasisymétriquement convexes

Comme en dimension 2, on a le lemme suivant qui affirme que, dans la définition 1.3, le
choix du recouvrement ouvert et des systemes de coordonnées projectives importe peu.

Lemme 8.1 Soit Q un ouvert quasisymétriquement convexe de P™. Alors, chaque fois
que, dans un systéme de coordonnées projectives, un ouvert de OS2 est le graphe d’une
fonction conveze F', cette fonction F est quasisymétriquement convexe sur tout compact.

Démonstration Cela résulte du lemme 7.2 et du corollaire 7.16. O
Le lemme suivant généralise le lemme 6.4 en dimension supérieure.

Lemme 8.2 Pour tout T €]0,1] et tout ouvert quasisymétriquement convezxe et borné <
de R™, il existe H > 1 tel que 2 est (H, T)-quasisymétriquement conveze. En particulier,
on a Hq < o0.

Démonstration C’est la méme qu’en dimension 2 en remplacant le lemme 6.2 par le
lemme 8.1. O
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8.2 Hyperbolicité et quasisymétrique convexité

Le théoreme 1.4 est une conséquence de la proposition plus précise suivante qui généralise
la proposition 6.6.

Proposition 8.3 Fizons T €]0,1[ etm >2. On a
a) V6 >0, 3H > 1, YVQ ouvert conveze borné de R™,

(Q est 6-hyperbolique) => (U est (H, T)-quasisymétriquement conveze).
b)VH > 1, 36 > 0, VQ ouvert convezxe borné de R™,

(Q est (H, 1)-quasisymétriquement convere) = (2 est -hyperbolique).

Comme en dimension 2, on en déduit immédiatement le corollaire suivant.

Corollaire 8.4 Fizons 7,7 €]0,1[ et m > 2. Alors VH > 1, 3H' > 1, ¥Q, Q' ouverts
convezes bornés de R™ qui sont projectivement équivalents, on a ’implication:
(Q est (H, T)-quasisymétriq® conveze) = (Q' est (H', 1')-quasisymétrig® conveze).

Démonstration de la proposition 8.3 a) C’est la méme qu’en dimension 2.
b) C’est la méme qu’en dimension 2 en remplacant le corollaire 4.10 par le corollaire
7.9 et la proposition 5.15 par la proposition 7.14. O

Démonstration du corollaire 1.5 Cela résulte du théoréme 1.4 avec le lemme 7.8 pour
les points a) & b) et avec la proposition 7.3 pour le point ¢). On remarquera qu’un ouvert
proprement convexe de P™ a bord analytique réel est toujours strictement convexe. O
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