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Méthodologie de travail

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

e Lecture réguliere du polycopié. Afin de réussir sa formation au métier merveilleux de mathé-
maticien — métier qui exige une grande capacité de lire, en solitaire, des textes mathématiques
écrits —, chaque étudiant doit lire et étudier le polycopié. Le travail de lecture peut s’effectuer
occasionnellement, méme sur des courtes périodes d’une dizaine de minutes, a la maison, a la bi-
bliothéque ou dans les transports en commun. C’est en lisant qu’on devient vraiment intelligent,
car on absorbe les intelligences variées d’autres personnes sans rester confiné en soi-méme, voire
infiniment pire : confiné a I’abrutissement total du tripotage crétinisant de smartphone ! Tous les
mathématiciens professionnels sont de grands lecteurs et savent mettre a distance la technologie
ludique envahissante.

e Assiduité au cours. Il est vrai que lire des mathématiques peut s’avérer ardu, d’autant plus que
d’assez nombreux textes écrits sous-entendent beaucoup de choses et ne parviennent pas véritable-
ment a transmettre les intuitions fondamentales. Or c’est principalement le cours oral au tableau
qui permet de transmettre les idées informelles et les intuitions importantes. Aussi, lecture du po-
lycopié et présence au cours sont-elles deux activités complémentaires et indispensables pour une
préparation optimale au métier de mathématicien. De plus, on lit beaucoup plus facilement le po-
lycopié apres avoir écouté le professeur. De toute facon, une bonne prise de notes manuscrites
personnelles a plus de valeur que le polycopié.

e Prise de notes pendant les séances de cours. L’existence d’un polycopié ne dispense absolu-
ment pas de prendre des notes manuscrites completes et soignées, car ces notes, relatives au cours
intuitif, viendront compléter la lecture du polycopié écrit. Au tableau apparaitront de nombreuses
figures qui seront absentes du polycopié. Il faut donc étre trés respectueux des figures, qui sont de
la pensée intuitive tres élaborée.
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2. Nombres complexes et similitudes complexes 9

Fonctions holomorphes, Fonctions analytiques

Intégration le long de courbes

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction

Ce chapitre commence par un survol rapide des propriétés algébriques élémentaires des
nombres complexes, avant de présenter les concepts topologiques fondamentaux concer-
nant les sous-ensembles du plan complexe C = R

Ensuite, on définit précisément la notion-clé de fonction C-différentiable ou holo-
morphe, qui est I’analogue complexe de la notion de fonction réelle R-différentiable. On
caractérise alors 1’ holomorphie par les équations dites de Cauchy-Riemann, et on démontre
que les séries entieres convergentes :

oo
E an 2" (an €C)
n=0

en la variable complexe z = = + iy € C sont toujours C-différentiables, i.e. holomorphes.

Enfin, on définit la notion d’intégration d’une fonction le long d’une courbe
v:10,1] — C tracée dans le plan complexe C. En particulier, on démontre un premier
résultat important de la théorie d’aprés lequel, si une fonction f = f(z) holomorphe par
rapport a la variable z = z + iy admet une primitive, a savoir une fonction /' = F'(z) dont
la C-dérivée par rapport a z est exactement f, alors pour toute courbe fermée o C C,ona:

0= / £(2) dz.

Ainsi s’effectuera le tout premier pas vers la théorie magique de Cauchy, laquelle joue un
role absolument central dans la toute belle Analyse Complexe.
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2. Nombres complexes et similitudes complexes
Un nombre complexe prend la forme :
z=x+1y,
ou x et y sont deux nombres réels et ou ¢ est un nombre (abstrait) satisfaisant :
i =—1,
que les mathématiciens asiatiques préferent noter systématiquement :
V-1,

mais il s’agit d’un autre continent, ou I’on ne craint aucun caractere. Classiquement, on

note :
I’ensemble de ces nombres.

On appelle x la partie réelle de z et y la partie imaginaire de z :
x =Rez,
y=Imz.

Les nombres réels sont donc précisément les nombres complexes dont la partie imaginaire
est nulle, et les nombres purement imaginaires :

{i y:y € ]R},
ceux dont la partie réelle est nulle.

Grace a Argand et a Gauss, on peut visualiser les nombres complexes dans le plan
euclidien usuel R? en identifiant :

Csaz+iy +— (2,9) € R%
Par exemple, 0 € C correspond a I’origine (0,0) € R?, et le nombre 7 = =T correspond
au point (0,1) € R2.
Naturellement, 1’axe des x est appelé I’axe réel, tandis que 1’axe des y est appelé 1’axe
imaginaire.

axe imaginaire

Y Qrrerernrerenssserensses s oz=x+iy=(x,y)

H axe réfl
OI 1 x o

Les regles pour additionner et pour soustraire les nombres complexes sont naturelles : il
suffit de conserver en mémoire que i? = —1.
Par exemple, étant donné deux nombres complexes :
znn=x1+11 et Zo = Tg + 1Ys,

leur somme vaut :
Z1+ 29 = (ZL‘l + 1’2) +@(y1 + y2),
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et leur produit vaut :
2129 = (1 +iy1) (T2 + i y2)
= 1@y + i1y + iy o + 1 Y1y
= (2122 — y1y2) + @ (2192 + Y122).

Si I’on prend ces deux expressions pour définitions de 1’addition et de la multiplication,
il est facile de vérifier les trois propriétés suivantes.

e Commutativité : 21 + 2o = 25 + 21 €t 2129 = 2927 pour tous 21, 29 € C.

e Associativité : (21 +22) + 23 = 21+ (22 + 23) et (z122)23 = 21(2223) pour tous 21, 25, 23 €
C.

e Distributivité : 21 (2o + 23) = 2129 + 2123 pour tous z1, 2o, 23 € C.

A

21+ 29
22

22 T2

21

Géométriquement, 1’addition des nombres complexes correspond a 1’addition des vec-
teurs dans le plan R?. La multiplication quant a elle consiste en une rotation suivie d’une
dilatation, un fait qui devient intuitivement transparent une fois qu’on a introduit la forme
polaire d’un nombre complexe (voir ci-dessous). A ce stade, observons au moins que la
multiplication par i correspond a une rotation d’angle 3.

La notion de valeur absolue d’un nombre complexe est identique a la norme euclidienne
des vecteurs dans R

Définition 2.1. La valeur absolue ou le module d’un nombre complexe z = = + i y est la
quantité positive :
1
2] = (2% +¢°) 2,
de telle sorte que |z| est précisément la distance euclidienne entre 1’origine (0, 0) et le point
(z,y) € R2

Bien entendu,
valable :

z| = 0 si et seulement si z = 0, et 1’inégalité du triangle est tout aussi

|z +w| < |z2| + |w] (2, weC).
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D’autres inégalités seront aussi utiles. Pour tout z € C, on a :

Rez| < |z],
}Im z| < |z,

et pour tous z,w € C,ona:

[l2] = lwl] < [z —wl,
ce qui découle par soustraction de 1’'inégalité du triangle, puisque :
2| < [z — w[ + [w] et w] < [z —wl+[z].

Définition 2.2. Le conjugué d’un nombre complexe z = x + 7 y est le nombre :

Z=x—1Y,

que I’on obtient géométriquement en appliquant la symétrie le long de I’axe réel du plan
complexe.

Im

\

5Z

Evidemment, un nombre complexe z est réel si et seulement si :

2=z,
et il est imaginaire pur si et seulement si :
z=—Z.
On vérifie aussi sans difficulté que :
zZ+z
Rez = 5
zZ—Z
Imz = -
21
De plus :
12> = 2 Z,
et aussi :
1 z
= (z#£0).
z |2

Définition 2.3. Un nombre complexe quelconque z € C\{0} non nul peut toujours s’écrire
sous forme polaire :

z=re’,
avec r > 0 réel égal au module |z| et § € R appelé 1’argument de z, qui est défini & un
multiple entier € Z de 27 pres, traditionnellement noté :

0 = arg z,
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sachant que :

e'? = cosf + isind,
pi(0+2km) _ cos(é’ + 2k7r) + isin(@ + 2/€7T)
=cosf +isinf,

pour tout entier k € Z, en effet.

Puisque |¢'| = 1, le nombre 6 est I’angle que fait la demi-droite 0z avec I’axe des réels
positifs.

Enfin, notons que la multiplication entre deux nombres complexes z = re'? et w =
se'¥ donne :

2w =rse0t®)

de telle sorte que la multiplication complexe consiste toujours, géométriquement, en une
homothétie composée (commutativement) avec une rotation.

3. Convergence

Les notions-clés de convergence et de limite permettent maintenant d’effectuer une tran-
sition appropriée.

Définition 3.1. Une suite de nombres complexes :

est dite convergente vers un nombre complexe 2., € C lorsque :

0= lim ‘zn — ZOO’.
n— oo
Cette notion de convergence n’a rien de nouveau, puisque la valeur absolue dans C
s’identifie a la norme euclidienne dans R?. Ainsi, la suite de points 2, = x,, + i 3, du plan
converge vers le point 2., = T + 7 Yso. On vérifie en effet (exercice mental) que :

Zoo = lim z, <= (%oz lim x, et Yo= lim yn>
n— o0 n— o0 n— 00

Comme il n’est pas toujours possible de réellement identifier explicitement la limite
d’une suite, comme par exemple le nombre réel fini ((3) = lim, o Y_,_; 75 dont on sait
seulement qu’il est irrationnel (Apéry 1978), il est nécessaire de posséder un critere qui
assure la convergence d’une suite.

Définition 3.2. Une suite {z,}°2; est dite &tre une suite de Cauchy lorsque :

0= lim |zn2 — Zny |,
ni,ng — o0
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a savoir plus précis€ément lorsque :
VE>0 HN:N(E)>>1 (nb no >N - an_zn1| <€>

Une propriété fondamentale du corps R des nombres réels est qu’il est complet : toute
suite de Cauchy de nombres réels admet une (unique) limite qui est un nombre réel. C’est
d’ailleurs pour assurer 1’existence de limites, souvent inexistantes dans le corps Q des
nombres rationnels, que 1’on construit R comme étant la complétion de Q, soit en idéa-
lisant les limites de toutes les suites de Cauchy possibles, soit en utilisant la notion de
coupure au sens de Dedekind.

Bien entendu, la complétude de R est héritée par R? = C (exercice mental).

Théoreme 3.3. Le corps C des nombres complexes est complet. O

4. Sous-ensembles du plan complexe C

Tournons maintenant notre attention vers des considérations topologiques élémentaires
qui seront nécessaires a notre étude ultérieure des fonctions.

Définition 4.1. Si z, € C est un point, pour r > 0, le disque ouvert D,.(z) de centre z, et
de rayon r est I’ensemble :

D, (29) := {z €C: |z—2 < 7"},
et c’est précisément le disque géométrique euclidien (ouvert) dans R? de centre

(Re zg, Im zg) et de rayon r.
Le disque fermé D,.(zy) de centre z; et de rayon r > 0 est quant a lui I’ensemble :

D, (z) := {z € C: |z — z| < r}.

Enfin, le bord géométrique commun de deux tels disques, ouvert ou fermé, de rayon r > 0,
est bien entendu le cercle de centre z, et de rayon r :

Cr(z0) ={2€C: [z — 2| =1}
=0D,(2)
= 0D, (2).

Dans la théorie des fonctions holomorphes que nous allons développer et découvrir
ensemble, le disque unité, a savoir le disque de rayon 1 centré a I’origine, va jouer un role
particulierement important, et nous le noterons :

D:={z€eC: |z] <1}.

Définition 4.2. Etant donné un sous-ensemble quelconque E C C, un point z, € E est dit
étre un point intérieur s’il existe un disque ouvert de rayon r > 0 assez petit centré en 2y
qui est contenu dans ' :
]DT(Z()) Cc E.

Lintérieur Int £/ de E est la réunion de tous les points intérieurs de £. Un sous-ensemble
) C C est dit ouvert lorsque chacun de ses points est un point intérieur :

VzoeQ dr>0 D.(z) C Q,
ou, de maniere équivalente, lorsque :

Int 2 = Q.
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On se convainc aisément (exercice de compréhension) que cette définition munit C
d’une topologie, ne serait-ce que parce que cette topologie coincide avec la topologie stan-
dard de R

Définition 4.3. Un sous-ensemble F' C C est dit fermé lorsque son complémentaire :
C\F
est ouvert.
Cette notion d’ensemble fermé peut étre reformulée et comprise en termes d’adhérence.

Définition 4.4. Un point z € C est dit étre un point adhérent a un sous-ensemble £ C C
lorsqu’il existe une suite de points z,, € E telle que :

lim z, = z.
n— oo

L’ adhérence E de E est la réunion de E avec tous les points qui lui sont adhérents.

On vérifie (exercice) qu’un sous-ensemble F' C C est fermé si et seulement si tout point
adhérent a F' appartient encore a F', ou de maniere équivalente, si et seulement si :

F=F
Définition 4.5. Dans un ouvert 2 C C, un sous-ensemble ' C € est dit discret lorsque :

Vze E 3D,(z) avec >0 et D, (z) C Q
tel que D,.(z) N E = {z}.

Définition 4.6. Le bord OF d’un ensemble E est le complémentaire de son intérieur dans
son adhérence :

OFE := F\IntE.

Ainsi, w € OF s’il existe deux suites {z,}2° , avec z, € Eet {(,}>2, avec ¢, € C\E
telles que :

lim z, = w = lim (,,
n—r0o0 n—0o0

ce qui veut dire, intuitivement, que OF consiste en les points qui ‘hésitent’ entre £ et son
complémentaire C\ F.

Définition 4.7. Un sous-ensemble £ C C est dit borné s’il existe un rayon R > 0 assez
grand pour que :

E c {]z| < R},
a savoir si E est contenu dans un disque fermé assez grand. Lorsque E est borné, son
diametre est défini par :
diamE := sup |z —w|.
zZ,weE K

Définition 4.8. Un sous-ensemble £ C C est dit compact lorsqu’il est fermé et borné.

Théoreme 4.9. (Exercice de révision) Un sous-ensemble E C C est compact si et seule-
ment si tout suite {z, }°° | de points z, € E posséde une sous-suite {an }Zozl qui converge
vers un point de .
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Définition 4.10. Un recouvrement ouvert d’un sous-ensemble £ C C est une famille d’ou-
verts (Ua)a . 4 indexée par un ensemble A quelconque dont la réunion contient F :

Ec|J V..

Puisque C =2 R?, onale:

Théoreme 4.11. [Heine-Borel] Un sous-ensemble EE C C est compact si et seulement
si, partant d’'un recouvrement ouvert quelconque de E, on peut extraire un nombre fini
d’ouverts dont la réunion recouvre encore E.

Un autre concept intéressant est celui de suite d’ensembles emboités :
ElDEQDEgD"',

que nous utiliserons au début du développement de la théorie des fonctions holomorphes
dans le Chapitre 2, a savoir dans la démonstration du Théoreme dit de Goursat.

Proposition 4.12. Etant donné une suite d’ensembles emboités compacts non vides dans
C:
KlDKQDKgD"',
dont le diametre tend vers zéro :
0= lim diam K,

n— o0

il existe un unique point z € C qui appartient a tous les K,, ou, de maniére équivalente,
Uintersection complete de tous les K, se réduit a un seul point :

{z} =) K.

Démonstration. Bien qu’intuitivement immédiat et connu par ailleurs, cet énoncé mérite
quelques explications. Pour tout n, prenons un point au hasard z, € K,. Alors la condi-
tion de rétrécissement des diametres assure (exercice de vérification) que toute telle suite
{2, }52 | est de Cauchy. Comme C est complet, elle admet un point-limite :
z= lim z,,
n— oo

lequel point 2z appartient par construction a tous les K ,,. Puisqu’une intersection quelconque
de fermés reste fermée, N°° | K,, est fermé, et (exercice de vérification) :

oo
z € ﬂ K,.
n=1

Maintenant, nous affirmons que le point 2z ainsi trouvé est forcément 1’unique point
satisfaisant cette propriété. En effet, si pour un autre point z’ # z, on avait aussi :

o
e ﬂ K,,
n=1
alors on déduirait :
0 < [z — 2]
< diam K, [remarquer que z € K, et que 2’ € K],

ce qui contredirait I’hypothese principale. (]
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Définition 4.13. Etant donné un sous-ensemble £ C € d’un ouvert Q C C, un point
2o € C est dit point d’accumulation de F lorsqu’il existe une suite {z,}>>, d’éléments
2, € E distincts deux a deux qui converge vers 2.

On démontre aisément (exercice mental) que tout point d’accumulation de E appartient
a l’adhérence E de £ dans C. Toutefois, I’exemple :

E:={|z| <1} [ J{2}

montre qu’un point — ici 2 — peut étre un point adhérent sans étre un point d’accumula-
tion.

Définition 4.14. Un sous-ensemble quelconque £ C C hérite une topologie induite par
celle de C dont les ouverts sont de la forme :

{EQQ: QccC Ouvert},
et dont les fermés sont de la forme :
{En(C\Q): Qc C ouvert}.

Définition 4.15. Dans un ouvert {2 C C, étant donné un sous-ensemble quelconque £ C (2,
la fermeture pour la topologie induite est :

ET=E N

Dans I’Exercice 13, on démontre que tout point adhérent a un ouvert est aussi point
d’accumulation.

Définition 4.16. Un sous-ensemble ouvert 2 C C est dit connexe lorsqu’il n’est jamais
possible de le décomposer en deux sous-ensembles ouverts, disjoints et non vides :

Q=0,UQ,.

De maniere similaire, un sous-ensemble fermé /' C C est dit connexe lorsqu’il n’est
jamais possible de le décomposer en deux sous-ensembles fermés, disjoints et non vides :

F=FUF.

Terminologie 4.17. Un sous-ensemble (2 C C qui est a la fois ouvert et connexe sera
constamment appelé un domaine.

Définition 4.18. Un sous-ensemble £ C C est connexe par arcs lorsque deux points quel-
conque 21, 2o € I sont toujours connectés par une courbe continue, a savoir, il existe une
application continue :

v: [0,1] — E
telle que :
7(0) = 2 et (1) = 2.

Dans 1I’Exercice 14, on démontre la :

Proposition 4.19. Un sous-ensemble ouvert ) C C est connexe si et seulement si il est
connexe par arcs.
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5. Exhaustion d’ouverts de C par des compacts

Soit {2 C C un ouvert arbitraire, non supposé connexe ou borné. Dans ce paragraphe,
qui peut étre ignoré en premiere lecture, nous construisons des « approximations» de €2
par des sous-ensembles emboités de plus en plus gros. Elles seront utiles dans certaines
circonstances nécessitant de la finitude.

Rappelons que la distance entre deux sous-ensembles F, F' C C est le nombre apparte-
nant a R U {oo} :

dist (B, F) :== _inf |z—wl.

zeE,weF

Théoreme 5.1. Dans un ouvert Q) C C, la famille, paramétrée par un entier { > 1, de
sous-ensembles :

Ky = {z€Q: |z] <letdist (2,C\Q) >}
satisfait, quel que soit { > 1 :
(1) K, est compact, c’est-a-dire fermé et borné ;
(2) K¢ C Ky
3)

Q= U Kg;
=1
(4) L’intérieur de K, est :
Int K, = {z€Q: |z| <letdist(z,C\Q) > 7};
5) K, C |ntKg+1.
Notons que les premiers K, pour £ = 1,2, ... petit peuvent étre vides.

Démonstration. (1) Fixons ¢ > 1. La compacité de K, est une propriété intrinseque.
D’apres une caractérisation connue, il s’agit de faire voir que Ky, envisagé comme sous-
ensemble de C, est borné et fermé.

Comme K, C D,(0), il est borné.

Soit maintenant {z,}°°, une suite quelconque de points z, € K, qui est de Cauchy
dans C, donc converge vers un certain point z,, € C. Ainsi, |z,| < ¢, puis par continuité
de la norme |z, | — | 200 |, dONC |25 | < £ aussi.
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Ensuite, pour un point w € C\ quelconque, avec € > 0 petit, estimons |z,, — w| en
intercalant un z,, satisfaisant :

}zoo—zn‘ L ek %,

grace a I’'inégalité triangulaire :

|zoo—w‘ = ‘zoo—znjtzn—w‘ = —!zoo—zn}+‘zn—w’
P —5—|—dist(zn,(C\Q)
[0 € K] > —e+1,

et comme on peut rendre £ > 0 arbitrairement petit, il vient :
700 —w| > 4,
d’otl puisque w € C\(2 était quelconque :
dist (200, C\Q) > L,

ce qui donne z,, € K/, et finit de montrer que K, est fermé.

(2) Si z € Ky, asavoir si |z| < Cetdist (z,C\Q) > %, puisque ¢ < { + 1 et % > H%, il
est évidemment trivial que |z| < £ + 1 et que dist (2, C\Q) > 517, donc 2 € Kyy.

(3) L’inclusion U =1 Ky C Q) est triviale.

Inversement, soit z € () quelconque. Tout d’abord, nous affirmons que dist (z, C\(2) >
0. Sinon, il existerait une suite {w, }>° ; de points w,, € C\{2 avec :

0= Ilim ‘z—wn|,
n—oo

ce qui voudrait dire w,, —> z, et comme C\(2 est fermé, ceci impliquerait z € C\(,
n—oo

contradiction.
Alors des qu’un entier ¢ > 1 est choisi assez grand pour qu’on ait simultanémenent :

(> |z et 7 < dist (2, C\Q),
on obtient z € K, ce qui établit ’inclusion inverse {2 C U =1 K.
(4) Notons :
we = {z€Q: |z| < Letdist(z,C\Q) > ;}.
On peut se convaincre que wy, est ouvert, mais cela n’est pas nécessaire, car cela viendra
dans un instant.

Assertion 5.2. w, C Int K.

Preuve. Si |z| < Cetdist (z, C\2) > {, on peut choisir ¢ > 0 assez petit tel que :
etz < ¢ et dist (2, C\Q) —e > 1.

Alors chaque point ¢ du disque ouvert D, = {C eC:|C—2| < 5} satisfait :

A< C=2l+lzl < etz <4

ainsi que :
dist (¢, C\Q) > dist (z, C\Q) — |z — (|
> dist (2, C\Q) —¢
> 4,

ce qui veut dire que D.(z) C Ky, donc z € Int K. d
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Assertion 5.3. Int K, C wy.

Preuve. Soit donc z € Int K. Il s’agit de faire voir deux inégalités :

|2] < ¢ et dist (z, C\Q) > 7.
Il existe € > 0 assez petit tel que D.(z) C K, c’est-a-dire :
<l < L,
(5.4) (-2 <e =

dist (¢, C\Q) >

Traitons la premiere inégalité en question. Si z = 0, puisque ¢ > 1, on a trivialement
|0] < 1.Siz # 0, avec § > 0 assez petit pour que |§ z| < ¢, etavec ¢ := z + 0 2, il vient :

=

240z =140z <t = 2] < 15 < L.

Traitons ensuite la deuxiéme inégalité. Comme z € K, on sait que dist (2, C\Q) > ;.
Supposons par I’absurde que dist (z, C\2) = 1, ¢’est-a-dire qu’il existe une suite {w, }22
de points w,, € C\2 avec :

|z —w,| — 1.

n—oo e
Alors cette suite est bornée, donc apres extraction d’une sous-suite, sans changer de nota-
tion, on peut supposer sa convergence :

W, — W € C\Q,

n—oo
vers un point qui appartient encore au fermé C\ ). Par conséquent :

o=l =

Mais sur le segment |z, w|, il existe des points ¢ proches et distincts de z avec | —z| <
g, d’ou:
e e
donc :
dist (¢, C\Q) < 7,

en contradiction avec (5.4). ]

(5) Grace a la représentation de Int K, = w, qui précede, et qui montre d’ailleurs que wy
est ouvert, il devient clair en raisonnant comme pour (2) que K, C Int K. (]
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6. Fonctions holomorphes dans le plan complexe C

Prenant pour acquis qu’on sait parfaitement bien ce qu’est une fonction f = f(x) d’une
variable réelle x, la question naive originaire dont est issue la théorie des fonctions holo-
morphes s’exprime comme suit :

Qu’est-ce que pourrait étre une fonction de la variable complexe z € C ?

Tout d’abord, si I’on voit 2 = z + iy comme le point (x,y) € R? du plan, on peut
commencer par une :

Définition 6.1. Soit f: £ — C une fonction définie sur un sous-ensemble £ C C, et soit
zo = xo+ 1y € E.Ondit que f est continue en zj si, pour tout £ > 0, il existe un § > 0
tel que :

<Z cE et |($ay) — (w0, 90)| < 5) - (‘f(x,y) — [0, 10)| < 5)-
De maniere équivalente (exercice), f est continue en z, si pour toute suite

o0 . oo
{Zn}nzl = {@n + Zy”}n:l
de points z,, € E telle que z,, — zp quand n — o0, on a aussi :

f(x()a yO) = nIme f(xna yn)

Définition 6.2. Une fonction f: £ — C est dite continue sur E lorsqu’elle est continue
en fout point 2y € F.

On vérifie (exercice de révision) que les sommes et les produits de fonctions continues
sont toujours encore continues.

Puisque les notions de convergence dans C et dans R? coincident, observons que nous
avons compris — et ¢’est important — qu’une fonction :

f=[f(z,y)
est continue si elle I'est en tant que fonction de ses deux arguments réels (z,y) € £ C R
D’une certaine maniere, donc, dans 1’écriture et dans la définition d’une fonction continue :

f=1E) = flz+iy),
il faut bien avoir a I’esprit que la fonction f ne dépend pas «de z », mais bien des deux
variables réelles (z,y).
Qui plus est, comme la fonction f est supposée étre aussi a valeurs dans C = R?, elle
possede en fait tout aussi bien une partie réelle et une partie imaginaire :
f=u+1v,
de telle sorte que la fonction doit étre plus rigoureusement représentée par :
f: RRODE — C=~=R?
(z,y) — (u(z,y), v(z,y)).
Grace a I’inégalité du triangle, on vérifie immédiatement que si f est continue, alors la
fonction :

(2,y) — |f(z,y)]
est elle aussi continue, puisque en effet il s’agit de :

(z,y) — Vulz,y)? +v(z,y)?
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Définition 6.3. On dit qu une fonction :
f: E—C
atteint un maximum en un point (z,,y,) € E'si:

[f ()l < 1f (e ye)l,

pour tout (x,y) € E. De méme, elle atteint un minimum en un point (z_,y_) € E'si:

[fz,y)l = 1f(x-,y-)l,
pour tout (x,y) € E.

Un cas particulier d’un théoréeme connu de topologie générale valable par exemple dans
les espaces métriques est le :

Théoreme 6.4. Une fonction continue sur un sous-ensemble compact K C C est toujours
bornée et elle atteint toujours un maximum sur K, ainsi qu’un minimum sur K. U

Maintenant, puisque la notion de fonction continue de (, ) ne répond visiblement pas a
la question : « gu’est-ce qu’une fonction de z ? », présentons enfin la définition absolument
fondamentale dont part toute la théorie, définition qui formule, en analogie complete avec
la notion de dérivabilité sur R, un concept (nouveau) de fonction dérivable par rapport a z.

A partir de maintenant, on s’autorisera a écrire :

f(z2) = flx+iy) = f(z,y),

pour représenter une fonction des deux variables réelles (z, y), de différentiabilités variées
60,6, 6, ..., 6.

Définition 6.5. Soit 2 C C un sous-ensemble ouvert, soit :

f: Q—C
une fonction continue et soit un point 2, € 2. On dit que f est | holomorphe | en z si le

quotient :
f(z0+h) = f(2)
h
converge vers une limite lorsque le nombre complexe h € C* est non nul et tend vers 0.

o Q
o o
o) e o
o
0
o h
Ici, la subtilité encore invisible — a suivre... suspense! —, c’est que h € C varie

dans un ensemble 2-dimensionnel de type disque (épointé) autour de 0. Bien entendu, on a
2o + h € 2 pour h assez petit puisque {2 est ouvert.
Lorsqu’elle existe, la limite de ces quotients est alors notée :

Fz9) = lim L1 = F(z0)

h—0 h
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Exemple 6.6. Bien que continue, la fonction f(z) = Z, ou plus précisément, la fonction :

(z,y) — . —1iy

n’est pas holomorphe, puisque en effet si on représente h = ¢ e’

f(z0+h) — f(20) @04‘5_@0
h h

avec € > () petit :

56—1’0

celf
_ -2i0
= € s
et il est manifeste que les nombres complexes e 2%, tous de module 1, n’ont pas de limite
lorsque h, a savoir lorsque € = |A|, tend vers 0!

Ce (contre-) exemple montre a merveille, donc, que la condition , — 0 est de nature
2-dimensionnelle : le module de h tend vers 0, mais h peut aussi tourner, spiraler, vriller
autour de 0.

Exemple 6.7. La fonction ‘identité’ f(z) = z est quant a elle holomorphe :

flao+h) = flz0) _ 2, +h—20, b _
h - h Ch

de dérivée identiquement égale a 1, heureusement !

Définition 6.8. Une fonction continue f: 2 — C définie sur un ouvert 2 C C est dite
holomorphe dans € lorsqu’elle est holomorphe en fout point z, € €).

Notation 6.9. [’ensemble des fonctions holomorphes dans €2 sera noté :
o).

Ainsi, la définition de fonction holomorphe imite celle de fonction réelle dérivable, en
remplacant simplement la variable réelle x par la variable complexe z = z +1y. Il y a
donc la une ressemblance initiale qui semblerait faire croire que les deux théories sont
tres proches 1’une de I’autre, mais tel n’est absolument pas le cas! En fait, les fonctions
holomorphes vont satisfaire des propriétés beaucoup plus harmonieuses que les fonctions
dérivables, quasiment ‘féériques’,

Par exemple, on va démontrer que les fonctions holomorphes sont en fait indéfiniment
dérivables : une seule dérivée entraine I’existence de foutes les autres dérivées d’ordre 2, 3,
4, 5, etc. ! Mais la magie de I’holomorphie ne s’arréte pas 1a. On démontrera méme — au
début de la théorie, et avec des arguments simples ! — que foute fonction holomorphe est
en fait analytique, c¢’est-a-dire développable sous forme d’une série entiere :

. fn)
=3 T oy
n=0
qui converge — par exemple grice au critere de Cauchy — pour tout z € D,.(2,) apparte-
nant a un disque ouvert non vide assez petit D,.(zy) C Q.
Une telle propriété de développement en série de Taylor convergente contraste alors de
maniére spectaculaire avec les fonctions réelles f = f(x) de classe €', puisqu’il existe
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bien siir de telles fonctions qui n’admettent pas de dérivée continue d’ordre 2 — penser a
une primitive de x —— |x|. On démontre aussi qu’il existe des fonctions réelles f = f(x)
de classe > qui ne sont développables en série entiere convergente autour d’aucun point
xo : I’Exercice 45 traite le cas d’un seul tel mauvais point .

Exemple 6.10. Tout polynome :
p(z)=ag+arz+--+a,z" (ay €C)

est holomorphe sur C tout entier. En effet, il suffit par linéarité d’examiner si pour &£ € N
la fonction :

2 — 2k

admet des dérivées en des 2z, € C quelconques, mais la formule du bindme de Newton fait
voir que le numérateur est multiple de h :

(s0+h)F — 2 (20" + % (20" h+ MG ()22 4 BE - (2)

h h
k (zo)’“_1 h, + O(h2)
h,
=k (20)* " + O(h),
ce qui donne comme valeur de la dérivée :
k (Zo)k_l.

Une autre famille importante d’exemples de fonctions holomorphes est constituée des
séries entieres convergentes :

O

o

Z an, (z — zo)n.

n=0
Cette famille contient les fonctions trigonométriques classiques dans lesquelles on a rem-
placé la variable réelle x par = :

=1
PR

1
sinz = Z (—1)" ————

— (2n +1)!
- n 1 2n

COSZ:Z(—l) WZ s
n=0

fonctions qui jouent un role crucial dans la théorie.

En revenant maintenant a la définition fondamentale, il est clair qu’une fonction f est
holomorphe en un point 2z, € €2 si et seulement si il existe un nombre complexe a € C tel
que :

f(z0+h) = f(20) —ah = ho(h),
ol o(h) est une fonction-reste satisfaisant :
0= lim o(h).

h—0
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Bien entendu, on a ici :
a= f"(20).
Par 1a, il suit que toute fonction holomorphe en un point 2, est continue en ce point.
On laisse au lecteur le soin de mettre au point une démonstration de 1’énoncé élémentaire
suivant, tout a fait analogue a celui qui lui correspond dans la théorie des fonctions réelles.

Proposition 6.11. Si f € 0(Q2) et g € O(Q2) sont deux fonctions holomorphes dans un
ouvert () C C, alors :

(i) leur somme f + g est aussi holomorphe dans () avec :
(f+9) =1 +4d"

(ii) leur produit f g est holomorphe dans ) avec :

(fo)' =rg+19;

(iii) lorsque g(zo) # 0, le quotient f /g est holomorphe en zy avec :

([)': flg—1rd
g ¢

(iv) lorsque, de plus, ces deux fonctions peuvent étre composées, a savoir lorsque :
o—1.0 -2-c,
la composition g o f est holomorphe en tout point z € ) avec :

(g0 ) (2) =d(f(2)) f(2). O

Par exemple, la fonction :
1
C"o>z+— —€C
z
est holomorphe.

7. Fonctions holomorphes comme applications R?> — R?

Il est grand temps de mieux approfondir les relations entre la dérivée complexe dont
jouissent les fonctions holomorphes, et leurs dérivées partielles au sens réel comme ap-
plications de R? a valeurs dans R?. En fait, on a déja mis en exergue (pour anticipation
théorique alléchante...) le fait que la notion de différentiabilité au sens complexe differe
de maniere tres significative de la notion de différentiabilité au sens réel. L’exemple de la
fonction simple :

Z — Z,
a savoir de I’application :
(.T,y) — (l’, _y)

fait voir tout le paradoxe, puisqu’elle est visiblement affine, donc ¢!, donc 4>, mais pas
holomorphe ! Ce (contre-) exemple montre alors que 1’existence de dérivées partielles par
rapport a x et par rapport a y ne garantit pas que f soit holomorphe, et en fait, nous allons
voir dans un instant que les fonctions holomorphes ont des relations tres spéciales entre
leurs dérivées partielles.
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Définition 7.1. Rappelons pour commencer qu’une fonction (application) de R? dans R? :

F(z,y) = (u(z,y), v(z,y))

est dite différentiable en un point Py = (zo,1y0) € R? lorsqu’il existe une application
linéaire :

J: R* — R°
telle que :

H—0
H cR2

|F(P+ H) — F(Py) — J(H)|
0= m ( ] )

la notation | - | désignant la norme euclidienne standard dans R

De maniere équivalente, on peut écrire :
F(Ry+H) - F(R) =J(H)+ [H|o(H),

ol o( H) est une fonction-reste qui tend vers zéro (en norme) lorsque H — 0.

L’application linéaire J est alors unique (exercice de révision), et elle est appelée la
différentielle de F' au point F,.

On se rappelle alors que 1’on démontre en cours de calcul différentiel que les deux
dérivées partielles des deux composantes (u, v) = F' par rapport aux variables z, y existent
au point (o, yo), et que la transformation linéaire J est décrite dans la base standard de R?
par la matrice jacobienne de F' :

du Ou
or Oy

J = Jacp(zo,y0) = (61} ai) (0, Yo)-
dz 9y

Ainsi la différence est-elle de taille : dans le cas d’une fonction holomorphe, la dérivée
est un nombre complexe f'(zy), tandis que dans le cas d’une application différentiable
R? — R?, la différentielle est une matrice 2 x 2.

Toutefois, il y a un lien fort entre ces deux notions, lequel consiste en des relations
spéciales qui sont satisfaites par la matrice jacobienne associée a une fonction holomorphe
f: C — C lorsqu’on la voit comme application R? — R2,

Afin de trouver ces relations, posons :

h = hl +1 hz,
et dans le quotient w
aussi :

qu’on doit examiner pour tester 1’holomorphie, posons

= flz,y),
20 1= To + 1Yo,

et observons sans effort qu’en prenant h := h; (avec hy = 0), si la fonction est holomorphe
en zp, alors nécessairement :

f/<Z()> _ hlliTO f(l’O + hla ylz)l) - f(l’o, yO)

0
= a—i (20, Yo) [par définition !].
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Mais puisqu’il n’y a aucune raison de prendre A réel dans la limite, prenons aussi h = i ho
(avec hy = 0), ce qui donne :

I f(xo, yo + ha) — f(xo0, y0)
im -
ha —0 1 ho

10f -
= = —(xo, yo) [& nouveau par définition !].
i Jy

f(20) =

Ces deux expressions étant égales, on obtient :

0 0
8—£($oayo) =—1 a—";(xo,yo)-

Maintenant, en décomposant f = u + v en parties réelle et imaginaire, cette dernicre
équation dit précisément que :

CCPLCRY
Ox or oy oy )’

puis en identifiant les parties réelle et imaginaire, nous obtenons un résultat fondamental.

Théoréme 7.2. Sur un ouvert Q@ C C, pour une fonction f: Q — C de classe €1, les
deux conditions suivantes sont équivalentes :

(i) f est holomorphe;

(ii) les parties réelle u et imaginaire v de :

flz,y) = u(z,y) +iv(z,y)

sont de classe €1 et satisfont les équations dites de Cauchy-Riemann :

du v
or oy’
ou  0Ov
dy  Ox

Démonstration. Le sens direct venant d’étre vu, supposons réciproquement que ces deux
équations aux dérivées partielles sont effectivement satisfaites par u et v.
En un point quelconque (z,y) € €2, pour h = hy + @ hy petit, écrivons a cette fin :

0 0
u(x-i-hh y+h2) —u(z,y) = a_zhl + 8_Zh2 +o(h),

0 0
v(z+ ki, y+ ho) —v(z,y) = B_Zhl +a—Zh2+o(h),
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ol o(h) est une fonction-reste qui satisfait 0 = limj,_g ( ) Gréace aux équations de Cauchy-
Riemann, on peut alors transformer :

f(z+h) = f(z) =u(z+ h) —u(z) +i[v(z + k) — v(z)]
= U(x+h1, Y+ h2) —u(z,y) +1 [v(x—i- hi, y+h2) — v(x,y)]

ou ou | ov ov
:a—hl ayh2+2|:a—h1+8—h2:| —l—O(h)
ou ou , ou ou
—%hl—{—a—yhg—i‘l[— a—yh1+a—h2:|+0(h)
ou ou ,
_ (£_Za_y) [hl‘i‘ZhQ}‘i‘O(h),

et cette derniere expression montre que f est holomorphe au point z = x + ¢y avec une
dérivée complexe égale a ce qu’il faut :

flz+0) — f(2) {@—Z—z )[h1+zh2}+o<h>}

[im = lim

h—0 h h—0 hi + i hs
~ Ou 8u
—_— [La limite existe donc bel et bien]
" or 8y
=: f'(2). O

Une application supplémentaire des équations de Cauchy-Riemann fournit aussi de ma-
nicre analogue :

f/() @_ @_i_' @_@
: ox Z@y ox Zay

10 .0 [ iy }
=—|=—1=— ] |[utv|.
2 \ Ox dy
C’est précisément dans un tel calcul naturel qu’on voit donc apparaitre un opérateur de
différentiation qui est central dans toute la théorie.

Définition 7.3. L’opérateur de différentiation par rapport a z est défini formellement par :

9. _1/(0 .9
0z 2\ 0x Zay’

et I’opérateur conjugué de différentiation par rapport a la variable complexe conjuguée =

est défini par :
0 _1(0 0
0z 2\ 0z oy )’
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Ainsi avec ces notations, le résultat qui précede s’interprete en disant que pour une
fonction holomorphe en un point z, la quantité f’(zy) n’est autre que la dérivée de f par
rapport a z au point 2 :

() = 9 ().

Théoréme 7.4. Sur un ouvert Q C C, une fonction f de classe € est holomorphe si et
seulement si sa dérivée par rapport a Z est identiquement nulle :

of _

Démonstration. En effet, si I’on passe aux parties réelle et imaginaire, I’équation :

équivaut (exercice visuel) aux équations de Cauchy-Riemann. U

Au passage, nous avons constaté que la dérivée f’(z) d’une fonction holomorphe dans
() s’exprime comme :

_Ou Ou 20u

Ainsi, les fonctions holomorphes sont-elles celles qui ne dépendent pas de z. Plus ri-
goureusement, toute fonction des deux variables (x,y) :

f:f(l'ay)
24z 2—7Z
:f( 2 2@)

peut naturellement étre aussi vue comme une fonction des deux variables :
(z, 2).

Fonctions holomorphes = Fonctions indépendantes de Z.

(1.5) f'(z)

Proposition 7.6. Toujours pour une fonction holomorphe quelconque :
f:Q—C,
si on note de maniére abrégée I’application sous-jacente §} — R? :
F(z,y) = (u(z,y), v(z,y)),

ayant pour matrice jacobienne :

ou  du
or Oy

JaCF(.T, y) = v v )
oz dy

alors le déterminant jacobien de F vaut en tout point z € €2 :

det Jacp(z,y) = |f'(2)]".
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Démonstration. En utilisant les équations de Cauchy-Riemann, on obtient que 1’action de
la matrice jacobienne sur un (petit) vecteur :

m= (i)
Jacp(H) = (i:i ?) <Z;)
(

vaut :

ou ou ov v

= %hl—i_a_yh% a h1+a—yh2>
0 0

:(a—Z—Za—z> [h1+ih2}

= f'(z) h.

Une deuxieme et derniere application des équations de Cauchy-Riemann permet de calcu-

ler :
Ou  Ou
. or Jy
det Jacy = det (81} 6v>

ox 8_y

_udn oo
Or Oy Oy Ox

~ (ou 2 . u 2

- \oz dy

, ou|?
25 = & —iZ] :‘25
[(7.5)] = )" O

Quand nous écrivons f(z) pour une fonction définie dans un ouvert 2 C C, I’écri-
ture n’est réellement rigoureuse que lorsque f est holomorphe, auquel cas f est bien une
fonction de z, et en général, pour une fonction qui n’est que de classe 4 dans €, la ri-
gueur notationnelle exigerait d’écrire f(x,y). Toutefois, nous admettrons parfois 1’écriture
abusive f(z) dans le cas ou f n’est pas holomorphe.

Proposition 7.7. Etant donné une application [a,b] — Q de classe €' définie sur un
segment réel avec —oo < a < b < 00, décomposée en Y(t) = v1(t) + i Y(t), a valeurs
dans un ouvert Q0 C C, pour toute fonction f: Q — C de classe €, la composée :

F(v@®) = F(n(t), ()

a pour dérivée :

60 = Leam) o+ Law 7a

En particulier, quand f est holomorphe :

CLHG)] = FO0) 7).
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8 9 _— 9 1 9 gingi 0 _ (8 8
Preuve. En effet, en remplagant bétement 7 = - + = ainsi que by = ! (
obtenons bien :

G 6@ = ZLam) 1o+ 5 () 4o
- 1% <t>>+g—f< )]0+ |5 60) - G 60)] 40
= ) B0 +i50] + 2L (60) B0 i) 0

8. Géométrie infinitésimale de I’holomorphie

Localement, dans un voisinage infinitésimal d’un point de référence, toute application
différentiable est bien approximée par son application tangente, c’est-a-dire par son déve-
loppement de Taylor a 1’ordre 1. Pour des applications R? — R? de classe ¢!, on a alors
affaire a des applications linéaires (z,y) € R? — R? 5 (2’,y/) de la forme :

/

¥ =ax+by,

/

y =cx+dy,

avec 4 constantes réelles arbitraires a, b, c,d € R.
Or de telles applications sont tres différentes des applications C-linéaires z € C —
C > 2/, qui sont de la forme :
7= az,
avec 1 constante complexe arbitraire o = a + ib € C, puisqu’en écriture réelle :
+iy = (a+ib) (z+iy) = ax — by + i (bx + ay),

cela revient a avoir une matrice 2 X 2 spéciale incorporant seulement 2 constantes réelles

arbitraires : )

r = ax—by,

/

Yy =bx+ay.
Rappelons qu’en coordonnées polaires, avec o = se'?, s € R, ¢ € R, et en représen-
tant z = re, r € Ry, 6 € R, la multiplication complexe :

Y = se¥re? = gpelleth)

fait voir que la transformation géométrique consiste en une homothétie de rapport positif
s = |a| suivie d’une rotation d’angle ¢ = arg «, ces deux transformations étant d’ailleurs
commutatives. De telles transformations avec o # 0 sont appelées similitudes directes
puisqu’elles préservent I’ orientation.
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Si donc nous reformulons la C-dérivabilité en un point z; € €2 d’une fonction f: 2 —
C comme :

f(z04+h) = f(20) + f'(20) h + o(h),
o(h)

ol o(h) désigne une fonction-reste a valeurs dans C satisfaisant 0 = limj,_,o (T’ alors nous

devons nous imaginer que pour r > 0 assez petit et pour tout || < r, la fonction f est bien
approximée par son développement a 1’ordre 1 :

f(zo+h) = f(z0)+ f'(20) b,
lequel est une fonction complexe-affine de i ayant pour partie linéaire la simple similitude :
h — f'(z) h.
L’image par cette similitude du disque ‘infinitésimal’ centré en z; :
D, (2) == {h€C: |h—z| <7}
est donc le disque ‘infinitésimal’ centré en f(zy) de rayon | f'(z)| r :
]D|f’(z0)\r(f(20>) = {k’ € C: [k — f(20)| < [f'(20)] 7“},

lequel approxime bien I'image véritable f(ID(z)).

F'(z0)X" (0) X
foxy

Comme les similitudes, les fonctions holomorphes conservent les angles entre paires de
courbes.

Observation 8.1. Si une fonction f € O(f2) est holomorphe dans un ouvert Q) C C, alors
en tout point zy € 2 ont f'(zy) # 0 et pour toute paire de courbes ¢ locales passant par
2 et de vecteurs tangents non nuls :

vi [FL1] — 9, 4(0) = 2, ~'(0) #0,
x: L1 — Q, x(0) = 2, X'(0) # 0,

Angle (7/(0), x'(0)) = Angle ((f ©7)'(0), (f ©x)'(0)).

Démonstration. En effet, la formule de dérivation composée de la Proposition 7.7 puis la
similitude A — f’(z) h donnent bien :

Angle (f ©9)/(0). (£ 2x)/(0)) = Angle (F"(20)'(0), /() ((0)
= Angle (v'(0), X'(0)). O

J'(20)7'(0)
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On appelle conformes de telles applications R? — R? qui sont infinitésimalement des
similitudes. On démontre aisément que ce sont nécessairement des fonctions holomorphes
de dérivées jamais nulles, et nous les étudierons en détail ultérieurement.

9. Séries entieres

L’exemple paradigmatique de série entiere est la fonction exponentielle de la variable
complexe z € C qui est définie par :

oo
=35
n!
n=0
Lorsque z = = € R est réel, cette définition coincide bien entendu avec la définition
usuelle de I’exponentielle.

En fait, méme lorsque z € C, cette série converge absolument et normalement pour tout
z € C, parce que :

I
nl|  nl’
de telle sorte que :

oo Zn
[ p— —_
‘e ‘_ Z n!
o0 | ’I’l
L

—e‘ z|

< 0.

Cette inégalité permet (exercice de révision) de démontrer rigoureusement que la série
d>on %7: est uniformément convergente sur tout disque fermé Dy de rayon R > 0 quel-
conque.

Dans cette Section 9, nous allons démontrer que e* est holomorphe sur C tout entier.

Terminologie 9.1. Les fonctions qui sont holomorphes sur C tout entier sont appelées
fonctions holomorphes enticres.

Nous allons aussi démontrer que les dérivées de e* par rapport a z peuvent étre calculées
en dérivant terme a terme la série qui la définit :

—~
o
83
~—
I
(]
S
I\
S

S
Il
—

[
WE
3¢

3
L

®

Ainsi comme lorsque z = x est réel, la dérivée de la fonction exponentielle reste égale a
elle-méme :
d z z
—(e*) = €.
—(€)
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Par contraste, la série géométrique :

oo
Z =l 2+ R+
n=0
converge absolument seulement dans le disque unité :
D={z€eC: |z| <1}.
On se convainc aisément que sa somme vaut :
1
1—2’
fonction qui est en fait holomorphe (exercice d’application du cours) dans ’ouvert C\{1}.

Résolvons rapidement cet exercice en raisonnant exactement comme dans le cas ou
z = x € R est réel. Rappelons que pour tout entier N > 0 :

N 1 — ZN+1
n
Z z
1—2
n=0

11 suffit alors de noter que pour |z| < 1,ona 0 = limy_,, 2V

Définition 9.2. Une série entiére en la variable z € C est une somme infinie de la forme :

[e.@]
Z an 2",
n=0

ou les a,, € C sont des coefficients complexes.

Afin de tester la convergence absolue d’une telle série, on doit examiner la série majo-

rante évidente :
(o)

n
> lan][2]"
n=0
On observe alors sans effort que si cette série majorante a termes tous positifs converge

pour une valeur z; € C :
oo

Y lanl 2" < oo,
n=0
alors elle converge aussi (absolument) pour tout z € C avec |z| < |z|, simplement parce
que :
21" <zl

pour tout n € N, d’ou :

oo
E an 2"
n=0

oo
<Y a2
n=0

0o
<> fanl 20"
n=0

< 0Q.

Nous pouvons maintenant énoncer et démontrer qu’il existe toujours un certain disque
ouvert (peut-etre vide) dans lequel une série entiere converge.
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Théoreme 9.3. Etant donné une série entiere quelconque :

il existe toujours un rayon :

tel que :
e la série converge absolument lorsque |z| < R;
e la série diverge absolument lorsque |z| > R.
De plus, en admettant la convention que :
1 1
0 =00 et =
ce rayon R est donné par la formule :

1
B limsup {/|a,|.

n— oo

Définition 9.4. Ce nombre R est appelé rayon de convergence de la série entiere, et le
disque Dy disque de convergence.

n .
Pour " | %, le rayon de convergence vaut R = oo; pour y > 2", il vaut R = 1.

Démonstration. Soit donc premierement z € C avec :

1
zl <
& limsup {/|a,|
n— oo
= R.
De maniere équivalente :
1
— 7zl < L
=12

Il existe donc un € > 0 assez petit pour que I’on ait encore :

1%—<€||<1
ey z
R Y
—_————

quantité positive que 1’on note ¢ < 1.
Maintenant, par définition de la limite supérieure d’une suite de nombres réels, il existe
un entier N = N(g) > 1 assez grand pour que :

(12 5@) = (Vi< 5+¢)

Par exponentiation n-ieme, et aprés multiplication par |z|", on déduit :

n 1 " n
lan||z|" < E—f—E |z

=4q,
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et puisque la série géométrique > | ¢" converge, on majore sans peine :

o0 N(E)—l o0

D olanll2* < D Janl 2"+ D>

n=0 n=0 n:N(s)
quantité finie N

ce qui montre bien que la série converge absolument pour |z| < R fixé.

Deuxiemement, avec |z| > R, la divergence absolue repose (exercice laissé au lecteur)
sur la divergence de > ¢" lorsque ¢ > 1. U

Pour z appartenant au bord {z € C: |z| = R} du disque, la situation concernant la
convergence ou la divergence de ) a, 2" est en général beaucoup plus délicate. L’Exer-
cice 36 donne des exemples.

On établit aisément (exercice) que les fonctions trigonométriques standard définies plus

haut :
o0
1
=2
“— nl

o0

. n 1 2n+1
SIhz = Z (—1) m V4 s
n=0
- n 1 2n
COSZ:Z(—l) WZ s
n=0 )

ont toutes un rayon de convergence i = oo, a savoir ce sont des fonctions holomorhes en-
tieres. Un calcul simple montre la connexion entre ces trois fonctions et fournit les célebres
formules d’Euler :

eiz+e—iz eiz_e—iz

coszg = ———— et sinz = -
2 21

Les séries entieres constituent une classe tres importante de fonctions holomorphes qu’il
est particulierement aisé¢ de manipuler.

Théoreéme 9.5. Toute série entiere :

f(z) = Z ap 2"
n=0

définit une fonction holomorphe dans son disque de convergence. La dérivée de f est aussi
une série entiere que l’on obtient simplement en différentiant terme a terme la série de f,
a savoir :

oo
f'(z) = Z na,z""",
n=1

et de plus, cette série dérivée a le méme rayon de convergence que . a, z".

Démonstration. L’ assertion concernant le rayon de convergence découle du fait connu que :

1= Ilim vVn+1,

n— o0
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puisqu’alors en effet, si le rayon de convergence de ) a,, 2" vaut par définition :

1
B limsup {/|an],

n— oo

le rayon de convergence de la série dérivée, que I’on ré-écrit de maniere appropriée comme :
o0
(n+1)ap 2"
n=0

vaut alors, par la méme définition :

1
— =limsup V/|(n+ 1) an41]
Rl n — 00

1

7
Ensuite, on doit montrer que la série dérivée terme a terme en question :

n’est autre que la limite :

flz+h) = f(2) -

lim - = 9(2),

h—0
mais il s’agit de dériver une fonction qui contient une infinité de termes.
Dans ce but, soit encore R le rayon de convergence de f = ) a,, 2™ et fixons un point

Zo avec :

|20] <7 < R,
pour un certain autre rayon de sécurité r < R.

Avec un grand entier N > 1 qui sera choisi ultérieurement, décomposons notre série :

00 N 0o
E a, 2" = E a, 2" + g a, 2",
n=0 n=0

n=N-+1
=:5n(2) =: Resten (2)

ce qui s’abrege en :
f(2) = Sn(2) + Restey(z).
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Si nous restreignons maintenant les & € C a étre assez petits pour que :

|20 + h| < 1,
on peut alors regarder :
h) — h) + Rest h) — — Rest
f(ZO + ]z f(Zo) _ g(zo) _ SN(ZO + ) + Res eN(ZO +h ) SN(Z()) €s eN(Zo) _ g(,ZO)
_ Sn(zo0 + h})L — Sn(z0) N Resten (2o + h})b — Restey(20) o(z0).

L’expression Sy (z) étant un polyndme, elle est partout holomorphe, i.e. C-dérivable. Insé-
rons alors — S (z9) + S (20), ce qui donne trois couples de termes :

f(zo+h) — f(z0) _ Sn(20+h) — Sn(20)
h 9(z0) = h
+ Siv(20) — g(z0)+
N Restey (20 + h})L - ResteN(zO)'

— S;V(Zo)—i-

Pour estimer la derniere ligne-reste, en utilisant :
a — bt = ((l o b)(an—l +an—2b+ . +abn—2 +bn_1),

nous pouvons majorer :

(e}

Resten (2o + h) — Restey(z0) (20 +h)" — 28

. < Y ;
n=N+1
(G b e )
< el
n=N+1 ho
o
< S al (]z0+h|"’1+]z0+h|”*2]z0|+~~~+|zo|"*1>
n=N+1
o
< DY la|nr
n=N+1
grice a |zg + h| < reta|z| <.
Or I’expression majorante ainsi obtenue :
o
Z |lap|nr™t
n=N+1

est convergente, puisque r < R et puisqu’on sait déja que le rayon de convergence de
g(2) = a,nz""!estaussi égal a R. Par conséquent, pour tout € > 0, on est assuré qu’il
existe NV; = Np(e) > 1 assez grand pour que :

< 5).

(N> N1(5)> — (

Par ailleurs, puisque 1’on a la convergence :

Resten (29 + h) — Resten(20)
h

N'lnoo Si(20) = 9(20),
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il existe aussi un autre entier Ny = Ny(g) > 1 assez grand pour que :

(v > 0@) = (Ishtea) - gt < ),
Enfin, si nous choisissons un entier :
N = max (Nla NQ),

puisque le polyndme Sy(z) est manifestement C-différentiable, il existe 6 = d(g) > 0

assez petit pour que :
<|h| . 5) . ( sN(zo+h]z—SN(zo) ()| < 5).

En revenant aux trois lignes laissées en chemin plus haut, la synthese de ces trois inéga-
lités :

‘f(zo i h})b — ) )| < ‘SN(ZO i h})L — ) g )|+
+ }va(zo) - 9(20)‘+
Resten (29 + h) — Resten(2o)
h
< 3g,

montre bien que pour |h| < §, on peut rendre arbitrairement petite la différence entre le

quotient différentiel w et la série dérivée terme a terme g(z). O
Des applications successives de ce théoréme donnent sans effort le :

Corollaire 9.6. Une série entiere :

)= ans

est C-différentiable une infinité de fois dans son disque de convergence, et pour tout entier
k € N, sa dérivée k-ieme s’obtient en la dérivant terme a terme k fois :

f(’“)(Z):ian+k(n+k)--~(n+1)z". O

Jusqu’a présent, nous n’avons eu affaire qu’a des séries entieres centrées a I’origine.
Plus généralement, une série entiere centrée en un point z; € C est une expression de la
forme :

F(2) = an(z—2)"

Le disque de convergence de f est maintenant centré en 2y, et son rayon est encore donné

par la méme formule :
1 .
= limsup {/|ay].

n— oo
En effet, si I’on pose :

g(w) = Z ay w",

n=0
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alors f est simplement obtenue en translatant g, a savoir avec :
w =2z — 2,
ona:
f(z) = g(w).
Par conséquent, tout ce qui vaut pour g vaut aussi pour f, apres translation. En particulier,
les dérivées de f et de g sont liées par :

f'(z)=4¢'(w) = Z na, (z — zo)n_l.

En un point du disque de convergence d’une série entiere — donc indéfiniment C-
différentiable grace au Corollaire 9.6 —, on peut former une série de Taylor infinie. Le
résultat suivant montre que le rayon de convergence de cette série enticre de Taylor est
toujours minoré d’une maniere géométrique naturelle.

o\

R — |20]

Théoreme 9.7. Soit une série entiére :

f(z) = Z an 2"
n=0

dont le rayon de convergence :
O0<R<
n’est pas nul. En tout point zy appartenant a ’intérieur du disque de convergence :
|Z()| < R,

si ’on forme la série de Taylor de f :
) — ™ (=) k
k=0

alors cette série entiere possede toujours un rayon de convergence strictement positif au
moins égal a :
R— |ZO|7

et l’on a de plus :

— () n

fe =30 L) oy

n=0

pour tout z dans le sous-disque :

‘z - zo‘ < R — |z



9. Séries entieres

41

Démonstration. Posons donc :
w = Z— 2.

Pour estimer le rayon de convergence de :

> k)
glw) =" ! (,ZO) w”,
k=0 )

k

il faut contrbler la croissance des coefficients, et notamment de :

19y =3 P o,

n=0
par exemple via 1’inégalité triangulaire :

o

+ k)!
9] < 30 L o]
n=0 ’

Comme sur la figure, prenons un rayon r intermédiaire de sécurité :
|z0] < r < R,

éventuellement arbitrairement proche de R.
En supposant :
lw| < r— |z,
nous pouvons maintenant majorer :

o0

= [P (2 — (n+k)!
}g(w)‘ < Z |fk:—(‘)| (7’— |z0|)k < Z Z % {ak+n‘ EN (r— |Zo|)k.
k=0

k=0 n=0

" "A m=k+n
Zn Zk+n:m

_—>, Dok

R R

Tk Tk

Dans cette double somme, posons :

k+mn=:m,
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d’ou n = m — k, afin de la transformer en :

Z Z Expression(k,n) = Z Z Expression(k, m — k),
k=0 n=0 m=0 0<k<m

ce qui donne ici :

0 Zo m! m— k
Z ‘ r—|20| Z |am|< Z m |20 k(T—|Zo|) )

J

~
reconnaitre (|zo|+r—|zo0|)™

puisque r < R.

La finitude de cette somme montre donc que le rayon de convergence de g(w) est au
moins égal & r — |2|. Mais comme r < R pouvait étre choisi arbitrairement proche de R,
c’est que ledit rayon de convergence de g(w) est toujours au moins égal a :

- |ZO|7

comme annonceé.
Il reste seulement a vérifier que :

? > - n k)!
) 23S o (- 20)

m! & k
2 (m— oyl ) (Z_Z°)>

0<k<m

I
()¢
)
3
AN

g

= Aoy (zo—l—z—zo)m
0

_E am 2,

ce qui est bien le cas, grace au méme calcul formel, les interversions de sommations étant
justifiées par la convergence absolue des séries majorantes que I’on vient de manipuler. [

10. Fonctions analytiques et fonctions holomorphes

Dans la suite, nous travaillerons la plupart du temps dans des ouverts quelconques 2 C
C. Avant d’étudier réellement 1’espace proprement dit &'(€2) des fonctions holomorphes
dans €2, nous allons commencer par étudier 1’espace des fonctions analytiques dans 2, car
les séries enticres sont ais€ément manipulables, comme nous venons de le voir dans ce qui
précede.
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Notation 10.1. Dans un ouvert §2 C C, I’ensemble des fonctions localement développables
en série entiere convergente sera noté :

A (Q) = {f: Q5 C:VzeQ Ir>0 avec Dy(z) C Q

il existe une série entiere Z n, (z — zo)n convergeant dans I,.(zp)
n=0
telle que f(z) = Z an (2 —20)" Vz € Dr(zo)}.

n=0

Comme les ouverts {2 C C peuvent avoir des formes tres diverses, on demande donc

seulement que la fonction soit, au voisinage de chaque point z5 € (), égale a une série
£ (20)

entiere convergente en les puissances de z — 2o, et alors a, = —

n € N. On vérifie (exercice) que .7 (£2) est un anneau commutatif.
D’apres le Théoreme 9.5 qui précede, toute fonction analytique dans un ouvert €2 est
aussi holomorphe dans €2 :

pour tout entier

() C O(Q).
Un théoreme profond de I’ Analyse Complexe que nous établirons dans le chapitre suivant
affirme que la réciproque est vraie : toute fonction holomorphe dans un ouvert ) est aussi
analytique dans ), a savoir développable en série entiére convergente autour de chaque
point de ) :

g (Q) = 0(Q).
Pour cette raison, de nombreux auteurs s’autorisent a utiliser parfois les deux termes ‘ho-
lomorphe’ et ‘analytique’ de fagon interchangeable.

Mais pour I’instant dévoilons quelques propriétés des fonctions analytiques.

11. Principe des zéros isolés pour les fonctions analytiques

Localement au voisinage d’un point autour duquel elles convergent, les séries enticres
se comportent comme de simples polyndmes, et en particulier, leurs zéros sont séparés les
uns des autres — on dit ‘isolés’ (du coronavirus).

Proposition 11.1. Soit f(z) = > a, 2" une série entiere convergente centrée a I’origine
dont le rayon de convergence est R > 0. Si au moins un des coefficients a,, # 0 est non nul,
i.e. si f £ 0, alors il existe un rayon 0 < r < R assez petit pour que :

lorsque ag = 0: (\z| <ret f(z)= O) — 2z =0,
lorsque ag # 0:  |z| <r = f(z) #0.
Démonstration. Si en effet k est le plus petit entier tel que a; # 0, on peut factoriser :
f(2) = ap 25 + apyy 2P F appg T4

k 2
=z (ak+ak+12+ak+22 +)

J/

-~

nouvelle série entiére g(z)
Comme :
g(O) = Qg 7£ 07
par continuité, cette série entiere g ne s’annule alors pas dans un certain voisinage de 0. [J
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Corollaire 11.2. Une fonction analytique f définie dans un ouvert Q2 C C possede toujours
un unique développement en série entiére convergente au voisinage de tout point z, € C.

Démonstration. Sinon, on aurait :

d’ou par soustraction :

0= [an — En} (z — zo)n,
nZ:() =:b

mais grace a la proposition qui précede, si un seul de ces coefficients b, était non nul, la

série a droite serait certainement non nulle pour z # 0 proche de I’origine, contradiction.
U

Théoreme 11.3. [Principe du prolongement analytique] Soit (2 C C un ouvert connexe
et soient f, g deux fonctions analytiques dans ). Si f et g ont les mémes valeurs sur un
sous-ensemble E C ) qui a un point d’accumulation dans ), alors ces deux fonctions
coincident :

=y,

dans ) tout entier.

Démonstration. Soit z,, € ) un point d’accumulation de E, et soit D, (z.,) un disque de
rayon r > () assez petit pour étre contenu dans €2 et pour que f et g soient développables
en séries entieres convergentes dans ce disque. Par hypothese, la différence f — g admet
une suite infinie de zéros distincts deux a deux zy, 29, 23, ... qui sont tous contenus dans
D, (z0) avec z, —> 2. La contraposée de la Proposition 11.1 qui précede implique alors
(exercice mental) que :

0= (f_g) Dr(200)”

Maintenant, il s’agit de montrer que cette identité f = g valable sur le disque D,.(2)
se propage a I’ouvert () tout entier, et ¢’est la connexité de {2 qui va garantir cela.
Introduisons en effet 1’ensemble :

W := {w € Q: f = g dans un voisinage ouvert de w}.

Cet ensemble W est ouvert (exercice mental). Il contient aussi D,.(z,), donc il n’est pas
vide. Notre but étant de démontrer que W = (2, il suffit de faire voir que W est aussi fermé,



11. Principe des zéros isolés pour les fonctions analytiques 45

puisque le seul sous-ensemble non vide d’un ouvert connexe qui est a la fois ouvert et
fermé, c’est I’ouvert tout entier !

Soit donc w,, un point appartenant a 1’adhérence W de W pour la topologie induite, 2
savoir plus précisément :

we €W = W N Q.

Comme w,, € €2, il existe un disque D, (w,,) de rayon r > 0 assez petit pour que
D, (ws) C Q. D’apres I’Exercice 13, tout point adhérent a un ouvert est aussi point d’ac-
cumulation, donc il existe une suite {w, }>> | de points w,, € W distincts deux a deux telle
que :

Weo = lim w,,.
n— oo

Puisque f = g sur W, en tous ces points, on a coincidence :

f(wn) = g(wn).

Alors la contraposée de la Proposition 11.1 qui précede implique que f = ¢ dans un voisi-
nage ouvert de w.,, donc wy, € W. Ceci montre que W est fermé, et acheve la démonstra-
tion. U

Théoreme 11.4. Soit f une fonction analytique dans un ouvert () C C qui est connexe. Si
f # 0 n’est pas identiquement nulle, alors tous les zéros de f sont isolés :

(Vz €, f(z) :O) — (Elr:r(z) >0 tel que D,(z) C Q

et f(w) # 0 pour tout w € Dr(z)\{z}>

Démonstration. En effet, le théoréme précédent s’applique a f = fetag = 0. U

De maniere équivalente, I’ensemble des zéros d’une fonction f # 0 analytique dans un
ouvert () est toujours un sous-ensemble discret de ).

Théoreme 11.5. Soit f une fonction analytique dans un ouvert Q) C C qui est connexe.
S’il existe un point zy € €2 en lequel toutes les dérivées de [ s’annulent :

0= f(ZO) = f/(Z(]) = f”(zo) = f/”(ZO) =,
alors f = 0 est identiquement nulle dans §2 entier.

Démonstration. En effet, la série entiere de f :

2. (2, "
ro =3 P - x)
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converge par hypothése dans un certain disque D,.(z() de rayon r > 0 assez petit, mais elle
est identiquement nulle ! Donc la restriction :

f Dr'(zo) o

est identiquement nulle, et les théoremes précédents propagent alors instantanément la
z€ro-ité de f a tout I’ouvert connexe (). U

12. Intégration le long de courbes v C C

Dans la définition d’une courbe, on doit faire la différence entre 1’objet géométrique
1-dimensionnel contenu dans le plan (lui-méme muni d’une certaine orientation), et une
paramétrisation de la courbe, qui est une application définie dans un intervalle fermé et a
valeurs dans C = R?. La paramétrisation n’est jamais définie de maniére unique, bien que
I’image géométrique de la courbe le soit.

Définition 12.1. Une courbe paramétrée est une fonction z = z(t) qui envoie un intervalle
fermé borné [a,b] C R avec —0o < a < b < oo dans le plan complexe C = R? :
z: [a,b) — C
t — 2(1).
En fait, il ne cofite (presque) rien d’imposer des conditions de régularité sur les paramé-

trisations, eu égard aux applications désirées a I’ Analyse Complexe.

Définition 12.2. La courbe paramétrée sera dite de classe " lorsque la dérivée 2'(t) existe
et est continue pour tout ¢ € [a, b], avec de plus :

2Z'(t) #0 (V€ [ab)).
Aux points-extrémités ¢t = a et t = b, les dérivées 2'(a) et 2’(b) doivent étre interprétées
comme dérivées a droite et a gauche, précisément définies par :

z(a+h) — z(a) z2(b+h) — z(b)

/ [ H / R H
Z'(a) := lim - et 2'(b) == lim
h>0 h <0

Définition 12.3. On dit qu’une courbe paramétrée continue :
z: [a,b] — R?
est €' par morceaux lorsqu’il existe des points :
a=ayg<a <---<a,=">o,
tels que t — z(t) est €* sur chaque intervalle [ay, aj 1], pour tout k = 0,1,...,n — 1.

On notera que les dérivées a droite et a gauche en chacun des points ay,...,a,_1 ne
sont pas censées étre égales.

Définition 12.4. Deux paramétrisations :
z: [a,b] — C et z: [e,d] — C
sont dites équivalentes lorsqu’il existe une bijection de classe €™ :
le,d] — la, b
s — t(s),
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satisfaisant ¢'(s) > 0 telle que :
Z(s) = z(t(s)),

pour tout s € [c, d].

La condition #'(s) > 0 dit précisément que I’orientation est préservée : lorsque s aug-
mente continiiment de ¢ a d, il en va de méme pour #(s), qui augmente aussi continiment
deaab.

b
el

!
a
Définition 12.5. La famille de toutes les paramétrisations qui sont équivalentes a une pa-
ramétrisation z(¢) détermine une unique courbe ¢’ par morceaux :
v cC,

a savoir I’image :
v = z([a, b))
d’une quelconque paramétrisation, toutes ces images étant égales.

La courbe hérite de I’orientation canonique du segment [a, b].

Définition 12.6. Etant donné une courbe -, la courbe inverse v~ est celle qu’on obtient en
renversant les orientations de b vers a.

Clairement, la courbe 7~ consiste en les mémes points de C. Bien entendu, si
z: [a,b] — R? est une paramétrisation de 7, on peut prendre pour paramétrisation de
~~ I’application :

[a,b] — R?

t— z(b+a—t)
=: 2" (t).

Evidemment, une courbe ¢! par morceaux est I'image d’une courbe paramétrée par
morceaux, indépendamment de toute paramétrisation.

Terminologie 12.7. Les deux points z(a) et z(b) sont appelés points-extrémités de la
courbe.

Puisque v porte une orientation, il est naturel de dire que y part de a, et aboutit en b.

Définition 12.8. Une courbe "' ou ¢! par morceaux est dite simple lorsqu’elle n’a aucune
auto-intersection, ¢’est-a-dire lorsque :

(s#t) = (z(s) # z(t)).

Lorsque la courbe est fermée :
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il est naturel de requérir seulement que :
(z(s):z(t) et s<t) — (s=aett=>0).
L’exemple canonique de courbe est celui d’un cercle :
Cr(z0) :={z€C: |z — 2| =r1}.
de centre z; € C et de rayon r > 0.

Définition 12.9. L’ orientation trigonométrique — contraire au sens des aiguilles d’une
montre — est celle qui est donnée par la paramétrisation standard :

2(t) = z +ret (tefo,27]),
tandis que I’ orientation négative est donnée par :
2(t) =29 +re (te[0,27)).

L’intégration le long de courbes tracées dans le plan complexe est un outil important
pour I’étude des fonctions holomorphes. Un théoreme-clé en analyse complexe énonce que
si une fonction est holomorphe dans 1’intérieur topologique — notion plus délicate qu’il
n’y parait et qui doit étre soigneusement précisée — d’une courbe fermée v C C, alors :

Oz[yf(z)dz.

Dans le chapitre qui suit, nous démontrerons ce résultat, appelé Théoreme de Cauchy. Pour
I’instant, nous nous contenterons de définitions initiales et de propriétés élémentaires.

Définition 12.10. Etant donné une courbe y = z([a, b]) de classe ¢! par morceaux dans
C paramétrée par z: [a,b] — C, et étant donné une fonction f continue sur 7, on définit
I’intégrale de f le long de y par :
b
/ f(2)dz := / f(z(t) 2/ (¢) dt.
¥ a

Afin de s’assurer qu’une telle définition a un sens rigoureux, il faut vérifier que le
membre de droite est indépendant de la paramétrisation choisie par ~.

Soit donc Z: [¢,d] — C une autre paramétrisation quelconque, comme décrite ci-
dessus :

Z(s) = z(t(s)) (s€[e,d)).

Alors c’est la formule classique de changement de variable dans une intégrale qui va rendre
tout cohérent :

/ £ =) 2(8) dt = / F(=(8(s))) 2/ (t(5)) £'(s) ds
:/ f(Z(s)) Z(s) ds.

Proposition 12.11. L’intégrale d’une fonction le long d’une courbe est indépendante de sa
paramétrisation. U
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Lorsque -y est continue par morceaux, 1’intégrale de f sur y est alors simplement définie
comme la somme des intégrales de f sur les morceaux lisses de la courbe. Autrement dit,
dans les notations qui précedent :

/7 f(2)dz := kz:% /a:H F(=(®) 2 (t) dt.

Définition 12.12. La longueur d’une courbe lisse y est :

b
longueur () ::/ |2/(t)] dt.

En raisonnant comme nous venons de le faire, on se convainc aisément que cette défi-
nition est elle aussi indépendante de la paramétrisation de la courbe. Evidemment, lorsque
la courbe est lisse par morceaux, sa longueur est la somme (finie) des longueurs de ses
morceaux lisses.

Proposition 12.13. L’intégration des fonctions continues sur les courbes jouit des proprié-
tés suivantes :

(i) elle est linéaire, a savoir :

[ @)+ 8@ de=a [ £z 5 / 9(2) d

Y v

(ii) si v~ est la courbe y inverse, alors :

/7 f(z)de = - / 7(2) dz:

(iii) ’inégalité suivante est satisfaite :

’ /W f(2)dz

Démonstration. La premiere propriété découle directement de la définition et de la linéarité
de I'intégrale (de Riemann, ou de Lebesgue). La seconde propriété est laissée en exercice
au lecteur-étudiant. Pour ce qui est de la troisieme, on majore (tres) aisément :

[yf(z)dz < sup}‘f(z(t))‘/ab 1/(8)] e

t€[a,b
Comme nous 1’avons dit par anticipation destinée a éveiller la curiosité, le théoreme de
Cauchy qui sera démontré ultérieurement énonce que pour des courbes fermées appropriées
~v C C contenues dans certains « bons » ouverts 2 C C sur lesquels f est holomorphe, on

- [ 00

L’existence de primitives exhibe une premiere manifestation de ce phénomene remar-
quable.

< sup ‘f(z)’ - longueur(7).
zey

= sup |f(z)| - longueur(). d

zey
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Définition 12.14. Une primitive (holomorphe) pour une fonction holomorphe f € ()
définie dans un ouvert {2 C C est une fonction F', elle aussi holomorphe dans (2, telle que :

F'(z) = f(2),
pour tout z € €.

En fait, on peut parler de primitive holomorphe de toute fonction continue f € €°(2),
mais nous démontrerons dans le prochain chapitre que f est alors aussi holomorphe.

Théoreme 12.15. Si une fonction f holomorphe dans un ouvert Q) C C admet une primitive
holomorphe F, alors pour toute courbe vy C €) contenue dans [’ouvert qui part d’un point
wy € §2 et aboutit a un autre point wy € ), ona :

/ f(z)dz = F(ws) — F(wy).

Démonstration. Lorsque v est lisse, I’argument repose sur une simple application de la
regle de différentiation des fonctions composées et sur une application du théoreme fonda-
mental de I’intégration. En effet, si :

z(t): [a,b] — C

est une paramétrisation de 7, avec bien entendu z(a) = w; et z(b) = ws, alors on calcule
(trés) aisément :

[ 1= [ rew) o
— /b F'(2(t)) 2'(t) dt

a

b
d
[Proposition 7.7] = / T F(z(t)) dt

= F(:(0)) ~ P (=(a).

Ensuite, lorsque 7y n’est que lisse par morceaux, il en va de méme grace a une somme
téléscopique :
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Corollaire 12.16. Si v est une courbe fermée lisse par morceaux dans un ouvert 2 C C et
si f est une fonction continue qui admet une primitive F' holomorphe dans ), alors :

l F(z)dz =0,

Démonstration. En effet, on voit bien que lorsque z(b) = z(a), la différence F(z(b)) —
F(z(a)) seréduita 0! O

Par (contre-)exemple, la fonction f(z) = 1/z n’a pas de primitive dans I’ouvert C\ {0},
puisque, en paramétrant le cercle unit¢ C' = 9D par z(t) = ¢'t, avec 0 < t < 27, on

calcule :
27 ,l’eit
/ f(z)dz:/ dt = 2im # 0,
c 0

eit

quantité qui n’est pas nulle, contrairement a ce que le dernier corollaire stipule.
Dans les chapitres qui vont suivre, nous allons voir que ce calcul d’apparence innocente
git au ceeur le plus profond et le plus intime de toute la théorie.

Corollaire 12.17. Si une fonction f holomorphe dans un domaine, i.e. dans un ouvert
connexe, 2 C C, a une dérivée identiquement nulle f' = 0, alors [ est identiquement
égale a une certaine constante (et réciproquement, de maniere triviale).

Démonstration. Fixons un point wy € Q. 1l suffit de montrer que f(w) = f(wy) pour tout
w € Q.

Puisque I’ouvert € est connexe, il est aussi connexe par arcs en vertu de I’Exercice 14,
donc il existe une courbe 7 de classe €' qui joint wy & w. Puisque f est trivialement une
primitive de f’, on a:

/ f(2) dz = f(w) — f(w).

Or par hypothese, [ = 0, donc I’intégrale a gauche est égale a 0, et on conclut que f(w) =
f(wq), comme désiré. O

13. Pathologies «réelles »

Avant de dévoiler les propriétés prodigieuses des fonctions holomorphes, rappelons
quelles sont les « pathologies » dont les fonctions réelles peuvent souffrir.

Tout d’abord, la dérivée f’ d’une fonction dérivable en tout point peut s’ avérer étre assez
«1incontrdlable », en tout cas au moins étre non continue, comme le montre :

1) 22 sin % lorsque = # 0,
x) =

0 pour z = 0,
dérivable en tout point qui a (exercice) pour fonction dérivée :

2xsint —cosi lorsque = # 0,
filay = {27S0a T Cos lonave 7

0 pour x = 0,

prenant les valeurs oscillantes ne convergeant pas vers 0 = f’(0) :

fL) = —-(=1" (VneNw).
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Autre exemple, une dérivée [’ peut étre continue tandis que (f’)’ n’existe en aucun
point, comme le montre (exercice) :

o) = Z sin 12: x)

Volterra a trouvé des fonctions dérivables en tout point qui ne sont pas intégrables au
sens de Riemann. Un premier exemple simple est (noter le changement d’exposant) :

201
r”sin = lorsque = # 0,

fz) =

0 pour z = 0,

dont la dérivée a pour valeurs spéciales divergentes (exercice) :

1
f’(—) =2C2n+1)7m (VneN)

2n+1)m ’
donc [’ est non bornée, donc f’ ne peut de facto pas étre Riemann-intégrable — étre bor-
née, c’est la tenue minimale exigée chez Riemann ! Toutefois, puisqu’il existe une théorie
des intégrales généralisées au sens de Riemann, et puisque pour € > 0 petit tendant vers 0,
on a clairement existence de la limite de :

2/m 1]v¥™ 9 1 2
fl(x)dr = |2*sin = = . 1—-é’sin — =,
c :132 c ™ 52 a;)O T

cette fonction n’est pas un vrai contre-exemple, il faut trouver mieux !

En recollant-renormalisant de telles fonctions, Volterra est parvenu a construire une
fonction continue f: [0,1] — R dérivable en tout point, dont la dérivée est bornée
|f'(x)] < 3 sur [0,1] mais discontinue en tout point d’un sous-ensemble de Cantor
C' C [0,1] «gras», c’est-a-dire de mesure de Lebesgue 1-dimensionnelle strictement po-
sitive. Or rappelons que, d’apres le cours d’Intégration, une fonction bornée sur [0, 1] est
Riemann-intégrable si et seulement si I’ensemble de ses points de discontinuité est de me-
sure nulle. Par conséquent, la fonction bornée f’ ne peut pas étre Riemann-intégrable. Ca,
c’est un vrai contre-exemple !

Un raffinement de la construction de Volterra permet méme de construire une fonction f
dérivable et de dérivée [’ bornée telle que f’ n’est Riemann-intégrable sur aucun intervalle
ouvert non vide contenu dans |0, 1].

Auparavant dans I’histoire des mathématiques, Riemann proposa en 1854 la fonction :

o) = io: sianx’

n2

n=1
comme fonction-candidate a n’€tre dérivable en aucun point x € R.
Hardy démontra en 1916 que cette fonction n’est effectivement pas dérivable aux points
de la forme :

v =&,
avec :
2a+1
€Q
2b )
§ € R\Q ou £ = 2a+1
a5 € Q,

ce qui ne traitait pas tous les points !
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Gerver termina le travail en 1970, et contredisant toute attente, il fit voir que la série de
Riemann est dérivable de dérivée égale a — % aux points de la forme :

2a +1
r = ——T,
2b+1
et enfin des fins, qu’elle n’est pas (non plus) dérivable aux points © = 2211 .

Tous ces phénomenes « pathologique » ne se produiront pas dans le pays des merveilles
holomorphes, comme va commencer a le dévoiler le prochain chapitre.

14. Exercices

Exercice 1. Décrire géométriquement les différents lieux des points z € C définis par les relations suivantes.

(@) |z — 21| = |z — 22| pour 21, 25 € C fixés.
(b) 1/z=7%.
(¢) Rez = 3.

(d) Rez > cpuis Rez > ¢, avec ¢ € R fixé.
(e) Re(az +b) > 0 avec a,b € C fixés.
@ |z| =Rez+1.

(g) Imz = cavec c € R fixé.

Exercice 2. Soit (-, -) le produit scalaire euclidien usuel sur R?, défini pour Z = (z1,71) et W = (22, y2)
par :

(Z,W) == x122 + Y1y
Soit aussi (-, -) le produit scalaire hermitien usuel sur C défini par :
(z,w) := 210.

Le terme hermitien notifie le fait que (-, -) n’est pas symétrique, mais satisfait quand méme la relation :

(w,z) = (z,w).

Vérifier que I'on a :
(z,0) = 3 [(2,w) + (w, 2)]
= Re (z,w),

lorsqu’on écrit z = o + iy et w = u + i v avec (x,y) € R% et (u,v) € R2.

Exercice 3. Pour w = se'? fixé avec s > 0 et ¢ € R, résoudre I’équation 2" = w d’inconnue z € C, ou
n e N;l.

Exercice 4. Soit pour z € C :

eiz_’_efiz eiz_efiz
cosz i = ————— et sinz ;= ——
2 21
Montrer :
e'* =cosz+isinz,
puis :
1= cos?z +sin? z,
et enfin :

cos'(z) = —sinz et sin’(2) = cos 2.
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Exercice 5. Soit pour z € C:

coshz := ere” et sinh z := coe”
2 2
Montrer :
cosh’(z) = sinh z et sinh’(2) = cosh z,
puis :

1 = cosh?(z) — sinh?(2),
et terminer en donnant les développements en séries entieres de cosh z et de sinh z.
Exercice 6. Montrer que pour tout z € C tel que sin(z/2) # 0,ona:
sin (n + %)

1
— 4 cos -+ + cos =
Fcosz .- o cos(nz) 2sin

2

Exercice 7. Le but est de démontrer que contrairement a R, le corps C des nombres complexes ne peut pas
&tre muni d’un ordre fotal qui soit compatible avec 1’addition et la soustraction.

Plus précisément, montrer qu’il n’existe pas de relation < entre les nombres complexes qui jouit des trois
propriétés suivantes :

(i) pour tous z,w € C, on a ou bien z < w, ou bien w < z ou bien z = w, de manieére exclusive;
(i) pour z1, 22, z3 € C arbitraires, si 21 < 23, alors z1 + z3 < 22 + 23;

(iii) pour z1, 22, z3 € C arbitraires, si 21 < z3 et si 0 < z3, alors z123 < 2223.

Indication: Tester tout d’abord si 0 < ¢ est possible.

Exercice 8. Montrer qu’une application R-linéaire A: C — C est C-linéaire si et seulement si elle commute
avec la multiplication par 4, et lorsque tel est le cas, montrer que A(z) = A(1) 2.

Exercice 9. Montrer que les quatre fonctions suivantes sont holomorphes dans leur domaine de définition et
qu’elles satisfont les équations de Cauchy-Riemann :
E 1 e N
’ z4+1’ 25’ 22+1
Exercice 10. Déterminer si les cing fonctions suivantes sont C-dérivables en tout point de C :
Pyt +ixy?,
y?sinz +i (y° +22?),
sin?(z + y) + i cos?(z + ),
e* cosy — 2zy + i (e siny + 2° — y?),
(2 —2i)y® — 6 (cosz +isiny) + 15 (y* + 2y).
Exercice 11. Soit un polyndme P = P(z,y) € C[z,y].
(a) Montrer qu’il existe un autre polynéme Q = Q(z,%) € Clz,Z] tel que P(x,y) = Q(z,2).
(b) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que P soit une fonction holomorphe.
Exercice 12. Pour les deux fonctions réelles suivantes u: R? — R :
uw(z,y) == 223 — 6xy® + 2% — ¢,
u(z,y) == 22 —y* +e Vsinz — e Y cos,
trouver une fonction réelle v: R? — R telle que u + iv: C — C soit holomorphe.
Exercice 13. Soit Q C C un ouvert, et soit un point z,, € {) appartenant a son adhérence, a savoir il existe
une suite {z, }22 ; de points z, € Q telle que :

Zoo = lim z,.
n — oo

Montrer que zo, est aussi un point d’accumulation de 2. Indication: Perturber 1égérement la suite {2, }52 4

: /100 4 ! Tt / /
comme une nouvelle suite {z/,}°° ; en assurant, par récurrence, que z,, 41 estdistinct de zg, ..., z;,.
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Exercice 14. Le but de cet exercice est d’établir 1I’équivalence entre la connexité et la connexité par arcs des
ensembles ouverts Q) C C.

(a) On suppose d’abord que {2 est ouvert et connexe par arcs, mais qu’il peut s’écrire 2 = €2 U )5 avec
Q1,9 ouverts disjoints non vides, en raisonnant donc par 1’absurde. On choisit deux points quelconques
wy € Oy et wy € Q. Soit z: [a,b] — € une courbe continue joignant wy; = y(a) & y(b) = ws. En
introduisant :

t7 :==sup {t € [a,b]: z(s) € Qy pourtous a < s < t},

parvenir a une contradiction.

(b) Réciproquement, on suppose que £ est ouvert et connexe, le but étant d’établir qu’il est connexe par arcs.
On fixe un point w € €2. Soit £2; C 2 ’ensemble de tous les points qui peuvent étre joints & w au moyen
d’une courbe continue contenue dans 2. Aussi, soit {29 C €2 I’ensemble de tous les points qui ne peuvent
pas étre joints a w par une courbe continue contenue dans €2. Montrer que 2 et {25 sont tous deux ouverts et
connexes, qu’ils sont disjoints, et que leur réunion est 2. Conclure.

Exercice 15. Soit € un sous-ensemble ouvert de C et soit un point z € 2. La composante connexe de 2
contenant z est I’ensemble %, de tous les points w € {2 qui peuvent étre joints & z par une courbe continue
entierement contenue dans 2.

(a) Montrer tout d’abord que %, est ouvert et connexe. Montrer ensuite que w € %, définit une relation
d’équivalence, a savoir que z € €, puis que w € €, <= z € %, et enfin que :

(we%z et ze%g) = (we%g)

(b) Montrer que €2 a un nombre au plus dénombrable de composantes connexes distinctes. Indication: Si, au
contraire, il existait un nombre non dénombrable de telles composantes, obtenir un nombre non dénombrable
de disques ouverts disjoints, et penser aux points de C O Q + 7 Q a coordonnées rationnelles.

(c) Montrer que si 2 = C\ K est le complémentaire d’un sous-ensemble compact K C C, alors 2 posséde
une et une seule composante connexe non bornée, a savoir une composante connexe dont 1I’adhérence n’est
pas compacte. Indication: Penser au complémentaire d’un grand disque ouvert contenant K.

Exercice 16. La famille d’applications introduites ici joue un role important en Analyse Complexe. Ces
applications, dites de Blaschke, réapparaitront notamment lorsqu’on étudiera les applications dites conformes
de C.

(a) Soient deux nombres complexes z,w € C tels que zw # 1. Montrer que :

‘w—z <1, lorsque de plus 2| <1 et |w| <1,
1—-zw
et aussi que :
Li =1, lorsque |z| =1 ou |w| =1,
1—-zw

Indication: Justifier qu’on peut supposer que z € R est réel. Ensuite, se ramener & montrer que :
(r—w)(r—w) < (1-rw)(l-rw),
avec une égalité = au lieu d’une inégalité < pour r et |w| appropriés.
(b) Montrer que pour w € D fixé dans le disque unité, a savoir satisfaisant |w| < 1, ’application :
w—z
F: Zr—r —
1—zw
jouit des quatre propriétés :
(i) F: D — D envoie le disque unité D dans lui-méme, et est holomorphe ;
(ii) F échange 0 et w, a savoir F/(0) = w et F(w) = 0;
(iii) |F'(z)| = 1 pour tout z € JD sur le cercle unité, i.e. tout z avec |z| = 1;
(iv) F': D — D est bijective. Indication: Calculer F o F'.
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Exercice 17. Soient U C C et V C C deux sous-ensembles ouverts du plan complexe. Soient les deux

opérateurs :
0 _1(0 0 L 0_1(d .0
0z 2\ 0z Oy 0z 2\ 0z oy )’

Montrer que si f: U — Vet g: V — C sont deux fonctions de classe €2, c’est-a-dire différentiables
au sens réel par rapport aux deux variables (x,y) jusqu’a ’ordre 2 avec des dérivées toutes continues, la
composition :
h:=gof

satisfait, en termes de ces deux opérateurs, les reégles suivantes de différentiation composée :

Oh 0g 0f =~ 0Og of

9z 0z 0: 9z 0z
Oh 0g 0f Oy of
9 0:0: 9z 0%
Exercice 18. (a) Montrer qu’en coordonnées polaires z = r e*?, les équations de Cauchy-Riemann prennent
la forme :

Ou 1 0v
or v on
1ou  Ov
rod o
Indication: Vérifier d’abord les formules :
0 0 sinf 0
o e
0 . 0 cosf O
a—y = sm95 + 20

(b) Utiliser ces équations pour faire voir que la fonction logarithme définie par :

logz=logr+i6,

pour z = re' avecr > O et — 7 < 6 < T, est holomorphe.

Exercice 19. Montrer que :

ou A est le laplacien :

Exercice 20. Utiliser I’Exercice 19 pour montrer que si une fonction f est holomorphe dans un ouvert Q2 C C,
alors sa partie réelle Re f et sa partie imaginaire Im f satisfont :

0= A(Re f )
= A(Im f )
(Les solutions u € €2(£2, R) de I’équation de Laplace Au = 0 sont appelées fonctions harmoniques.)

Exercice 21. Soit la fonction :
fla+iy) =zl lyl,
définie pour tous (x,y) € R2. Montrer que f satisfait les équations de Cauchy-Riemann en (0, 0) € R?, mais
qu’elle n’est pas C-différentiable en 0 € C.
Exercice 22. Soit f une fonction holomorphe dans un ouvert 2 C C. Montrer que f est constante dans 1’une
(au moins) des trois circonstances suivantes :
e Re f est constante;
e Im f est constante;

e | f| est constante.
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Exercice 23. (a) Montrer que la fonction z — 1/Z n’est holomorphe en aucun point de C\{0}.
(b) Montrer qu’elle conserve les angles infinitésimaux non orientés entre paires de courbes.

(¢) Soit 2 C C un ouvert non vide invariant par conjugaison complexe, c’est-a-dire satisfaisant z € 2
implique Z € Q. Pour toute fonction holomorphe f € &(2), montrer que la fonction :

9(z) = f(2) (z€9)
est holomorphe dans (2.

(d) On suppose maintenant f € ¢'(€2) non constante. Parmi les cinq fonctions suivantes :

f),  fi).,  Ref(x), Imf(2), [|f(2)],
lesquelles sont holomorphes ?
Exercice 24. Soient deux suites finies de nombres complexes :

et {b"}lgngN’

{a"}lgngz\/
avec N > 2. Pour 1 < kK < N, onnote :
By i =bi+ -+ bg.

Etablir la formule de sommation par parties :

N N-1
g anb, =any By —ap By—1 — E (ant1 — an) Bn,
n=M n=M

valable pourtout 1 < M < N — 1.

Exercice 25. En utilisant I’Exercice 24, démontrer le Théoréme d’Abel : si une série numérique >~ ; a,

converge (a, € C), alors :
o0

o0
lim r”an:E Q.
r—1

n=1

r<i p=1

Exercice 26. Montrer que si {a,, }52 ; est une suite de nombres complexes tous non nuls a,, € C* telle que :

fim 91l _

n— 0o ‘a"| ’

avec 0 < L < oo, alors on a aussi :
L= lim |a,|"".
n — oo

Ainsi, lorsqu’il est applicable, le critere de Hadamard peut &étre utilisé (au lieu du critere de Cauchy), pour
déterminer un rayon de convergence.

Exercice 27. (a) Montrer que la fonction :

f(z) =

est holomorphe dans un voisinage ouvert de 0 dans C.

1
1—2z—22

(b) Montrer que les coefficients de son développement en série entiére a Iorigine f(z) = > .0 ay, 2"
satisfont la relation de récurrence de Fibonacci :

ag = a; = 1, Gp = Gp—1+ ap—2 (Vn>2).
(c) Déterminer le rayon de convergence exact de cette série entiere.

Exercice 28. Déterminer les rayons de convergence des séries entieres suivantes :

PN B B D B e v T ST AN W v AR
n=1 n=1 n=1 +on n=1 n n=1 ( ’I’L)

Indication: Utiliser I’asymptotique de Stirling n! ~ (%)n V27 quand n — oo.
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Exercice 29. Déterminer les rayons de convergence des séries entieres suivantes :

0 0 0o 0o
1 1 1 2

§ : Zn) § 72717 § Zn7 § qn Zn’
2n n n2

n=1 n=1 n=1 n=1

oug > 0.

Exercice 30. Soient deux séries entieres centrées a ’origine :

flz) = i an 2" et g(z) = i b, 2",
n=0 n=0

dont les rayons de convergence respectifs R > 0 et S > 0 sont strictement positifs. Montrer que les séries
somme et produit :

Z (an—l—bn) z" et Z (aobn+-~-—|—anbo)z"
n=0 n=0

ont un rayon de convergence au moins égal a :
min (R, S),
et fournissent les valeurs de f(z) + g(z) etde f(z) g(z) dans le disque associé.

Exercice 31. Soient o, 5,y € Cavecy #0,—1,—-2,-3,....
(a) Trouver le rayon de convergence de la série hypergéométrique :

. - = a(a+1)~--(a+n—l)ﬁ(ﬁ—i—l)---(ﬁ—i-n—l) n
F(a,ﬂ,%z)._l—i—; PIETCTS ) I Pe— 2",

(b) Montrer que F (a, B8,7; z) est une solution de I’équation différentielle dite hypergéométrique d’inconnue
Y
0=z(1-2)y"+[c—(1+a+b)z]y —aby.

Exercice 32. Soit ), a, 2" une série entiére ayant un rayon de convergence R > 0. Montrer que les
séries suivantes ont le méme rayon de convergence R :

o0 o0 o0
E napz", E nZa, 2", g nay 2" L
n=1 n=1 n=1

Exercice 33. Soit un entier > 1. Trouver le rayon de convergence de la fonction de Bessel d’ordre r :

o= (5) et (3)”

Exercice 34. Quel est le rayon de convergence de la série entiere :

n=0

Montrer qu’elle est solution de 1’équation différentielle d’inconnue y :
O=zy' +y —4dzy.

Exercice 35. Montrer qu’il existe des nombres dits de Bernoulli tels que :
oo
z B,
e DI
n=0
Montrer que |B,,| — oo quand n — co. Montrer que :

By B, B,_1 1 lorsque n =1,
+ + -+
n!l0!  (n—1)1! {O lorsque n > 2.

TGS T
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En déduire que B,, € Q. Calculer By, By, B2, Bs, By, Bs. Montrer que Bs,,+1 = 0 pour n > 1. Montrer :

z ety i Bon o
2 e7/2 — e=2/2 (2n)! s
=0
et en déduire :
oo )2n
7 z cotan(r z) Z o)l By, 227
n=0 :

Exercice 36. Etablir les énoncés suivants.

(a) La série entiére Y, n z™ ne converge en aucun point du cercle unité.

(b) La série entiere Z -z 2" converge en tous les points du cercle unité.

(c) La série entiere ) % 2™ converge en tous les points du cercle unité, excepté le point 1. Indication: utiliser
la sommation par parties.

Exercice 37. Soit m > 1 un entier. Développer (1 — z)™™ en puissances de z. Montrer que les coefficients
obtenus :

satisfont I’estimée asymptotique suivante :

m—1
n n—oo (m—1)! "

Exercice 38. Montrer que pour tout |z| < 1,on a:

z N 22 - 22" P z

1—22  1—24 1— 22" 12
et aussi : .
z n 222 n ok 2 n oz
14+2 1422 14 22* S 1—2z

Montrer que ces deux sommes infinies convergent commutativement. Indication: utiliser le développement
dyadique d’un entier et le fait que 2**1 — 1 =1 4+2 422 4 ... 4 2,

Exercice 39. Un sous-ensemble S C {1,2,3,...} de N* est dit étre en progression arithmétique lorsqu’il est
de la forme :

S:{a,a+d,a+2d,a—|—3d, ...... },
ol a,d > 1 sont des entiers. Ici, d est appelé le pas de la progression arithmétique.
Montrer que N* ne peut pas étre partitionné en un nombre fini de sous-ensembles Sy, . .., Si qui sont en
progressions arithmétiques de pas dy, . .., dy tous distincts deux a deux (excepte dans le cas trivial a = d =

1). Indication: Ecrire Z, —; 2" comme somme de termes du type =

Exercice 40. Montrer que I’anneau des fonctions analytiques dans un ouvert {2 est un anneau intégre si et
seulement si {2 est connexe.

Exercice 41. Montrer que ’algebre des fonctions continues sur un ouvert non vide 2 C C n’est jamais
integre, et décrire précisément les diviseurs de 0.

Exercice 42. Existe-t-il une fonction analytique f définie sur un ouvert connexe €2 contenant 0 € C et
satisfaisant :

e soit pour tout entier n 2> 1 tel que Lcq:

e soit pour tout entier n > 1 tel que e
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Exercice 43. Soit f(z) = sin {Z—. Montrer que f est analytique sur le disque ouvert {|z| < 1}. Déterminer
les zéros de f. A-t-on une contradiction avec le principe des zéros isolés ?

Exercice 44. Dans un ouvert 2 C C, soit une fonction f € & (Q\{20}) holomorphe en-dehors d’un certain
point zy € 2. On suppose que f est localement bornée au voisinage de zg, a savoir qu’il existe un rayon
7 > 0 et une constante 0 < M < oo tels que :

[f(2)] <™ (V2 €Dr(20) \ {20})-
(a) Montrer que la fonction définie par :

- (z — 20)%f(2) lorsque z € Q\{z},
9(z) =

0 pour z = z,

est C-dérivable en tout point de €.

(b) En admettant la coincidence &'(2) = o7 (2) entre fonctions holomorphes et fonctions analytiques, mon-
trer qu’il existe une série entiére unique ¢(z — zo) = >, ¢, (2 — 2o)™ convergeant au voisinage de zo
telle que :

2
g(Z) = (Z — Zo) QD(Z — Zo) (V zpres de zg).
(¢) Montrer qu’il existe une unique fonction holomorphe f € 0(Q) telle que :
f|sz\{zO} =/
Exercice 45. Considérer la fonction f définie sur R par :
0 lorsque = < 0,
fz) =

1
e =2 lorsque x > 0.

Montrer que f est indéfiniment différentiable, i.e. montrer que f est de classe €. Montrer que £ (0) = 0
pour tout » > 0. Montrer que f ne peut étre représentée, dans aucun intervalle ouvert non vide centré a
I’origine, sous forme d’une série entidre convergente y . a, z™.

/ rdz, / yd(Rem) (R>0).
[0,144] 0

Exercice 47. Sur le cercle C,.(zg) := {2z € C: |z — 29| = r} de rayon r > 0 centré en z, € C, calculer pour

tout entiern € Z :
/ (z — zo)n dz.
Chr(20)

Exercice 48. Avec R > 0, soit C;f le demi-cercle de diametre [-R,R] C R C C parcouru dans le sens

trigonométrique. Vérifier que :
R
/ e“dz = / e’ dx.
cF —R

Exercice 49. Sur I’ellipse F de demi-axes 0 < a < b paramétrée par 6 — acosf + ibsinf avec 0 < 0 <

27, calculer :
/ |2|% dz.
E

Exercice 50. Pour toute fonction continue g sur le cercle unité C' paramétré par 6 — ¢*?, montrer que :

/Cg(z)dz = —/Cﬁ%

Exercice 51. Montrer que la fonction f(z) := -~ n’a pas de primitive dans I’ouvert :

Exercice 46. Calculer :

Q:={zeC:0<|z—-1]<1}.



14. Exercices 61

Exercice 52. Soit y une courbe lisse dans C paramétrée par z(¢): [a,b] — C. Soit 4~ la courbe orientée
dans le sens inverse. Montrer que pour toute fonction continue f sur -y, on a :

L f(z)dZZ—Lf(z)dz.

Exercice 53. Cet exercice a pour objectif de faire pénétrer plus avant dans la substance essentielle du théo-
reme de Cauchy, qui sera traité en détail dans le chapitre suivant.

(a) Soit 7 un cercle quelconque centré a I’origine 0 € C, muni de I’orientation trigonométrique. Pour n € Z
entier relatif, évaluer I’intégrale :
/ 2" dz.
~

(b) Traiter la méme question, mais pour un cercle v dont I’intérieur ne contient pas ’origine 0 € C.

(c) Soit C, le cercle de centre 0 € C et rayon r > 0, orienté dans le sens trigonométrique. Montrer que pour

la| <7 < |bl,ona:
1 24
dz = .
L(z—a)(z—b) S—

Exercice 54. Soit f une fonction continue dans un ouvert connexe 2 C C. Montrer que deux primitives
quelconques de f (s’il en existe) different toujours par une constante.

Exercice 55. Soit un rayon R > 0, soit le disque ouvert Dy = {z € C: |z| < R} centré en I’origine, et soit
f: Dg — C une fonction de classe ¢! qui est holomorphe. Ainsi, la dérivée complexe z — f/(z) est ici
supposée continue.

Pour 0 < r < R, dans le sous-disque I, C Dg, pour z € D, quelconque fixé, i.e. pour |z| < r, on
introduit les intégrales suivantes dépendant d’un parametre réel 0 < A < 1:

2 f((l —)\)z—l—)\rem) — f(2)
0 re? — 2

I(\) = retdd.

(a) Justifier que A — I () est continue sur [0, 1].
(b) Trouver I(0).
(c) Justifier que pour tout 0 < A < 1, la dérivée I'()\) existe.
(d) Calculer I’()) sur 0, 1].
(e) Montrer que :
2 i
/o —f(T::ig : ‘Z(z) re'do = 0.

(f) Montrer que :

2m 16
re
/ —p——df = 2.
o rev-—z
Indication: Développer en série entiere 1 / (1 — Te%)

(g) Démontrer et justifier la formule suivante :
— 2" [T i0 in6
2 = — e db.
7 f(2) T;Orn/() f(re)e

Indication: En appelant c,, le coefficient de f—: ci-dessus, vérifier que :

lenl < 27T|3JP |£(O)].

(h) Montrer que toute fonction holomorphe f € O(A) et € dans un disque A := Dy (zp) = {z € C: |2 —
20| < R} est développable en série entiere convergente :

o0

flz) = Z an (z — zo)n (V]z—20| <R),

n=0
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avec des coefficients complexes donnés par :
1 2m

an : f(zo +r ew) e~ 4 (n>0).

(i) Obtenir la formule de Cauchy valable pour tous 7 et z avec |z — zp| < 7 < R:

£2) 1 [ f(z+7€?)

= — 3 et df.
2 Jo  zo+ret —z
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Théoremes de Cauchy
et applications

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction

Dans le chapitre précédent, nous avons présenté les concepts de base pour la topologie
sur C, nous avons défini les fonctions holomorphes et nous avons montré comment les
intégrer le long de courbes Sg”plm. Le premier résultat remarquable de la Théorie de Cauchy
exhibe des connexions profondes entre ces notions.

En effet, le Théoréme de Cauchy énonce que si une fonction f € &({2) est holomorphe
dans un ouvert €2 C C, et si v C (2 est une courbe fermée simple dont la région intérieure
~Yint C €2 est contenue dans (2, alors :

/y f(=)d> = 0.

De tres nombreux résultats découleront de cette formule, et notamment la clé de volte
de tout I’édifice, le Théoréme des résidus — véritable magie de 1’holomorphie ! — qui
va nous inviter a sa péche interstellaire miraculeuse, nous, glaneurs de belles singularités
résiduelles.. ..

Un théoreme célebre de Jordan stipule en effet que le complémentaire C\ consiste
en exactement deux composantes connexes ouvertes it €t Yexr avec la décomposition dis-
jointe :

C= Yint U 8 U Vext
celle qu’on nomme intérieure étant la seule dont I’adhérence dans C est compacte. Le
théoreme de Cauchy suppose donc, et c’est important, que cette adhérence compacte est
entierement contenue dans le domaine de définition :

Yine Uy C Q.

Toutefois, puisque la visualisation intuitive instantanée du théoreme de Jordan est en
décalage complet avec sa démonstration mathématique rigoureuse complete, laquelle est
passablement longue et difficile, nous en admettrons 1’énoncé, et ne le démontrerons que
dans un chapitre spécialement dédié. En tout cas, pour toutes les courbes auxquelles nous
aurons affaire dans ce chapitre, la détermination de I'intérieur et de 1’extérieur de v ne
poseront aucun probleme.

Une version initiale élémentaire de ce théoreme de Cauchy suppose que la fonction pos-
sede une primitive dans €2, au sens ou cela a été défini dans le chapitre précédent. En fait,
nous démontrerons que pour des contours élémentaires y dont I’intérieur 7;,, est contenu
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dans €2, les fonctions holomorphes ont des primitives, et alors le théoréme de Cauchy de-
viendra tout aussi translucide que la formule fondamentale du calcul intégral réel :

A J(@)dr = g(1) — g(0).

Dans la Nature (mathématique!), le contour essentiellement le plus simple possible est
celui qui borde un triangle fermé 7" C 2 C C. L’existence de primitives pour les fonctions
holomorphes découlera du Théoreme de Goursat, lequel énonce que pour toute fonction
holomorphe f € &(f2), on a I’annulation :

0= f(z)dz.
aT
Il est absolument remarquable que ce sous-cas du théoreme de Cauchy est le germe de
tous les autres résultats plus avancés de la théorie de Cauchy. En plagant des triangles
orientés blottis les uns a cOté des autres, nous allons en déduire, a la maniere de carreleurs,
I’existence de primitives dans un voisinage de 7., ainsi qu'une démonstration directe du
théoreme fondamental de Cauchy susmentionné.

Toutes ces idées séduisantes vont nous conduire par la main au résultat central de ce
chapitre, la Formule intégrale de Cauchy. Sa version prototypique énonce que si une fonc-
tion f € €(1) est holomorphe dans un ouvert 2 C C, alors pour tout disque fermé A C (2,
on retrouve les valeurs de la fonction en chaque point intérieur z € A par I’intégration :

L[ S©

f(z) = 2im Jon C— 2

Ensuite, des différentiations successives de cette identité nous fourniront une collection
infinie de formules intégrales, dont découlera un théoreme absolument fantastique montrant
que les fonctions holomorphes sont indéfiniment différentiables — alors qu’elles n’étaient
supposées qu’une seule fois C-différentiables en tout point, méme pas ¢! au départ! Ah
oui certes, pour les fonctions de variable réelle, I’énoncé analogue est radicalement faux !

Pourquoi, alors, tout est si vrai, si beau, et si bon, dans le monde holomorphe ? Parce que
la Magie, c’est, en Mathématique, 1’Unité : tout, dans la théorie des fonctions holomorphes,
s’entrelace : Analyse, Géométrie, Topologie, Algebre, Calcul !

2. Théoreme de Goursat

A la fin du chapitre précédent, nous avons démontré que si une fonction holomorphe f
dans un ouvert 2 C C y admet une primitive F, a savoir une fonction F telle que F’ = f,

alors :
0= [ fG:)a,
.
pour toute courbe fermée v C (2.
Réciproquement, si de telles annulations sont toujours satisfaites, une primitive existe
pour f, car il suffit en effet de fixer un point z € €2, et de définir :

n@wzlwﬁ/ﬂ@w,

cette intégrale étant prise le long de n’importe quelle courbe €™ par morceaux o: zy — z
allant de 2 a z contenue dans €2, puisque la valeur ne dépend alors pas de la courbe !
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02

20 20

Effectivement, la différence entre deux valeurs :

Fo(2) = F, () = / RCES /0 g

_ /U F(2)dz

= fz)dz
courbe
fermée

=0,

s’annule par hypothese !

Notre point de départ sera le théoreme suivant, dans lequel on ne suppose pas I’exis-
tence d’une primitive, mais ou 1’on se restreint d’abord a des figures géométriques simples.
Classiquement, on note ¢'(£2) I’algébre des fonctions holomorphes dans un ouvert 2 C C.

Théoréme 2.1. [de Goursat] Si ) C C est un sous-ensemble ouvert, et siT =T C Q) est
un triangle euclidien fermé 2-dimensionnel entierement contenu dans ) dont le bord 0T
est constitué de trois segments orientés, alors :

0= [ f(z)d,
oT

pour toute fonction holomorphe f € O(Q).
Constamment, nous choisirons 1’orientation trigonométrique directe.

Démonstration. Appelons T;, := T notre triangle. Lorsqu’il est aplati, I’énoncé est tri-
vial — pourquoi ? Lorsqu’il n’est pas aplati, nous allons le disséquer indéfiniment — oui,
sans pitié !

Notons dy le diametre de Tj et py son périmetre. Relions les trois milieux de ses trois
cOtés.
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Quatre triangles en similitude apparaissent — notons-les 7' 1, 7' 2, T} 3, T} 4. Orientons-
les dans le sens trigonométrique direct. Deux c6tés adjacents appartenant a deux triangles
distincts sont orientés de maniere opposée.

Par conséquent, des annihilations d’intégrales sur paires de segments orientés inverses
permettent d’écrire (exercice) :

- f(z)dz = /aTL1 f(z) alz—l—/aTL2 f(2) dz+/aTL3 f(2) dz—i—/aTL4 f(2)dz,

ce qu’on peut abréger en :
I =L+ Lo+ Lizg+ 1

Affirmation 2.2. [l existe un indice 1 < i < 4 tel que :

f(z)dz| < 4 f(2)dz|.
0Ty aTl,z'
Preuve. Sinon, si on avait pour tous ¢ = 1,2,3,4 :
1
- ‘ (2)dz| > f(z)dz|,
4 0Ty 0T ;

une inégalité triangulaire a 4 termes conduirait a ’absurdité :

1
4- 1 }]0‘ > ‘]1,1‘ + ’]1,2‘ + ’]1,3‘ + ’]1,4‘
[Inégalité triangulaire] > ‘Io|. |

Sélectionnons un triangle 7} ; qui satisfait cette inégalité, puis renommons-le 7). Puis-
qu’il est homothétique de rapport % a partir de 7Ty, son diametre d; et son périmetre p,
valent :

di = %do et D1 = %po-

Itérons ce procédé en décomposant 77 en quatre triangles 75 1, 15 2, 15 3, 13 4, sélection-
nons I'un d’entre eux, redécomposons-le, resélectionnons, et ainsi de suite. Nous construi-
sons ainsi une suite infinie de triangles fermés emboités les uns dans les autres :

o D>Ty D - DT, D -
de diametres et de périmetres tendant vers 0 comme :
dn = Qindﬂ et Pn = Qinp0>
de telle sorte qu’ils satisfont les inégalités :

f(z)dz

0Ty

< 4" f(z)dz

0Tn
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Alors d’apres un théoreme connu de topologie, cette suite de compacts emboités 75,1 C
T, C C de diametres tendant vers O converge vers un unique point du plan :

20 ‘= m Tn
n=0
Maintenant — enfin vient I’hypotheése principale ! —, comme f est holomorphe en z,

nous pouvons écrire :

f(z) = f(20) + f,(Zo) (2 - Zo) +1(2) (Z - Zo),

avec une fonction-reste satisfaisant )(z) — 0 lorsque z — 2. Or comme les premiers
termes affines f(zo) + f'(z0) (z — 20) posseédent la primitive holomorphe évidente :

2
f(20) (z — Zo) + % f'(20) (Z — zo) ,
un énoncé vu au chapitre précédent et rappelé dans I’introduction nous offre, pour tout
n > 0, I’annulation de leur intégrale sur 07,,, donc il ne reste plus que :

f(z)dz = 040+ () (z — 20) dz (n>0).
T, T,

Dans ces intégrales, z, appartient au triangle fermé 7;, et 2 se promene sur son bord
oT,,,d’ou :
|Z—ZO‘ < dn = Ld()
Comme le diametre de T}, tend vers zéro :

en = sup |(z)| — 0.

ZGTn n—00

Toutes ces estimations nous permettent enfin d’exprimer la synthese terminale sous la
forme d’un calcul vertical conclusif :

f(z)dz| < 4" f(z)dz
9Ty 0Ty
=4" U(2) (2 — 20) dz
oT,
< 4"endnpn
- rods
= &p dopo — 0. O
n—oo
= p—
15
L S !
i - AN
— —

Corollaire 2.3. Si une fonction [ € O (Q) est holomorphe dans un ouvert Q C C qui
contient un rectangle fermé R = R C €, alors :

0= f(2)dz.
OR
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Preuve. C’est immédiat, puisque nous pouvons découper en deux triangles ce rectangle le
long d’une de ses diagonales, et constater que :

f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz = 0+40. O
OR a1 T,
3. Existence locale de primitives et théoréemes de Cauchy dans des disques

Une premiere conséquence du théoreme de Goursat est 1’existence de primitives dans la
situation géométrique la plus simple possible.

Théoréme 3.1. [Cauchy 1] Une fonction f € O(A) holomorphe dans un disque ouvert
A C Cy posséde toujours une primitive holomorphe F' € O(A) avec F' = f.

Démonstration. Apres une translation, nous pouvons supposer que ce disque A > 0 est
centré a I’origine.

2

Pour z € A quelconque, en notant [0, z] le segment fermé allant de 0 a z, lequel est
visiblement contenu dans A, intégrons :

F(z) = f(¢) dg,
0.4

pour définir de maniere inambigué une fonction F': A — C, et vérifions que F' est C-
différentiable en tout point, de dérivée ' = f.
Avec h € C assez petit pour que z + h € A, exprimons donc la différence :

F(z+h) - F(z) = /[0 L 0d= [ o

Mais n’y aurait-il pas un triangle a la Goursat pour simplifier tout cela ?

Oui, car par convexité de A, le troisiéme segment [z, z + h| est contenu dans A, tout
aussi bien que le triangle fermé de sommets 0, z, z + h, et alors grace a Goursat (exercice
visuel) :

F(z+h) — /f

ou I’on a, pour désalourdir, abrégé v := [z, z + h].
Or puisque f € 0(1Q2) est C-différentiable, donc continue, nous pouvons écrire :

F(Q) = f(2) +4(0),
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avec une fonction-reste ¢)(¢) — 0 lorsque ( — z. Ainsi :

F(z+h) - F(z) = / F(z)d¢ + / (O ¢
- f(2>/7 1d§+Lw<c>d<
— fe)h+ / $(Q) dC.

et comme la fonction constante 1 possede la primitive holomorphe évidente (, un théoreme

vu au chapitre qui précéde montre que la premiere intégrale vaut h.
Mais alors en majorant le deuxieme terme par :

[ ] < sup ()] In.
v cey
nous concluons sans effort :

F(z+h) — F(z)
I

lim
h—0

= f(2) +}|Ligﬂosgp\¢(0\
= f(2). O

Ce Théoreme 3.1 implique donc que les fonctions holomorphes dans un ouvert quel-
conque €2 C C possedent toujours des primitives locales, c’est-a-dire définies dans des
disques A C (). La suite des événements mathématiques va montrer que ce théoréme est
non seulement vrai pour des disques, mais aussi pour beaucoup de régions ayant d’autres
formes, et c’est 1a que Géométrie et Topologie vont s’inviter sans prévenir chez Dame Ana-
lyse.

Théoréme 3.2. [Cauchy 2] Si une fonction f € O(A) est holomorphe dans un disque
ouvert A C C, alors :

0= / f(¢)d¢,
.
pour toute courbe fermée v C A.

Preuve. Puisque f posséde une primitive F' € O(A), avec v: [0,1] — (2 satisfaisant
~7(0) = (1), un théoreme du chapitre qui précéde — mobilisation mentale ! — s’applique
directement :

[ 1©dc = Fl) - FG0) = o 0
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Théoréme 3.3. [Cauchy 3] Si une fonction f € O(Q) est holomorphe dans un ouvert
Q D C' U A contenant un cercle C ainsi que son disque intérieur A, alors :

0= [ 1odc

c

Preuve. Puisqu’il existe un disque ouvert intercalé :
CUA=ACA cQ,

le théoreme précédent s’applique immédiatement a la courbe v := C' — trop facile! [

4. Contours élémentaires

Au-dela des cercles, nous commencons a avoir I’intuition que pour des fonctions holo-
morphes f € O(f)) définies dans des voisinages ouverts de contours élémentaires fermés
simples I :

Q D T'UTln,

lesquels bordent un ouvert borné [';,; d’apres le théoréme de Jordan (admis temporaire-
ment), on doit encore avoir :

0=4ﬂow

Mais attention ! Il est important de supposer que :
e [ est une courbe fermée simple (au moins 6’* par morceaux);
[ ] Q D F U Fint ;

car sinon, I’intégrale en question peut étre non nulle, a cause de singularités éventuelles de
f dans I'j:.

Exemple 4.1. En revenant a un exemple discuté a la fin du chapitre précédent, soit la
fonction f(z) := <, holomorphe dans C\{0}, soit le disque unité D := {z € C: |z| < 1}
a bord le cercle unité 9D := {|z| = 1}. Ici évidemment, [OD] .. = D, mais f n’est pas
holomorphe dans un voisinage ouvert de D = D U ID, et d’ailleurs, son intégrale sur D
ne vaut pas z€ro :

S B 1
07&22'#:/ %iezaaw:/ —dz = f(2)dz. O
o € b < oD

Ainsi, dans le théoreme de Cauchy, il est crucial que ', ne contienne aucune singu-
larité de f. A 1’avance, énoncons-en une version trés générale, que nous ne démontrerons
que dans un chapitre spécialement dédié. Rappelons que I’image d’un compact par une ap-
plication continue est toujours un compact, donc une courbe de la forme I' = 2 ([O, 1]) avec
z: [0,1] — C continue, est toujours compacte.
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Théoreme 4.2. [Jordan, Cauchy 4] Si ' C C est une courbe fermée simple Cfplm, alors :

C\I' = T'int U Texx consiste en exactement deux composantes connexes ouvertes ;

[t = it UL = compact = fermé-borné;

et = e UL = non compact.

De plus, pour toute fonction f € O(Q)) holomorphe dans un ouvert Q O T U T qui
contient I’adhérence de la composante relativement compacte I, on a :

0 = / F(Q) dc.

Contentons-nous, ici, de vérifier ce théoreme pour des contours élémentaires, « peu com-
pliqués » sur le plan géométrique.

Définition 4.3. Un ouvert 2 C C est dit étoilé en ’'un de ses points zy € (2 si, pour tout
point z € (2, le segment [z, z] C €2 est contenu en lui. On dira que €2 est étoilé s’il est
étoilé en au moins un point.

Dans ce cas, la topologie est assez simple. Donnons trois exemples d’ouverts étoilés,
qui sont en fait convexes.

N 7 A

Définition 4.4. Un ouvert {2 C C est dit convexe si, pour tous z;, 2, € {2, le segment
[21, 22] C ) est contenu en lui.

On vérifie (exercice) qu’un ouvert convexe est étoilé en chacun de ses points.
Théoreme 4.5. [Cauchy étoilé] Dans un ouvert étoilé Q) C C, les deux propriétés suivantes
sont vraies.

(1) Toute fonction holomorphe [ € € ()) posséde une primitive holomorphe F' € O(X2),
c’est-a-dire avec F' = f.
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(2) Pour toute courbe fermée v C Q qui est €}, ona :

0— /f(g)dg (v fe o).

En particulier, si I' C 2 est un contour fermé simple (Kplm avec [y C €, alors 0 =

Jo f(Q)dC.

Démonstration. Soit 2, € ) un point en lequel €2 est étoilé. En un point quelconque z € 2,
définissons en intégrant sur un segment :

F(z) = [ ]f(C)dC,

cette intégrale ayant un sens, puisque [zo, z] C 2. Fixons z € 2, prenons r > 0 assez petit
pour que D,.(z) C €, et regardons les quotients différentiels :

F(z+h) — F(z)
h Y
pour z + h € D,(2), c’est-a-dire pour |h| < r.

z+h

Comme 2 est étoilé, [2g, z + h| C 2, et méme, le triangle fermé tout entier de sommets
20, 2, 2 + h est contenu dans 2 (exercice mental). Le théoréme de Goursat donne alors :

Flz+h)—F(z) 1
e G

et ensuite, le méme argument que dans la démonstration du Théoreme 3.1 montre I’exis-
tence de :

i F(z+4+h) — F(2)

h—0 h

= f(2).
Enfin, nous avons déja vu que I’existence d’une primitive donnait gratuitement (2). [J

Le plan complexe épointé C\{0} n’est étoilé en aucun de ses points, sinon, s’il 1’était,
le Théoreme 4.5 (2) précédent, appliqué a la fonction f(¢) := %, intégrée sur le cercle unité
2(t) := e*™, contredirait 'Exemple 4.1.

Mieux encore, il est préférable de se convaincre visuellement que ni C\{0}, ni D\{0}
ne sont €toilés. Pour les rendre étoilés, il faut en fait retrancher (beaucoup) plus qu’un seul
point.
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2+

D\{0}

(e]0]

Exemple 4.6. Soit A C C un disque ouvert non vide, soit un diametre :

[z,, 24 C A,
avec z_, z, € OA, et soit un point quelconque :
w € }z,, 24 [
Alors I’ouvert :
Q.= A\ [w, 24 [,
est étoilé (exercice visuel) en chaque point :
20 € }z_, w [,

et n’est étoilé en aucun autre point (exercice supplémentaire).

Dans la suite, nous aurons besoin d’une version-clé du théoreme de Cauchy :

0= [ O
Ts.e

pour une sorte d’« épaississement» d’un tel segment [w, z [ C A, le long d’un contour

I's. qui ressemble a la section d’un trou de serrure, que nous allons commencer a définir

comme suit.

Soit donc A C C un disque ouvert non vide, soit un point quelconque w € A distinct
du centre, et soit le diametre unique |z_, z;.[ > w de A avec z_, z; € 0A; quand w est le
centre de A, on choisit un diametre quelconque de A.

Soient aussi deux nombres réels :

0 < § < e < rayon(A).

z4 pan
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Comme sur la figure, soit D, (w) le disque ouvert de rayon € > 0 centré en w, et soit le
tunnel ou canal de largeur étroite 2 § autour du segment [w, z, [. Nous construisons ainsi un
certain ouvert €25 . qui est I'intérieur de Jordan évident de son bord :

F(;,E = ans,

lequel consiste en une courbe fermée simple ‘fplm. Pour la suite, il ne sera pas nécessaire de
préciser explicitement une paramétrisation de cette courbe I'5 ., donc nous nous en dispen-
serons.

Ensuite, soit {2 D )5. un ouvert quelconque, non dessiné. Comme sur la figure, nous
pouvons « épaissir légerement » I’ouvert {25 . en un sur-ouvert {5 . toujours contenu dans
Q:

Q> Qé’,s’ ) Qé’,z—:’ ) Qé,s ) Qé,e;
associé, par exemple, a des quantités toujours tres petites :
0 <0 <6 < & <e < rayon(A),
avec ¢’ & § trés proche de 9, et avec ' & ¢ également.

z

525/76/

Théoreme 4.7. [Cauchy 5, Trou de Serrure, Clé du Ciel] Pour toute fonction holomorphe
f € 0(Q) dans un ouvert QQ O Qs., ona:

0= /8 RIS

En premiere lecture, il est conseillé d’admettre cet €énoncé, et de passer directement a la
Section 5 suivante.

Démonstration. 11 suffit de trouver une primitive holomorphe F’ = f dans Qs o D 0€Q;..
Ainsi, choisissons un léger épaississement {25 .- de {25 .. Prenons un point :

20 € |z—,w[\D:(w),

proche du milieu de ce segment. A cause du disque excisé autour de w, 1’ouvert {25, n’est
pas étoilé en z;, mais soyons astucieux !
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Soit le sous-disque fermé D./(w) C D.(w). En partant de 2, tragons les deux demi-
droites qui lui sont tangentes, et pointons les deux points de tangence :

uy € D (w) et uy € 0D (w),

ainsi que les deux points d’intersection avec le bord de 1’ouvert trou de serrure épaissi, qui
sont situés au-dela :

U; € 695/,5/ et "Ué S 895/75/.
Les deux segments ouverts correspondants sont alors contenus dans cet ouvert :
Jui, ] € Qg et Juh, vy C Qg .
Prenons aussi deux points :
z € Jup, o] et 2 € Jub, vh],
proches des milieux de ces segments. Visiblement, ces deux segments décomposent {2 ./
en trois composantes connexes ouvertes :

96 > 2o, Qll S 2z, Q/2 S Zo,

a savoir :
Qpe = QU QU QY U Juy, vi[ U Jug, vy
Maintenant, définissons les valeurs de la primitive recherchée F' de f en tous les points

z € (g o, donc en particulier, en tous les points z € I's. C Qs -~ du contour d’intégration
qui nous intéresse, comme suit.

e Pour z € Q) U Jul, vi[ U Jub, v}], intégrons simplement le long d’un segment droit :
F(z) = - ere
20,2

Observons que pour z € |u}, v} [ oupour z € |ul, vy, le segment sur lequel on integre passe
par le point u} & s . ou par le point u, ¢ (s ./, mais en ces points, f est quand méme
définie, puisque 2 D Qs ./, par hypothese. Observons aussi que () est, intentionnellement,
étoilé en z;.

e Pour z € (), passons d’abord par 2; :
Fe = [ s©Qdcr [ 5(0de
[20,21] [21,2]
Observons que pour tout z € €}, le segment |z, z] C €] est contenu dans 2], puisque z

n’a pas été choisi trop proche du disque D,/ (w).

e Symétriquement, pour z € 25, passons d’abord par 25 :
P = [ odcr [ pod
[20,22] [22,7]

Ainsi, F' est définie partout dans {2y .-, uniquement et sans ambiguité.
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Assertion 4.8. En tout point z € Qg .1, on a pour tous h € C assez petits avec [z, z + h]| C
Q(g/ P

F(z+h)— F(z) = /[ RIS

Démonstration. Quand z € ), pour tout h € C suffisamment petit, i.e. pour |h| < r avec
r > 0 petit, on a z + h € ), et méme, tout le triangle fermé de sommets 2, z, z + h est
contenu dans ), donc le Théoreme 2.1 de Goursat donne bien :

Ferh)-F@) = [ f@dc- [ jod= [ f@dc
[20,2+h] [20,7] [z,24h]
Quand z € Q] — et symétriquement aussi quand z € ), —, pour |h| < r avec r > 0
assez petit, d’out z + h € 2] encore, on calcule :
Feth)-Fe) = [ f@dc+ [ - [ f@a - [ rod
[20,71] [z1,2+h] [20,21] R [21,7]
[Goursat ] = / f(¢) d¢,
[z,2+h]
puisque le triangle de sommets zy, z, z + h est toujours contenu dans €2} U {z }.
Mais que se passe-t-il lorsque z € |u),v][ — et symétriquement aussi lorsque z €
]U,27 Ué[ —?

Visiblement, z + h peut se trouver de 1’un, ou de 1’autre c6té de la «frontiere rouge »
(mexicaine ?).
e Premier cas : si z + h € Q) U Juj, v] avec |h| < r petit, alors le triangle fermé de
sommets 2, 2, z + h est encore contenu dans {25 .~ C {2 ou f est holomorphe, donc :

F(z+h)— F(z) = /[ 0 [ s

[ZO ,Z]

[Goursat ] = /[Z7z+h] f(¢)dc.
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e Deuxieme cas : si z + h € ] avec |h| < r petit, alors on calcule :

F(z+h) - F(z) = /[ OdcH /[ RIS R IGES
— [ rod w0 fQdc+ / fode— [ fode
[20,2] o [2,71] [z1,2+h] (20,2]
~ [ jodc+ / £(0)de
[2,21] [21,2+h]
[Goursat!] = /[z,z+h] f(o dg,

parce que le triangle fermé de sommets z, 21, z + h est toujours contenu dans €] U |u}, v]]
ou f est holomorphe. U

Grice a cette formule intégrale pour la différence, nous concluons comme précédem-
ment que :

im F(z—l—h})L—F(z) =y 0

h—0

Avant d’appliquer ce Théoreme 4.7, illustrons la méthode de calcul d’intégrales com-
plexes dans quelques cas spectaculaires.

5. Exemples de calculs d’intégrales réelles par la méthode complexe

Commengons par démontrer la formule sympathique :

0o
2 2 o
e & :/ e~ o 2z7r£xd$’

[e.e]

valable pour tout nombre réel ¢ € R. Ceci nous fournira une nouvelle démonstration du
fait remarquable, déja vu dans le cours d’ Analyse de Fourier, que la fonction gaussienne
e ™" est égale a sa transformée de Fourier.

Pour £ = 0, cette formule est précisément 1’intégrale connue :

1 = / e~ dx,

(o}
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qui se démontre fort astucieusement en en prenant le carré et en passant aux coordonnées

polaires :
0o 2 0o oo
(/ e~ dx) = (/ e dx) (/ e’ dy)

— / /OO —m(=*+y*) Jor dy
/ / =% dr df)
:/ rdr

Pour fixer les idées, supposons maintenant que & > 0, et introduisons la fonction de
variable complexe :

2
f(z) = e ™,
qui est holomorphe entiere, c’est-a-dire holomorphe dans le plan complexe C tout entier.
A
—R+13§ R+
—R 0 R

En particulier, pour tout R > 0, cette fonction est holomorphe dans le voisinage ouvert
C du rectangle fermé ayant pour quatre sommets — R, R, R + ¢&, — R + ¢ £. Notons g
son bord, orienté dans le sens trigonométrique direct. Le Théoreme 4.5 de Cauchy étoilé

donne :
= / f(z)dz
TR

Des quatre morceaux en lesquels se découpe cette intégrale, le premier est simplement :

R 2
/ e ™ dx,
—R

et il converge donc vers 1 lorsque R — o0.
Le deuxieme morceau est I’intégrale sur le segment vertical a droite :

§ 13 )
]R = / f(R—|—2y> @dy — / e—ﬂ(k2+2zRy—y2)Z’dy.
0 0

Or par chance cette intégrale tend vers 0 lorsque R — oo, puisque nous pouvons I’estimer
(exercice visuel) par :
_ 2 2
L] < gemmine,
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sachant que &, ici, est fixé. De maniere similaire, I’intégrale sur le segment vertical a gauche
tend aussi vers 0 lorsque R — o0.
Enfin, I’intégrale sur le segment horizontal surélevé ressemble fort a celle qui nous in-

téresse :
K S V2 s R 2 ;
/ e*ﬂ'((ﬂ‘i’l&) dr = _€Tr£ / e~ 672m§:p dr.
R

—R

Finalement, en prenant donc la limite pour R — oo dans I’identité de Cauchy écrite
plus haut, nous obtenons :

0=1+0—¢" / e~ e g 0,

oo

ce qui est la formule annoncée dans le cas ou £ > 0 — évidemment, le cas £ < 0 se traite
de la méme maniere avec des rectangles situés en-dessous de 1’axe des abscisses.

Cette technique de déplacement et de création de contours qui tendent en partie vers
I’infini possede de tres nombreuses applications. Observons que nous avons surélevé, dans
le plan complexe, le lieu d’intégration réelle | — oo, 00|, utilisé ensuite le théoréme de
Cauchy, et fait voir que certaines contributions s’évanouissaient.

Les plus beaux exercices d’Analyse Complexe font découvrir de multiples exemples
d’intégrales qu’il semble impossible de calculer en recherchant des changements de va-
riables astucieux, mais qui deviennent simples et transparentes quand on s’autorise a
prendre son envol vers I’imaginaire.

Voici alors un autre exemple, classique :

oo 1_
=
0 x 2

Pour atteindre cette formule, introduisons la fonction de variable complexe holomorphe
sur C\{0} :

et intégrons-la sur le bord d’un grand demi-disque posé a plat sur 1’axe des abscisses, tout
en le perforant un peu en son centre afin d’éviter la singularité z = 0 de f(z). Notons donc
c- le petit demi-cercle de rayon € > 0 orienté négativement, ainsi que C; celui de grand
rayon R > ( orienté positivement.
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Dans ce contexte, une adaptation du Théoreme 4.7 de Cauchy discuté dans les précé-
dents paragraphes offre alors aussi ’annulation de I’intégrale de f le long de ce contour :

€1 - T 1 — iz R 1 — T 1— 1z
O:/ —eda:+/ —edz+/ —edx+/ .
r a2 o 22 . 22 ot 22

Commencgons ici, via I’estimée :

2

1_61'2
z

par observer que la derniere intégrale, majorée en module par R% TR, s’évanouit lorsque
R — oo. Par conséquent :

N T © 1 _ T 1 — 12
[ [ [
—0o0 x £ xr C; z

Ensuite par développement limité, nous avons :

fe) = = (),

avec une fonction-reste g(z) lisse, donc bornée pres de 1’origine. Paramétrons ensuite c_
par z = e e avec 0 décroissant de 7w vers 0, prenons la différentielle dz = giedo,

calculons :
1— iz 0o _ . ) 0 ' 4
/ —edz:/ —?iee’9d9+/ g(ce®)ice”do
Cce Z2 s 5619 T

= -1+ 0(e) — T
g —r

et revenons a I’identité abandonnée en chemin plus haut :

0 ; 00 ]
1_ 1T 1_ 1T
e e
_ x 0 x

oo
Un exercice visuel (ou un calcul a la sauvette, autorisé€ !) convainc que cette somme d’inté-
grales est en fait réelle et vaut :
* 1—coszx
— dxr = m.
_ x

o0

Par parité de la fonction réelle intégrée ici, nous atteignons la formule annoncée.

6. Formule de représentation intégrale de Cauchy

Les formules de représentation intégrale jouent un rdle important en mathématiques,
car elles permettent de retrouver les valeurs d’une fonction sur un grand ensemble, souvent
ouvert, a partir de la seule connaissance de ses valeurs sur un plus petit ensemble, en gé-
néral le bord de I’ouvert. Dans le cours d’ Analyse de Fourier, nous avons vu que le noyau
de Poisson sur le cercle unité était un bon noyau qui approxime I’identité pour la convolu-
tion. Ce noyau de Poisson est aussi intimement lié aux fonctions holomorphes, comme le
montrent I’Exercice 17 et I’Exercice 18.
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O

Théoreme 6.1. [Formule de Cauchy 6] Soit f € O(2) une fonction holomorphe dans
un ouvert 2 C C. Alors pour tout disque fermé A C ) qui est contenu dans [’ouvert, les
valeurs de f dans A s’expriment par l'intégrale suivante sur le cercle-bord C' := 0A :

o~ L[ 19

_2271' CC—Z

dg (VzEA).

La fonction-poids ¢ —— C%z qui dépend du point z en lequel on souhaite retrouver la
valeur de f, est souvent appelée noyau de Cauchy.

Le Théoreme 4.7 un peu « technique» a été préparé a I’avance pour obtenir cette for-
mule.

Démonstration. Fixons z € A et introduisons, pour 0 < § < ¢ petits, le contour suivant
I's5.c, en forme de trou de serrure.

26

Ici, 0 est la largeur d’un couloir tracé en direction de z, et € est le rayon d’un cercle
centré en z. Puisque la fonction { — g est holomorphe en-dehors du point { = z, la
formule Cauchy discutée dans la Section 4 — voir le Théoreme 4.7 spécialement préparé
a cette fin — donne 1’annulation :

o [ 190

Us.c C—z
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Maintenant, faisons 6 — 0, ce qui écrase le couloir jusqu’a ce que ses deux murs
coincident, et en utilisant la continuité de Z(C) nous voyons que la somme des intégrales
sur les deux murs égaux s’annule puisque 1’orientation est opposée, et donc il ne reste plus
que :

0—0 Ts.c C — 2z

_ [ f©) piol
_/CC_Z C CEC_ZdC7

ou c. est le tout petit cercle de centre z et de rayon € > (, orienté positivement.
Ensuite, écrivons :

f(Q) = F(Q = fl2) + f(2),

et prenons — juste pour le plaisir des yeux ! — la limite de tout cela lorsque ¢ — 0 :

¢

Or comme f est holomorphe au point z, ce quotient différentiel, qui possede donc une
limite, reste nécessairement borné :

‘f(o—f@
(=2

donc la deuxieme intégrale au centre tend vers 0 lorsque e — 0, simplement parce qu’elle
est majorée par M 27 € :

‘fC)f
(—=z

<M (IM< ),

Vi) < [ Jad
= MIongueur (cs) = M2rme.

Pour terminer la démonstration, il ne reste plus qu’a calculer la troisiéme intégrale. A
cette fin, paramétrons le petit cercle c. par { = z+ee avec 0 < ¢t < 27, d’ot d( = iee” dt,
ce qui offre la formule annoncée :

B f(C) . 2 Z-geit
O—/C d¢ — 0 — f()llm/0 — dt

(—z e—0 gett
[ [
_/CC—ZdC f(z)i2m. O
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Cette formule de Cauchy dans un disque fermé se généralise aisément au cas d’un rec-
tangle fermé R C €2, avec des points z a I'intérieur R du rectangle en intégrant sur le bord
OR du rectangle, car il suffit de percer un trou de serrure similaire dans le rectangle :

L[ Qg

zZ) = 7
/() 2im Jop C— 2

Eu égard au Théoreme 4.2 non encore démontré, énongons le résultat analogue qui

constitue la forme la plus générale du théoreme de représentation intégrale de Cauchy.

Théoreme 6.2. [Jordan, Cauchy] Si I' C C est une courbe fermée simple %plm, et si
Q D T UT est un ouvert la contenant ainsi que son intérieur de Jordan, alors pour toute

fonction holomorphe f € O(X)), on a en tout point intérieur :

L[ f(©Q)
— d z int)y
/) QiW/FC—z ¢ (7= tin)
tandis que pour les points extérieurs :
1
0= — /(<) d¢ (V2€Q\ (T UTi)).

S 2im Jp (=2
Ce dernier cas ou 2z ¢ T est en fait un corollaire direct dudit Théoréme 4.2, puis-
qu’alors la fonction ( — % est holomorphe dans un certain voisinage ouvert w O [

assez ‘resserré’ pour que z ¢ w. Nous démontrerons ce résultat ultérieurement.

Corollaire 6.3. Pour tout disque fermé ou rectangle fermé contenu dans un ouvert du plan
complexe A, R C Q2 C C, et pour tout point extérieur z € Q\A, R, ona :
1 1

O 4o _ 1)

0= — = —
2im Jon C— 2 2im Jop C— 2

dc. O

7. Analyticité des fonctions holomorphes et principe d’unicité

Comme conséquence de la formule intégrale de Cauchy, nous parvenons a une des ca-
ractéristiques les plus frappantes des fonctions holomorphes, a savoir qu’elle sont indé-
finiment dérivables, alors que leur définition requérait seulement une dérivée (complexe)
d’ordre 1, sans méme demander la continuité de la dérivée, d’ailleurs.

Théoreme 7.1. [de régularité, Cauchy 7] Les fonctions holomorphes f € O(S2) dans un
ouvert () C C possedent toujours une infinité de dérivées complexes. De plus, pour tout
disque fermé A C Q) contenu dans I’ouvert de bord le cercle C' := O/, on a en tout point

intérieur z € A\ : | 0
My = 2 f _JE&)
fM(z) = %in /c (€ — 2yt d¢ (VneN).

Rappelons que nous orientons toujours les courbes — telles que le cercle C'ici — dans

le sens trigonométrique direct, c’est-a-dire que I’intérieur A de la courbe C' doit se situer
du coté de la main gauche quand on se promene le long de C'.

Démonstration. Pour n = 0, c’est la formule de Cauchy que nous venons d’établir.
Avec n > 1 quelconque, supposons donc par récurrence que la formule est vraie pour
une dérivée complexe d’ordre (n — 1) :

(n-1)(,) — (n—1)! f(€)
£ (2) . /c@ .

2im —z)"
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Pour h € C* petit, nous devons alors estimer le quotient différentiel infinitésimal de
f™=1 (%) et montrer qu’il posséde une limite lorsque h — 0.
Avec A = H+h et B .= C_iz’ en utilisant la factorisation élémentaire :
An_Bn — (A—B) [An_l+An_QB+'~'—|—ABn_2+Bn_1L
nous pouvons calculer en éliminant / au dénominateur :

fO D4+ h) - fO D) (n—1) 1 1 1
h =2 L10% e e

T Jc
o [0k e ) (LS e ) ©

7
0< k< n—1

Alors le point crucial est que % au dénominateur disparait dans la simplication :

1 1 1 }_1C—Z—C+Z+h_1 h,
hl¢—z—h (—=z h(C=z2=n) (=2  h((=2—=h)((=2)

ce qui conduit a I’intégration d’une fonction qui dépend maintenant continiment du para-
metre h :

fOV(z4+h) — fO () (n—1) 1 1 1
n = o /cf(o (c—z—h>(c—z>< D e TEE (c—z>k>d<’

0< k<n—1

et donc, lorsque A — 0, nous obtenons bien grace au théoreme de continuité des intégrales
a parametre :

(4 h) = fOD(z) (n—1)! 1 n

fin h = [0t ()«
_nb f(©)
2 Jo (¢ — )t a6 -

Dans la suite, nous appellerons les formules de représentation que nous venons d’obtenir
formules intégrales de Cauchy.

Corollaire 7.2. Si f € 0() est une fonction holomorphe dans un ouvert Q) C C, alors
toutes ses C-dérivées successives :

flof's o 1™ e o)

sont aussi holomorphes dans (). U

La conséquence la plus frappante de la formule intégrale de Cauchy est 1’équivalence
entre le fait d’étre holomorphe, et le fait d’étre localement développable en série entiere
convergente, équivalence promise dans le chapitre qui précede.

Théoréme 7.3. [d’analyticité, Cauchy 8] Si f € () est une fonction holomorphe dans
un ouvert Q) C C, alors en tout point zy € ) et pour tout rayon r > 0 tel que :

]D)T<Zo) - Q,

la fonction f possede un développement en série infinie de Taylor entiére :

o (n) 20 "
oy =3 )y

n!
n=0

qui converge en tout point z € D,.(2).
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Si donc nous introduisons la distance de z, au complémentaire C €2 := C\2 de I’ouvert :
dist (20, CQ) := inf {|z0 — w|: w € C\Q},
la convergence a lieu quel que soit :

0 < r < dist (20, ),

d’ot en faisant tendre r — dist (zo, CQ2), on déduit que la convergence a lieu dans le plus
grand disque ouvert centré en 2, et contenu dans ).

Démonstration. Fixons z € D,.(z), et rappelons que C..(zp) désigne le cercle de centre 2
de rayon r > (. La formule intégrale de Cauchy donne :

_ f(©)
f(z> a % Cr(20) (=2

L’idée est d’écrire pour | — zo| = 7 :

dc.

1 1
(=2 (—2—(—2)
1 1
- z—20 "
-2
Comme |z — zp| < r est fixe et comme | — zy| = r est constant, on a une majoration
uniforme :
Z— 20
<1 (V¢ € Cr(20)),
¢ — Zo

qui nous permet de développer en série convergeant normalement :

1 > (z—z\"
1 — =% _Z(C—z()) ’

¢—=0 n=0

donc uniformément, quel que soit { € C..(zp). En revenant alors a la formule de Cauchy,
cette convergence controlée nous autorise a intervertir intégration et sommation infinie :

10 = 5 [ 5 (3 2 )

um Cr(z0) C— 20

=3 (5 Loy ) "

n=0

J/

~
reconnaitre %

. L (n)
tout en reconnaissant la formule du Théoreme 7.1 pour ! ngzo). U

Observons que puisque nous avons déja démontré qu’une série entiere » >, a,, 2" est
indéfiniment dérivable, ce théoreme confirme le fait qu'une fonction holomorphe est indé-
finiment dérivable.

Dans le chapitre précédent, nous avons formulé et démontré le Principe du prolongement
analytique ainsi que le Principe d’unicité pour les fonctions localement développables en
série enticre convergente, et ces résultats s’appliquent dorénavant a toutes les fonctions
holomorphes. Par souci de complétude théorique, reformulons-les.
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Théoréme 7.4. [Principes d’unicité] Dans un ouvert connexe ) C C, si une fonction
holomorphe [ € O () satisfait I’'une des trois conditions suivantes :

o il existe zy € Q en lequel f™(zy) = 0 pour toutn € N;
o il existe 2y € ) au voisinage duquel f = 0;

e il existe une suite (w, )2, de points distincts deux a deux convergeant vers un point
Woo = lim, 00 w,, € Q dans I’ouvert en lesquels f(w,) = 0 pour tout v € N;

alors f = 0 est identiquement nulle dans ).

Souvent, ce principe d’unicité est appliqué a la différence f = g — h de deux fonctions
holomorphes.

Démonstration. Redémontrons seulement le premier cas, d’une maniere légerement diffé-
rente.
Grace au Théoreme 7.3 d’analyticité, pour tout rayon r avec 0 < r < dist (zo, C Q), on
a en tout point z avec |z — zy| < r une représentation :
z—2zo)"

o) =3 ™) L

Y

n!

qui montre que f = 0 dans D,.(z), et donc, I’ensemble :
W = {weQ: ilexiste w > w ouvertavec f| =0}

est non vide. Pour conclure, il nous faudrait avoir # = €.
En tout cas, # est clairement ouvert (exercice mental).

Assertion 7.5. Cet ensemble W' est aussi fermé, relativement dans €.

Démonstration. Etant donné une suite (w, )3, quelconque de points w, € # C Q qui
converge vers un point lim,_, ., w, =: ws € §2 dans I’ouvert, 1I’objectif est de faire voir que
Weo E W

o o ©

Avec ¢ > () satisfaisant :
4e < dist (woo, EQ),
prenons un v >> 1 assez grand pour que |w, — Ws| < &, fixons ce point, et notons-le :
w, =: w, € W.

Premiérement, nous avons Dy (w,) C €, car pour z € Dy (w,) quelconque, I’inégalité
|z — w,| < 2¢ entraine :

|2 — Weo| < |2 — wi| +|ws —w| < 264¢ < 4e.
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Par conséquent, le Théoreme 7.3 d’analyticité s’applique et donne, puisque f = 0 au voi-
sinage de w,, I’annulation :

S (z —w.)"

f(Z) — Z f(n)(w*)oT = O (V 2 € Dae (ws)).

n=0
Deuxiemement, ce disque d’annulation contient un voisinage de w.,, a savoir plus pré-
cisément on a Dy, (w,) D D.(wy), car |z — wo| < € entraine :

|2 — W] < |2 — Wool + [Woo —ws| € |2 —we|+6 < e+e.
Donc f(z) = 0 dans le voisinage ouvert D, (wy, ), ce qui montre bien w., € #'. O

En conclusion, le sous-ensemble non vide %" C (2, ouvert et fermé, ne peut que coinci-
der avec (2, puisque ce dernier a été supposé connexe. U

Corollaire 7.6. Dans un ouvert non vide connexe 2 C C, I’anneau O(XY) des fonctions
holomorphes est integre.

Démonstration. En effet, si deux fonctions f,g € 0(Q) satisfont f g = 0 et si ’'une d’entre
elle, disons g(zp) # 0, ne s’annule pas en un point z, € €2, alors par continuité, il existe
un disque ouvert non vide D,.(zp) C € en restriction auquel g # 0, donc f|p, (.,) = 0, et
ensuite, grace au principe d’unicité, f = 0 partout dans ).

8. Inégalités de Cauchy et principes du maximum

Pour 2, € C et pour un rayon R > 0, rappelons que nous notons les disques ouverts et
fermés de centre 2, et de rayon R comme suit :

De(z0) = {2 € C: |z — 2| <R},

Di(z) := {2 € C: |z — 2| < R}.
Nous noterons aussi le cercle de rayon R > 0 centré en zj :

Cr(z0) = {z € C: |z — z| =R}.

Théoreme 8.1. [Inégalités de Cauchy 9] Si f € 0()) est une fonction holomorphe dans
un ouvert ) C C, alors en tout point zy € (), et pour tout rayon R > 0 tel que :

ER(Z(]) C Q,
on a les inégalités :
n!
|f(n)(z0)‘ < r" sup ‘f(z)‘ (Vn>0).

|z—z0|=R
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Ici, ’intérét est souvent de faire R le plus grand possible de maniere a rendre le majorant
a droite le plus petit possible, et donc, de faire « gonfler » les disques fermés centrés en z
jusqu’a ce qu’ils « touchent » le bord de (2.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer la formule intégrale de Cauchy pour f(™(z) et de

majorer :
(n) _ n! f(¢) ‘
|f (ZO)’ 2% /CR(ZO) (¢ — z)n+? dg

I 2 R 0 )

:n_ f(ZO"‘: fl)RiGled(g‘

2m | Jo (R e?)n

sup |f(zo + Rela)}

< T ock R2
= oor R7Hl T

n!
= -, Sup |f(2)]- O

R 2€Cx(20)

Théoréme 8.2. [Liouville] Si f € &(C) est holomorphe entiére définie sur I’intégralité du
plan complexe et si elle est bornée :

IM < 0 |f(z)] <™ (V2€C),
alors f = constante.

Démonstration. 11 suffit de faire voir que f' = 0, car sur C qui est étoilé, une formule vue
plus haut :

f) = O+ [ F1(Q) de

fera voir que f(z) = f(0) est constante.
En tout point 2, € C, pour tout rayon R > 0, les inégalités de Cauchy donnent sans
effort :

< — — 0. O

Une autre application merveilleuse de la théorie des fonctions holomorphes est une
preuve extrémement simple du théoreme fondamental de 1’algebre.

Théoréme 8.3. [D’Alembert-Gauss] Tout polynéme non constant P(z) = a,z" +
12" L+ a2+ agavecn > 1 et a, # 0 a coefficients complexes a; € C possede
toujours au moins une racine zy € C avec P(z) = 0.

Démonstration. Par ’absurde, supposons que P(z) # 0 en tout point z € C. Alors la

fonction # est holomorphe entiere sur C.
2)
1

L’idée est de constater que Ze] est alors aussi bornée, car le Théoreme 8.2 de Liouville

vu a I’instant la forcera a étre constante, ce qui sera tres faux (contradictoire), car deg P =
n > 1.
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Tout d’abord, quel que soit R > 0, il existe une constante ¢ = ¢(R) > 0 telle que sur le
disque compact D, ot P ne s’annule pas :

|P(z)| 2 ¢>0 (V]2 <R).
Ensuite, en dehors de ce disque, c’est-a-dire pour |z| > R, factorisons :
Apn—1 Qo
P(z) = 2" <an+ p +~~-+Z—n>,
et minorons :
|a@n-1] |ag
P > |27 ( _ o _>
PG| > 121" (Jaal = 175 e
Ay a
> R <!an! _ % ..... |R_2|)
. n |6Ln|
[Si R > 1 est grand] > R N

Enfin, synthétisons une majoration conclusive sur la réunion Dy U C\]D)R :

! < <1 2 ) < U
max | — 00.
[P(2)] ¢’ R |ap]

Théoréme 8.4. Tout polynome P(z) = ap2" + ap 12" 1 + -+ + a1z + ag a coefficients
a; € C, a, # 0, de degré n > 1 admet exactement n racines complexes o, ..., o, € C,
comptées avec multiplicité, et se factorise comme :

P(z) = a,(z—a1) (2 — ).

Preuve. Grace au théoréme qui précede, P possede au moins une racine dans C, disons
a; € C. Comme soustraire par 0 = P(«) ne change rien, écrivons, factorisons, et réorga-
nisons :

P(z) = P(z) = P(aa)

=a, (2" —a}) tap ("=l )+t a (z— o) +ag—ag,

= (z—) [an "t (" al ) +---+a1]

= (z— ) [an 2Nt (apon 4 1) 2P 4 (apal T a4+ al)}

= (2 =) Q(2),
avec un nouveau polyndme Q(z) € C[z] a coefficients complexes et de degré n— 1, puisque

a, # 0.
Une récurrence élémentaire sur le degré n des polyndmes offre a la fin, pour un certain
nombre complexe b € C, une factorisation de type conclusif :

P(z) = (z—ay) - (2 — an-1) [an 2 + ]
=: an(z—al)--~(Z—an_l)(z—an). O
Revenons maintenant aux inégalités de Cauchy, afin de généraliser le Théoreme 8.1 a
des situations plus sophistiquées que des disques.

Tout d’abord, un exercice de topologie générale convainc de la véracité du critere sui-
vant.
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: @,

Q

Critere de compacité 8.5. Un sous-ensemble K C §) d’un ouvert Q) C C est compact si et
seulement si :

® K est borné dans C;

@ K est fermé dans €, i.e. tous les points-limites de suites de Cauchy d’éléments de K qui
convergent dans ) appartiennent encore a K ;

@ dist (K, C\Q) = dist (K,09Q) > 0. O

Soit donc K C 2 un compact contenu dans un ouvert {2 C C. La distance a K d’un
point quelconque w € C est :

dist (w,K) = Zlg}‘(}w

et puisque K est compact, en raisonnant avec une suite minimisante puis convergente apres
extraction de sous-suite, cette distance est atteinte en au moins un point 2, € K, c’est-a-
dire :
dist (w, K) = !'w — zw}.
Ensuite, pour € > 0, introduisons le e-épaississement de K :
= {w e C: dist (w, K) }
={weC: 3z€K, \w—z|\€} D K.
Pour € > 0 assez petit, on est certain grace au critere qui précede que K. C (2.
La version générale des inégalités de Cauchy s’applique a des compacts quelconques,

et elle permet de controler toutes les dérivées des fonctions holomorphes par leur norme du
supremum — sans aucune dérivée | — sur un compact 1égerement plus grand.

Théoreme 8.6. Soit K C L C ) une paire emboitée de sous-ensembles compacts d’un
ouvert ) C C, avec :

K C IntL.

Alors pour tout entier n > 0, il existe une constante positive C' = C 1,,, < 00 telle que :

max | f*)(z)| < € max|f(w)| (¥ fe0(9).

Démonstration. Choisissons € > () assez petit pour que :

K CK.CL,
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d’oll € = ek 1. Alors en un point quelconque z € K et pour toute f € O(€2), le Théo-
reme 8.1 donne un controle sur le cercle correspondant :

)] < ™ max |f(w)

EM lw—z|=¢

n!
o [ w)l

N

< Criin E‘ng ‘f(w

et il suffit de prendre a gauche le maximum sur z € K pour conclure. U

Par ailleurs, les inégalités originales de Cauchy dans un disque fournies par le Théo-
reme 8.1 admettent une version beaucoup plus précise qui prend la forme d’une égalité.

Théoréme 8.7. Si Di(20) C Q est un disque fermé de rayon R > 0 centré en un point
20 € Q0 d’un ouvert Q) C C, alors :
1 2m

> 1 (n) 2 omn ANE:
> g = o [ Gt e s wreom),

En effet, tous les termes a gauche étant positifs, chacun d’entre eux est inférieur ou égal
a leur somme infinie, d’ou on re-déduit le Théoreme 8.1 :

‘1 £ n < EOO ‘_1 ‘2R2m _ ” ‘f(z0+Rei9)]2d«9
n! h = Im! 27 Jo
< rgweaﬁ]f(zoJrRe”)f (Vn >0).

Démonstration. Comme Dy () C 2, le Théoréme 7.3 assure que le rayon de convergence
de la série de Taylor infinie de f en z, est > R, donc cette série converge normalement sur
le cercle de rayon R :

o0
f(ZO‘{‘R@ZG) _ E f(n( ) R" zn@
n=0 !
Lorsqu’on prend le module au carré de cela, on a encore convergence normale, ce qui
permet d’écrire :

FlzotREDP = (i ) (z0) R me> (i %WR%_M>

n=0 m=0

11 —_—
= Z — ) (29) ) (z9) R" R™ eif e=ime.
n=0 m= On m!

Pour intégrer tout ce beau monde, utilisons (exercice) :

2m —
1 Siln-m)0 gy _ 1 lorsque n = m,
2m 0  lorsque n # m,
ce qui élimine énormément de prétendants et nous conduit en douceur a la conclusion :
I 0y 12 N R P T m yom
% o ‘f(ZO‘{’Re )l do = me (Z())f (Z())R R" - 1. Ol

n=0
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Voici une autre conséquence remarquable des inégalités de Cauchy : si le module | f]|
d’une fonction holomorphe admet un maximum global, ou méme local, en un point inté-
rieur d’un ouvert connexe (2, alors elle est partout constante.

Théoréme 8.8. [Principe du maximum, 1] Soit f € O(2) avec 2 C C ouvert connexe.
S’il existe un point a € Q et r > 0 avec D,(a) C Q tels que :

|fla)] = |f(2)] (vz €D (a)),
alors f = f(a) est constante dans .

Démonstration. En revenant au paragraphe qui suit le Théoréme 8.7 mais en conservant
deux termes a gauche au lieu d’un, pour tout entier n > 1 fixé, nous construisons un jeu

d’inégalités oppressantes :

2 1 (n) 2 2n - 1 (m) 2 2m 1 o 0\ |2
‘f(a)| +‘af (a)‘r <7§:0 mf (a)‘r = 5 i ‘f(a—l—re )‘dﬁ
< i0) |2
< r;\eaﬂi<|f(a+re )|
2
< max |f(z
|z—al<r ( )|
[Hypothése ] < ‘f(a)|2
qui forcent I’annulation f™ (a) = 0 de toutes ces dérivées, donc le Principe d’unicité 7.4
appliqué a f — f(a) conclut. O

Puisque les fonctions holomorphes f € () sont définies dans un espace 2-
dimensionnel réel et prennent aussi leurs valeurs dans un espace 2-dimensionnel, et puisque
242 = 4 (certes!), il n’est pas vraiment aisé de représenter ou de visualiser leurs graphes :

Graphe(f) := {(z, f(z)) e R* x R*: z € Q}.

C’est pourquoi on se contente souvent de représenter le graphe de leurs modules, vu dans
un demi-espace 3-dimensionnel :

Graphe(|f]) == {(z,|f(2)]) € R* x Ry: z € Q},

et 1a par chance, tout semble devenir visualisable.

SRR
= Ut o

O»—l[\jw

X“*"*—‘—AAL —

Si donc nous appelons paysage analytique de f le graphe de |f| dans ’espace a trois
dimensions — comme s’il était constitué de montagnes et de vallées photographiables —,



8. Inégalités de Cauchy et principes du maximum 93

alors le principe du maximum affirme qu’il n’y a aucun sommet intérieur, et donc, que les
points les plus hauts sont a rechercher au bord.

Une conséquence plus importante des inégalités de Cauchy demande donc d’examiner
le comportement au bord des fonctions holomorphes. L’ouvert n’étant pas forcément borné,
on doit tenir compte aussi de ce qui se passe quand on s’évade vers I’infini.

Théoréme 8.9. [Principe du Maximum, 2] Si une fonction f € O(QQ) holomorphe dans
un ouvert connexe () C C satisfait, pour une constante finie ) < M < oo, les inégalités en

tout point ¢ € 0Q = Q\Q du bord :

lim sup |f(z)‘ <M,
5%

ainsi que ’inégalité a ’infini :
lim sup |f(z)} < M,

z€Q
|z] = oo

alors la méme inégalité est satisfaite partout dans () :

sg%|f(z)} < M.

Quand €2 C C est borné, c’est-a-dire contenu dans un disque assez grand, la deuxieme
condition a I’infini n’est évidemment pas requise. Inversement, quand 2 = C, d’ot 992 = ),
c’est la premiere condition qui saute !

Par ailleurs, I’hypothese concernant la limite supérieure quand |z| — oo est essentielle,
comme le montre I'exemple f(z) = e* sur Q2 := {Rez > 0} avec |f(iy)| = |e¥| = 1 sur
0Q = {x = 0}, tandis que f(x) = e* — oo est non bornée sur R* C Q.

Démonstration. Donnons-nous M’ > M arbitrairement proche de M, et introduisons I’en-
semble :

Ky = {z€Q: |f(z)]| > M}.
Comme f est continue, K est relativement fermé dans (2. Les deux hypotheses garan-

tissent aussi (exercice) que K,y posséde une fermeture dans C ne rencontrant pas Q\(2, et
qu’il est borné dans C. Le Critere de compacité 8.5 assure alors que K est un compact.

Assertion 8.10. En fait, K,y = ().

Preuve. Si Ky # () était non vide, la borne supérieure de | f| sur K serait atteinte en un
certain point a € K,y de ce compact :

[f(2)] < |f(a)] (V2 € Ky),
mais par ailleurs, comme |f(a)| > M’, on aurait en tout autre point z € Q\ K par défini-
tion :

[f(&)] < M < [f(a)

et donc I’inégalité serait satisfaite partout :

1f(2)] < }f(a)] (VzeQ).

Par conséquent, | f| atteindrait son maximum sur {2 au point intérieur a € €2, donc f = f(a)
serait constante dans 2 & cause du Principe du Maximum 8.8, et comme |f(a)| > M/, cela
contredirait I’hypothése que | f| est < M au bord et a I’infini. O

)
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Puisque Q\ Ky = 2, nous avons donc :
|f(z)] <™ (VzeQ),
et comme M’ > M pouvait étre choisi arbitrairement proche de M, ¢’est terminé ! U

Ce théoreme général admet une variante simplifiée mais plus utile dans de nombreuses
circonstances.

Théoreme 8.11. [Principe du Maximum, 3] Sur la fermeture Q = QU IN d’un ouvert
connexe borné 2 C C, si une fonction continue :

f e o9) F‘I‘KO(Q U 39),
est holomorphe a l’intérieur, alors :

|f(z)] < sup |f(Q)] < o0 (Vze0).
Cean

Autrement dit, sur le compact Q = Q U 052, le maximum du module est toujours atteint
au bord.

Démonstration. S’il existait un point z € () en lequel :

(8.12) |f(z)| > sup |f(C)
ceanN

Y

le maximum du module de f, atteint sur le compact QO = QU 9N, le serait alors en un
certain point a € () devant satisfaire :

|f(@)] = |f(2)] > sup |f(Q)],
cean

donc a € ) devrait étre a I'intérieur, ce qui forcerait f a étre constante a cause du Théo-
reme 8.8, en contradiction affligeante avec (8.12). ]

9. Théoreme de Morera et convergence uniforme sur des compacts

Une application directe de ce qui précede offre une réciproque particulierement utile du
théoreme de Cauchy.

Théoréme 9.1. [de Morera] Si une fonction f € €°(A) continue dans un disque ouvert
non vide A C C satisfait, pour tout triangle fermé plein T =T C A :

0= [ [f(z)dz

oT
alors f € O(A) est holomorphe.

Démonstration. Notons 2 le centre de A. Une répétition de la preuve du Théoreme 3.1 de
Cauchy convainc que la fonction :

F(z) ::/[ ]f(C)dC (z€A)

est C-dérivable (holomorphe), de dérivée F' = f.
Maintenant, grace au Théoreme 7.1 de régularité et a son Corollaire 7.2, F' est indéfini-
ment C-dérivable, donc f' = (F’) existe, i.e. f € O(A). O



9. Théoreme de Morera et convergence uniforme sur des compacts 95

Prochain théoreme « magique» : Si une suite de fonctions holomorphes converge uni-
formément sur (tous) les compacts d’un ouvert, alors la fonction-limite est non seulement
continue — théoreme classique —, mais aussi holomorphe, donc lisse. On dirait de la pres-
tidigitation !

Contraste déroutant avec la théorie des fonctions de variables réelles ! Par exemple, le
cours d’Analyse de Fourier a fait voir que la fonction de Weierstrass :

Z a" cos (2mb" x)
n=0

avec 0 < a < letab > 1, est continue mais n’est dérivable en aucun point : dans le
monde réel la convergence uniforme n’assure nullement la dérivabilité, mais dans le monde
imaginaire, si !

Théoreme 9.2. [Cauchy 10] Dans un ouvert Q C C, soit une suite {f,}°, de fonc-
tions holomorphes f, € O(S)) qui converge en tout point vers une certaine fonction-limite
f: Q — C, uniformément sur chaque compact de () :

0= JLmoo géa}?( |fn<Z) — f<2)| (V K C Q compact).

Alors la fonction-limite f € O(S)) est holomorphe.

Démonstration. 11dée, splendide, consiste a déduire cela du Théoreme 9.1 de Morera.

Soit A un disque ouvert non vide quelconque avec A C (). Pour vérifier que f est
holomorphe dans A, soit T = T C A un triangle fermé quelconque. Comme les f, €
O'(A) y sont holomorphes, Goursat offre :

fn(z)dz =0 (Vn>1).
ar

Comme f, — f uniformément sur le compact T C A C €2, donc sur 97", nous avons le
n—oo

droit d’intervertir lim [ f,, = [ lim f,,, ce qui nous donne :

f(z)dz =0,
oT
et comme cela est vrai pour fous les triangles fermés pleins contenus dans A, Morera nous
garantit que f € O(A). Enfin, f € 0(Q2), car I'holomorphie est une condition locale, et en
tout point z, € €2, on peut centrer un disque A > z; avec A C Q. U

Maintenant, qu’en est-il de la suite des fonctions dérivées {f/}°°,? Dans le monde
réel, tout le monde sait que la convergence uniforme n’entraine presque jamais celle des
fonctions dérivées. Et dans le monde holomorphe ?

En fait, étant donné une série entiere f(z) = > -, a, z” ayant un rayon de convergence
R > 0, nous avons déja vu dans le chapitre précédent que la série dérivée terme a terme
Yoo (v +1) ayiq 2” possede le méme rayon de convergence R > 0, et par conséquent, les
sommes partielles :

fu(2) = Z a, 2" de dérivées f1(z) = Z (v+1)ay41 2",

o<r<n or<n—1
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satisfont simultanément la convergence uniforme sur tout sous-disque fermé D, C Dy, avec
0<r<R:

0 = lim max|fu(2) = f(2)] = lim max|f.(z) — f'(2)|.

n—oo |z|<r n—oo ‘z|<r
Le théoréme suivant montre que ceci reste vrai dans la situation la plus générale possible.

Théoréme 9.3. [Cauchy 11] Dans un ouvert Q@ C C, si une suite {f,}2, de fonctions
holomorphes f, € O()) converge, uniformément sur chaque compact de ), vers une
fonction-limite f: Q0 —> C — holomorphe d’apres le Théoreme 9.2 —, alors il en va
de méme pour la suite { f] }°° | de ses dérivées :

0 = lim max |frlz(z) — f/<2)‘ (V K C Q compact).
n—o00 z€EK

Le méme Théoreme 9.2 refait voir que f' € 0(£2), ce que 1’on savait déja.

Démonstration. Soit donc K C 2 un compact quelconque. Pour 6 > 0 assez petit, ’en-
semble :

Ks = {Z € Q: dist(z,K) < 5}
est aussi compact, avec (exercice de topologie) :

K CIntKs C Ks C Q.

La version générale des inégalités de Cauchy du Théoréme 8.6 appliquée a une seule dé-
rivée de la suite {f,, — f}22, et au compact élargi L := Kj, fournit alors une constante
positive C' = Uk s < 0o qui contrdle la convergence uniforme sur K :
/
max — z)| < C max — f)(w
max|(fo = £)/()] < € max|(fu = f)(w)
— 0. O
n— oo
Evidemment, ce que nous venons de faire pour une seule dérivée fonctionne pour les
dérivées de tous ordres, soit en itérant (sans retenue !) I’énoncé par pure logique directe, soit
en nous souvenant que le Théoreme 8.6 était profilé pour des dérivées d’ordre quelconque.

Théoreme 9.4. Sous les mémes hypothéses :

0 = lim max ‘féﬁ)(Z) — f(ﬂ)(Z)’ (Vk>1, VK CQcompact). O
n—oo zeK
En pratique, on utilise ces théoremes de convergence uniforme pour construire certaines
fonctions holomorphes nouvelles qui jouissent de propriétés intéressantes, tres souvent dé-
finies commes séries infinies :

1) =3 o).

de fonctions holomorphes f,, € () dans une région donnée 2 C C. La plupart du
temps, il est assez facile de vérifier qu’il y a convergence uniforme, et donc, les théoremes
qui précedent garantissent que cette somme infinie est elle-méme holomorphe, et qu’on
peut la dériver terme a terme indéfiniment — ce qui est fort pratique !

Par exemple, de nombreuses fonctions spéciales sont définies sous forme de série infinie
d’une variable réelle = ; on remplace alors = par une variable complexe z, et on recherche les
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lieux ou il y a convergence (uniforme). Spécifiquement, nous étudierons dans un chapitre
ultérieur la célebre fonction zéta de Riemann :

)=y

n=0

Une variante des séries de fonctions holomorphes, tout aussi fréquente et utile, consiste
en les fonctions qui sont définies par des intégrales sur un segment réel du type :

1) = [ P s)ds

ou encore, des limites de telles intégrales. Ici, la fonction F' est supposée holomorphe en son
premier argument, et continue en son second. Pour simplifier, I'intégrale est prise au sens
de Riemann sur 'intervalle borné [a, b]. Le probleme est d’établir que f est holomorphe.
Par exemple, nous étudierons dans un prochain chapitre la fonction Gamma d’Euler, définie
pour z € C avec Rez > 0 par :

['(2) ::/ e tt7 1l dt.
0

Dans le théoréme qui suit, nous imposons une condition suffisante sur F' qui est souvent
vérifiée en pratique, et qui implique facilement que f est holomorphe. Apreés un changement
affine de variable réelle, nous pouvons supposer que a = 0 et b = 1.

Théoreme 9.5. Soit F' = F(z, s) une fonction définie pour (z,s) € Q x [0,1], on Q@ C C
est un ouvert, qui satisfait les deux propriétés suivantes :

e F(z,s) est holomorphe en z pour tout s € [0, 1] fixé;

e [ est continue sur € x [0, 1].

Alors la fonction définie dans € par :

est holomorphe dans S.

La continuité supposée est une continuité par rapport aux trois variables (x,y, s) avec
r+iy € Qetse|0,1].

Démonstration. Pour obtenir ce résultat fondamental, il suffit de montrer que f est holo-
morphe dans tout disque ouvert A avec A C (2, et grace au Théoreme 9.1 de Morera, il
suffit méme de faire voir que pour tout triangle fermé 7'="T C A,ona:

1
0:/ / F(z,s)dsdz.
ar Jo

Ici, un simple échange de 1’ordre d’intégration conduirait au résultat, puisque F' est ho-
lomorphe en z, donc satisfait la condition de Morera. Le théoréme de type Fubini dans
la théorie de I’intégration de Riemann justifie d’ailleurs immédiatement cela (exercice de
révision).
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Toutefois, nous pouvons contourner I’emploi du théoreme de Fubini, en approximant
I’intégrale par des sommes de Riemann :

falz) = — Z F(% %) (n>1).

k=1
Ici, toutes ces sommes finies f,, € €(€2) de fonctions holomorphes L F'(z, £) sont holo-
morphes.

Affirmation 9.6. Sur tout disque fermé A C (), les f, convergent uniformément vers
1

f(2) = Jy F(z5)ds.

Preuve. La fonction F' étant continue sur le compact A x [0, 1], elle y est uniformément

continue, ce qui entraine (exercice) :

Ve>0 3d6=46() >0 (|51—32| <0 = m:g‘F(z,sl)—F(z,sQ)‘ <6>.
z€A

Maintenant, en choisissant n > % assez grand, nous pouvons effectuer une estimation
uniforme valable pour tout z € A qui prouve 1I’affirmation :

|fn(z)—f(z)| = ‘z”:/fl) (F(z,%)—F(z,s)) ds
k=17 "

n k
< kz; /M ’F(z,%)—F(z,s) ds
n ok
< Z /M eds
k=1 Y =
= & 4

Ainsi, on a convergence uniforme f, — f sur le disque fermé A C (), et le Théo-
n—o0
réme 9.2 conclut que f € O(A). O

10. Principe de symétrie de Schwarz

En Analyse réelle, il se produit de nombreuses circonstances ou I’on désire étendre a
un domaine plus grand des fonctions initialement définies dans une certaine région bien
visible. Des techniques diverses existent afin de produire de telles extensions, notamment
pour des fonctions qui sont continues ou qui jouissent de propriétés de différentiabilité
variées. Bien entendu, les difficultés s’accroissent avec les exigences de lissité, mais tant
qu’on reste dans I’univers des fonctions non développables en série entiere, 1’existence e.g.
de fonctions-plateau — vues dans le cours d’ Analyse de Fourier — permet de jouer avec
elles presque comme avec de la pate a modeler.

A I’inverse, la situation est trés différente pour les fonctions holomorphes, car non seule-
ment ces fonctions sont indéfiniment différentiables dans leur région initiale de définition,
mais aussi, elles sont localement développables en série entiere convergente, ce qui est une
rigidité additionnelle vraiment caractéristique et limitante. Par exemple, il existe des fonc-
tions holomorphes dans un disque ouvert qui sont continues dans la fermeture de ce disque,
mais qu’il est impossible de prolonger holomorphiquement au-dela du cercle-bord, comme
le montre 1’Exercice 29.
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N

Une autre contrainte a respecter quand on cherche a prolonger des fonctions holo-
morphes est le principe d’identité : une fonction holomorphe devient identiquement nulle
si elle vaut zéro sur un sous-ouvert non vide, ou méme sur un segment réel non réduit a un
point. Ainsi, les fonctions-plateau, nulles en-dehors d’un compact, sont a proscrire !

Nonobstant ces obstacles, cette section présente un phénomene de prolongement assez
simple et tres utile dans les applications a la théorie des applications conformes : le Principe
de réflexion de Schwarz. Sa démonstration consiste en deux parties : définir le prolonge-
ment, puis vérifier qu’il est holomorphe. Commencons par le second point.

Soit 2 C C un ouvert qui est symétrique par conjugaison complexe, a savoir qui satis-
fait :

z € <<— 7zl

O+

Soit Q* la partie de €2 située au-dessus de I’axe réel, et soit {2~ celle en-dessous. Aussi,
soit [ := 2 N R, de telle sorte que :

Q uUIUQt = Q.
On suppose implicitement que I # (), sinon, le théoréme suivant n’a pas d’intérét.

Théoréme 10.1. [Principe de symétrie] Si /= € O0(Q) et fT € O(Q") sont deux fonc-
tions holomorphes qui se prolongent continitment a I :

/e e (@ ul) et fre@ (Ul

avec des valeurs coincidantes :

[ (x) = ff(x) (Vzel),
alors la fonction continue définie dans <) tout entier par :
f(2) lorsque z € Q7
f(z) =< f(2) = [T(2) lorsque z € I,
f(z) lorsque z € QF,

est holomorphe dans §.

Démonstration. Effectivement, on vérifie (exercice) que f est continue dans ).

Pour établir 1’holomorphie, faisons appel au Théoréme 9.1 Morera. Soit A un disque
centré en un point de I avec A C (2. Soit 7" = T" C A un triangle plein fermé contenu dans
le disque.



100 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Quand T n’intersecte pas I, d’ou T C Q= ouT C QT, on a gratuitement :

0= f(2)dz,

oT

puisque f est supposée holomorphe dans 2~ U Q+.

Ensuite, supposons premierement qu’un cdté ou un sommet de 7' rencontre /, tandis que
le reste se trouve entierement, disons, dans le demi-plan supérieur :

T Cc ITUuQ™.

Dans ce cas, le triangle 7. := T + i< poussé vers le haut d’une hauteur ‘infinitésimale’
¢ > 0 est entierement contenu dans la zone ot f = fT est holomorphe, donc on a :

0= [ f(2)dz

oT:

et en faisant tendre ¢ —» 0, la continuité de f donne bien 0 = Jop f(2)dz. Le cas ol
T C IUQ™ estsimilaire.

O+

T INnT

T5

Enfin, supposons deuxiemement que le triangle 7" en question intersecte / en son inté-
rieur. Une découpe de 7' en trois triangles 711, 15, T5 par le couteau / N 7T nous ramene a la
situation que nous venons de traiter. U

Nous pouvons maintenant énoncer le

Théoreme 10.2. [Principe de réflexion de Schwarz] Si () C C est un ouvert invariant
par conjugaison complexe z — 7 tel que 'intersection I == Q N R # ) soit non vide, et
Si:

Q" = Qn{lmz <0}, Q" == Qn{lmz >0},
alors toute fonction holomorphe définie au-dessus et continue jusqu’a I :
ffeoQHn (50([ N Q+),
et qui prend des valeurs réelles sur I :

ff(x) e R (Yzel),
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admet un prolongement holomorphe [ € O(Q)) unique a I’ouvert Q = Q= U I UQ™, dont
les valeurs sont définies en-dessous par :

f(2) == f+(®) (VzeQ™).
Démonstration. Au voisinage d’un point z, € €2~ disons dans un disque D, (zy) de rayon
r > 0 assez petit pour que D,.(zy) C Q, les valeurs Z pour z € D,(2,) appartiennent au
symétrique de ce disque, donc sont contenues dans 27 ol f* est holomorphe :

ff@) = a,(z—%)",
=0

3

avec a, 1= — (f +)(")(%,) et un rayon de convergence > r. Une simple conjugaison :

oo
f+<z> = [ (Z_ZO)nu
n=0
— qui n’altere en rien le rayon de convergence ! — montre clairement le caractere holo-
morphe de f~ dans D,.(2p), donc partout dans Q.

Ensuite, en un point xy € I, puisque f*(z) € R pour x € I proche de zg, la continuité
de f* sur I U Q" garantit, pour la fonction f~ ainsi définie, que [~ (xo + h) — [T (o)
quand h € C avec Imh < 0 tend vers 0, donc le prolongement f est continu partout dans
Q- uUIUQt.

Enfin, en notant que f~(x) = f*(z) pour tout z € I, le Principe de symétrie 10.1,
spécialement concocté a I’avance, conclut en beauté 1I’argumentation. U

11. Théoreme d’approximation de Weierstrass complexe dans un disque

Sur un intervalle compact [a,b] C R avec —0o < a < b < o0, le célebre Théoreme de
Weierstrass stipule que toute fonction continue f € %° ([a, b], R) peut €tre approximée a
volonté en norme uniforme par de simples polyndmes :

Ve>0 3P=P.(z)€R[z] telque max |f(z)—P(z)| <e.

z€la,b]
Question 11.1. Existe-t-il un résultat similaire en Analyse Complexe ?

Attention : tout devient 2-dimensionnel !

Nous allons regarder un compact quelconque KX C C, éventuellement d’intérieur non
vide, et des fonctions qui sont holomorphes dans un voisinage ouvert {2 D K, éventuelle-
ment tres « resserré » autour de K. Dans ces circonstances, a-t-on :

Vfelo()) VYe>0 3JP(z)=PF.(2) €Clz] telque ng?(‘f(z)—P(z)‘ge?

Cela serait un résultat remarquable, car les polyndmes sont des objets globaux, définis pour
tout z € C.
Commengons par examiner le cas simple ot {2 = Dy (z) est un disque ouvert de rayon :

0 <R K o0,

centré en un certain point fixé zy; € C. Le cas R = oo correspond a {2 = C.
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Théoréme 11.2. Les fonctions holomorphes dans un disque Dy = Dy (zy) de rayon 0 <
R < oo sont approximables uniformément sur les compacts K C Dy par des polynomes :

VfeODy) Ve>0 3JP(z)=P.(z)eClz] telque nga}g‘f(z)—P(z)‘ < e

Démonstration. Apres translation, on se ramene a 2y = 0. En vertu d’un théoreme vu dans
le chapitre qui précede, toute fonction holomorphe f € & (DR) a une série de Taylor en
tout point w € Dy qui converge au moins dans le plus grand disque centré en w qui est
contenu dans D. Au point w = 0, ce plus grand disque coincide avec Dy, et donc en vertu
de ce résultat, la fonction f est représentée par une série entiere » .~ a, 2™ qui converge
dans Dy.

Soit donc une série entiere f(z) = >
le rayon de convergence R satisfait :

oo
n=0

a, 2" a coefficients complexes a,, € C, dont

0 < R < 0.
D’apres le chapitre qui précede, le rayon de convergence de >~ a,, 2" est défini par :
1 :
— = limsup {/|ay,]|.
R n—00

Par conséquent, la définition de la limite supérieure fournit, pour tout 6 > 0, un entier
N(d) > 1tel que:

1
n = N(6) — Vlan| < E+§.

Maintenant, soit un compact X C Dy contenu dans le disque ouvert Dy centré en 1’ ori-
gine de C. D’apres un théoréeme topologique qui a déja été vu, la distance entre K et le
complémentaire fermé C\Dy est strictement positive, et si on prend 0 < r < R satisfai-
sant :

0 < R—r < dist (K, C\Dx),
alors on assure que :
K c D,.

Choisissons maintenant ) > 0 assez petit pour que :

q = (%—l—é)r < 1.

L’inégalité triangulaire suivie de la sommation d’une série géométrique offre pour tout
ze K:

Z a, 2" < Z }an‘ |z|"
N=N Nn=N
e K — |2| <7 <Z<§+5>nrn
n=N
_ qN Z qm
m=0
<o
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Soit maintenant € > 0 arbitrairement petit. Toujours avec K C D, C Dy, et avec § assez
petit pour que (+ + §) 7 = ¢ < 1, choisissons N(¢) > 1 et N(g) > 1 assez grands pour
qu’on ait :

1 n
nEN0) = ] < (5+9)
1

N > N(g) = qu—és,
—q

ce qui est possible car ¢ — 0 quand N — co. En prenant :
N = max(N(d), N(¢)),

si on découpe alors la série qui représente f(z) en deux morceaux :

N—1 oo
f(z) = Z anz"—l—z an 2",
n=0 n=N
——
=: P(z)
dont le premier est visiblement un polyndéme de degré < N—1, on atteint I’'inégalité conclu-
sive :

max | f(z) — P(2)] = max X;anz
1
< N ——
ST,
< e |

12. Théoreme de Runge rationnel

Approfondissons maintenant les réflexions de la Section 11 précédente. Soit donc K C
C un compact, et soit 2 O K un ouvert. On ne suppose pas que C\ K est connexe : seule
la Section 13 suivante fera cette hypothese topologique significative.

Tout d’abord, si K = {z € C:|z] = 1} est le cercle unité, nous affirmons que la
fonction f(z) := 1 définie dans un anneau 2 := {1 < |z| < r} avec r > 1 ne satisfait pas

la propriété d’approximation polynomiale :

1
= —P(z)’ < e

Ve>0 3JP(z)eClz] telque max
z

zeK

En effet, observons que I’intégrale bien connue suivante est non nulle :

1 2 1 )
/ —dz:/ —.0i619d9:2i7r,
K Z o €

tandis que, pour tout polyndme P(z) € C[z] qui est holomorphe dans I’ouvert C qui
contient I’intérieur de Jordan ID (disque unité) de K = C (cercle unité), le premier théoreme

de Cauchy donne :
0= / P(z)dz.
K
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Maintenant, soit 0 < ¢ < 1 quelconque. S’il existait un polyndme P(z) satisfaisant la
propriété d’approximation en question, alors par un jeu taquin d’inégalités taquines :

/K e - P(z)) dz
<[k

- — P(z)‘ |dz|

K Z
<5/|M\
C

= g2,

2r = {Qiﬂ =

on en déduirait 27 < € 27 qui équivaudrait a I’absurdité fatale 1 < . Moralité :

Observation 12.1. Quand K a un, voire plusieurs, « trous », les fonctions holomorphes au
voisinage de K ne sont en général pas approximables sur K par des polynémes.

Dans la Section 13 suivante, nous verrons qu’il existe un théoréme positif d’approxima-
tion polynomiale quand C\ K est connexe. Pour I’instant, continuons a nous interroger sur
le cas ou le compact K’ C C est quelconque.

La fonction i a un pole en z = 0, a 'intérieur (hors) de K = C'. En tout cas, ce contre-
exemple % suggere d’utiliser pour I’approximation uniforme non pas des polyndmes, mais
des fractions rationnelles a poles hors de /K.

Théoreme 12.2. [de Runge rationnel] Pour tout compact K C C et pour tout voisinage
ouvert ) D K, les fonctions holomorphes dans §) peuvent étre approximées a volonté sur
K par des fractions rationnelles sans poles sur K, c’est-a-dire :

Vieo) Ve>0 3P eClz] 3JQ €Clz avec Q‘K#O
P(z)
Q(z)

Démonstration. Dans un chapitre qui précede, on a vu que pour K C ) compact contenu
dans un ouvert, on a toujours :

tels que max ‘f(z) -

dist (K, C\Q) > 0.
Avecunréel 0 < a < LQ, on pose alors et on fixe définitivement :
6 = adist (K, C\Q) > 0.
On considere le réseau d-renormaliséde Z x Z C R x R = C, a savoir :
(Z+i72)6 = {(k+il)d: k,leZ},
et on regarde tous les carrés pleins fermés de coté 6 que ce réseau découpe :
e = {z+iyeC: k6 <z < (k+1)5, 65<y<(L+1)0} (k,L€Z),

dont la réunion pave le plan tout entier de maniere presque disjointe :
c=U U O

Leur intérieur, défini par des inégalités strictes, sera noté Il 4, et leur bord, consistant en 4
segments de longueur ¢ (> 0) paralleles aux axes Oz et Oy, sera noté Ol , = Ol .



12. Théoréme de Runge rationnel 105
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\\ \ — /\
N "1 e \____—/ 74
— 1
Maintenant, on note II;,...,II, avec J > 1 entier la collection de fous les I, qui
intersectent KK # (). Enfin, on note 7, ..., vy avec H > 1 entier les segments de longueur

0 qui appartiennent au bord d’un unique carré II;, sans appartenir a deux bords de deux
carrés adjacents. Autrement dit, on supprime tous les bords adjacents, comme sur la figure.
Quitte a réajuster 1égerement le coté o > 0 de la grille, ou a translater 1égerement K, on
peut supposer que K contient au moins un point qui n’est pas sur la grille, c’est-a-dire au
moins un point a I’intérieur d’un carré.

Sur la figure, le compact K est en foncé, avec des bords anguleux. Le complémentaire
C\ K contient trois composantes connexes. L’ouvert 2 D K est d’une forme analogue,
mais son bord est représenté de maniere courbée et lisse. La grille est bien visible. Les traits
trés épais représentent les segments 7y, . . ., yy. Les carrés I1; qui intersectent et recouvrent
K ne sont pas explicitement représentés.

Si un point z € II; N K est donné, alors pour tout autre point w € IL;, puisqu’il est bien
connu que le diametre d’un carré de coté § > 0 vaut /26, il vient :

|z—w‘ < diamﬁj < V2.

Par hypothese, chaque II; possede au moins un point en commun avec le compact K,
disons z; € II; N K. Or nous venons de voir que :

I, € Dsylz).

Mais grice a I’hypothése v/2a < 1, tout se situe a distance strictement inférieure i la
distance au complémentaire C\2 de I’ouvert :

V24 = V2adist (K, C\Q)
< dist (K, C\Q),
donc chaque disque fermé D v25(%j) C €2 est contenu dans 1’ouvert, puis par inclusion
ﬁj C ), etenfin :
Umca

1<

Evidemment, puisque chaque segment -y, est c6té d’un (unique) ﬁj, il en découle sans
effort :

Assertion 12.3. Pour tout 1 < h < H,ona~y, N K = (.
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Preuve. Si, au contraire, vy, N K > z contenait un point du compact, comme chaque seg-
ment de longueur  dans le réseau est toujours bord commun entre deux carrés distincts
adjacents :
Yo = rmyen) O Heeny ey

ces deux carrés adjacents intersecteraient alors tous deux K a cause du point z qu’ils ont en
commun, mais alors, cela impliquerait que les deux carrés en question appartiendraient a la
collection I1;, . . ., I1;, et donc que 7y, serait adjacent 2 deux carrés distincts de cette collec-
tion, et justement, on a supprimé a [’avance tous ces bords adjacents — contradiction! [

Ensuite, pour un carré ﬁj avec 1 < j < J quelconque, la formule de Cauchy donne :

L/ &dC _ f(z) lorsque z € II;,

2im Jon, ¢ — 2 0 lorsque z € C\II;,

sachant qu’au niveau de ce cours, nous ne sommes pas en mesure de présenter ce qui se

passe lorsque z € OII;.
Soit maintenant £ > () assez petit pour que le compact :

K. = {z € C: dist(z,K) < 5},
qui contient I’ouvert &, contenant K défini par :
0. := {dist(z,K) <e} D K,

satisfasse encore :

0 =y NK. (1<h<n),
donc soit encore recouvert par la méme collection de carrés fermés :

K. c ILu---UIL.

Ici, K. et O sont introduits pour des raisons techniques, utiles a la fin de la démonstration
du Lemme 12.5.

Lemme 12.4. Pour tout z € K. qui n’appartient a aucun bord des carrés ﬁj (il existe au
moins un tel point z), on a :

Ral f(©)
f(z) = ;%/anj Ed@

Notons que I'intégrale peut étre calculée parce que J1I; C €2 d’apres ce qui précede.

Preuve. Puisque la réunion de ces carrés recouvre :
K. c |J 1,
1<

si un point z est dans K. mais dans aucun bord, il appartient alors a un unique carré ouvert
11y avec un certain indice 1 < j(z) <1, d’ou grice a ce qu’on vient de voir :
1 f(©)
f(z) = 5 150 4,

A% anj(z) C— z
tandis que pour fout autre indice j' # j(z) :

1 f(©)

A% aﬂj/ C— z

dc.
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En sommant bétement tout cela, la conclusion tombe comme une prune pulpeuse, flasque,
juteuse :

1
0 =g [ e 3 g [

J 75](2)

R f©)
_;%/anjc_zdg' -

Ensuite, revenons a des points z € K, y compris sur les bords des carrés I1;.

Lemme 12.5. On a, pour tout z € K, la formule de représentation :

Z 20 ! dc.

Yh (—z

Démonstration. Tout d’abord, lorsque z € K., en supposant toujours que z n’appartienne
a aucun bord 8ﬁ1, e O11,, dans la formule que nous venons de démontrer, toutes les inté-
grales sur des bords de deux carrés adjacents s’annulent par paires, puisque les orientations
des segments d’intégration sont opposées, et il ne reste alors plus que les intégrales sur les

bords non-adjacents, que nous avions notés vy, ..., Yy :
J
1 f(©)
= — —=d
/) Z 2m /an (—z ¢
- Z ) e (€ K\ T 0T,
2w ), C—=z

Ensuite, dans cette somme ﬁnle, chaque intégrale s’effectue sur un segment compact
v, C €) qui n’a aucune intersection avec KE, donc se situe a distance strictement positive
de K., et par conséquent, I’ 1ntegrande ) de ces intégrales f a parametre z € K est
continu par rapport a :

(Z>C) S KE X Yhs
donc un théoreme vu en cours d’Intégration (de Riemann) garantit la continuité par rapport
a z € K. de ces intégrales fvh.

Par conséquent, la formule reste vraie par continuité en faisant tendre des points z € O,
non situés sur la réunion des bords des ﬁj vers les points quelconques de /K qui ont le
malheur de rotir sur la grille de coté . U

Soit maintenant v: [0,1] — Q\K une courbe de classe ¢, par exemple v =
pour un indice 1 < h < H. Par convention, on identifie I’application ~y et sa courbe-image
7([0,1]) € Q\K. On introduit :

_ L[ 19
FPY(Z) = 22%[{ C—ch (ze K).

Lemme 12.6. Pour tout ¢ > 0, il existe P(z) € C[z] et Q(2) € C[z] avec Q|,. # 0 tels
que :

P(z2)

F(2) - 0(2)

maX
zeK
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Démonstration. Pour g € €°([0,1],C), les sommes de Riemann, associées a la subdivi-
sion équitable (mais non commerciale) par segments de longueur % de I’intervalle compact
0, 1], convergent vers I’intégrale (de Riemann) de ¢ :

im > (E)l - /1 (t) dt
n—00 g n)n 0 g ’
0<k<n—1

Ensuite, par définition :

F,(2) = ﬁ /0 —j((g(?)z ¥ (t) dt,

ce qui conduit a examiner la fonction de ¢ € [0, 1] dépendant du paramétre z € K :

1 @)
H(z,t) == — ———=7'(1).
(t) = gz oy =5 70
Sur le compact K x [0,1] 3 (2, 1), cette fonction est continue, puisque ([0, 1]) N K = 0.
Grace au théoreme de Heine-Borel, elle y est donc uniformément continue.
Or la continuité uniforme implique en particulier (exercice mental), pour tout € > 0,
I’existence de d(¢) > 0 tel que :

[t — ta] < 6(e) — H(zt) - Hzb)| < e Veek,

ce, uniformément sur X.
Alors des que n > 1 est choisi assez grand pour que % < 0(¢g), la somme de Riemann
associée a I'intégrale considérée :
1
= / H(z,t)dt
0

peut étre soumise a un traitement de choc qui établit a grands coups d’inégalités triangu-
laires sa proximité a son intégrale-mere :

nt N1 e = k
_;H<Z’E>E - Z % Hzt)dt—ﬁ H(z,g>dt‘

N
iMIL g

1
</5dt
0

= £.

Pour conclure, il suffit de prendre conscience que cette somme de Riemann :

n—1 n—1 k
k 1 kN 1
St - Sk JB ()
— n — ,y n —z n/n
= =
pble en z:v(g)

est une somme finie de fractions rationnelles simples a coefficients complexes, donc peut

P2) avec deux polyndmes

étre écrite, apres réduction au méme dénominateur, sous la forme 6]
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P,Q € C[z]. Comme les pdles v(2),7(2),...,7(™%2) se situent tous sur ~, on a bien

n n
Q‘ x 7 0avec le dénominateur commun :

1 1
.: , 0

Q" (-2 -2 (-2

Nous pouvons enfin effectuer la synthese mathématique de tout ce qui précede, et dé-
tailler rigoureusement tous les arguments manquants qui terminent la démonstration du
Théoreme 12.2 de Runge rationnel.

D’apres ce qui précede, a chaque courbe v = 7y, ...,y qui survit lorsqu’on élimine
les frontieres communes entre les ﬁj recouvrant /', on peut associer la transformée de
Cauchy :

R N (]

= — d <h<H),
o (2) 2in |, ¢ - ¢ (1<h<H)

et puisque nous avons démontré par construction que :
f(z) = Fy(2) + -+ By (2),

il suffirait, pour conclure, de montrer que chacune de ces fonctions I, (z) posséde la pro-
priété d’approximation a volonté — mais nous venons de le faire il y a un instant !

Afin d’étre parfaitement rigoureux et complet, comme cela est exigé par Dame Mathé-
matique, il faut partir, pour tout 1 < h < H, avec ¢ astucieusement remplacé a 1’avance par
=, de tous les résultats d’approximation :

Pr(2) Pr(2) 5
HQh(z) € FracClz] avec Qu|, # 0 telque max F, ) < o
puis définir :
Q1(2) - Qu(z) =: Q(z) jamais nul sur K,
PGE) L, Rl PR
Q1(2) Qu(z)  Q2)
somme qui est une fraction rationnelle — car les fraction rationnelles, c’est comme les
genes, cela ne peut se mélanger qu’en produisant aussi des genes —, puis effectuer une
majoration classique par inégalités triangulaires :
P(z) Pi(z) Fu(z)
Pi(2) Fu(z)
= |F,(2) — et B(2) —
’Y( ) Ql(z) Y ( ) QH(Z)
Pi(2) Pu(z)
< Py (2) — +--+ | (2) —
Y ( ) Q1<Z) i ( ) QH(Z)
€ €
< 4=
H H

= &. O
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13. Théoreme de Runge polynomial

En partant d’une approximation rationnelle | f(z) — 58‘ < ¢ comme dans le Théo-
reme 12.2 dont nous venons d’achever la démonstration, nous allons mettre au point un
procédé final qui consiste a « pousser vers I’infini » les pdles de %, procédé qui ne pourra
étre accompli que sous ’hypothese que C\ K soit connexe. Nous ‘transformerons’ ainsi

une fraction rationnelle en un polyndme.

Théoreme 13.1. [de Runge polynomial] Soit K C C un compact dont le complémentaire
C\ K est connexe. Alors pour tout ouvert Q O K, les fonctions holomorphes dans Q) sont
approximables uniformément sur K par des polynémes :

Vfelo) VYe>0 3IP(z)=PF.(z)€Clz] telque ngg‘f(z)—P(z)’ga

Ce résultat est remarquable, car les fonctions polynomiales sont holomorphes globa-
lement, définies sur C tout entier, tandis que les f € () ne sont définies que dans un
voisinage ouvert de K.

Démonstration. Comme toute fonction rationnelle ayant pour unique pdle un point donné
zg € C peut s’écrire comme polyndome en la fonction-type ﬁ a coefficients dans C|z], il
suffit d’établir le lemme suivant pour conclure la démonstration de ce Théoreme 13.1.

Lemme 13.2. Si un compact K C C a un complémentaire C\ K connexe, alors pour tout
point zy € K, la fonction rationnelle ﬁ peut étre approximée uniformément sur K par
des polynomes de C|z|.

Démonstration. Soit un rayon R > 1 assez grand pour que K C D;(0). Choisissons un
point hors de ce grand disque ouvert z; € C\Dy, et développons :
0 n

1 1 1 z
2 — 2 __z_ll—i _Z_F’

Z1 n=1 1

ou cette série converge uniformément pour tout z € /', comme on s’en convainc en utilisant
le fait (exercice de rappel) qu’il existe un rayon 0 < 7 < R strictement inférieur tel que
K c D,(0).

Grace a cette convergence, les sommes partielles Z::o’ avec N > 0 entier quelconque,
de cette série géométrique sont alors des polyndomes qui approximent uniformément ﬁ
sur K. Ensuite, cela implique que toute puissance ﬁ peut aussi €tre approximée uni-
formément sur K par des polyndmes.

Il suffit maintenant d’établir que la fraction ﬁ peut étre approximée uniformément
sur K par des polyndomes en ﬁ, avec certains z; € C\Dy.

A cette fin, utilisons I’hypothése que C\ K est connexe, et prenons une courbe conti-
nue v: [0,1] — C\K partant de z, = ~(0) et aboutissant a (1) = z;. Comme
7 =~([0,1]) € C\K est un compact disjoint de K, le nombre réel :

p = %dist(%K) > 0

est strictement positif.
Choisissons alors une suite de points {wp, w1, ..., w, } sury avec zg = wy et w, = 2
assez nombreux pour que :
‘wé_wf-&-l‘ <p (0<e<L-1)
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Assertion 13.3. Pour toute paire de points w,w' € ~y situés a distance :
w—w| <o,
. . 1 p: . P
la fraction rationnelle z — —— peut étre approximée uniformément sur K par des poly-

1
z—w

nomes en z —

7

Preuve. En effet, avec z € K, nous pouvons développer :
1 1 1
Z—w z—w' 11—

w/

z—w'

o0 n
Loy (e
z—w z—w' )’

n=0

et comme cette somme converge uniformément pour z € K grace a :

w—w p 1
z—w |  dist(y, K) 2
de simples approximations par des sommes partielles ZZ:O fonctionnent. U

Ce résultat nous permet donc de voyager de z, vers z; en effectuant un nombre fini
d’arréts « approximatifs » aux point auberges {wg}0<g<]_, et pas a pas, de conclure a dos de

cheval qu
Ceci conclut la démonstration du Lemme 13.2, et simultanément aussi, celle du Theo—
reme 13.1. |

14. Approximation polynomiale sur des ouverts a complémentaire connexe

Le Théoreme 13.1 vient de faire voir que les compacts K C C dont le complémentaire
C\ K est connexe permettent aux fonctions qui sont holomorphes dans leur voisinage d’étre
approximées a volonté par des polyndmes. L’énoncé est vrai quel que soit I’ouvert 2 O K,
méme lorsque €2 n’est qu’un « épaississement infinitésimal » de K.

En faisant «tendre » 0 — K, on pourrait alors s’imaginer que la connexité de C\ K
est essentiellement équivalente a la connexité de C\ (2.

Soit donc un ouvert 2 C C dont le complémentaire C\(2 est connexe. Nous allons voir
que certains compacts bien choisis L C (2 ont eux aussi un complémentaire C\ L connexe.
Commencgons par un préliminaire.

Lemme 14.1. Etant donné deux ouverts 0y, Oy C C non vides disjoints, quels que soient
21 € O et zy € Os, il est impossible que le segment (21, 25 soit contenu dans leur réunion :

[21722] gZ ﬁl U ﬁg.

Démonstration. Sinon, si [z1, zo] C 01U 05, alors le segment d’intérieur non vide [z, 23] =
I, U I est réunion des deux ouverts (relatifs) non vides :

Il = ﬁl N [Zl, 22] et [2 = ﬁg N [21,22],
ce qui contredit la connexité de [z1, 2. O

Proposition 14.2. Soit 2 C C un ouvert borné dont le complémentaire C\2 est connexe.
Alors pour tout § > 0, le sous-ensemble compact de ) :

= {z € Q: dist (z, C\Q) > 6}
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a un complémentaire C\L5 qui est lui aussi connexe.

En particulier, il y a une homologie entre le fait que le fermé C\(2 =: F, consiste une
unique composante connexe F, qui s’échappe vers I'infini, et le fait que I’ouvert C\ K =:
O, est lui aussi connexe allant vers 1’ infini.

Démonstration. Supposons par I’absurde que C\ Ls est réunion de deux ouverts non vides
disjoints :

C\Ls; = 01U 0>, 0= 01N 0.
Comme Ls C ,onaC\Q2 C C\Ls, d’ou:
(14.3) C\Q C 0, U 0.
Introduisons alors les deux ensembles :
F =01 n (C\Q) et o= 0N ((C\Q)

Puisqu’on a alors C\Q2 = F} U Fy, afin d’atteindre une contradiction, nous allons montrer
que F} et F5 sont non vides, disjoints, fermés.

Assertion 14.4. I, # () et Fy # .

Preuve. Sinon F;, = () — le cas F, = () étant symétrique —, et cherchons une contradic-
tion. Autrement dit, &, C €2, d’ou via (14.3) :

C\Q C 6.

Prenons un point quelconque w € &y, donc w € C\ Ls. Alors par définition de Ls, on a
dist (w, C\Q) < 4, donc il existe un point z € C\Q avec |w — z| < 4. Ensuite, tout point
¢ € [z, w] sur le segment satisfait :

=2 < fw—2] <9,
donc dist (¢, C\Q) < 4, et ainsi ¢ & Ls, ¢’est-a-dire :
[z,w] C C\Ls.
Nous sommes alors parvenus a une situation :
ow € 0,
oz ¢ C\Q C 0,
o [2,w] C (C\L5 = 0, U 0,
que nous savons déja impossible, grace au Lemme 14.1, ce qui est I’absurdité recherchée.
O
Assertion 14.5. F et F’, sont disjoints.
Preuve. Comme 0y N Oy = (), il est clair que Fy N Fy = () aussi. O

Assertion 14.6. [ et F), sont fermés.

Preuve. Pour voir que F est fermé (idem par symétrie pour F5), soit une suite de Cauchy
quelconque {z,}°° ; de points z, € F} qui converge vers un point z,, € C.
Comme F; C O, ona z, € 0;. Comme F; C C\Q qui est fermé, ce point-limite
satisfait :
Zoo € C\CL
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Comme C\ 2 est a distance finie 0 > 0 de Lg, on en déduit que :
Zoo & L, donc z,, € 01U Os.

Ensuite, il est impossible que z,, € O, car par ouverture de 05, les z, pour n grand
appartiendraient aussi a 0, mais on vient de voir que tous les z, € 0. Ainsi :

2o € ﬁl,
etenfin z, € 01 NC\Q2 = F}. O

En conclusion, on a représenté le complémentaire fermé C\(2 = F; U F» comme réunion
disjointe de deux fermés non vides, en contradiction avec I’hypothese qu’il est connexe.
O

Pour terminer, voici une application importante du Théoreme 13.1 de Runge polynomial
qui s’avérera utile dans les chapitres subséquents.

Théoreme 14.7. Dans tout ouvert borné Q) C C dont le complémentaire C\§) est connexe,
on a la propriété d’approximation uniforme des fonctions holomorphes par des polynéomes
sur les compacts :

Vieo(Q) YK C Qcompact Ve >0 3JP(z)e Clz] tel que ma}?‘f(z)—P(z)‘ < e
zZe

De plus, pour toute courbe %”F}m fermée v C Q, ona:

ozlﬂo@

Nous allons démontrer cette derniere propriété sans construire de primitive pour les
fonctions f € 0(€2). Ce n’est qu’a un stade beaucoup plus avancé de la théorie que nous
serons en mesure d’établir que dans les ouverts bornés 2 C C a complémentaire C\()
connexe, toutes les fonctions holomorphes ont des primitives.

Démonstration. Clairement, puisque dist (K, C\2) > 0, il existe § > 0 assez petit pour
que :

K c Ly = {z € Q: dist (z, (C\Q) > 5}.
Nous venons de dire que C\ L; est connexe. Donc le Théoreme 13.1 s’applique, et fournit,
pour tout £ > 0, un polyndme P(z) tel que :

max|f(z) = P(2)] < max|f(z) - P(2)]
< e

Ensuite, soit v C €2, fermée, %j[ Alors il existe 6 > 0 tel que v C Ls. Avec € = % ou
n > 1 est un entier quelconque, il existe une suite {Pn(C ) }Zozl de polynomes satisfaisant :

max |£(¢) — P(Q)] < max|£(¢) = Pa(Q)]

d’ou par intégration :

‘/ (f(Q) = PulQ)) d¢| < %Iongueur(y),
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Mais comme les P,(¢) € ¢/(C) sont holomorphes dans 1’ouvert étoilé C, le Théoreme 4.5
de Cauchy étoilé donne :

0= [ P w31,

et enfin :

(1438) \ / f<<>d<] < ‘ / (£(0) = Pu(©)) d<\+
1

/v Pal0) dc'

< —longueur(y) — 0. O
n

n— oo

15. Exercices

Exercice 1. En interprétant fOOO comme limg_ o fOR, trouver la valeur des intégrales de Fresnel :
oo o0
. T
/ sin (2°) dz = / cos (z%) da = L
0 0 22

/

R
v

0 R

. . . . _ .2 P P oqe _ 2
Indication: Intégrer la fonction e™*  sur le contour représenté, en utilisant ffooo e dx = /7.

en;l dx et effectuer

Exercice 2. Montrer que 5 = fooo sz gy Indication: Ecrire Iintégrale comme & [~
sz . x . .. . . 21 J—o0
une intégration complexe sur le bord d’un certain demi-disque édenté.

Exercice 3. Pour deux réels a > 0 et b, calculer les deux intégrales :
/ e~ cos (bx) dx et / e~ sin (bx) dx.
0 0

. . . a2+ b2 . . c o1 . .
Indication: Intégrer e~*V%* %" sur le bord d’un secteur angulaire approprié d’angle w satisfaisant cosw =
a

VaZ+b?’
Exercice 4. Montrer qu’on a pour tout £ € C (pas seulement pour £ réel) la formule :

)
ey 2 KPPy
e [E3 :/ e T e2zTr§J, dx.
—oo

Exercice 5. Pour chacun des 5 ouverts suivants, déterminer s’il est étoilé (ou non) par rapport a I’'un de ses
points :
C\R_, C\[2,5], C\(Ru{-i}), C\(RpUiRy), C\{z|<1}
Exercice 6. (a) Pour r, s > 0 réels, on considere le rectangle :
R = {zG(C: —r<z<r, —s<y<s}7

parcouru dans le sens trigonométrique. Calculer les deux intégrales :

[ = [
(’)RZ7 8R22.
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(b) Pour confirmer que Re z n’est pas holomorphe, calculer, sur le bord du carré 0O de c6tés 0, 1, 1 42, ¢ :

/ Re z dz.
oo

Exercice 7. Pour un ouvert connexe 2 C C, montrer que I’ensemble :
E = {z€Q: Qestétoilé enz}
est convexe.

Exercice 8. Soit 2 O D un ouvert de C contenant le disque unité fermé D = {|z| < 1} de bord le cercle
unité C' = {|z| = 1}, paramétré par  — ¢,

(a) Pour toute fonction holomorphe f € &/(12), calculer les deux intégrales :

1\ f(z) 1\ f(z)
/C<2+z+;> . dz, /C(szf;> . dz.

(b) En déduire que :

2
E/ cos & f(e?) do = 2 £(0) + f(0).
0

™

(¢) De maniere similaire, déterminer la valeur de :

2 2 )

— / sin? g f(ew) do.

T Jo
Exercice 9. Dans un ouvert {2 C C, soit une fonction holomorphe f qui est continiiment différentiable, i.e.
(z,y) —> %(z, y)et(x,y) — g—g(z, y) sont continues — ce qui n’est pas demandé dans la définition de

1’holomorphie. Soit aussi 7' = T C ) un triangle fermé non aplati.

(a) Pour deux fonctions réelles P, Q € €*(€2, R), montrer que 1’intégrale suivante sur le bord du triangle est
égale a une intégrale dans I'intérieur :

/aT (Pd:rJery) = /T <aa];+?3§> dxdy.

Indication: Etudier d’abord ce cas spécial du théoréme général de Riemann-Green en supposant Q = 0 :

[ (o) = [ (-5

et en supposant le domaine G ol I’on intégre de la forme « sandwich entre deux graphes » :
Gi={(wy) R’ a<z<b, f(r) <y< fi(2)}
avec —o00 < a < b < 00, avec deux fonctions f_, fi continues %plm définies sur [a, b] satisfaisant f_ < f
sur Ja, b[.
(b) Ré-obtenir le théoreme de Goursat :
0= f(2)dz,
aT

avec cette hypothése supplémentaire que f € (2, C).

Exercice 10. Soit A C C un disque ouvert non vide. Montrer que pour tout z € A,on a:

o d¢
21%7/&)A<_Z'

Indication: Supposer A = D,.(0) avec r > 0 centré a I’origine, puis, pour 0 < ¢ < 1 réel, étudier la fonction :

2m - 0
o(t) ::/ L)
0

ref —tz
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Exercice 11. Soit 7 = T C 2 C C un triangle fermé contenu dans un ouvert du plan complexe, et soit
f: 2 — C une fonction qui est C-différentiable excepté en unique point z, € T. Montrer que si f est
bornée au voisinage de z,, alors le théoréme de Goursat est encore vrai :

0= f(z)d=.
aT

Exercice 12. Soit un ouvert Q C C, soit zp € 2, soit 7 > 0 avec A := D,.(z9) C €, soit z € A a I'intérieur,
et soit f € O(9).

Avec 0 < § < & < rayon(A), soit le contour «trou de serrure» I's . = 95 . évitant z qui a été utilisé
dans la démonstration du Théoréme 6.1.

(a) Montrer que :
Q) - 1)

O =
Ts.c ¢—=z

C.

Indication: Vérifier que ( — w est holomorphe dans C\{z} et continue dans C, puis montrer qu’elle
a une primitive dans C.

(b) Soit le grand cercle C' := OA et soit le petit cercle ¢, := {¢ € C: |( — z| = &}, tous deux orientés dans
le sens trigonométrique. Montrer que :

I = Y

(¢) En utilisant le résultat de I’Exercice 10, démontrer la formule de représentation intégrale de Cauchy :
1 f(Q)
= d VzeA).
s Qiﬂ/8A C(—z ‘ veed

Exercice 13. Soit une fonction holomorphe f: D — C définie dans le disque unité D = {|z| < 1}.

(a) Montrer que le diametre de son image :

diam (D) = sup |f(2) ~ f(w)

z,webh
est minoré par :
2[f'(0)] < diam f(D).
Indication: Pour 0 < r < 1 arbitrairement proche de 1, utiliser, aprés 1’avoir justifiée, la formule :
1 Q) —f(=9)
2f(0) = — ————>dC.
R e

(b) Montrer que I’inégalité est une égalité précisément lorsque f(z) = az + b est affine.

Exercice 14. Si f € 0(Q) est une fonction holomorphe dans la bande ouverte 2 := {x +v=1y: —1<
y < 1} qui satisfait, pour deux constantes C' > Oetx € R:

|f(2)] < C’(1+|z|)'i (VzeQ),
montrer que pour tout entier n > 0, il existe une constante C,, > 0 telle que :
|f(”)(a:)| <G, (1+z)" (Vz €R).

Exercice 15. Soit 2 C C un ouvert borné, et soit ¢: £ — € une fonction holomorphe a valeurs dans €2
lui-méme. S’il existe un point zg € €2 en lequel :

©(20) = 20 et ¢'(20) = 1,

montrer que ¢(z) = z est I'identité. Indication: Se ramener & zo = 0, écrire ¢(z) = z + a, 2™ + O(z" 1),
composer un nombre k£ > 1 arbitraire de fois :

e = po---ogp,

vérifier que ¢°F(2) = z + ka, 2" + O(z"*1), et appliquer les inégalités de Cauchy.
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Exercice 16. Un théoreéme de Weierstrass énonce qu’une fonction continue sur [0, 1] peut étre uniformément
approximée a volonté par des polyndmes réels. Montrer que les fonctions continues sur le disque unité fermé
D ne sont pas toutes uniformément approximables par des polyndmes holomorphes P(z) € C|z].

Exercice 17. Soit f une fonction holomorphe dans un voisinage ouvert d’un disque fermé Dy = Dy (0) centré
al’origine de rayon R > 0.
(a) Montrer que pour tout rayon intermédiaire 0 < r < R, pour tout |z| < r, on a la représentation intégrale :
1 [ - rel? + z
— i
z) = — re?)Re{ ——— | d
1) 27 /0 f( ) rew —z 4

Q)
(—w

2 . ey
Indication: En prenant w := % sur le cercle de rayon R vaut 0, puis utiliser

la formule de Cauchy.
(b) Vérifier, pour 0 < s < rety € R, que:

Re (" e + s r? — 2
e A = .
rew —s r2 — 2rscosy + s2
Exercice 18. Soit u: D — R une fonction réelle définie dans le disque unité ouvert D = {|z| < 1} qui est
de classe 2. On dit que u est harmonique si elle est annulée par I’opérateur de Laplace :

0%u 0%u
Au(z,y) = @(%y) + aiyg(x7y) =0 (¥ (z,y) €D).

, observer que I’intégrale de

(a) Montrer qu’il existe une fonction holomorphe f € /(D) telle que :
Ref = w.

Indication: Si f existe, vérifier que I’on doit avoir f’(2) = 2 2%. Montrer alors que la fonction g(z) := 2 9%
est holomorphe, puis en trouver une primitive F’(z) = g(z), et enfin, montrer que Re F' — u = constante.
(b) Montrer que la partie imaginaire de f est déterminée de maniére unique, a 1’addition prés d’une constante
(réelle).

(c) Dans C\{0}, montrer que la fonction log | z| est harmonique, mais n’est la partie réelle d’aucune fonction
holomorphe.

(d) En utilisant I’Exercice 17, en déduire la formule intégrale de Poisson, qui s’énonce comme suit. Si une
fonction %2 sur le disque unité fermé v € Harm(D) N €2(DD) est harmonique dans le disque unité ouvert,
alors sa valeur en un point intérieur quelconque z = r¢? € D avec 0 < r < 1 est donnée par I’intégrale de
convolution :

[ ,

u(z) = — / P (6 — @) u(e?) de,

2m Jo

avec le noyau de Poisson :
1—72

P. = —
) 1—2rcosy + r?

(v €R).
Exercice 19. Si une fonction f € ¢(C) holomorphe entiére a la propriété qu’en tout point zo € C, son
développement en série entiére :
o) = > I )
n=0
posséde au moins un coefficient nul f("=0) (z5) = 0, montrer que f est un polyndme. Indication: Employer un
argument de dénombrabilité.

Exercice 20. Soit Y ° | a, 2" une série entiere a coefficients a,, € C dont le rayon de convergence R > 0
est strictement positif. Son étoile de Mittag-Leffler est le plus grand ouvert 2 3 0 étoilé en 0 tel qu’il existe
) (n)
une fonction holomorphe f: 2 — C avec fT!(O) = a,, pour toutn > 0.
Déterminer 1’étoile de Mittag-Leffler des trois séries entieres suivantes :
o0 z" o0 o0

n n .3n

PR > > (e
n=0

n=0 n=0
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Exercice 21. Soit f une fonction continue sur le disque unité fermé ID qui est holomorphe dans ID et prend la
valeur O en tout point du demi-cercle unité supérieur :

OtD := {2 €dD: |z[=1, Imz >0}.

Montrer que f est identiquement nulle dans D. Indication: Construire une fonction qui est holomorphe dans
un voisinage ouvert de {|z| = 1, Imz > 0}.

Exercice 22. Soit f € ¢/(Dy) une fonction holomorphe dans le disque ouvert Dy = D (0). Pour 0 < r < R,
on introduit :

My(r) = sup |f(z)|

|z|=r
(a) Montrer que r — M (r) est une fonction continue et croissante sur [0, R|.
(b) Montrer qu’elle est strictement croissante si et seulement si f n’est pas constante.
Exercice 23. Soit f € ¢(C) une fonction holomorphe enti¢re telle qu’il existe des constantes réelles
A,B,a > 0 avec:
|f(z)] < A+B|z|* (Vz€C).
Montrer que f est un polynome.

Exercice 24. (a) Montrer que I’application :
z

V1=

établit un difféomorphisme %> du disque unité D sur C.

Z

(b) Montrer qu’il n’existe pas de biholomorphisme de D sur C, a savoir un difféomorphisme holomorphe
dont I’inverse est aussi holomorphe.

Exercice 25. Soit D D un ouvert de C contenant le disque unité fermé, et soit une fonction holomorphe
fe 0(Q).Si f(0) =1 tandis que | f(z)| > 1 pour tout |z| = 1, montrer que f s’annule en au moins un point
de .

Exercice 26. Soit f € £/(2) une fonction holomorphe entiére non bornée. Montrer que son image f(C) C C
est un sous-ensemble dense de C. Indication: S’il existe un disque ouvert Dy, (wp) de rayon s > 0 centré en
un point wy € C ne rencontrant pas f(C), regarder la fonction 1/(f(z) — wy).

Exercice 27. Soit Q :=]—1,1[ x | — 1, 1] le carré unité ouvert dans C. On note ses 4 cotés orientés :
T o= {1} X [_171]a V2 = [17_1] X {1}7 V3 = {_1} X [L_l]a VY4 = [_171] X {_1}
On suppose que f € 0(Q) N €Y (Q) vérifie, pour des constantes 0 < ¢; < oo :

If(Q)] < @ (VCEr, VI<i<d).
Montrer que :
|f(0)] < Vereacsea.
Indication: Introduire g(z) := f(z) f(iz) f(—=2) f(—i 2).

Exercice 28. Pour une fonction holomorphe entitre f € ¢(C), a savoir une série entiere f(z) =
(n)(0) . . . . .
ZZOZO i —— 2" de rayon de convergence infini, on introduit comme dans I’Exercice 22 :

My(r) = ‘r?li);|f(z)| (reRy).

(a) Montrer que r — M (r) est une fonction croissante.
(b) Soit P = P(z) € CJ[z] un polynéme de degré n > 1, et soit Q le polynéme réciproque défini par
Q(z) := 2" P(L). Montrer que :

Mg(r) :== r" Mp (1) (Vr>0).
(¢) Montrer que la fonction 7 — -1 Mp(r) est décroissante.
(d) Pour toute paire de rayons 0 < 7 < R, établir I’inégalité de Bernstein-Walsh :

R n
max |P)] < () maxjoe)]
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Exercice 29. Une fonction f € ¢(D) holomorphe dans le disque unité D = {z € C: |z| < 1} est dite pro-
longeable holomorphiquement en un point ( € JID du cercle-bord unité s’il existe une fonction holomorphe
ge <o (]DE(C )) définie dans un disque de rayon £ > 0 telle que :

Ipan.o = floab.cr

(a) Montrer que si une série entiere f(z) = ZZO:O anz" aun rayon de convergence R > 0, alors il existe au
moins un point ¢, € Dy (0) en lequel f n’est pas prolongeable holomorphiquement :

Ve>0 A ge 0(D(G) g

Indication: Raisonner par I’absurde, et utiliser la compacité de 9Dy.

DB (¢) — ¥ Ipy(o)De(c):

(b) Vérifier que le rayon de convergence de la série lacunaire :

f(z) = Z 2%
n=0

vaut 1.

(c) Montrer que f(z) n’est prolongeable holomorphiquement en aucun point du bord ¢ € OD. Indication:

Pour des angles de la forme 6 := 2;,}’ ol p > letk > 1 sont entiers, montrer que :

. j2mp
o= 7![}711’]0(7"61 " )‘
<

(d) Pour un parametre réel quelconque 0 < o < oo, montrer plus généralement que la fonction holomorphe :

1 e
F&) =) 5 (12 <1,

n=0
n’est prolongeable holomorphiquement en aucun point { € 9. Indication: Le cours d’Analyse de Fourier a
fait voir que la fonction de variable réelle :

o0

1 in
g<9) = Z Q'niae 2 97

n=0

est continue, mais n’admet de dérivée en aucun point 6y € R.

Exercice 30. On note d(n) le nombre de diviseurs d’un entier n > 1. Soit la série entiére :
oo
f(z) =) dn) ="
n=1

(a) Vérifier que son rayon de convergence vaut 1.
(b) Montrer I’identité :

n

nz::ld(z)z" = nz::l liz"'

(¢) Montrer, pour z = r réel avec 0 < r < 1 proche de 1, qu’il y a une minoration :

|f(7")| > Clirl()g(lir)

au moyen d’une certaine constante 0 < ¢ < 00.
. 2709

(d) Plus généralement, pour z = r € Tavec0 <r <1 proche de 1 et avec p, ¢ > 1 entiers, montrer qu’il

y a une minoration :

- e ()
re'a = Cpg—— log ( ——
|f( )|/ pay 28 \1 ¢
au moyen d’une certaine constante 0 < ¢, 4 < 00.

(e) Montrer que f n’est prolongeable holomorphiquement (cf. I’Exercice 29) en aucun point du bord ¢ € 9D
du disque unité.
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Homotopies, Séries de Laurent, Fonctions méromorphes

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction
2. Carré

Etant donné un triangle fermé 7' = T C C, si aet b sont deux de ses sommets, si Yo et
si ; sont les deux courbes allant de a a b dans 0T, le théoréme de Goursat donne :

/% f(z)dz = / )

pour toute fonction holomorphe f € &'(2) dans un ouvert 2 O 7.

b
b b b :
a

a

Grace a une découpe en triangles, ceci reste vrai pour des carrés, pour des parallélo-
grammes, pour des quadrilateres, méme croisés. L’ objectif, maintenant, est de généraliser
cela a des déformations quelconques d’un carré, afin d’obtenir des résultats d’indépendance
vis-a-vis du chemin d’intégration, mais sans passer par 1’existence de primitives, comme
on I’a fait dans les ouverts étoilés.

Dans un plan euclidien auxiliaire R? muni de coordonnées :
(s,t) € R?
soit le carré unité fermé :
O=10:=[0,1] x[0,1 c R?

dont le bord a 4 cotés. Ces 4 segments peuvent étre parcourus ’un apres 1’autre par un
chemin paramétré ¢
b: [0,4] — 00O,
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qui part de I’origine en tournant dans le sens trigonométrique :

(u, 0) (0<u<1),
1, u—-1 (1<u<2),
b(u) = ( )
(3 —u, 1) (2<us3),
(0,4 —u) (3<u<4).
A
(0,1) ’)(l’ 1)
[m]
b
—C :u O :S
0 1 2 3 4 (0,0) (1,0)

Supposons donnée une application de classe 4’ a valeurs dans le plan complexe C >
T+iy:
r: [0,1]* — C
(s,t) — T'(s,t),
application qu’il faudra plus tard construire au cas par cas afin d’obtenir des conséquences

intéressantes. Comme dans le théoreme de Goursat, on considére des fonctions holo-
morphes [ € 0(2) définies dans un ouvert :

Q > I([0,1]%).
A
0.1) o1V
T
o —_—
(0,0) wo)
b
C
— -
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Aprés composition par I', la courbe b: [0,4] — O qui ceint le bord du carré unité
devient une certaine courbe fermée %pzm dans le plan complexe :

[ob: [0,4 — C
u — T(b(u)).
Contrairement a ce qu’illustre la figure, la courbe I o b est autorisée a s’auto-intersecter
plusieurs fois. Abrégeons alors :
AF . /Fob '

Y0,

Og

Yo

O

0 S 1

Ensuite, pour tout s € [0, 1] fixé, introduisons les deux courbes verticales de longueur 1
dans le carré composées avec [ :

Yo(u) := I'(0,u): [0,1] — Q,
vs(u) := T(s,u): [0,1] — Q,
ainsi que les deux courbes horizontales tronquées de longueur s :
as(u) == T'(u,0): [0,s] — Q,
Bs(u) = I(u,1): [0,s] — Q.
L’énoncé suivant va s’avérer €tre un outil tres puissant d’ou découleront de nombreuses

conséquences intéressantes.

Théoréme 2.1. Dans un ouvert Q2 O I'(00) de C qui contient I’image compléte par 1" du
carré unité fermé O C R?, toutes les fonctions holomorphes f € O()) satisfont I’annula-
tion de Cauchy :

0= f(z)dz.

or

Démonstration. Cherchons a faire voir que pour tout s € [0, 1] fixé, on a égalité entre deux
fonctions :

(%%=Af@®—4f@wir&ﬂ@WjLﬂ@W:B®,

puisque pour s = 1, cela donnera une identité a 4 termes :

?

szlj@M—Aﬂ@mz5j@&—4ﬂ@m=mm
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qui est une simple ré-écriture de f yr f(2)dz = 0, comme on s’en convainc visuellement.

Ainsi :
G(s) :/ f(z)dz—/ f(z)dz
; or

:/0 f(D(s,u)) E(s,u)du—/o F(D(0,u)) g—z(O,U)du,

et pareillement :

B(s) = ; fz)dz—= | f(z)dz

_ /0 f(F(u,l))g—I;(u, 1)du—/08 f(F(u,O))g—I;(u,O) du.

Notons que G(0) = B(0) = 0. Comme T est €2, tout ici est ¢, donc nous pouvons
dériver.
Premierement, il est clair que :

B'(s) = f(I(s,1)) %(3,1) — f(T(s,0)) g—z(s,()).

Deuxiémement, rappelons que 1’hypothése d’holomorphie f € (£2) montre que dans
le calcul d’une dérivée composée, le terme of — () disparait, et qu’il ne reste que le terme

9z
% = f/,d’ou:
0 o or
—(F(0(s1)) = F(0(s.8) (5,0 o<se<)
et par conséquent, nous pouvons calculer pour tout s € [0, 1] :
LG,
/ —_— — J—
Q(s) _/0 : (f(F(s,u)) (s u)) du— 0
Y, or or 0T
- [Hreen G G+ 106 w) S o
bd or
[f est holomorphe |] = /0 T f(T(s,u)) %(s,u)) du
or or
[Primitive | = f(T(s, 1)) %(3, 1) — f(I'(s,0)) %(3,0)
[Reconnaitre ] = B'(s).

Ainsi, les deux fonctions G et B de s € [0,1] qui s’annulent toutes deux a 1’origine
G(0) = B(0) = 0 et qui possedent des dérivées égales doivent coincider partout G(s) =
B(s), donc au final G(1) = B(1) — exactement ce qu’il nous fallait démontrer. d

Dans ce Théoreme 2.1, I’hypothese que tout le carré O soit envoyé par I dans 1’ouvert
2 D I'(O) ou les fonctions f € ¢(2) sont holomorphes est essentielle, indispensable.
L’Exercice 1 propose en effet I"exemple élémentaire du carré {|z| < 1, [y| < 1} =I'(0)
image de O = {0 < s,¢, < 1} par:

[(s,t) == 2s—1+1 (2t — 1) = x+1iy (s, t€[0,1]),
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et de la fonction z — % non holomorphe au centre 0 de I'(0) pour laquelle :

1 ,
0 # —dz = 2im.
br ?
La premiere application spectaculaire de ce théoréme protéiforme est une invariance
des intégrales de fonctions holomorphes le long de déformations de lacets, i.e. de courbes
fermées.

Théoréme 2.2. [Homotopies de lacets] Soit une application T': [0,1]> — Q C C de
classe €* d’image contenue dans un ouvert Q C C. Si, pour tout s € |0, 1] fixé, les chemins
‘verticaux’ :

u — Ys(u) == I'(s,u) (0<u<)
sont fermés :
Ys(1) = 75(0) (¥se0,1]),
alors :
/ f(z)dz = f(z)dz (V feO(Q).
" Y0

Intuitivement, les chemins le long desquels on integre « glissent» dans la région ou f
est holomorphe, sans résistance, sans changer la valeur des intégrales.

Démonstration. Ainsi par hypotheése I'(s, 1) = I'(s, 0), donc en revenant a I’identité établie
précédemment, nous avons bien annulation de :

/f(z)dz—/ s = | f(z)dz—/a () dz
h : : or or

= /0 f(F(S, 1)) %(S, 1) ds — /[; f(F(S,O)) %(8,0) ds
= 0. -

Théoreme 2.3. [Homotopies a extrémités fixées] Soit comme ci-dessus une application
[: (0,12 — Q C C de classe > Si, pour tout s € [0,1] fixé, les chemins ‘verticaux’ :

u — vs(u) == I'(s,u) (0<u<1)
ont un point de départ commun et un point d’arrivée commun constants fixés :
a = 7v(0) et vs(1) =: b (Vse[0,1]),
alors :

/f(z)dz:/ f(z)dz (7 f € 0(Q)).
" Yo
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Yo

Démonstration. Par hypothese, I'(s,0) = a et I'(s,1) = b sont des courbes constantes,
donc le long desquelles toute intégrale est nulle :

s f(2) dz—/% f(2)dz = | £(2) dzo_/al £(2) dzo

= 0-0. U

Les deux circonstances géométriques de ces deux théoremes peuvent d’ailleurs se pro-
duire simultanément, quand on a affaire a des lacets dont les points-extrémités sont fixés
a = b et égaux.

[SES]

—7

En outre, le Théoreme 2.1 offre une autre, belle, démonstration du théoreme de repré-
sentation intégrale de Cauchy dans un disque.

Corollaire 2.4. Soit un ouvert ) C C, soit zy € ), soit un rayon R > 0 avec Dy(2) C €.
Alors en tout point z € Dy(2) -

f(z) = i oo Cf(_C)Z dg (VFEO@).

Démonstration. Fixons € > 0 petit avec 0 < £ < R — |z — 29| que nous ferons tendre plus
tard vers 0, de telle sorte que :

D.(z) C Dg(20).
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Afin de «remplir » I’anneau fermé entre ces deux disques :

Dr(20) \Dx(2),

prenons sur le segment [z, z] C Dy (2o) des centres paramétrés :

2(s) == (1—58)20+s2 (0<s<1),
avec z(0) = zg jusqu’a z(1) = z, définissons des rayons décroissants :

r(s) := (1 —s)R+ se,
avec r(0) = R jusqu’a (1) = &, et introduisons les cercles correspondants au moyen
d’une application ¢’ définie dans le carré unité fermé {0 < s,¢ < 1} comme le firent les
paragraphes qui précedent par :

[(s,t) = z(s) +r(s)e*™.

Visuellement, ces cercles C(s)(2(s)) décroissent du grand Cy(zp) vers le petit C.(2) en

remplissant tout I’anneau entre les deux.
Commengons en effet par vérifier que ces cercles sont tous contenus dans Dy (zg) :

IT(s,t) — 20| = |[(1 =) 20+ s2+7(s) €™ — 2

|s (z = 2z0) +7(s) ™|
slz—2z|+(1—s)R+s¢

slz— 2+ (1—s)R+s(R— |z — 2z))
= R.

VASV/AN
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Ensuite, vérifions qu’aucun de ces cercles n’entre dans le petit disque D.(z), ce qui est
possible a grands coups de minorations :

IT(s,t) — 2| = |r(s)e*™ + z(s) — z|
[Remplacer z(s)] = |r(s)e*™ — (1 —s)(z — 20)|
lla — 8] > [la] — 8] > |r(s) — (1= s)|z — 2|
[Remplacer ()] = |(1-s)R+se—(1—5)|z— 2|
[Tout est positif] =(1-y9) (R — |z = ZQ|) +s¢
> (1—s)e+se
= €.

Grice a cela, I’image de I'(s, t) évite toujours la singularité {2} de la fonction ( —
= % holomorphe dans 2\ {z}, donc le Théoréme 2.2 pour les homotopies entre lacets —
ici des cercles ! — s’applique et donne une égalité dans laquelle il ne reste plus qu’a faire
tendre € vers 0 :

1 1

LRV (PP

27 Joy(z) C— 2 2T Jom C— 2

2 160
LN A (Ch LY
2w Jo z+ee? —z

. 1 21 .

[f est continue ] = 5 i f(z +ee 9) db E—;)E f(2). ]

Remarquons qu’en appliquant la formule de Cauchy que nous venons de redémontrer a
la fonction-produit { — (¢ — 2) g(¢), avec g € O(£2) quelconque, qui s’annule au point

¢ = z, nous réobtenons :

1
0= g9(¢) d¢ (Vg€ 0(Q)).
2271' Cr(20)

3. Concept d’homotopie

Les résultats qui préceédent demandent de maniere essentielle que I'(s,t) € €2, mais
ils sont vrais avec des hypotheses 1égerement plus faibles. Avec des déformations d’un
carré, le point-clé est la possibilité de déformer les courbes continiment en demeurant dans
I’ouvert. Comme I’intégration le long d’une courbe demande seulement une régularité %plm,
et non €2, formulons une

Définition 3.1. Deux courbes 7o: [0,1] — Qety: [0, 1] — Q de classe &, partant et
aboutissant aux mémes points :

a = 7(0) = 7(0) et Y0(1) = (1) = b,
sont dites homotopes dans €2 s’il existe une famille y,: [0, 1] — Q a1 parametre s € [0, 1]
de courbes Cﬁplm toutes contenues dans ’ouvert ayant mémes extrémités fixées :

a = 75(0) et 7s(1) = b,
telle que I’application totale soit continue :

0,1]% 2 (s,1) — 7,(t) € Q.
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Dans le contexte précédent, nous avions (s, t) — ['(s,t) de classe 4. Intuitivement,
deux courbes ‘fplm sont homotopes si elles peuvent étre déformées continiiment 1’une dans
I’autre sans sortir de €.

Redémontrons alors différemment, et en exigeant moins de régularité, le Théoreme 2.3.

Théoreme 3.2. Si {t — 7.(0)},,

nues dans un ouvert 2 C C a extrémités ﬁxe’es constantes a = 5(0) et vs(1) = b, alors
pour toute fonction holomorphe f € 0(2), ona :

/f )dz = /f =/M f(z)dz (vVs€0.1)).

Démonstration. Le point important est d’établir que si deux courbes ~,, et 7y,, sont suffi-
samment proches 1’une de I’autre, alors f7 f= f7 f
S1 52

est une homotopie continue de courbes ‘Kplm conte-

Comme (s,t) — ~,(t) = (s, t) est continue, son image :
v([0,1%) =t K C Q,
est un compact, contenu dans (2.

Assertion 3.3. Il existe € > 0 assez petit pour que :

U ]Dgg(Z) C Q.

zeK

Démonstration. Un critere de compacité que nous avons déja vu donne cela directement,
mais redémontrons-le quand méme.
Par I’absurde, supposons que pour tout entier £ > 1, il existe z, € K et w, € C\Q) avec :
1
[

|z — we| <

Comme K est compact, une certaine sous-suite {Zek }kﬂ converge vers un certain point
ze K,dou:
z € €.

A cause de I'inégalité |2, — wy, | < 7, on doit alors avoir aussi :

Z K

Wy, k:))O zZ.

Mais comme tous ces wy, appartiennent au fermé C\(2, leur limite reste dans ce fermé,
d’ou la contradiction :

z € C\Q. O
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Ayant trouvé un € > 0 satisfaisant cette assertion, sélectionnons un 6 = 6. > 0 expri-
mant une propriété découlant de la continuité uniforme de ~y sur [0, 1] :

s1—s52] <O = sup |7.,(H) —7.,(1)] < e
te(0,1]

Assertion 3.4. Pour tous s1, sy € [0,1] avec |s; — so| < 0, 0na:

/%1 f(z)dz = /%2 f(z)dz.

L’idée est d’utiliser des primitives locales le long des deux courbes.

Démonstration. Choisissons un nombre 1 +n > 1 assez grand de disques Ag, Ay, ..., A,
de rayons 2 ¢, ainsi que (n + 2) points consécutifs a = zg, 21, .. ., Zn, Zny1 = b sur 7, et
aussi (n + 2) points consécutifs a = wp, wy, . . ., Wy, Wy11 = b sur 7s,, tels que la réunion
de ces disques recouvre 7, et vs,, et tels que :

Zi, Zig1 € A et

Tous les disques A; C (2 étant convexes (donc étoilés), la fonction f € €(£2) y admet
des primitives F; € 0(A;) pour 0 < ¢ < n. Sur chaque intersection connexe A; N A,
avec 0 <7 < n —1,puisque Fj, , — F] = f — f = 0, il existe une constante ¢; € C telle
que :

Fign—F = ¢ (0<is<n—1).

-
-

Alors comme z;11 € A; N A; 11 S w;yq, il vient :

Fi+1(2i+1) - Fi(Zz‘+1) = G = i+1(wi+1) - Fi(wi—&—l)a



130 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

c’est-a-dire de maniere équivalente toujours pour 0 <7 <n —1:
(3.5) F; (Zz‘+1) - F (wi+1) = L'ip (Zz'+1) — Fi (wiJrl)-

Ceci permet de calculer pour conclure 1’assertion :

n

‘/% f(2) dZ—/% f(z)dz = z_: (F (Zz+1 ) zn: (FZ ’thl (wl))

1=0 i=0
=Y (Fein) = F(win)) = (Fi(=) - Fi(w))
1=0 1=0
n—1 n
= [Fu(znn1) = Fa(ward)] + ) [Fi(zie1) = Fi(win)] =Y [Fi(z) = Fi(wi)]
i=0 =0
[Remplacer (3.5)] = 0+Z Fi1(zit1) = Fipa(win)] = Y [F. (wi)]
1=0
[Téléscopage] =0+ 0 — [Fo(20) — Fo(wo)]
=0+0-0. O

Pour terminer le Théoréme 3.2, il suffit de subdiviser [0, 1] en sous-intervalles du type
précédent [sq, s3] de longueurs < 0, et d’appliquer un nombre fini de fois les égalités
f'y = fr\/ f‘ I:'
S1 S92

Observation 3.6. Etre homotope est une relation d’équivalence.

Démonstration. Si vs(t) est une homotopie de ~y,(t) vers 7 (t), alors 71 _4(t) est une homo-
topie de 1 () vers vo(¢).

Si ps(t) est une homotopie de vo(t) =
homotopie de v, (t) = vo(t) vers vy (t) =

”YS(t) = {MZS( )

est une homotopie de ~y,(t) vers y2(t). O

po(t) vers ui(t) = v1(t), et si v,(t) est une
), alors :

7a(t

o= O

NN
V)

NN

VA
—_ N

4. Zoologie singuliére

/F f()dz =

pour f € O(f2) holomorphe dans un ouvert 2 O I' U I['j,; contenant un contour et son
intérieur, est en fait de peu d’intérét pour la compréhension des fonctions holomorphes,
puisque le résultat net est nul !

Dans la théorie, il y a un principe général, datant de 1’époque de Cauchy, Gauss, Diri-
chlet, Riemann, d’apres lequel les fonctions holomorphes sont essentiellement déterminées
par leurs singularités, c’est-a-dire les points ou elles ne sont pas définies.

En général, ces singularités sont isolées — leur collection forme un ensemble fermé
discret —, et pour se convaincre qu’elles existent, laissons défiler sous nos yeux quelques

Le théoreme de Jordan-Cauchy :
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créatures intégrales :

o e z
[— e .
_Ool+.l‘+l’ |2|=r \/(Z—a,)(z—b) oT 1—2
00 s—1 | ™ mt
/ S —T) / 2 / e dt,
, et —1 rl4+z+22—24—2 smt+1

/ ) log { dt / h - dt
. (tel 4+ 1)2(t2e% + teie +1) 0 (z + t) (z+a+t)?2) "
o0 1 > logx
dt —d
/. (t— i+ / (L+ap

sans chercher a les comprendre, ol la variable z € R pourrait étre remplacée par z € C, et
ou les contours d’intégration pourraient étre modifiés.

Puisqu’il semble pour I’instant trop difficile d’approcher ces intégrales élégantes, com-
mencons par des exemples simples :

1 1 1
R 2 R (sur C\{0}),
z z z
ou encore :
1

(surC\{a1,...,ax}).
(z—ay)- - (2 —ag) '

Ici, les singularités proviennent des dénominateurs, circonstance la plus fréquente. Il faut
donc conceptualiser la division d’une fonction holomorphe par une autre fonction holo-
morphe.

5. Fonctions méromorphes locales

Fréquemment, donc, on est amené a considérer des quotients :

(O (O]

Q(z) 9(2)
d’une fonction holomorphe f € €(2) par un polyndme Q(z) € C|[z], ou par une autre
fonction holomorphe g € &(€2). Les singularités apparaissent quand )(z) = 0, ou quand

g(z) =0.

Terminologie 5.1. Un zéro d’une fonction holomorphe f € &(£2), c’est un point zy € 2
en lequel elle s’annule :

f(Zo) = 0

On note :
Zp = {20 € Q: f(z0)=0}.

En étudiant les fonctions analytiques, nous avons déja vu que dans un ouvert connexe
2 C C, I’ensemble Z; C (2 est toujours (fermé) discret des que f # 0. Autrement dit :

Vzo€ Zy Jw>z ouverttelque f(2)#0 Vzew\{z}

Ceci provient d’une factorisation locale naturelle de la série entiere de f en zy, elle aussi
déja vue, et que nous rappelons ici.
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Théoréme 5.2. Dans un ouvert Q) C C connexe, soit [ € () avec [ # 0. Alors en tout
point zy € ), il existe un entier v = l/f(zo) > 0, il existe un rayon r > 0 et il existe une
fonction holomorphe unique g € O (Dr(zo)) telle que :

fz) = (2= 2)" g(2) (v 2€Dr(z0)),
et telle que g(z) # 0 ne s’annule jamais.

Démonstration. En résumé, I’argument consiste a développer f en série entiere conver-
gente au point 2o, et a factoriser par la puissance maximale possible de (z — zp) :

f(z) = an (2= z0)" (an = £V (20)/n))

= (Z_ZO>V [Gy+ay+1(z—z0)_|_...
= (2= =) 9(2),

ou g est holomorphe pres de 2, ol ¥ < oo car f # 0, et o a, = g(z9) # 0, d’ou par
continuité g(z) # 0 au voisinage de z. O

L'entier v = v¢(2) dépend du point z, € €2, et vaut la plupart du temps 0, puisque
I’ensemble :

O\Z; = {z€Q: f(z) #0}
est dense dans €.
Terminologie 5.3. L’entier v(z) est appelé ordre (d’annulation) de f en z.
On dit aussi que zy € Zy est un zéro de f d’ordre v¢(z,), ou encore que f s’annule a

I’ordre v¢(zp) en 2.
Quand v¢(2p) = 1, on dit que f a un zéro simple en 2.

Notation 5.4. Pour 2z, € C et r > 0, on notera le disque D,.(2() épointé de son centre :
Di(20) :=={z€C: 0< |z — 20| <7}
= ]D)T(Z())\{ZQ}

Quand une fonction holomorphe non identiquement nulle apparait au dénominateur
d’une fraction, un concept nouveau nait.

Définition 5.5. Une fonction f € &(w\{20}) non nulle définie dans un (petit) voisinage
ouvert épointé connexe w'\ {zp} d’un point z, € C est dite avoir un pdle en z si, pour r > 0
assez petit, la fonction :

1
(2) == < f(2)

0 pour z = 2y,

lorsque z € D (),

~| =

est holomorphe dans D,.(zp).

Autrement dit, avoir un pdle en un point, ¢’est étre localement 1’inverse d’une fonction
holomorphe qui s’annule en ce point.
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Théoréme 5.6. Si f € O(w\{z}) a un pole en zy € w, alors il existe r > 0 avec
D, (20) C w, il existe une fonction holomorphe unique h € 0 (D, (z)) jamais égale a 0, et
il existe un entier v > 1 tels que :

1

(z — z0)¥

f(z) = h(z) (V2 € Dr (20))-

Démonstration. D’apres le précédent Théoreme 5.2 appliqué a la fonction +(z) holo-

f
morphe pres de z qui s’annule en 2, nous pouvons écrire :
1 v
— = (2—20)" 9(2)
f(2) ’
avec v = l/% (z0) = 1, et comme ¢ ne s’annule pas pres de 2z, il suffit d’inverser cette

équation et de prendre h := - O

Terminologie 5.7. L’entier v;(2;) > 1 ci-dessus est appelé ordre ou multiplicité du pdle
zp de f. Lorsque v¢(2p) = 1, on dit que le pdle est simple

Clairement, () indique le degré de croissance de f(z) quand z — 2;. Le prochain
théoreme exhibe un développement comportant un nombre fini de puissances négatives de

(z — 20).

Théoréme 5.8. Si f € O(w\{z0}) a un pole en zy € w, et siv > 1 est l'ordre de ce pole,
alors il existe un disque D, (zg) C w de rayon r > 0 dans lequel elle s’écrit :

a_ a_1

flz2) = —— 4+ ———— + H(2),
(=) (z — z0)¥ (z — zo)! (2)
on0+#a_,,...,a_1 €Ceton H € ﬁ(]D),,(zo)) sont déterminées de maniére unique.

Démonstration. 11 suffit de développer en série entiere la fonction h € & (]D)T(zo)) du théo-
reme qui précede :

h(z) = co+ 1 (z — Zo) | (z — zo)yfl + (z — ZO)VH(;;),
d’effectuer la division :

f(z) = (z — zo)fu h(z)

Co C1 Cp_1
— + _1+..+V—1+H<2)7
(2 =20)" (2= 20" (2 — 20)
et de renommer différemment les constantes, juste pour I’esthétique notationnelle ! U

Le développement complet :

a_, >
FO) = T S - )

(z —20) —

va s’avérer €tre un cas spécial de développements en séries de Laurent, dans lesquels les
puissances négatives de (z — z) pourront aller jusqu’a —oo.
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6. Théoremes de Laurent
Soient deux rayons 0 < Ry < Ry < 00, soit I’anneau ou couronne :

Par exemple, pour Ry = 0 et Ry = 00, il s’agit de C* = C\{0}. Pour Ry = 0 et Ry = r, on
trouve Ay, = D(0), comme ci-dessus en z; = 0.

Soit aussi une suite {a, }>° ___ doublement infinie de nombres a,, € C, et soient deux
séries entieres :

fo(w) = Z a_pw" et fi(z) = Z ay 2"
n=1 n=0

Supposons que leurs rayons de convergence respectifs satisfassent :
ROV(f.) > + et RCV (f}) = Ro,

de telle sorte que les deux séries ci-dessus convergent normalement sur les compacts de
D1 (0) et de Dy, (0), et y définissent des fonctions analytiques donc holomorphes.
R1

Par conséquent, leur somme dans laquelle w = % :

o [e.e]
f(z) = Z a_n (3)"+ Z a, 2"
n=1 n=0
= i an 2"

est normalement convergente sur tout compact de I’anneau Ay, x,, et y définit une fonction
holomorphe.

Terminologie 6.1. Une série doublement infinie ) - a,z" est appelée série de
Laurent.

Elles apparaissent naturellement, comme le montre par exemple :

ﬁ e 0(C\{0,1}),

que I’on peut développer, pour 0 < |z| < 1:

1 1 1 I =,
2(1—2) B _;+§Z’

puis pour 1 < |z] :
oo

1 1 1

1

(11— 2  21_1 " n
z(1—2) 221 —~ z
En utilisant et en développant la théorie de Cauchy, nous allons démontrer que toutes
les fonctions holomorphes sur un anneau Ay, r, sont développables en série de Laurent
> one o Gn2" dont la partie négative Y | a_, ()" converge pour |1| < i, c’est-a-dire

pour |z| > Ry, et dont la partie positive )~ , a,2" converge pour |z| < R.
En notant C,, = {¢ € C: |(| = r}, commengons par un :
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Lemme 6.2. Pour toute fonction holomorphe f € O (ARI,RQ), Uintégrale :

f(¢)d¢

c,
est indépendante du rayon intermédiaire Ry < r < Ra.

Démonstration. En effet, pour tous Ry < 1 < 72 < Ro, 1l existe clairement une homotopie
reliant C,,, a C,, a travers les cercles concentriques intermédiaires :

U(s,t) == ((1—s)r +srg) ™,

contenue dans A,, ., C Ag, x,, donc le Théoréme 2.2 s’applique. O

Maintenant, si une série de Laurent f(z) = > >° _ a,2" converge normalement sur

tout compact de Ag, r,, on peut retrouver ses coefficients par intégration :
o0

1 (2) 1 1 .
N gy = d
2ir Jo 2t * T 9in /CT on+l (kz Uk % ) o

=—0Q

= E g ——
2um
k=—o00

- i6
T E— rie'” df
[fo27r "™’ d6 = 0 pour m # 0] = Q.

0

L’analogue de la série entiere convergente d’une fonction holomorphe dans un disque
devient, dans un anneau, une série doublement infinie avec des puissances négatives de z.

Théoreme 6.3. [Développement en série de Laurent sur un anneau] 7oute fonction
holomorphe | € ﬁ(ARLRQ) sur un anneau {R; < |z| < Ra} avec 0 < R; < Ry < o0
se développe en série de Laurent :

o0

f(z) = Z an 2",

n=—oo

normalement convergente sur les compacts de Ag, x,, de coefficients donnés par :

1 f(z)
" 9 c, 2"t dz en
ces valeurs étant indépendantes de Ry < r < Ro.
De plus, les parties négative et positive :
—1 o] 00
1 1\
PO =Y e =Yl @ A=Y w
n=-—00 n=1 n=0
convergent, respectivement, pour :
1] < L = Ry < |2| et 2] < Ra.
Le principe d’identité satisfait par les séries entieres montre 1’ unicité du développement
de f € O(Ag, r,) en série de Laurent, voir aussi I’Exercice 2.

Démonstration. Pour obtenir cela, nous allons faire usage d’une formule intégrale due a

Laurent qui joue, pour les couronnes, le role joué par la formule de représentation intégrale

g(z) = ﬁ J c, ‘2% d( pour les fonctions holomorphes dans un disque A O C,.
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@

Proposition 6.4. [Représentation intégrale de Laurent] Quels que soient les rayons in-
termédiaires Ry < r1 < r9 < Ry, en tout point :

zZ € AT17T2 C ARl,Rm

ona:

(o~ L[ QoL S©

= - — d O(Axs 1))
2 Cry (—z um Cr, (—=z ¢ (V7 €0 Ak m))

Observons qu’une fois z € Ag, r, fixé, I'indépendance de ces deux intégrales en les
rayons rp et 11 avec Ry < 11 < |z| < 13 < Ry découle du Lemme 6.2 appliqué aux deux
fonctions holomorphes :

f©)

== sur Aj, g, et ( —>
-z

f(©)

C — TZ sur AR1,\Z|'

Démonstration. Introduisons la fonction :
g: AR17R2 _> C,

définie par :

g(¢) = % lorsque ¢ # z,
f'z) pour ¢ = z.

Cette fonction est clairement holomorphe sur Ag, ,\{z}. De plus, si nous développons f
en série entiere au voisinage de z :

(”)(Z)
n!

hE

f(Q) = f2)+ f(2) (C—2) + (¢€—2)"

I|
N

n

nous voyons que la fonction g :

O flntl)(, "
00 = 6+ 3 -
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est en fait holomorphe pres de z, donc dans tout I’anneau Ay, ,.
Par conséquent, le Lemme 6.2 s”applique pour donner |, o, 9= J o g, c’est-a-dire :
2 1

L[ OG- L[ HO-fG)

2 Cry (—=z 2 Cr, (—=z

dg,

ce que I’on peut réorganiser comme :

1 f(Q) fQ . fz) ¢ f(z) dg
2w ¢, C—% C_%/C C—zdg - n /CTQC—Z_ 20 /Crl C—z

Or le théoreme standard de Cauchy donne :

1 d¢
1 = — 1. D,,,
i . C—Z car z € 2
1 d _ _
0= -— ¢ car z € D,, donc ( — - € O(D,,),
2t Jo,, C—= (==
donc on a bien : ;
1 1
PR vy () .
i Je,, (—=z 21 O, (—z

Pour terminer la démonstration du théoreme, il ne reste plus qu’a insérer, dans ces
deux intégrales, les deux développements en séries normalement convergentes suivants —
souvenons-nous que nous avions procédé de maniere similaire pour établir que toute fonc-
tion holomorphe est analytique, avec, toutefois, seulement des puissances positives z">0 —

1 1 o0
= — E (V¢elry),
_ n+1 1
(—=z z1-¢ —~

lew

TL

1 o

-~ (vceCTz)v
— 1—-2 n+1
(—z (1-2 Zzoc

les convergences normales provenant de ﬁ < letde | I < 1.
Enfin, intégration et sommation commutent puis concluent

10 = g [ Iace g [

2 Cry C_Z 2 5 C_Z
_ 1 S M Ve b 3
o [ 0 ;Zm)dum/% 7 >(Z
SR () o L 1(©)
e = 3 L G [ e
[fc”:fcr:fc,«Q] = Z ay 2".

Evidemment, pour des anneaux centrés en des points 2z, € C :

ARl,RQ(ZO) = {Z G C Rl < |Z - ZO| < 122}7
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des développements de Laurent similaires de fonctions holomorphes f € & (AR17R2<ZO))

existent :
oo

f(z) = Z ay, (z — zo)n (2 € Ary 2y (20))
avec : __f(C)
1
n = — — nez, r .
¢ 2im /C’T(ZO) (G ¢ eh e

7. Singularités illusoires, polaires, essentielles

Dans un (petit) ouvert connexe w C C, soit une fonction f € & (w\{zo}) holomorphe
en-dehors d’un certain point ‘central’ 2z, € w, envisagé comme une singularité isolée de f.
Prenons un rayon 0 < R avec :

De(20) C w.
La fonction f étant alors définie dans le disque épointé D% (z;) centré en z, que I’on peut
voir comme un anneau de rayons Ry := 0 et Ry :=R:
AO,R = {Z eC: 0< ‘Z — Zo‘ < R} = D;(Z'(]),

les résultats de la Section 6 qui précede, notamment le Théoreme 6.3, développent la fonc-
tion f en série de Laurent normalement convergente sur les compacts de Az (2o) :

o

f(Z) = Z an (Z—Zo)n,

avec des coefficients donnés, indépendamment du choix de 0 < r < R, par :
20w Jo iy (€ 20)"

En fait, rappelons que la partie négative, que nous noterons dorénavant :

dC (neZ).

-1 00

n 1
AE) = 30 (20" = X e
n=-—00 n=1
converge pour
1 < 1 1
_— _— = - = OO’
|Z — Zo| Ry 0

c’est-a-dire pour :
1
|z — 20| > — =0,
00
donc pour rout z € C\{z}, ce qui est absolument remarquable ! Ainsi :

h € 0(C\{z}).

Par conséquent, pour tout z € D% (z), apres soustraction de la partie négative :
oo
F)=h(z) = > an(z—2)",
n=0
nous voyons que la fonction f — h, a priori définie et holomorphe seulement dans w\ {z},
se prolonge comme fonction holomorphe au voisinage de 2, donc est holomorphe partout
dans w.
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Terminologie 7.1. La partie négative h(2) = .1 a, (2 — )" est aussi appelée partie

singuliére de f en zj; elle est holomorphe dans fout le plan complexe épointé C\{zo}.

Examinons pour commencer la circonstance spéciale ol cette partie négative est inexis-
tante.

Théoréme 7.2. [de Riemann, singularité illusoire] Pour f € 0(w\{z0}), ot w 3 z est
un (petit) ouvert connexe, les trois conditions suivantes sont équivalentes.

(i) f est bornée sur un voisinage épointé de zy, c’est-a-dire il existe un rayon 0 < r assez
petit et une constante )0 < M < oo tels que :

sup |f(z)] < m.
z€D*(20)

(ii) a,, = 0 pour tout entier n < —1.

(iii) f se prolonge, de maniére unique, en une fonction holomorphe f €O0w):
f ‘w\{zo} = [

Terminologie 7.3. Dans ce cas, on dit que f possédait une singularité illusoire en z;, ou
que sa ‘singularité’ en z est éliminable.

En effet, f était en fait holomorphe pres de z !

Démonstration. (i) = (ii) Pour tout rayon 0 < s < r, nous savons que chaque coefficient
a, avec n < —1 est donné par une formule intégrale que nous pouvons alors aisément

majorer :
1 f(Q)
o = 5| [ e

21 | Jeu(zo) (€ — 20)

_ 1 /% fotse%) oo g
2 | Jo (20 + se? — z)ntHl
1 ) 2

< —sup‘f(zo+sez‘9)| s‘”/ 1de
2T ger 0

< Ms " — 0,

5—0

s o . > A N
par une quantité évanouissante lorsque s — 0, gricea —n > 1.

(ii) = (iii) En effet, tous les a,, = 0 avec n < —1 étant nuls, la partie singuliere h(z) =
0 est identiquement nulle, et nous avons déja observé que f(z) — h(z) = f(2) — 0 € O(w)
se prolonge holomorphiquement a w. L’unicité est conséquence ... du principe d’unicité !

O

(iii) = (i) Mais oui, bien siir !

Ensuite, réinterprétons le concept de pdle déja présenté par la Section S, mais dans
le contexte de la théorie de Laurent, ol nous supposons seulement, en généralité f &

O (w\{z0}).
Théoréme 7.4. [Singularités polaires] Pour f € O(w\{z}) de développement de
Laurent > ay, (z — zo)n pres de zy, les trois conditions suivantes sont équivalentes.

() [f(z)] — oo quand z € w\{z} tend vers z.
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(ii) 1l existe un entier —v < —1 avec a_,, # 0O tel que :

0=a_, vV —n<—v—1).

(iii) 1/ existe un polynéme non constant P € C|z]| tel que :

fe) - (1)

Z— 20

se prolonge en une fonction holomorphe dans w tout entier.

Lorsque ces conditions sont réalisées, I’entier —v < —1 est alors déterminé de maniere
unique, et on dit que f possede un pdle d’ordre v en z,. Le lecteur-étudiant vérifiera que
ceci est cohérent avec la premiere Définition 5.5.

Démonstration. (i) = (ii) Si donc |f(z)| — oo quand z — zy, la fonction-inverse :
1
9 = 4
f
définie et holomorphe dans un disque épointé D,.(zy)\{z0} de rayon > 0 assez petit, tend
vers 0 quand z — z,. Par conséquent, le précédent Théoréme 7.2 offre un prolongement
holomorphe § € &' (ID,(z)), non constant, avec g(zy) = 0.
Si v > 1 désigne alors 1’ordre d’annulation de g en z,, on peut écrire, quitte a réduire
r>0:

9(z) = (2= 20)" h(2),
avec une fonction holomorphe h € & (Dr(zo)) qui ne s’annule jamais dans D, (zp).
Développons I’inverse de cette fonction en série entiere dans D,.(2g) :

1 C n
ﬁngn(Z—ZO) s

avec bien siir by # 0. Ainsi, en revenant a notre fonction, nous obtenons pour z € D} (2) :

1 1 1 1 - n
flz) = = = by (2 — 20) -
0 e Gy )
Enfin, I’unicité du développement en série de Laurent f(z) = > 2 a, (z — z)" force
a atteindre (ii) :
0=a_, pour —n<—-v-—1 et ap, = b,., pour n > —v.

(if) = (iii) Puisque la partie singuliere du développement de Laurent est tronquée, elle
s’écrit effectivement sous une forme polynomiale non constante :

a_, a_1q 1
I S p( )
(z — z0)¥ L (z — z0)* z— 2

(iii) = (i) Puisque P (ﬁ) est non constant, il contient un terme de plus haut degré

(Z‘i‘zg)y, qui tend vers oo en module quand z — 2y, et domine tous les autres. Ol

Définition 7.5. Une fonction f € ¢(w\{z}) holomorphe dans un voisinage ouvert
épointé w > zp est dite méromorphe en 2, si z; est une singularité illusoire, ou un pole

de f.
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Ainsi, les fonctions holomorphes en zy sont méromorphes. Tout ce qui n’est ni holo-
morphe, ni méromorphe en 2y, est alors mis dans un grand sac.

Définition 7.6. Une fonction f € &(w\{z}) holomorphe dans un voisinage ouvert
épointé w > zj est dite avoir une singularité essentielle en z, si zy n’est ni une singula-
rité illusoire, ni un pole de f.

Comme toute f € & (w\{z0}) possede un développement en série de Laurent :
n
f(z) = Z%(Z—Zo) )
nez
convergeant dans un disque épointé D*(zg) C w\{zo} de rayon r > 0, ce qui précede
permet de lire sur ce développement les trois types de singularités possibles en z.

Définition 7.7. La valuation en zy de f € 0 (w\{20}) est 'entier, éventuellement égal a
—oooua +00:

vi(z0) == inf{n € Z: a, #0}
€ {—o0}UZ U {+o0}.
Le cas dégénéré inintéressant ol ¢(2) = +00 ne se produit que lorsque f = 0 dans un
voisinage épointé de z.
Proposition-Définition 7.8. [Classification des singularités isolées] Pour f € € (D} (z))

développée en série de Laurent f(z) = Y, an (2 — 20)", on a les trois caractérisations
suivantes en termes de valuation :

f a une singularité illusoire en zy <= 0 < vy(2),
faunpéledordre v>1en zy <= —v = vs(2),
[ a une singularité essentielle en zy, <= —o00 = v(2). O

Il y a donc 3 catégories de singularités isolées, la premiere étant virtuelle. L’intérét
du concept de fonction méromorphe en zj, c’est qu’il est invariant par rapport aux quatre
opérations analytiques élémentaires +, —, X, =-. En effet, le fait que toute fonction méro-
morphe en zy non identiquement nulle s’écrive (z — 2g)” g(2) avec v € Z et g holomorphe
pres de zp ne s’annulant pas permet de se convaincre de 1’énoncé suivant, voir I’Exercice 3.

Lemme 7.9. La collection des fonctions holomorphes dans D,.(2y) est un anneau commu-

tatif, celle des fonctions holomorphes dans D% (zy) et méromorphes en z, un corps commu-
tatif. U

La troisieme catégorie de singularités isolées, celles qu’on appelle essentielles, telles
que par exemple en zp = 0 :

1/2 1 1 1
e :"'+_|_n+"'+_+1’
n:.z z
1 (=)™ 1
6_1/22:"'-}-—‘(2) _|_...__2_|_1,
nt! zn z

dont les développements de Laurent comportent une infinité de puissances négatives, sont
beaucoup plus délicates a étudier, et nécessitent des outils mathématiques sophistiqués,
notamment parce que le comportement de f(z) € C quand z — zj est plus «erratique »,
voire « sauvage », que celui des fonctions holomorphes ou méromorphes.

En tout cas, au point ol nous en sommes, nous pouvons établir le
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Théoréme 7.10. [Casorati-Weierstrass] Si f € 0 (Dj(z)) a une singularité essentielle
en zo, alors pour tout 0 < r < R, I'image par f du sous-disque épointé D% (zy) est dense :

f(Dx(z)) = C.

La réciproque est vraie, car nous savons déja que f(z) — f(zo) quand f a une sin-
gularité illusoire en 2, et que |f(z)| — oo quand f a un pole en z,, deux circonstances
vraiment tres éloignées de la densité de I’image.

Démonstration. Supposons par 1’absurde que I’'image f (D;f(zo)) ne soit pas dense dans C.
Il existe alors un point w € C dont un voisinage ouvert Ds(w) avec § > 0 assez petit évite

£ (D5 (20)) :

|f(z) —w| =6 (V2 €D (20)).
Nous pouvons donc définir dans D7 (z,) une nouvelle fonction holomorphe :
1
9(2) = o5 ——
f(z) —w

qui satisfait |g(z)| < 3, ¢’est-a-dire est bornée ! Par conséquent, le Théoréme 7.2 de Rie-
mann s’applique et offre un prolongement holomorphe en z, toujours noté g(z).

Evidemment, g % 0, sinon 0 - (f(2) — w) = 1. Alors il existe v € Net h € 0(Dy(z0))
holomorphe jamais nulle dans un sous-disque de rayon 0 < s < 7 tels que :

v 1
9(z) = (z—20) h(z) = 75—,
(2= 2) )~
d’ol une représentation :
1 -1
f(z) = w4+ ——|h(z ,
(2) oy ()
montrant que f possede un pdle d’ordre v en zy (ou une singularité illusoire lorsque v =
0) — contradiction ! O

8. Fonctions méromorphes globales : Théoréme de Mittag-Leffler
Apres cette étude locale, nous pouvons globaliser les concepts.

Définition 8.1. On appelle fonction méromorphe dans un ouvert {2 C C une fonction
holomorphe f € 0(Q2\ P) dans le complémentaire d’un sous-ensemble fermé discret P C
Q) telle que :

Vzp € P f est méromorphe en z,

c’est-a-dire qu’il existe un voisinage ouvert :
20 € w C Q,
avec PNw = {%} telle que f }w est méromorphe en 2, au sens de la Définition 7.5.

Autrement dit, les singularités de f aux points de P sont ou bien illusoires, ou bien

polaires, de croissance O(‘Z_lzw) avec v > 1 entier. Ainsi, les singularités essentielles

sont exclues du monde méromorphe.

Notation 8.2. L’ensemble des fonctions méromorphes dans un ouvert {2 C C sera noté

().
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C’est une algebre contenant les fonctions holomorphes :
A(Q2) DO OQ).
Lemme 8.3. Dans un ouvert connexe non vide ) C C, I’algébre . (S2) est un corps.

Démonstration. En effet, le principe d’identité garantit (exercice) qu’il n’y a pas de diviseur
de zéro, et que % € ./ (£?) pour toute fonction f € .Z(£2) avec f # 0. O

Ainsi, pour deux fonctions holomorphes quelconques f1, fo € €(Q2) dans € connexe
avec fo # 0, le quotient :
fi

7 e ()

est toujours méromorphe.
Maintenant, que signifie la convergence d’une suite de fonctions méromorphes ? Dans
un ouvert §2 C C, soit donc une suite {u,, }2° ; de fonctions méromorphes u,, € .Z(2).

Définition 8.4. La suite {u, }2° , est dite normalement convergente sur tout compact de 2

si:
VK C Qcompact JK Cw C ) voisinage ouvert

dNg > 1 telsque

up, € O(w) Vn>=Ng,
et si la série de fonctions holomorphes dans w :

o0
D tn
Nn=Ng
converge normalement sur K.
Autrement dit, sur tout compact, a partir d’un certain rang, les u,, n’ont plus aucun pole.

Lorsque cette condition est satisfaite, la réunion :

oo

P = U {péles de un}

n=1
est alors un sous-ensemble fermé discret de ().

Il est pratique d’introduire la suite classique { K,}?2, de sous-ensembles compacts de
Q:
Ko = {z€Q: |z| <letdist (2,C\Q) > 1},

Int K, = {z € Q: |z] < Letdist(z,C\Q) > 3},
satisfaisant, d’apres un théoreme démontré dans le premier chapitre :

K, C Int Kypq et O = U K,.
/=1

Alors un (autre) théoreme vu dans le chapitre qui précede garantit que sur chaque K,
la série tronquée de fonctions holomorphes converge vers une fonction holomorphe dans
I’intérieur :

Z Uy, € ﬁ('ntKg),

TLZNK[
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tandis que la premicre partie, finie, de la somme complete, a savoir :
Ng,~1

Z U, € ///(IntK@,

n=1

définit une fonction évidemment méromorphe. Une conséquence directe du théoreme
connu pour les suites de fonctions holomorphes qui convergent normalement nous donne
la

Proposition 8.5. Si une suite {u,}>° | de fonctions méromorphes dans un ouvert 0} C C
converge normalement sur tout compact de €, alors sa limite :

f: U, =1 u € M (Q)
n=1

constitue une fonction méromorphe dans ).
De plus, pour tout entier k > 0, la série dérivée terme a terme est aussi normalement
convergente sur tout compact de ) vers :

U(H)(Z) = Z ugf)(z) (Vz € Q\podles de u). O
n=1

Maintenant, soit une fonction méromorphe f € .#(C) non identiquement nulle f # 0,
et soit son ensemble polaire :

P = {aEC: a est un pdle de f}.

Par définition, c’est un sous-ensemble discret fermé de C. En chaque point a € P, la partie
singuliere de f — partie négative de son développement de Laurent en a — est un certain
polyndme complexe non nul sans terme constant :

n(=)

Heuristiquement, on s’imagine que f s’identifie a la somme de ces parties singulieres :

f(z) < Z Pa(z i a) + reste holomorphe,

a€eP

mais cela n’est malheureusement pas le cas, parce que la somme a droite n’est pas conver-
gente en général. Toutefois, lorsque :

Card P < oo,

c’est (trivialement) vrai. Donc seul le cas ou P est infini pose question. Dans ce cas, on
peut supposer, puisque P ne peut avoir aucun point d’accumulation a distance finie, que :
oo
P = {a’n} ‘Cln‘ < ‘anJrl‘? Qn, 7£ Qp, poUr 71, 7é na,

n=1’

et on peut écrire :

PCL (L) = Pn< 1 ) = Cn,yn ++L’
"\z —ap, Z— ay, (Z—an)l’” (z—an)l

avec v, > 1 et avec ¢, ,,, # 0.
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Inversement, étant donné une telle suite quelconque de parties singulieres Pn(z_la )
en des points d’une telle suite quelconque {a, }5°,, on peut se demander s’il existe une
fonction méromorphe :

fenCno(C\fan}y),

ayant pour parties singulieres exactement ces P, (ﬁ) en les a,,.
—Un

A nouveau, le probleme serait trivial avec une famille finie {a, })_,. Dans le cas infini,
la réponse est aussi positive, a condition d’ajouter des termes correctifs.

Théoréme 8.6. [Mittag-Leffler] Pour toute suite {a, }°, de nombres a, € C mutuelle-
ment distincts avec |a,| < |ani1|, avec |a,| — oo, et pour toute famille arbitraire de
polynémes Pn(ﬁ) non nuls sans termes constants, il existe une suite {Qn(z)}oo de
polynomes correctlfs Q. € Clz] tels que la série de fonctions méromorphes :

Si (f%(z_}an)—-Qn&o) — [ e

n=1

n=1

converge, uniformément sur tout compact K C C, vers une fonction méromorphe dans C
tout entier qui admet exactement {a, }°2; comme ensemble de poles en lesquels elle a ces
P, (L) comme parties singulieres.

zZ—an

Si une autre fonction :
g € #(C)n ﬁ(@\{an}ff:l)

est solution du méme probléme, alors dans la soustraction f — g, toutes les parties singu-
lieres disparaissent, donc f — g € &/(C), ce qui veut dire que la solution générale s’obtient
en additionnant une fonction quelconque h € &(C).

Démonstration. La fonction holomorphe dans le disque D), :

.~ (Z)
) p ( ) i

zZ— ay, n!

pa(z) = Pn(

)

i=0

est développable en série entiere qui converge normalement sur le sous-disque compact :
D|an|_1 C ]D|an‘.

Par conséquent, il existe un ordre de troncature 1,, > 1 assez grand pour que le polyndme :

n o (9)
Qn(z) — Z pn (0) i

n!
i=0

satisfasse :

1

on
Maintenant, soit X C C un compact arbitraire. Puisque |a,,| —> 00, il existe N > 1

assez grand pour que :

max
ZEDIan\fl

< (Vn>1).

P ! ) = Qul2)

Z— ay,

K C E|an|71 (VYn>Ng).
et ’inégalité ci-dessus montre la convergence normale, au sens de la Définition 8.4, de la

série :
oo

10 =3 (P(2) - e) 0

n=1
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9. Ouverts simplement connexes

Le concept d’homotopie vu dans la Définition 3.1 permet d’introduire une nouvelle
notion qui exprime mathématiquement 1’idée intuitive qu’un ouvert n’a pas de « trous ».

Définition 9.1. Un ouvert {2 C C est dit simplement connexe si toute paire (7o,7;) de
courbes %plm de mémes extrémités quelconques :

a = 70(0) = n(0) et Y0(1) = n(l) = b,

est homotope dans €2 par une famille {73} de courbes (fplm d’extrémités constantes

s€[0,1]
a = 75(0) et v5(1) = b, courbes 75 toutes contenues dans 2.

Notons que {2 n’est pas supposé ici connexe. Ainsi :
simplement connexe </~ =~  connexe.

Toutefois, ) est simplement connexe si et seulement si toutes ses composantes connexes le
sont (exercice).

Exemple 9.2. Tout ouvert 2 C C convexe — donc connexe et étoilé en chacun de ses
points — est simplement connexe, car I’homotopie évidente :

Ys(t) == (1= 5)70(t) +s7(t) (s€f0,1])

est a valeur dans €.

Exemple 9.3. Tout ouvert {2 C C étoilé en un point z5 € {2 est simplement connexe, car
toute courbe ~y est homotope, via :

(s,t) — vs(t) == (1 —s)v(t) + s 20
a la courbe constante égale a z,, et comme étre homotope est une relation d’équivalence

d’apres I’Observation 3.6, cela conclut.

Exemple 9.4. Le plan coupé C\IR_ est aussi simplement connexe, bien qu’il ne soit pas
convexe. En effet, écrivons :

Y(t) = ro(t) e et Yi(t) = ri(t) e

avec ro,r1: [0,1] — ]0,00], et 0y, 6,: [0,1] — | — m, «[. Par convexité de ces deux
intervalles d’arrivée |0, o[ et | — 7, 7|, il est clair que la famille paramétrée par s € [0, 1] :

Vs(t) = (1 —s)ro(t) + sri(t)) ell1=9) bo(t)+s61.(¢)]
est constamment a valeurs dans C\R_.

Par contraste avec ces deux exemples, le plan complexe épointé C\{0} n’est pas sim-
plement connexe : intuitivement, deux courbes allant de ¢« = —1 a b = +1 en-dessous et
au-dessus de I’origine ne peuvent pas étre homotopes, a moins que 1’homotopie « passe par
0 », ce qui est interdit — mais cela n’est pas un argument rigoureux.

Dans un instant, nous établirons mathématiquement que C\{0} n’est pas simplement
connexe grace au célebre

Théoreéme 9.5. [de la monodromie] Dans un ouvert simplement connexe 2 C C, toute
fonction holomorphe [ € O()) posséde une primitive F' € O()) avec F' = f.
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Démonstration. En raisonnant composante connexe par composante connexe, nous pou-
vons supposer 2 connexe, donc connexe par arcs €, puisque tous les ouverts connexes
de R? sont en fait connexes par arcs ¢, d’apres le cours de Topologie générale, et méme
connexes par arcs €, et puisque tous les arcs ¢ peuvent étre régularisés par convolution
pour devenir 4> tout en demeurant dans €2, d’apres le cours d’ Analyse de Fourier.

Fixons un point z, € €2 et définissons :

FM%—/ﬂO%

ou I’intégrale est prise le long d’une courbe ‘Kplm quelconque allant de zj a z.

Mais pourquoi la valeur F'(z) est-elle indépendante du choix de la courbe ? Parce toute
autre courbe 1 allant de zj a 2z est par hypotheése homotope a v, et parce que le Théoreme 3.2
a déja démontré la coincidence :

&@—ﬂwzj?@a—/ﬂOM
0.

Gréce a cette indépendance, avec r > 0 assez petit pour que D,.(z) C €, pour tout
h € C petit avec z + h € D,.(z), nous avons :

Pt -FG) = [ f)dc

[z,24h]

et alors le méme argument que dans la démonstration du Théoreme de Goursat vue dans un
chapitre précédent utilisant f(¢) = f(z) + O(h) conclut :

i F(z+h)— F(z)
Tl h

— 1(2). 0
Sans effort, nous obtenons une version tres générale du théoreme de Cauchy.

Théoreme 9.6. Si f € O(Q) est une fonction holomorphe dans un ouvert simplement
connexe ) C C, alors pour toute courbe Cfplm fermée v C Q, ona:

0 = A £(2) dz.

Démonstration. Avec v(0) = (1), existence d’une primitive donne bien F(y(1)) —
F(~(0)) = 0. O

Observation 9.7. Le plan complexe épointé C\{0} n’est pas simplement connexe.

Démonstration. Sinon, la fonction z — £ holomorphe dans C\{0} conduirait 2 la contra-
diction :

1 21 1 o ‘
0= —dz = —ie”df = 2im # 0. OJ
o o ¢

D <
10. Exponentielle complexe et logarithme complexe

Rappelons pour commencer quelques propriétés de I’exponentielle réelle x — e* dé-
finie sur R et a valeurs dans R*, .
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Théoreme 10.1. [Admis] L’exponentielle réelle v —— e* est égale a sa propre dérivée
/ . . . .
(ex) = €7, est strictement croissante, et satisfait :

0= Ilm ¢€° et lim e = oo. O
— 00— Tr—r0o0

En remplacant formellement x par ix = /=1 x et aussi par —ix dans la série exponen-

tielle Y2 ) 4 2™ = €”, on définit la fonction sinus par une série entiére :

1T

e 1 (SN ()" = (—iz)"
e = S5 = (X -y B

n=0 n=0
i s
B (2m + 1)V

m=0

dont le rayon de convergence est toujours infini.

Définition 10.2. [Admise] Le nombre 7 > 0 est le premier zéro strictement positif de
T — sinx.

On démontre que ce zéro existe, et que la fonction réelle x — sin x est périodique de
période 27. De plus :
ez7r/2 — i,
o 1

neo o1 2 quenous

et pour un nombre complexe z € C, I’exponentielle complexe e* := )
avons déja définie satisfait :

e =1 <— z € Un /.
Pour x € R, en introduisant la fonction cosinus :
eiac + e—i:v m?m

= — = —1 m
cos x 5 (—1)

on a la formule :
e = cosx +isin,

‘e”‘ = Vcos?x +sinfz = 1 (Vz €R).

Rappelons qu’une différentiation terme a terme de la fonction analytique sur C donc

holomorphe :
oo zn
=D
n=0

(ez)/ = e°.

Ensuite, la convergence normale justifie le calcul :

(E) (i) -XalZ ame)

n=0 m=0 /=0 n+m=>~

d’ou découle :

donne aussitot :
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montrant que :

efe? = e*tv (Vz,weC).

Evidemment :
eV = 1,
et avec w := —z, il vient :
e =1 (Vz€C).
En écrivant z = x + iy, on a:
ef — eac—i-iy et 6z‘y7
et comme ’eiy’ =1:
|ez| — 6:1: _ eRez

L’équation e* = e* équivaut a e*~% = 1, d’oli eRe*~Re® = 1 donc Re (z — w) = 0 et
ce qui précede a déja donné la solution générale :

z—w = 2kmw (keZ).

De plus, le Théoreme 10.1 implique la surjectivité de e*: R — R, laquelle implique
a son tour la surjectivité de :
Co>wr— v e Cr

puisque résoudre ¢¥ = z = re? avec r > 0 et § € R est possible, si on décompose :
w=1u-+1:
el = el — 7’619,
en prenant simplement u := log r et v := 6, la solution générale s’écrivant :

u = logr et v =0+2km (keZ).
Tout ceci démontre le

Théoreme 10.3. L’application z — ¢* de C — C\{0} =: C* est un homomorphisme
surjectif du groupe additif (C, +) sur le groupe multiplicatif (C*, X) de noyau :

Kere* = 2in Z. O

Maintenant, supposons que nous souhaitions définir le logarithme d’un nombre com-
plexe non nul z € C*, & savoir un nombre w = log z tel que e” = z. En écrivant z = r e?
avec r > O et avec 0 € R, il est naturel d’assigner :

log z := logr + 10,

ou logr € R est la valeur sur r > 0 du logarithme népérien standard lorsque z € 2 est sur
I’axe réel, proche de 1.

Mais le probleme avec cette définition, c’est que 1’argument 6 de z n’est défini qu’a un
multiple entier de 27 pres. Heureusement, pour 2 fixé donné, on peut faire un choix de
0 = 0., et si z varie seulement quelque peu, on peut déterminer § = 6(z) comme fonction
continue de z.

Ainsi localement, il existe des déterminations inambigués de log z, mais elles ne peuvent
pas fonctionner de maniere globale, puisque si z € C* effectue un tour complet autour de
0 € C, son argument varie de +27, donc log z varie de +2¢7. Afin de pallier ce défaut, une
option consiste a introduire le concept de fonction multivaluée, mais nous ne pourrons pas
le faire dans ce cours. Plutdt, nous allons restreindre les ouverts 2 C C afin que log z y soit
bien définie, comme vraie fonction, univaluée !
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Théoreme 10.4. Dans tout ouvert connexe et simplement connexe 2 C C avec 0 & ) et
1 € €, il existe une détermination inambigué et unique du logarithme :

F(z) = logg(2),
satisfaisant :
(1) F est holomorphe dans Q) de dérivée F'(z) = *;

(2) e®) = 2 pour tout z € Q;
(3) F(r) = logr pour tout r € R au voisinage de 1.

Ainsi, cette fonction z — logg,(z) est satisfaisante, puisqu’elle s’accorde avec le loga-
rithme népérien standard.

Démonstration. Nous allons construire ' comme une primitive de %, de maniere analogue
T dx

alogr = [, .

1 =z
Comme 0 ¢ (2, la fonction % est holomorphe dans €). Définissons :

oga(2) = [ ¢,
Y

ou v est n’importe quelle courbe Cgplm allantde 1 € ) jusqu’a z € (2. Grace a I’hypothese
de simple connexité et au Théoreme 3.2, la valeur de cette intégrale ne dépend pas du choix
de 7.

Evidemment, avec z + h proche de z :

1
ogolz + ) ~ loga(2) = [z,
[z,24h] g
et en raisonnant comme nous 1’avons déja fait plusieurs fois, nous obtenons la C-
différentiabilité (1) :

!/

(|0g9(z)) = %

Pour avoir (2), qui équivaut a :

9

ze FE =1,
il suffit de différentier :
(2e7F@) = G 5y F/(z) e
= ¢ F() [1-21]
= 0,
pour voir, eu égard a la connexité de {2, que :
2e F®) = constante (VzeQ).

Mais cette constante vaut 1, caren z = 1,ona F'(1) = 0.

Enfin pour vérifier (3), en z = r € R pres de 1, rien ne peut nous retenir de choisir le
segment [1,7] =: v C ) pour constater que :

"d
log(r) = / - log 7. O
Lz
Le plus fréquemment, on choisit comme ouvert 2 := C\R_ qui est simplement

connexe ; on pourrait aussi choisir €2 := C\ei‘/’ R_, avec ¢ € R fixé.
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Théoréme 10.5. Dans C\R_, la fonction logarithme du théoréme précédent vaut, sur tout
z=reavec) <retavec —m <0 < 7:

log z = logr +i6.

Terminologie 10.6. Sur C\R_, on appelle cette fonction détermination principale du lo-
garithme, car toutes les autres fonctions z — log z satisfaisant eoez = » dans C\R_ s’en
déduisent par addition d’une constante 2ikm avec k € Z (exercice).

AY

Démonstration. Puisque nous pouvons choisir le chemin d’intégration ~ allant de 1 a z dans
I’ouvert connexe et simplement connexe C\R _, prenons celui, représenté sur la figure, qui

consiste en le segment réel [1, r] suivi de I’arc de cercle centré en 0 allant de r a 7 €% :

" dx O jreit
log z = — + —dt
1 o re

= logr +10. O

Une mise en garde importante est qu’on n’a pas en général :

log (21 22) W Jog 21 + log 29,

simplement parce que les arguments ¢ dans log z appartiennent toujours par définition a

Iintervalle | — 7, 7[, qui n’est pas stable par addition! Par (contre-)exemple, avec z; =
e¥m/3 = 2, d’ou

s

IOng = T = IOgZQ,
on doit récrire :
2y = eHT/3HT/I _ imf3 _ =2in/3

pour assigner :

2 2im m

log (2122) = —— # — + —.
g ( 1 2) 3 # 3 3

Théoréme 10.7. La détermination principale du logarithme complexe dans C\R_ est dé-
veloppable en série entiere convergente pour |z| < 1 :

2 3 4 0

z z z n "
Iog(1+z) :z—§+§—z+--- = —;(—1) o
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Démonstration. En effet, la dérivée du membre de gauche, égale a HLZ coincide avec celle
de la série a droite (dont le rayon de convergence vaut 1) :
l—z4+22 -2 4. = ! ;
1+2
donc leur différence est constante dans le disque connexe {|z| < 1}, mais cette constante
vaut 0, car en z = 0, les deux cotés valent log(1 + 0) = 0 et 0. O

Grice a ce travail de construction du logarithme, nous sommes en mesure de définir les
fonctions-puissances :
z — 2,
pour un nombre complexe arbitraire o € C.

Définition 10.8. Dans un ouvert {2 C C connexe et simplement connexe avec 0 ¢ ) et
1 € ), pour a € C quelconque, on définit :

P ealogz’

ou z — log z est construite par le Théoreme 10.4.

Observons que 1¢ = 1, et pour o = % inverse d’un entier n > 1, que :
n
(Zl/n> _ elogz/n_” elogz/n — 6nlogz/n — elogz = 2z,

ce qui montre que z'/" est effectivement une racine n-ieme de z. Par exemple avec n = 2,

une fonction \/z = z'/2 est ainsi définie de maniére rigoureuse dans (2.
Nous savons que tout w € C* s’écrit w = e* avec z € C. L’énoncé suivant généralise
cela en définissant log f(z) pour une fonction holomorphe ne s’annulant jamais.

Théoreme 10.9. Si f: Q) — C* est une fonction holomorphe jamais nulle dans un ouvert

connexe et simplement connexe, alors il existe une fonction holomorphe g € O(X) telle
que :

f(z) = eI (V2€Q).

Ainsi, il est 1égitime d’écrire g(z) = log f(2). On vérifie (exercice) que toute autre

h € 0(Q) avec f(z) = e?) s’en déduit h(z) = g(z) + 2ikr par addition d’une constante,
avec k € Z.

Démonstration. Fixons z, € €2, prenons ¢y € C avec e = f(z), et définissons :

(PO, .
MAfo@M+m

ou v C (2 est une courbe quelconque ‘Kplm allant de zp a z. Comme d’habitude, le résultat
ne dépend pas de ~y, eton a :

et —gx) [ FQ
h N ilz—>0 /[Z’Hh] f(©)

f'(2)
fz)

g (z) = lim ¢ =

h—0
Un calcul simple :
(f2)e D) = [f(z) = f(2) g'(2) Je#& =0,

montre que la fonction f(z) e~9(*) est constante, et comme en z = z, elle vaut f(z) e~ =
1, la connexité de 2 conclut que f(z) = €9 partout. 4
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11. Ouverts holomorphiquement simplement connexes

La Définition 9.1 a déclaré qu’un ouvert 2 C C est simplement connexe si toute paire
de courbes ‘Kplm dans 2 ayant mémes points de départ et d’arrivée peut étre ‘interpolée’ par
une famille continue de courbes %plm dans €2 a extrémités constantes. Ceci implique alors
immédiatement I’existence de primitives pour toutes les fonctions f € (), et aussi, la
propriété fondamentale de Cauchy :

0 = / F(Q) e,

pour toute courbe ‘ﬁplm fermée ~ C 2, cf. le Théoréme 9.6.

Un examen attentif du Théoreme 9.5 de monodromie, et un re-parcours mental des
Théoremes 10.4 et 10.9 d’existence d’une fonction logarithme (composée), convainquent
que c’est seulement cette propriété d’annulation 0 = fy f, offrant I’existence de primi-
tives, qui a été utilisée comme argument principal dans les démonstrations. Ceci justifie
I’introduction d’un nouveau concept.

Définition 11.1. Un ouvert €2 C C est dit holomorphiquement simplement connexe si, pour
toute courbe ‘Kplm fermée v C Q,ona:

/f(é) d¢ =0 v f € 0(9)).
N

Ceci nous conduit en définitive a énoncer le

Théoreme 11.2. Dans un ouvert holomorphiquement simplement connexe ) C C, primi-
tives, logarithmes, et racines existent :

@Vfeo), IF e 0) telleque F' = f;

(b) V f € 0(Q,C*) ne s’annulant jamais, g € O(QQ) telle que f = €9

(c) V f € 0(9Q,C*) ne s’annulant jamais, ¥ o € C\{0}, 3h € O(§2, C*) telle que f = h*.
Démonstration. Ainsi, les arguments nécessaires a I’obtention de (a) et de (b) ont déja été

exprimés. Quant a (c), il est clair, grace a (b) qui donne f = €9, que la fonction suivante
convient :

oQ

1
h = ea9, car alors h* = e

9 =f. OJ
En fait, nous verrons dans un chapitre prochain que ce concept n’a rien de nouveau.

Théoreme 11.3. Pour un ouvert connexe Q) C C, on a équivalence entre :
(i) Q) est simplement connexe ;

(i) 2 est holomorphiquement simplement connexe. A

Le cas €2 = C étant trivial, on peut supposer que §2 # C. Bien que I'implication (i) =
(ii) découle instantanément du Théoreme 9.5 de la monodromie, la réciproque (ii) = (i),
plus profonde, ne pourra étre établie que dans un chapitre ultérieur, qui sera consacré au
célebre

Théoreme 11.4. [de Riemann conforme] Tout ouvert ) ; C distinct de C, i.e. avec
C\Q # 0, qui est connexe et holomorphiquement simplement connexe, est holomorphi-
quement équivalent au disque unité D C C, au sens ou il existe une fonction holomorphe
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F € 0(Q) a valeurs dans D qui établit un € *-difféomorphisme :
F: Q — D,

dont le difféomorphisme inverse :

est aussi une fonction holomorphe (dans D). A

En admettant temporairement ce résultat, I’implication (ii) = (i) devient élémentaire.
Supposons en effet que €2 et DD soient ¢’ >°-difféomorphes :

0 F . D.
G

Puisque le disque unité D est convexe, il est simplement connexe. Cette qualité se transmet
alors a () par contagion, via le difféomorphisme (inverse) G.

Pour étre précis, soient deux points quelconques a,b € 2, et soient deux courbes %plm
quelconques vy et 7y, allant de a a b, définies pour ¢ € [0, 1]. Comme F est €, les deux
courbes composées contenues dans D :

mo(t) = F(70(1)) et m(t) = F(7n(t))
sont aussi %plm. Comme D est simplement connexe, il existe une famille {ns(t)}se[o,u de
courbes %, dans I allant de z := F'(a) vers F'(b) =: w, qui est paramétrée continiiment
par s € [0, 1]. Alors la famille de courbes ramenées dans €2 par le difféomorphisme inverse :

(1) = G(ns(1)),

est ¢, par rapport a t € [0, 1], puisque G est €™, est continue par rapport (s, t) € [0,1]?,

m

et interpole ~ et ;. A

Le Théoreme de Riemann conforme ouvrira une perspective conceptuelle absolument
nouvelle, qui nous fera contempler les fonctions holomorphes comme des €tres purement
géométriques, vivants, mobiles, fluides.

Holbein connait Erasme; il I'a si bien connu et si bien étudié qu’il le crée de nouveau et qu'il
I’évoque, visible, immortel, superlatif.
Charles Baudelaire, Curiosités esthétiques, Salon de 1859
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12. Exercices

Exercice 1. Montrer que I’intégrale de la fonction z — < sur le bord orienté du carré {|z| < 1, [y| < 1}
ne vaut pas 0. Indication: Trouver puis simplifier :

/1dz:/1 dx +/1 idy _/1 dx _/1 idy
e R -1 T —1 _11+Zy 1 $+Z 1 —:I.—|—7,y7

1 du
0 1+u?"

et utiliser la valeur % =

Exercice 2. Pour deux rayons 0 < R; < Rg < 00, soit une fonction holomorphe f € & (ARMRQ) dans
'anneau Ag, z, = {z € C: Ry < |2| <R2}.
(a) Montrer qu’il existe deux fonctions holomorphes :
f- € O({|z| > r1}) et f+ € 0({|z] <Ra2})
telles que f = f_ + f4.
(b) Montrer qu’une telle décomposition est unique en requérant f_(z) — 0 lorsque |z| — oo.
(¢) Montrer que I’applicationquia f € & (AR17R2) associe sa série de Laurent ZZO:_ a, 2" normalement
convergente sur les compacts de Ag, x, est bijective.

o

Exercice 3. Soit 2y € C, soit r > 0, et soit le disque épointé D} (z). On note .4, I’ensemble des fonctions
holomorphes dans D (zp) qui sont méromorphes en 2.

(a) Pour f € .., non identiquement nulle, montrer que :
vi(z0) = —vi(=)
(b) Pour f1, fo € A,,, montrer que :
vfi£2(20) = v (20) + v, (20)-
(c) Pour f1, fo € A.,, montrer que :
Vii+1(%0) = min (v, (20), vy, (20))-
(d) Montrer que .#, est un corps.

Exercice 4. Montrer que la fonction f(z) := e'/# holomorphe dans C* = C\ {0} qui a une singularité isolée
essentielle en z = 0 satisfait le Théoreme de Casorati-Weierstrass 7.10, et méme mieux :

Vs >0 f(D) = C\{0}.
Indication: En cherchant a résoudre e!/? = w e C*, montrer que :

{757 €R: 1,y eR, ?+y? <s’} =R

Exercice 5. Soit zyp € C, soit R > 0, et soit le disque épointé D% (zy). Pour toute fonction holomorphe
feo (D]’{(zo)) avec f # 0 et pour tout rayon intermédiaire 0 < r < R, on introduit :

M¢(r) := max z2)|.
/)= _max [12)
(a) Quand —oo < vy (2g), montrer que :
log M
V() — fim O8N

r—~0  logr
(b) Généralement, quelle que soit la valeur de v¢(zo) € {—oo} U Z, montrer que :

log M
vi(zo0) = Iiminnglif(T).
7'?0 ogr

Exercice 6. Si un ouvert simplement connexe €2 C C contient un cercle de rayonr > 0 :
Cr(z0) = {z€C: |z — 2| =7},

centré en 1’un de ses points zo € €2, montrer qu’alors Q D D,.(z() contient aussi tout le disque intérieur.
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Exercice 7. Soit f € ¢(Q\{z.}) une fonction holomorphe dans un ouvert Q > {|z| < 1} qui contient le
disque unité fermé, excepté en un point du bord z, € dD, ol elle possede un pole. Si >~ a, 2" désigne
son développement en série entiere a I’origine — lequel converge dans ) —, montrer que :

QA

Ze = lim
n—oo an+1

Exercice 8. EE
Exercice 9. EE
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Théoreme des résidus et applications

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction
2. Raison d’étre des résidus

Soit f € .# (w\{w}) une fonction méromorphe dans un ouvert w C C qui a un pole
unique en un point w € w, d’ordre ¥ > 1 quelconque. Dans un disque Dy (w) de rayon
R > (0 assez petit, son développement de Laurent s’écrit :

f(Z) — (Z _*w)u_ 4+t (z —7w)2 + (Z _7w)1 + Z an (Z — IU) )

n=0

la convergence étant normale sur les compacts de D% (w).

Fait absolument remarquable : Toutes les intégrales sur les cercles C,.(w) C Dy(w) de
rayon ) < r < R, s’annulent sauf une!

Pour voir cela, écrivons :

o0

fz) =) an(z—w)" (= €Dz (w)),

n=—v

et intégrons sur z = w + r e avec dz = ri e’ df :

/CT(w) f(z)dz = /Cr(w) ( f: an (z—w)”) dz

n=—v
o
= Z an/ (z—w)ndz
n=—v Cr(w)
OO 2
= Z an/ r"e™ e do
n=—v 0
[T e™ do = 0 si m € Z\{0}] = a_q2m1.
Bien entendu, ce calcul — surprenant! — est vrai non seulement pour les fonc-

tions méromorphes en w, mais aussi pour les fonctions holomorphes quelconques f €
o (w\{w}) , puisqu’elles admettent un développement en série de Laurent centré au point
w.
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Observation 2.1. [Fondamentale!] Dans un ouvert w C C, si une fonction holomorphe :

f € O(w\{w})
a une singularité isolée w € w, alors pour tout rayon R > 0 tel que Dy (w) C w, on a pour
tout rayon intermédiaire ) < r < R :

1
- f(Z) dz = a_nq,
2m Cyr(w)
ou a_y est le coefficient pour n = —1 du développement en série de Laurent :
f(z) = Z an (z—w)n.

Démonstration. Donnons une deuxieme explication de ce phénomene. Sachant que la pa-

ramétrisation z = w + r €? donne pour le terme n = —1:
1 a_q 1 et
—_— dz = —Q a_1 — d9
2T Joyw) 2 W 2im g Te
= a-q,

soustrayons-le :

[ - = N a(z-w)”

zZ—w g
n#-—1
=: 9(2),
et observons que cette nouvelle fonction g € & (w\{w}) possede la primitive ‘évidente’
dans D% (w) :
1 n+1
G = n - 9
nez
n#—1
avec G'(z) = ¢g(z). Enfin, souvenons-nous qu’en présence d’une primitive, pour toute
courbe ¢, fermée v C D} (w) — par exemple 7y := C,(w) —, ona:

0= / G(2) dz. 0

Ainsi, on ne conserve que le coefficient de Laurent a_1, tous les autres {an}

disparaissent.

Le terme «résidu» désigne un reste, ce qui subsiste, un reliquat apres une opération
(al)chimique. On parle de résidu de cannes a sucre apres extraction de leur jus (bagasse),
ou de résidus d’une calcination.

nezZ\{—1}

Définition 2.2. Le résidu en une singularité isolée w € w d’une fonction holomorphe
f € O(w\{w}) ayant pour développement de Laurent :

o
f(z) = Z an (2 —w)",
n=-—oo
dans un disque épointé D (w) C w est le coefficient pour n = —1, noté :

Ress(w) = a_;.
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Parce que c’est I’objet principal, il faut savoir le déterminer dans la pratique.

3. Calculs pratiques de résidus : recettes diverses

Tout d’abord, quand f € &(w\{w}) a une singularité illusoire en z = w :

f(z) =) an(z—w)" (= €De(w)),
n=0
il est clair que :
Res¢(w) = 0,

mais la réciproque est fausse, comme le montre, avec a_; = 0, la fonction :

a_ > n
—;)2 +0+nz; an, (z—w) (a—2#0).

(z -
Proposition 3.1. Quand f € O (w\{w}) est méromorphe en w € w avec un pole simple,

ie.d’ordrev =1, enw, ona:

Resf(w) = lim (z —w) f(2).

zZ—w

Démonstration. En effet, multiplions :

a_q = n
—w+z an(z—w)

n=0

f(z) =

z

par (z —w) :
(z—w) f(2) = ay +Z an (2 — w)nH.

La série a droite est convergente dans Dy (w), et elle admet 0 comme limite lorsque z —
w. U

Proposition 3.2. Quand f € O (w\{w}) est méromorphe en w € w avec un pdle d’ordre
v > 1 quelconque en w, on a :

Resf(w) = lim ﬁ (%)Vl [(z - w)yf(z)].

Observons que la multiplication par (z —w)” ‘tue’ le pdle d’ordre v de f en w et produit
ainsi une fonction holomorphe au voisinage de w, que 1I’on peut dériver indéfiniment.
Observons aussi que pour v = 1, on retrouve la formule précédente.

Démonstration. Effectivement, en partant de :

multiplions :

(Z - w)yf(z) =ap+a,(z—w)+--+a, (Z — IU)Vil + Z Gy (z — w)n,

n=v
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dérivons (v — 1) fois :

<(Z—w)yf(2)>(yl) = 0+"‘+0+(V—1)!a_1—|—2n...(n_y_l_Q)an_V (Z_w)nfzz+1

= (v—1Dla; +0(z — w),
et prenons la limite quand z — w. U

Rappelons que la valuation —oo < v¢(w) < oo d’une fonction f € & (w\{w}) méro-
morphe non nulle en un point w € w est I’entier unique dans la factorisation naturelle :

f(2) = (== )" g(2),
avec g holomorphe au voisinage de w satisfaisant g(w) # 0.

Proposition 3.3. Dans un ouvert connexe ) C C, soit une fonction méromorphe globale
f € () non identiquement nulle. Alors le quotient :

%EV%M)

est aussi méromorphe dans (), avec des poles simples (d’ordre 1) qui sont situés exactement
. / s .
aux zéros et aux poles de f, et ce quotient f7 y a pour résidus :

Res; (w) = vp(w) (Vwen).
7
Cette formule est en effet vérifiée aussi aux points w € €2 ou f est holomorphe avec
f(w) # 0, puisque f? y est holomorphe, d’ou :
Resﬂ(w) =0 = I/f(’w) (w ni zéro ni pdle).
7

De plus, observons que I’hypothese f % 0 dans €2 connexe garantit, grace au principe
d’identité, que 1’on a en tout point w € € :
—00 < vp(w) < o0.
Démonstration. En effet, une factorisation locale avec v = v¢(w) :
fz) = (2 —w)"g(2),
ot la fonction g(z) = Y b, (2 —w)" est holomorphe pres de w et satisfait by = g(w) #
0, que I’on dérive :

Fi2) = v(z—w)""g)+ (z —w) d(2)

= (2= w)" ry(e) + (2~ w) g ()],
permet d’écrire :

ﬂw):(z—wy*hww%+@—UOd@ﬂ
f (2 —w)” [g(2)]
_ v )
c—w g

g'(2)
9(2) i
Clairement, dés que v # 0, ce quotient f7 possede un pole simple en z = w de résidu

la fonction-reste étant holomorphe au voisinage de w, puisque g(w) # 0.

égal a v, le coefficient de (z — w) ! ci-dessus. U
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4. Théoreme des résidus pour les contours de Jordan

Le théoreme des résidus est le point culminant de toute la théorie des fonctions holo-
morphes, le sommet d’ou la vue sur la Mer est la plus belle. 1l « capture » les singularités
isolées de fonctions holomorphes (méromorphes), créatures marines phosphorescentes.

En voici la premiere version prototypique.

Théoreme 4.1. Soit C' un cercle de rayon > 0 bordant un disque ouvert A C C, et soit
Q D C U A un ouvert. Si une fonction holomorphe :

f e o(Q\{w})

a une unique singularité isolée w € A, alors :
/ f(z)dz = 2im Ress(w).
c

En fait, lorsque w est illusoire, f est holomorphe prés de w, donc Res;(w) = 0, ce qui
redonne le théoreme de Cauchy basique.

Démonstration. Pour 0 < ¢ < ¢, introduisons un contour «trou de serrure » I's . comme
dans la démonstration de la formule de représentation intégrale de Cauchy.

]

Grace a cet évitement de w, la fonction f est holomorphe dans un voisinage ouvert :
w D F&E U (F575)int’

donc elle satisfait I’annulation de Cauchy :

0= /F&E f(2)dz = /cf(Z)dZ_/cg(w) f(2)dz
= [ 7)== 2imResy ()

en nous souvenant que le résidu, le coefficient a_; dans le développement de Laurent de
f en w, se capture par intégration le long de cercles centrés en w de rayons non nuls
quelconques assez petits. (]
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Pourquoi, alors, la formule de représentation de Cauchy :

fw) = 5 [ T

= (feo(QDCUA))
2im Jo z—w

est-elle vraie ? Ici, la fonction :

f(2)

zZ—Ww

g: z

n’est pas holomorphe dans un voisinage ouvert de C' U A, puisqu’elle a une singularité
isolée en z = w € A, donc on n’a pas en général :
faux L _f(z) dz.

2um Jo 2 —w
Toutefois, le résidu en le pole simple (d’ordre v = 1) de cette fonction méromorphe vaut,
d’apres la Proposition 3.1 :

Res,(w) = Zlirzv (z —w) Zfizzﬂ
= f(w)a

et donc le Théoreme 4.1 donne :

(2) dz = 2im f(w),

c - W
ce qui coincide — cohérence agréable ! — avec la formule de Cauchy !
En présence de plusieurs singularités isolées, voici I’énoncé général.

Théoreme 4.2. Soit un ouvert 2 O C' U A contenant un cercle et son intérieur /\. Si une
fonction holomorphe :

f e ﬁ(Q\{wl, o ,wL})

a un nombre fini L > 1 de singularités isolées w1, ..., w, € A, alors :
/ f(z)dz = 2im (Resp(w;) + - - - + Resy(w,)).
C

Démonstration. Esquissons des arguments qui généralisent ce qui précede, sans exposer
tous les détails géométriques.

L’idée est de créer des trous de serrure multiples qui entourent les singularités
wi, ..., w, et de faire tendre a nouveau la largeur des tunnels d’acces vers 0.
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Soit donc 0 < § < ¢ avec € > 0 assez petit pour que les L disques :
D (wy), ...... , De(wy)

soient mutuellement disjoints. Per¢ons des tunnels droits de largeur 6 > 0 issus ortho-
gonalement du cercle-bord C' jusqu’aux singularités wy, 1 < ¢ < L, et contournons ces
singularités, le long des cercles C.(wy), orientés négativement. Quand plusieurs singulari-
tés sont situées sur un méme rayon, on enfile les perles.

A nouveau, faisons 6 — 0 en partant de 1’annulation de Cauchy appliquée au contour
I's5.c, dont I'intérieur de Jordan (1“5,5)“]t ne contient aucune singularité, et souvenons-nous
des résidus :

0= [ s oy [s@a- [ p@a e [ e
:/f(z)dz—inResf(wl)—---—QiWResf(wL). O
c

Le cas général d’un contour de Jordan I' C C — une courbe (continue) %plm fermée
simple — quelconque, avec intérieur [, est plus délicat : construire des tunnels ne s’in-
tersectant pas demande un certain travail géométrique que nous nous dispenserons de pré-

senter au lecteur.

Théoreme 4.3. [des résidus le plus utile] Soit un ouvert 2 O I'UT';. contenant un contour
de Jordan et son intérieur. Si une fonction holomorphe :

f e ﬁ(Q\{wl, o ,wL})
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a un nombre fini L > 1 de singularités isolées wy, . .., w, € Uiy, alors :

/F f(z)dz = 2in (Resf(wl) +- Resf(wL)).

Démonstration. Dans tous les exemples explicites que nous traiterons plus tard, la forme
concrete visible de I' permettra de deviner aisément comment placer les tunnels sans qu’ils
s’intersectent. Dans le cas ou I est quelconque, si nous admettons que cela soit possible, la
démonstration est quasiment identique a celle pour I' = C':

0= . f(z)dz (:6 /Ff(z)dz—/cs(wﬂ f(z)dz—~~~—/ce(m) f(z)dz

= / f(2)dz — 2im Resg(wy) — - - - — 2im Resy(w, ). O
r

5. Exemples de calculs d’intégrales par la méthode des résidus

Le calcul des résidus s’avere étre un outil tres puissant pour déterminer les valeurs d’un
grand nombre d’intégrales, notamment les intégrales de Riemann impropres de la forme :

/_Z f(z)de.

L’idée principale, et protéiforme, est d’étendre f = f(z) au domaine complexe z € C D
R, puis de sélectionner une famille appropriée de contours de Jordan v, paramétrés par
R — oo de maniere a ce que :

lim /7 F(2)dz = /Z (@) da.

Et grace a un simple calcul ponctuel des résidus de f en ses singularités isolées dans I’in-
térieur du contour 7y, le Théoreme 4.3 donne la valeur de f% f(2) dz, souvent égale a une
constante intéressante suivie d’une quantité qui tend vers 0 lorsque R — 0.

Seule I’intuition géométrique permet de deviner quels contours 7y, choisir afin de récu-
pérer ainsi la valeur désirée de | fooo f(z) dx. Ce sont les propriétés de décroissance de f a
I’infini qui doivent servir de guide.

Exemple 5.1. Sans utiliser (arctanz)’ = T32» Mais en appliquant le théoréme des résidus,
démontrons que :

A cette fin, introduisons la fonction :

1 1

1) = 9% = ey

qui est holomorphe dans (C\{—i, i}, avec deux pdles simples en —i et en i.
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Intégrons-la sur le contour consistant en le segment réel [—R, R] suivi du demi-cercle
Cy de rayon R > 1 situé au-dessus de I’axe réel. Seule la singularité z = ¢ se trouve a
I’intérieur de ce contour.

Comme le résidu de f en z = ¢ vaut :

lim(z —1) f(z) = — = i

25 i+ 21

le Théoreme 4.3 donne :

/R 1 d+/ dz _2.(1>
2T T2 T T\

Mais en utilisant, pour z € C quelconque :
|22 +1] = [P -1 =R"—1,

nous pouvons majorer la deuxieme intégrale :

dz 1
+ 1+ 22 S + |22+ 1] 14z
c fon

< ! /Rd9
RZ—1 ),

TR
= — 0,

R2—1 R — o0

par une quantité disparaissante, d’ou la conclusion :

< dx
0= O
/001+a:2+ "

Exemple 5.2. 11 s’agit d’une intégrale qui jouera un rdle important ultérieurement, avec

0<a<1réel:
& er 2 T
xdx: - .
oo LHe sinTa

Pour établir cette formule, introduisons :
e

f(z) = T e

et prenons comme contour un rectangle situé au-dessus de I’axe réel et de sommets —R, R,
R + 2im, —R + 247,

az
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—R+2im sz R+-247

—R 0 R

Le seul point a I'intérieur de ce rectangle en lequel le dénominateur 1 + e* de f(2)

s’annule est z = ¢ 7. Pour calculer le résidu de f en ce point ¢ 7, écrivons :
. Z—m
(z—im) f(z) = ”

er — eiﬂ"

. . oo, . . P / .
et reconnaissons un quotient différentiel inversé de e* = (ez) en z = 1im:

. e? — 6i7r ) )
||m eaz i — eamr e’HT’
2T Z — 1T

d’ou :
. _ aim
Res(im) = —e™".

Ainsi, le théoreme des résidus offre :

/_ f(z) dx+/0 g f(R—i—i y)idy—/_ f(:c+2’i7r) dx_/o " f<—R+iy) idy = 2ir (_ eam)_

R

Nous affirmons maintenant que les deux intégrales numéros 2 et 4 tendent vers 0 quand
R — o0. En effet, pour I'intégrale 2, dés que R > 1, majorons :
ea(R+iy)

2 2

aR 27
< Re / dy
e =1/

—(l—a)R - O,

R — o0

K

~ 2me

puisque 0 < a < 1. L’intégrale 4 se pulvérise de la méme maniere.
Enfin, par un « miracle » bien calculé a I’avance, I'intégrale 3 se ré-exprime comme un
multiple de I’intégrale qui nous intéresse :

R 6a(x+22’7r) ] R paz
— —dr = —¢m dx
/—R 1+ er+2im r 1+ e® )

et en faisant R — oo dans le club des quatre :

/ ¢ dx+0—62“”/ ¢ dr — 0 = — 2ime™™,
oo L H €% oo L4 €%
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nous concluons que :

00 ar aim
e X e
—dx = — 27 T oain
oo LA€7 1 — e
27
eiaﬂ _ e*iaﬂ'
s
= — ) |
Sin am

Exemple 5.3. Le cours d’ Analyse de Fourier utilise de maniere intensive le fait (connu)
. _ 2 . . P .
que la fonction e~ coincide avec sa transformée de Fourier :

00
g2 o2 o
e L S / e % o 2iméx dr.

[e.9]

Une démonstration de cette formule basée sur I’ Analyse Complexe a déja été donnée dans
le chapitre consacré a la théorie de Cauchy.

Or cette fonction e~ ™ n’est pas la seule qui soit un « point fixe » pour la transformation
de Fourier. En effet, nous affirmons qu’avec :

eV + eV
coshw = ———
2 )

la fonction z ——

est aussi sa propre transformée de Fourier :

/OO 1—e’2i”5$ dx = —1 )
_oo COshTx cosh &

[e.9]

cosh mx

29 Ik

Pour établir cette formule, avec R > 0 qui tendra vers 1’infini, soit ['; le contour rec-
tangulaire allongé, posé sur I’axe réel, de hauteur constante égale a 2, et dont les quatre
sommets sont —R, R, R + 27, —R + 21.

Avec un réel £ € R quelconque fixé, introduisons :

6—2i7r£z
f(z) = ——.
coshmz
Le dénominateur s’annule précisément lorsque ™ = —e ™, ¢’est-a-dire quand e*™* =

—1. Autrement dit, 27z = iw + 2iwk avec k € Z quelconque, d’ou z = % + 1 k. Donc f
possede exactement deux pdles dans I'intérieur I'y jne du contour :

et g = %

N |

o =
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En faisant astucieusement apparaitre 1’inverse du quotient différentiel de la fonction
2 — e*™ — dont la dérivée vaut 27 e*™* — au point z = «, nous pouvons calculer :

Resj(a) = lim (= —a) f(2) = lim e-2mes 2= 02

zZ—Q zZ—a ez _|_ e~ Tz

—2im€z 1 Z—

= |lim 2e _
o e~ Tz 2z +1
_ . 1 . Z—«
[o = i] — Qe 2imta lim
e~ T 4 5q 627rz _ 627ra
e~ "3 21?3
e™é
T
En procédant de maniere similaire, le lecteur trouvera :
Resy(8) = —
es = - —.
/ T

Maintenant, le Théoreme 4.3 magique des résidus nous offre :
6722‘#52
—— dz = 2im(Ress(a) + Res
| am (Resy(0) + Resy(5)).
c’est-a-dire, sachant que notre rectangle ['; orienté positivement posseéde quatre cotés :
R _—2imfx 2 —2im&(R+1iy) R —2im€(x+24) 2 —2im&(—R+1y) € 3n¢
[ e | iy [ e [y — i (- ),
_g Coshmx o coshm(R+ iy) _g cosh7(z + 29) o coshm(—R+ iy) im i
Or ensuite, nous affirmons que les intégrales numéros I, et I, tendent vers O quand

R — oo. En effet, pour ce qui est par exemple de I'intégrale I, sachant que pour 0 < y <
2:

‘e—2z7r§(R+zy)| _ |6—27,7r§R+27r§y| < 647r\§|7
et grace a la minoration :
em(R+iy) 4 o—m(R+iy)

2

1 , ,
> = r(R+iy)| _ | ,—7(R+1iy) ‘
> [Jemtsm) et

1
5 (eﬂ' R 6—7’1’ R) ,
nous voyons que :

2 —2im€(R+1y) 4 €| ) 2

e (& 0o

/ iy <—/ ldy —22>= . .
o cosh7(R +iy) e™® — e~ [

|cosh (R + iy)| =

L’annihiliation de /4 lorsque R — oo se traite d’une maniere analogue.
Pour terminer, grace au fait que :

cosh 7(z + 2i) = cosh 7z,

nous constatons que I’intégrale I3 est multiple de 1’intégrale I, et alors en prenant lim ()
R—o0

dans 1’identité ci-dessus, nous obtenons :

oo e—2i7r£x o0 e—2i7r§x
/ —d:}c+0—e4”5/ —dr—0 = 2(6”5—63”5),

—oo COshTz _oo COshTx
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et donc enfin comme annoncé :

00 p—2imir (€™ — 37) 2 e (e7 — ™) 2
/_oo coshmz T 1_etne e (€7 — em€) (e7™¢ + ™)
B 2
= e
B 1
~ cosh7¢’ A

Des arguments similaires permettent (exercice) d’établir, pour tout 0 < a < 1 réel, la

formule :
_ 2sinh27ag

o :
sina dintx
e d _—
_oo COsh Tz + cosma sinh 27¢

ol sinhz := (e — e‘z)/2. Lecasa = % s’identifie a ce que nous venons de démontrer.

6. Indices de courbes par rapport a un point

Etant donné une courbe %plm fermée v: [0, 1] — C a valeurs dans le plan complexe, on
identifie toujours son image v = ([0, 1]) a sa paramétrisation.

Définition 6.1. L’indice d’un point quelconque w € C\7 par rapport a une courbe
7v: [0,1] — C de classe €, fermée v(0) = (1) est le nombre :

|
ind, (w) = —— [ %2

20 Yy Z— W

Proposition 6.2. Cet indice est toujours entier :
Indv(w) € Z NVwégy).

Démonstration. Rédigeons les arguments en supposant la courbe 6%, au lieu de (fplm, afin
d’alléger I’écriture. Introduisons pour ¢ € [0, 1], la fonction :

(1) = exp(/ot wz;%)wds),

satisfaisant :

et qui a pour dérivée :

ce qui se récrit comme 1’équation :
o) @)
o) () —w

B(t)
v(t)—w

( (1) )’ _ o) [y(®) —w] - 2(t) ()
ot

t) —w [v(t) = w]’

De maniere équivalente, la fonction

a une dérivée identiquement nulle :

=0,
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et par conséquent, elle est constante ! Ainsi, elle vaut sa valeur initiale :
o(t) P (0) B 1

Yt —w 90 —w  (0) —w’
ce qui permet miraculeusement de résoudre :

O(t) = ——— (Vte[0,1]).

Mais comme (1) = v(0),on a:

1:$—:Zz¢(l):exp<él%dt>,

ce qui signifie bien, puisque e¥ = 1 si et seulement si ¢ € 2i7Z, que :

I A
L[ 70 4 cn O
2w Jo () —w

Ainsi, I’entier Ind, (w) est bien défini pour tout point w € C\~y dans le complémentaire
de la courbe . En fait, sa valeur ne peut changer que lorsque w «traverse » 7y, d’apres la
prochaine
Proposition 6.3. L’application :

C\y — 2
w +— Ind, (w)

est constante sur chaque composante connexe de 1’ouvert C\.

Preuve. En effet, I’application complete avant intégration :
(C\y) x[0,1] — C
V(1)
V() —w

est continue, donc le théoreme des intégrales a parametre(s) assure que 1’application en
question, envisagée comme étant a valeurs complexes :

C\y — C
1Y A
w — —/ ) dt = Ind,(w)
2w Jo () —w
est continue. Mais comme elle est a valeurs dans Z C C qui est discret, cette application
doit étre localement constante, donc constante dans chaque composante connexe (ouverte)

de C\n. O

(w,t) —

Comme ~: [0, 1] —» C est continue, son image ([0, 1]) = ~ est un compact de C, que
I’on peut inclure v C Dy dans un disque de rayon R >> 1 assez grand.

Proposition 6.4. Le complémentaire C\ K d’un compact quelconque K C C posséde une
unique composante connexe non bornée.

Naturellement, un sous-ensemble £/ C C est dit non borné s’il contient des points de
modules arbitrairement grands.
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Démonstration. De méme, on inclut X C Dy, quitte 2 augmenter R > 1, et comme 1’an-
neau C\]D)R va a I’infini, pour toute composante connexe w non bornée de C\ K, on a :

w N (C\ER) # (.
Mais un résultat élémentaire de topologie dit que si w est une composante connexe d’un

ouvert 2 C C, etsi w C 2 est un ouvert connexe tel que @ Nw # (), alors w C w. Ici avec
) := C\K etavec w := (C\]D)R, nous obtenons donc :

C\ER C w.

Grace a cela, ’unicité de w provient alors d’un autre lemme élémentaire de topologie,
disant que si deux composantes connexes wi, wy d’un ouvert 2 C C contiennent w; O w
et wo D w un ouvert non vide @ # 0, alors w; = wo. O

Proposition 6.5. En tout point w € D, de I'unique composante connexe non bornée D,

de C\7y, ona:
Ind,(w) = 0.
Preuve. Comme nous savons que ce nombre entier est constant, il suffit de faire |w| — oo
dans : . /
1 t
Ind. (w) = — B QRN O

- i 0 V(t)—w |w| — oo

Réinterprétons les théorémes classiques de Cauchy pour un disque D, (z) de rayon
r > (0 centré en un point zo € C, dont le cercle-bord est paramétré par :

Y(t) = 2z +re?™ (tefo,1)).
Ici: 1
1 "t
Ind. (w) = —/ O g
2 Jo y(t) —w
1 dz

20T Joy(z) 2 — W

Le premier théoréme de Cauchy dit que pour tout w ¢ D,(z,), comme la fonction z
—L est holomorphe au voisinage de D, (zo) :

1 dz

20T Jo,(z) # W

=0 = Ind,(w),

ce qui confirme la constante de 1’indice !
Lorsque w € D,.(2g), Cauchy appliqué a la fonction holomorphe constante z — 1 dit :

1 1

20 Cr(w) Z— W

dz = 1 = Ind,(w).
Ainsi, dans le cas d’un cercle, nous ne faisons que tourner en rond dans cette théorie!
Heureusement, d’autres cieux nous attendent.
Théoreme 6.6. Etant donné une homotopie continue de courbes Com
{t — %®},coq
si elles évitent toutes un certain point w € C :

vs(t) # w (Vse[0,1], Vte[0,1]),
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alors leurs indices demeurent constants :
Ind,,(w) = Ind, (w) = Ind,, (w) (Vs€[0,1]).

Démonstration. Soit en effet I’intégrale a parametre s € [0, 1] :
1 !
Ind.,.(w) = / )
o s (t) —w
et soit le compact :
K = {7(t)eC: s€0,1],t €[0,1]}.
Comme w ¢ K, un exercice classique de topologie donne dist (w, K') > 0, ce qui assure la
continuité de 1’application :

7s(#)
Vs (t) —w
donc le théoreme des intégrales a parametre offre la continuité de 1’application :

0,1] 3 (s,t) — e C,

0,1] 5 s +— /Olﬁdt e C,

—w

et enfin, la discrétion de 2iw Z C C force cette application a étre constante. U

7. Théoreme des résidus homologique

Maintenant, considérons des courbes fermées quelconques v C (2, pas forcément
simples, et qui peuvent s’enrouler plusieurs fois autour d’un point w € C.
Par exemple, soit la courbe :
v(t) = et (te(0,1]),
qui parcourt pour 0 < ¢ < 3 une premiere fois le cercle unité C' = {|¢| = 1}, puis une
seconde fois pour 1 <t < 1, et soit f(z) := 1 que I'on intdgre :

1 L | .
/—dz = / o A et dt
N = e i .

= dim
= 2 (2im),

résultat double de I’intégration sur le cercle unité C' :

1
/ —dz = 2iT.
CZ

Dans la Section 6 qui précede, si y(t) # w pour tout ¢ € [0, 1], nous avons déja introduit :

1 dz
Ind.,(w) = Yl e
¥

Pour le point w := 0, toujours avec f(z) = % et avec la courbe :

Y(t) = e**m (te[0,1]),
ou k € Z est un entier, il est visible que la courbe tourne k fois autour de I’origine, ce qui
est confirmé par le calcul suivant :

1 [ dz 1 1 k2im ek
Ind,(0) = — [ — = — —————dt = k.

~ 9 ~ 9 ke 2imt
2im ), z 2 J, e o
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En fait, pour se convaincre encore mieux que Ind,(w) compte effectivement le nombre
(orienté) de tours que la courbe ~ effectue autour de w, rien ne vaut une bonne homotopie
des familles paramétrée par s € [0, 1] :

V(t) —w >
() —w]/”

partant de v = ~,, et aboutissant a une courbe 7, (¢) située sur le cercle de rayon 1 centré
enw :

(t) = (1= ) (1) +5 (w+

y(t) —w
M(t) —w| = ‘— = (Vte[0,1]).
=l = =l
Lemme 7.1. On a v,(t) # w pour tous (s,t) € [0, 1]
Preuve. En effet, soustrayons et factorisons :
V() —w
Vt) —w = (1—s)(v(t) —w) +s
AN O
s
= (y(t) —w [(1—3)4—— :
o) =) O ]
pour constater que le deuxieme facteur est toujours > 0, quel que soit s € [0, 1]. O

Grace a I'invariance de I’indice par homotopie que le Théoreme 6.6 a établi récemment,
nous avons :

1 dz 1 dz
2ir ), z—w  2im ), z—w
Comme |71(¢) — w| = 1, on s’imagine visuellement que la courbe v, (t) se déplace sur

un cercle fixé centré en w, en allant parfois dans le sens trigonométrique, parfois dans le
sens des aiguilles d’une montre, et qu’entre le temps de départ ¢ = 0 au point 7, (0) et le
temps d’arrivée ¢ = 1 au méme point y;(1) = ~;1(0), "indice de ~; par rapport 2 w compte
effectivement le nombre de fois que ~y; a tourné autour de w.

Au final, grace a I’homotopie qui précede, on a bien compté le nombre de fois que v a
tourné autour de w.

Au moyen de ce concept mathématique de « nombre de tours », voici une version ho-
mologique prototypique du théoreme de représentation intégrale de Cauchy.

Théoreme 7.2. Dans un ouvert simplement connexe ) C C, soit un point-singularité w €

(), et soit une courbe Cgplm fermée :
7 € Q\{w}.
Alors toute fonction holomorphe [ € O(X) satisfait :
1 f(z)
- Ind = — | —*dz.
)t () = 5= [ L

Ainsi, la courbe v est autorisée a s’éparpiller comme un trés long serpent dans €2, et il
faut affecter la valeur f(w) de la multiplicité entiere Ind,(w) € Z pour en tenir compte.
Jusqu’a présent, pour un cercle v = C, ou plus généralement pour un contour de Jordan
v =1T"avec w € I'j, on avait :

1[G

flw) -1 = ———dz,

2w Jp z—w
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c’est-a-dire implicitement, on avait un indice valant :

1 = Indp(w).
Démonstration. La fonction :
M lorsque z # w,
g(z) == zZ—w
f(w) pour z = w,

est holomorphe dans Q\{w}, et aussi au voisinage de w, grice au développement auxi-
liaire :

n:

X fFM(w n
f(z) = f(w)—l—f'(w)(z—w)—i-z / (‘ )(z—w) ,

qui fait voir son analyticité pour z proche de w :

= [

g(z) = f'(w) + ICESI

n=1

Comme (2 est simplement connexe, g admet une primitive G € '(Q)) avec G’ = g, donc
puisque -y est fermée, on a :

ce qui offre la conclusion :

0:% 7g(z)dz
1 f(2) 1 dz
= i v—z_wdz—f@ﬂ[, —
1
= 5 : %dz—f(w)lnd,y(w). 0

Apres ce préliminaire dans lequel il faut comprendre que :
Res@ (w) = f(w),
nous parvenons enfin au

Théoreme 7.3. [des résidus homologique] Dans un ouvert simplement connexe () C C,
soit un nombre fini L > 1 de points-singularités mutuellement distincts wy, . .., w_ € €, et

soit une courbe €, fermée :
v C Q\{wl, e ,wL}.
Alors pour toute fonction holomorphe f € O(Q\{w1,...,w.}) en-dehors de ces points,
ona:
1
%/ f(2)dz = Ind,(w) - Resy(wy) + - - - + Ind. (w,) - Resy(wy).
y
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Démonstration. 11 existe un rayon r > (0 assez petit pour que les disques
D, (w),...,D.(w) D8 ()
aux disques épointés D (w,) = D, (wy)\{we} admette un développement de Laurent
normalement convergent :

o0

f2) = > ag(z—w)" (1< <L, 2 € D3 (we)).

n=—oo
Nous avons déja vu dans le chapitre précédent que chaque partie singuliere :

-1

he(z) = ) agn (2 —wp)"

& 0(C\{w))

est holomorphe dans C tout entier épointé de wy.
Ensuite, sachant que pour tout n < —2, la fonction (z —w,)"™ admet dans C\{w,} la pri-
mitive holomorphe #1 (z —w,)™ ™!, la convergence normale justifie de calculer aisément :

/whE(Z)dZ: Z agn/ Z—'LUg dz

= a1 2w Ind, (wy)
= Resf(wg) 2@'7r|nd7(wg) (1<e<u).

Lorsqu’on soustrait toutes ces parties singulieres :

9(2) = f(2) —hi(z) =+ — hu(2)
€ 0(Q),

on obtient une vraie fonction partout holomorphe, et comme elle admet une primitive G' €
O () avec G’ = g dans I’ouvert simplement connexe 2, il vient puisque  est fermée :

ce qui nous permet d’atterrir en douceur a bon port :

1
= 2m/f dz——/hl )dz — - —% hi(z)dz
= 2m/ f(2)dz — Ind, (w;) Resy(wy) — -+ — Indv(wL)Resf(wL). O

8. Théoreme des résidus sans connexité simple

Maintenant, si nous souhaitons supprimer 1’hypothese de simple connexité de €2, il est
nécessaire d’imposer une condition topologique.
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Théoreéme 8.1. [de Cauchy, sans simple connexité] Soir () C C un ouvert arbitraire et
soit v C §2 une courbe ‘Kplm n’entourant aucun « trou » de ), au sens on :

0 = Ind,(a) (YaeC\Q).

Alors toute fonction holomorphe f € O(X) satisfait ’annulation de Cauchy :

[ see

De plus, en tout point w € Q\~y hors de la courbe :

Ind () - £ (1) = S

2z7r . z—w

Démonstration. La premiere formule découle sans effort de la seconde, appliquée a la fonc-
tion f(2) := (2 — w) f(2) en choisissant un point fixé quelconque w € Q\ :

ind. (1) - F(w) = Ind.(w) -0 = 0 = L [E=9LTE)

2im (z—w)

:zm/f

Afin d’établir cette seconde formule, introduisons la fonction de deux variables com-
plexes z,w € €} :

gy = [T e = 2
f'(w) pour z = w,

qui est €° et méme €’ dans 2 x ) grice a une formule valable pour z ~ w proche de w
que nous avons déja utilisée :

f(z) = flw) fO D (w) n
L = f(w)+n2:: T G
Ensuite, définissons :
h(w) := i H(z,w)dz (weQ).

5

Assertion 8.2. Cette fonction h € O(X2) est holomorphe dans Q.

Preuve. La continuité de / et le théoréme de continuité des intégrales a parametre(s) assure
tout d’abord que h € €°(Q).
Pour vérifier I’holomorphie, il suffit de tester le critere de Morera sur tout triangle fermé

T=TcQ:
1
/ hw)dw = — (/ H(z,w)dz) dw
oT 2 Jor v

1
[Fubini] = — (/ H(z,w) dw ) dz
2im ), \Jor 5
=0,
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I’annulation du terme souligné étant justifiée par le fait que la fonction w — H(z, w) est
holomorphe dans €2, c’est-a-dire a une singularité illusoire en w = z, comme le fait voir le
développement symétrique de celui qui précede :

w) — f(z 2, ftl) (4 n
H(z,w):—f(uz_it():f’(z)%—z—{n_i_l()!)(w—z). O

A présent, introduisons :
T := {a € C\y: Ind,(a) =0}
[Hypothése] D C\Q,
et pour w € T, définissons :

1
g(w) = — JE) dz.
2im ), 2 —w
Assertion 8.3. Dans T N, les deux fonctions g = h coincident.
Preuve. En effet, pour tout w € T N, d’olt w ¢ ~, reconnaissons 1’indice Ind, (w) = 0,
qui disparait :

by — L [ TR =)

20 . Z—wW ®
1 1 d
= 5= Md?f—f(w)f/ -
20T N 2= W 20T Wz—wo
= g(w) — 0. O

Comme T D C\(2, la fonction :

h(w) lorsque w € €,
F(w) =
g(w) lorsque w € T,

est définie sur C tout entier, et holomorphe, ¢’est-a-dire :
F e 0(C).

Mais comme I’indice Ind.,(-) est constant dans les composantes connexes de C\ v, et vaut
0 dans "'unique composante connexe non bornée D, de C\~, d’apres la Proposition 6.5,
on a aussl :

T D D.

Par conséquent, les valeurs de la fonction /' sont données par la seconde formule pour tout
w € Dy :

Flw) = g(w) = — [ L& 4. wene,

20T y 2= W

et comme D, contient le complémentaire C\ER d’un disque fermé de rayon R > 1 assez
grand centré a I’origine, il vient :
1 z
F(w) = —/ mdz (¥ |w| > R),
2im J, w

z —
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d’ol en prenant R assez grand pour que v C ﬁg, toujours pour |w| > R :

P < o [ Lo

27 ), |z —w

1 2
< — = [
< gpmaelsly [ 1

1
_ N )
— <m$x|f\ ongueur (7)) — 0,

R — 00

donc ' € O(C) est holomorphe bornée avec |F'(w)| — 0 a I'infini, ce qui la force, a
cause du théoreme de Liouville, non seulement a étre constante, mais aussi a étre égale a la
constante nulle !

Tout ceci signifie, en restriction a 2\ 5 w, que nous atteignons la formule annoncée :

0 = F(w) = h(w)
_ b ﬁdz—f(w)i/ dz

i y 2= W 20T Z—w

Théoreme 8.4. [des résidus, sans simple connexité] Soir () C C un ouvert arbitraire, et
soit vy C ) une courbe ‘Kplm n’entourant aucun « trou » de ) :

0 = Ind,(a) (VaeC\Q).

Soit un nombre fini L > 1 de points-singularités distincts wy,...,w, € §), et soit une
fonction holomorphe en-dehors de ces points :

f E ﬁ(Q\{wl, o .. ,wL}).

Alors :
1
%/ f(2)dz = Ind,(w;)Ress(wy) + - - - + Ind, (w.) Resg(wy).
-

Démonstration. Les arguments sont presque identiques a ceux de la démonstration du pré-
cédent Théoreme 7.3, en soustrayant les L parties singulieres pour avoir une fonction par-
tout holomorphe :

9(z) = f(z) =(2) = = hu(2)
€ O(Q),
le fait que f7 g(z) dz = 0 ne provenant plus d’une hypotheése de simple connexité sur (2,
mais directement de la premiere partie du Théoreme 8.1 qui vient d’étre démontré. |

9. Dénombrement de zéros et de poles

Grace a notre présentation de la fonction logarithme complexe, si une fonction holo-
morphe f € (), C*) ne s’annule pas en tous les points z € €2, on peut définir :

log f(z) = Iog}f(z)‘ +iarg f(2) + 2in Z,
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. . . , . / L, . .
mais cette « fonction» est multivaluée. Puisque (Iog z) = % la formule de dérivation
composée montre que la dérivée de cette fonction multivaluée :

AC)
(lng(Z)) - f(Z)

est une vraie fonction holomorphe univaluée. Alors le long d’une courbe 7 de classe %plm
qui ne rencontre aucun zéro de f, I’intégrale :

P oy ]

| ey 4 = esr@] )
— log|f(+(1))] — log |/ (2(0)|, +i (arg f(+(1)) — arg / (+(0)))
=i (arg f(v(1) — arg f(v(O))>

s’interpréte comme la variation de I’argument de f(z), supposé variant contintiment, lors-
qu’on parcourt . Nous allons voir que ce différentiel d’argument est entierement déterminé
par les z€ros et les pdles de f qui sont situés « a I’intérieur » de ~.

Terminologie 9.1. La dérivée logarithmique d’une fonction f € ¢/(£2) en un point z € Q

ou f(z) # Oest:
f'(2)
f(z)

En guise de préliminaire, commengons par observer que bien qu’on n’ait pas en général
de formule d’additivité :

log (fl f2) fax log f1 + log fo,

une vraie additivité existe quand méme au niveau des dérivées logarithmiques, comme le
montre un petit calcul :

(1 /o) _ fifat fifs f_{+f_£
fif2 fif2 fi  fo
qui se généralise aisément :
(of) A, h
Aot AR

Maintenant, rappelons que si f € €/(Q2) avec f # 0 a un zéro d’ordre n > 1 en un point
zp € €, elle se factorise comme :

f(z) = (2 = 2)" 9(2),
avec g € 0(1Q) satisfaisant g(zy) # 0, d’ou pour la dérivée logarithmique :

£E) 0 g0

f(z) z— 2 9(2)’
'(2)

le reste gg(—z) étant holomorphe pres de zy. De maniere similaire, si f a un pole d’ordre

m > 1 en un point wy € (2, puisqu’elle se factorise aussi comme :

fz) = )

(z — wo)™’
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il vient :
= +
fz)  z—wo  h(z)
Nous retrouvons ainsi — cf. la Proposition 3.3 — que fTI a des pdles simples aux z€ros et
aux poles de f, avec :

fe) _ —m W)

Res (zo) =n et Res (wg) = —m.
7 i
Ce sont ces zéros et ces pdles qui gouvernent la variation de I’argument.

Théoreme 9.2. [Principe de ’argument] Soit un ouvert () O I'UT';,; contenant un contour
de Jordan et son intérieur, et soit une fonction f € .4 (£2) méromorphe dans ). Si f est
holomorphe et jamais nulle au voisinage de 1" :

[ € #(Q) N o*(voisinage(T)),

et si elle possede a l'intérieur un nombre fini K > 0 de zéros z1,...,2x € Linx d’ordres
ni,...,ng = 1 ainsi qu’un nombre fini L > 0 de poles w,...,w. € 'y d’ordres
my,...,my = 1, alors :
L [ f©
il dc = . _ — e — M.
i i f(() C ny + —+ Nk mq my,
De maniere abrégée :
1 /()
Py d¢ = #zéros(f) — #poles(f),
2ir Jr f(C)

comptés avec multiplicité, en supposant donc que I' ne contient ni z€ro ni pdle. En parti-
culier, quand f € 0(2), c’est-a-dire quand L = 0, cette formule permet de comptabiliser
le nombre total de zéros de f a I’intérieur depuis le bord de la piscine, en montrant ses
biscoteaux.

Démonstration. Grace au rappel des valeurs ng, 1 < k < K, des résidus de f7/ en les zéros
2 de f, ainsi que des valeurs —my, 1 < ¢ < L, de ceux en les pdles wy, cette formule est
un corollaire direct du Théoreme 4.3. |

Voici deux variations de ce Principe de I’argument, qui sont inspirées du Théoreme 7.3
et du Théoréeme 8.4, et en sont corollaires directs.

Théoreme 9.3. Dans un ouvert simplement connexe $) C C, si une fonction méromorphe :

fe . #(Q)
possede dans 2 un nombre fini K > 0 de zéros zy,...,2x € Q d’ordres ny,...,ng > 1
ainsi qu’un nombre fini L > 0 de pdles wy,...,w, € S d’ordres my,...,m_ > 1, et si

v C 2 est une courbe fermée Cﬁplm ne les rencontrant pas :

v C Q\{zl,...,zK, wl,...,wL},

alors :

1L [0, < -
air ], 7 % = 2 I e e = 2 i o)

Le méme résultat vaut dans un ouvert arbitraire ) C C en supposant que v n’entoure
aucun « trou » de 2 :
Ind,(a) = 0 (VaeC\Q). [
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Terminons ce chapitre par une derniere application théorique du théoreme des résidus
pour les contours de Jordan.

Théoreme 9.4. [de Rouché] Soient deux fonctions f,g € O(Q2) holomorphes dans un
ouvert ) O I'UIL,: contenant un contour de Jordan I de classe %plm ainsi que son intérieur.
Si:

|f(2) = 9(2)| < |g9(2)] (Vzel),

alors f et g ont le méme nombre de zéros dans s, comptés avec multiplicité.

Démonstration. L’hypothese-inégalité garantit (exercice visuel) que ni f ni g ne s’annulent
sur I', d’ou f # 0 et g # 0 dans I’ouvert connexe [, et comme I" U I';,; est compact,
f et g ont alors, grice au principe des z€ros isolés, un nombre fini de zéros dans I’y —
heureusement !

La fonction-quotient :

h(z) = %

est méromorphe dans un certain sous-voisinage ouvert connexe :
w D I'Ul avec w C Q,
et elle est holomorphe dans un certain voisinage ouvert :
w DT,

assez rétréci pour que g # 0 ne s’y annule jamais, ce qui est possible par continuité puisque
gF# Osurl.

Alors une division par ¢(z) dans I’inégalité-hypothése donne, quitte a rétrécir w si né-
cessaire :

‘h(Z) — 1’ <1 (Vzew).
Autrement dit, h: @ — {w € C: |w — 1] < 1} envoie w dans le disque ouvert D;(1)

de rayon 1 centré en 1. Comme D, (1) € C\R_, nous pouvons utiliser la détermination
principale du logarithme :

logz = logr +1i60 (r>0, —m<0<m),

pour composer et obtenir une fonction :

log h(2),
ayant pour dérivée :
W) fE) ge)
hz)  f(z)  g(2)
ce qui nous offre une belle primitive ! Comme I' est fermé, c’est terminé :

1 h’()

B f’ N O
B 227r/ f(2) d 2 Jp g(z) d

™
[Théoréme 9.2] = # zéros (f) — # zéros (g) d

(z€l),
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10. Caractérisation de la connexité simple en termes d’indices

Il est maintenant intéressant de comparer les diverses formules des résidus obtenues
jusqu’a présent, notamment le Théoréme 7.3 et le Théoreme 8.4. A cette fin, nous devons
interpréter la connexité simple du point de vue du complémentaire de 1’ouvert §2.
Théoreme 10.1. Dans un ouvert borné €2 C C, on a équivalence entre :

(i) €2 est simplement connexe;
(ii) 0 = Ind, (w) pour toute courbe €, fermée v C Q et tout point w € C\Q;
(iii) C\(2 est connexe.
L’implication ascendante (iii) = (i) est profonde, elle nécessite le Théoreme d’ap-

proximation de Runge, comme nous 1’avons déja vu, et elle nécessitera aussi le Théoreme
de Riemann conforme, qui sera démontré dans le prochain chapitre.

Démonstration. (i) = (ii). Soit un point quelconque w € C\{. La fonction f(¢) := C_Lw

est clairement holomorphe dans 2. Comme (2 est simplement connexe, elle admet une
primitive F' € 0(Q), avec F'(¢) = f(¢). Soit 7: [0,1] — € une courbe %, fermée :
7(0) = ~(1). Alors I'indice concerné s’annule effectivement :

Ind () = 5 / F(Q) ¢ = F(3(1) = F(5(0)) = 0.

(ii) = (iii). Supposons par I’absurde que le fermé C\(2 n’est pas connexe. De maniére
équivalente, il existe une décomposition :

C\Q = F1 U F;,
en deux fermés non vides disjoints.
Assertion 10.2. Un seul parmi F) et F; est non borné.

Preuve. Comme (2 est borné, il existe un rayon R >> 1 assez grand pour que {2 C ;. Mais
alors 1’extérieur (C\]D)R C C\Q de ce disque est connexe, donc dans sa décomposition en
deux fermés (relatifs) :

C\Dx = [(€\D) nA] U [(©\p) n R,

un seul peut etre non vide, disons le premier, d’ou :

F; D C\Dy,
et par conséquent 1’autre F, C Dy est borné. U
Re-notons alors :
C\Q = FUK,

ol F' # () est fermé et K # () est compact.

Pour atteindre une contradiction, nous allons construire une courbe Cgplm fermée v ‘ex-
plicite’, et trouver un point w € C\{2 tel que 0 # Ind,(w). Cette courbe y sera construite
comme partie du bord d’une réunion finie de petits carrés de chocolat bien choisis.
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Proposition 10.3. Dans le plan complexe C, soit un fermé non vide F # (), soit un compact
non vide K # () avec K N F = () de telle sorte que :

d = dist (K, F) > 0,

et soit un point quelconque w € K. Alors il existe une collection finie {@1,@2, e ,@L}
de carrés fermés appartenant a une grille uniforme dans le plan de coté 5 > 0 avec § < d,
qui satisfont :

(a) w € Q1 appartient a Iintérieur de ()1 ;

(b) pour tous 1 < {1 # Uy < L, les intérieurs Qg N Qp, = O sont disjoints ;

(¢) K est contenu dans I’intérieur de la réunion LZJ Qs
1<l<L

(d) KLEJ@ Q, est disjoint de F';

(e) le bord de L£J Q, est entierement contenu dans " ouvert () := (C\(FUK), et il consiste
1<l<L

en un nombre fini M > 1 de courbes polygonales fermées simples ., . . . , Yy disjointes deux
a deux.

Démonstration. Découpons le plan C le long d’une grille uniforme infinie de coté 0 <
3§ < d de telle sorte que w se trouve au centre d’un des carrés fermés d’aire (39) x (39)
de la grille.

Soit alors {El, e ,EJ} la collection finie de tous les carrés fermés qui intersectent K,
dont les bords sont orientés dans le sens trigonométrique. On peut supposer w au centre du
carré ouvert [?;. Alors on vérifie (exercice) que cette collection satisfait les propriétés (a),
(b), (c), (d) de la proposition. Pour garantir que (e) est aussi satisfaite, nous allons devoir
remodeler cette collection, comme suit.

Le bord topologique de la réunion :

K = U Ej
1<i<d
consiste alors en la réunion des cotés des carrés qui ne sont pas frontiere commune entre
deux carrés de la collection. Appelons-les segments bordants. Leur réunion forme une
courbe polygonale — pas forcément connexe — constituée de segments dirigés par la
grille.

Sur le bord 0% de cette région, on trouve des sommets, qui sont par définition toutes
les extrémités de tous les segments de longueur 3 bordants, tandis que les sommets
«intérieurs », ont disparu, engloutis.
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On dira qu’un sommet appartenant a un segment bordant est confluent s’il est extrémité
d’un nombre > 3 de segments bordants. On se convainc (exercice) que ce nombre est
toujours exactement égal a 4. Ces sommets confluents posent probleme pour définir les
courbes simples fermées disjointes 71, . . . , Yu, car en eux, elles se rencontrent. Nous devons
donc éliminer tous les points confluents. Soit P > 0 le nombre de points confluents.

Rien de plus simple ! Trisectons la grille de départ et remplagons-la par une grille uni-
forme de cote % = d. Les carrés R; pour 1 < j < J sont alors remplacés par 9J sous-carrés
fermés, qui forment une nouvelle collection {@Q, ..., Qq,} de cardinal nonuple. Le point
w € R qui était au centre de R; est alors encore au centre d’un unique carré ouvert de la
nouvelle grille, disons (1.

Comme le montre la figure, afin de fusionner les courbes bordantes qui se recontrent
en des points confluents, on ajoute 2 carrés au voisinage de tout point confluent. Avec
L := 97+ 2P, notons alors :

{Qi.-.Qu}

la collection, définitive, des carrés fermés ainsi obtenus. On se convainc (exercice) que cette
collection satisfait toujours les propriétés (a), (b), (c), (d) de la proposition. Nous affirmons
que cette collection satisfait aussi (e).

En effet, soit [a;, a] un segment bordant (de longueur §) pour la réunion :

U @
1<U<L
Alors ay est le point de départ d’un autre segment bordant [as, as]. En continuant de cette
maniére, on construit une suite de segments bordants [a1, as), [az, as], ..., [ap, Gpi1], - ..
Puisqu’il existe seulement un nombre fini de segments bordants, la suite de ces sommets
est forcée de satisfaire a, = a, pour un certain p et un certain ¢ > p + 1. Choisissons le
plus petit tel entier p et le plus petit entier g.

Assertion 10.4. Onap = 1.

Preuve. Si on avait au contraire p > 2, alors le point a, serait sommet d’au moins trois
segments bordants :

[apfla ap] ) [apa aerl] ) [aqfla @q} )
donc a, serait un sommet confluent, mais on les a tous supprimés a 1’avance ! U
Par conséquent, le polygone formé par les sommets a4, ..., a, est une courbe fermée
simple, disons ;.
Enfin, les autres courbes s, . . ., 7y sont construite au moyen du méme procédé. U

Grace a cette proposition, nous pouvons maintenant aisément conclure I’implication (ii)
= (iiii), toujours en raisonnant par I’absurde. Orientons, comme nous 1’avons dit, le bord
0Q), de chaque carré dans le sens trigonométrique. Puisque w € ()1 est a I’intérieur de @1,
onaw & Q, pour 2 < ¢ < L, et la formule de Cauchy donne :

/an =1

Ensuite, si 71, . . ., 7y désignent les courbes polygonales fermées simples disjointes sa-
tisfaisant (e) de la Proposition 10.3, des annulations entre intégrales effectuées sur des

1<Z<L
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paires de segments orientés de maniere opposée permettent de récrire cette identité sous

la forme :
L
— um J,, (—w

Par conséquent, on doit avoir Ind,,, (w) # 0 pour au moins un indice m,. Par construc-
tion, la courbe v,,, C 2 est entierement contenue dans 1’ouvert, et ainsi, v := ~,,, apporte
la contradiction annoncée.

Modulo I’'implication (iii) = (i) qui ne pourra étre établie que dans le chapitre suivant,
la démonstration s’ arréte. U

11. Synthese intermédiaire : connexité simple et holomorphie

Nous pouvons énoncer un résultat intermédiaire en direction d’une synthese théorique
toujours en suspens depuis que nous avons €difié la théorie de Cauchy, mais qui ne pourra
étre achevée que dans le prochain chapitre.

Théoréeme 11.1. Pour un ouvert non vide borné Q) C C, les 4 conditions suivantes sont
équivalentes.

(i) Q2 = D est biholomorphe au disque unit¢ D C C.

(i) Q est simplement connexe.

(i) 0 = Ind,(w) pour toute courbe 6, fermée y C €2 et tout point w € C\{L.

(iv) C\Q est connexe.

Rappelons que nous avons déja démontré que (iv) implique une propriété d’approxima-
tion uniforme des fonctions holomorphes par des polyndmes sur les compacts :

VfeO(Q) VYK C Qcompact Ve >0 3IJP(z) e Clz] telque rrgg‘f(z)—P(z)’ < e

Nous avons aussi vu que ceci entraine a son tour que pour toute courbe ‘Kplm fermée, on a :

0 = /ﬁ(é)dé (Vfeo(Q)).

Dans le prochain chapitre, nous allons établir un théoreme célebre de Riemann, d’apres
lequel ces dernieres annulations intégrales impliquent la condition tres forte (i) affirmant
que I’ouvert borné 2 C D est biholomorphe au disque unité.

12. Exercices

Exercice 1. Soit {2 C C un ouvert étoilé en I’un de ses points.
(a) Montrer, pour toute courbe ‘Kplm fermée v C (), et pour tout w ¢ 2, que :
0 = Indy(w).
(b) Généraliser cela aux ouverts simplement connexes 2 C C.
Exercice 2. Soit une courbe continue 7: [0,1] — C\{0}. Montrer qu’il existe une application continue
0:[0,1] — C telle que :
y(t) = ' (vte[o,1]).

Indication: Observer que 1’exponentielle complexe C > z — e* € C* établit un difféomorphisme local au
sens ot autour de tout z € C, il existe un ouvert U 3 z et il existe un ouvert V' 3 e” tel que :

exp: U ">V
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est un difféomorphisme.

Exercice 3. EE
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Contours de Jordan ¢,

et Théoreme de Cauchy-Jordan

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction
2. Connexité du complémentaire d’un arc de Jordan %, dans C

\% 1 u ux, ctudi
Avant de traiter les courbes €’! par morceaux, commencons par étudier les arc de Jordan
©*°, i.e. qui n’ont aucune discontinuité tangentielle.

Définition 2.1. Un arc de Jordan €’ est une application ¢ :
r: [0,1] — C,

a tangente jamais dégénérée :
ar
E(t) 0 (vteo,1]),
qui est de plus injective :
0<t #t"<1 — I(t) # T(t").

C

T(0)

Grice a des fonctions-plateau € a support compact — cf. un cours d’ Analyse de Fou-
rier —, on peut démontrer que I" se prolonge a R D [0, 1] de maniére €>°. Nous pouvons
donc supposer qu’il existe p > 0 petit tel que notre application I" est définie dans I’intervalle
ouvert :

I, :=]—p, 1+p[ D0,1],
qu’elle y est injective, et que sa dérivée n’y est jamais nulle.

Convention 2.2. La paramétrisation I': [0, 1] — C et I'image seront notées par la méme
lettre :

I = r([o,1]).
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Comme le montre la figure ci-dessus, la courbe ressemble a un cheveu ondulé tombé sur
le sol. Comme I' est continue, I’'image [' = I‘([O, 1}) est un compact de C. Intuitivement,
on se convainc aisément que le complémentaire C\I" est un ouvert connexe.

Pour démontrer ce résultat, voir le Théoreme 2.6 ci-dessous, 1’idée-clé est d’ épaissir cet
arc de Jordan I" C C.

i0 140
—p ..0 1 1+4p
[
“io 1—10

Proposition 2.3. Quitte a réduire p > 0, il existe o > 0 assez petit tel que I’application
d’épaississement de I :

Er: }—p,l—i—p[x}—a,a[ — C,
définie par :
_dr’

Er(t,s) := T'(t) +SZE(t)’

est un € *°-difféomorphisme du rectangle allongé :
Cpe = } — P, 1+p[ x} —J,J[,

sur son image :
C e — Er(C3,.) = By,

qui est une bande-serpent entourant la courbe.

Notons que le vecteur non nul ¢ %(t) # 0 est obtenu par une rotation d’angle 7 a partir
du vecteur tangent Ccll—l; (t), et donc, les deux vecteurs en question engendrent I’espace tangent
a IR? en tout point de la courbe :

dr’ dar
Vects <E(t), ig(t)) — R? (vte ).
Multiplier alors le vecteur i%(t) par un nombre réel petit s € | — o, 0| nous fait nous

déplacer de maniere essentiellement orthogonale a la courbe, afin de 1’épaissir.
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9Ep
ds

Flo

s o

Démonstration. En tout point (¢,0) avec ¢ € [0, 1], les deux vecteurs de dérivée partielle :

OFy, . dr
OBy .l
E(t’ 0) = 0+ E(t)’

sont linéairement indépendants, puisque - (¢) # 0 par hypothese.

Grace au théoreme d’inversion locale établi dans un cours de Calcul Différentiel, ceci
implique I’existence, pour tout ¢ € [0, 1], d’un certain voisinage ouvert V; de (¢, 0) dans R?,
tel que la restriction de Er a V; établisse un € *°-difféomorphisme de V; sur son image :

Vi = Er(V;).

De plus, quitte a réduire p > 0, un argument de compacité permet de se convaincre
qu’il existe ¢ > 0 tel qu’on ait uniformité de la taille de ces ouverts V;, c’est-a-dire plus
précisément, pour tout ¢ € [0, 1], ’application Er établit un € *°-difféomorphisme :

@4 Jt=pttp[x] =00 = E(Jt—p t+p[x] -0 0]).
En particulier, Er est injective sur chacun de ces petits rectangles |t —p, t+p[ x| — 0, o],
quel que soit t € [0, 1].

Assertion 2.5. Quitte a réduire o > 0, I’application d’épaississement Er est globalement
injective dans le rectangle allongé :

e = U ]t—p, t—i—p[x] — 0, U[.
te(0,1]
Preuve. 1l existe une constante 0 < C' < oo telle que pour tout ¢ € [0, 1] :

T(t)] < C et LT <.
De plus, les deux hypotheses :
e I': [0,1] — C injective;
o 25(t) # 0 pour tout ¢ € [0,1];
entrainent (exercice) 1’existence d’une constante 1 < M < oo telle que :
LIt —t| < |TE)=T@)] < Mt -t
quels que soient ¢/, ¢ € [0, 1].
Si on a coincidence de deux valeurs :

EF (t/, S/) = Er(t, S),
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c’est-a-dire si :
T(t)+s i) = T(t) +si (1),
une réorganisation adaptée :

L) —T(t) = sid(t) — s 1 9 (t')

= (s—)iTt) +is (%(w_%(tf)),
conduit a la minoration :
Lt —¢| < () = T(1)]
dr’
_ / _t /
s =51 |20 + 15!

< &) — 5 ()
<20C+02C,

dt

d’ou:
' —t| <4CMo (< 1).
En réduisant alors au besoin 0 < ¢ < 1 afin que :
4C Mo < p,

on garantit que les deux valeurs (¢, ") et (¢, s) appartiennent a I’ouvert |t — p,t + p[ x | —
o, 0| dans lequel Er est injective, grice au fait que (2.4) est un difféomorphisme.
Donc (¢, s") = (t, s), et enfin, Er est globalement injective dans —,, . O

Nous pouvons maintenant terminer la démonstration de la Proposition 2.3. Le théoréme
d’inversion globale, énoncé au début du prochain chapitre sur le théoréeme de Riemann
conforme, garantit alors que Er est un difféomorphisme de T, , sur son image, puisque
Er est un difféomorphisme local et est une application globalement injective. U

Grace a cette Proposition 2.3 cruciale, nous voyons qu’il existe un ouvert connexe
B,, D I' en forme de «bande-serpent» qui contient et entoure notre courbe. De plus,
comme nous voyons sur une figure qui précede que 1’ouvert complémentaire du segment
horizontal [0, 1] x {0} dans notre rectangle allongé :

:IP:U\ [07 1] X {0}7
est connexe, nous déduisons que son image par le difféomorphisme Er :
T :=B W\F

est aussi un ouvert connexe. Nous pouvons donc faire le tour complet de notre arc de Jordan
I" dans ce tres pratique «jardin» Y.

Théoreéme 2.6. [Arcs de Jordan ¢*°] Le complémentaire C\I" de tout arc € de Jordan
I' C C est connexe.

Démonstration. Commencons par un préliminaire topologique. Etant donné un fermé quel-
conque F' C C, I’ouvert C\ F' se décompose en composantes connexes :

C\F = U w,,
acA
ou les w, sont des ouverts maximalement connexes disjoints :

@ = Wq ﬂwa/ (VO‘7£O/)7
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Rappelons la propriété de maximalité des composantes connexes. Si on a w, C w avec un
ouvert connexe w C C\TI', alors nécessairement w,, = w.

Il en découle que si un ouvert connexe Y C C\I" rencontre une composante w,, i.e. si
() # T N wy, alors par maximalité, on a nécessairement T C w,. Rappelons aussi que si
deux ouverts connexes w; et wy dans C sont d’intersection w; N Wy # () non vide, alors
wy U (w9 est connexe.

Lemme 2.7. Soit F' C C un fermé, soit C\F = Uyea w,, la décomposition de son complé-
mentaire en composantes connexes. Alors pour tout o € A :

Ow, C F.

Preuve. Par 1’absurde, supposons qu’il existe « € A et un point p € Jw,\F. Comme
p&€ F,onap € Uyegwy. Comme p € Qw, et comme dw, Nw, = (), on ap & w,. Donc
il existe o/ # « avec p € w,. Mais alors par ouverture de w,,, il existe un rayon > 0
assez petit pour que D, (p) C wy.

Comme p € w,, il existe des points ¢ € w, arbitrairement proches de p, donc il existe
des points :

q € Wo MNwy,
ce qui implique la connexité de I’ouvert réunion W := w, U w,, strictement plus gros
que w,, puisque p € @\wa. Tout ceci contredit ’hypothese que w,, est une composante
connexe. Donc aucun p € &ua\F n’existe. Il
Nous pouvons maintenant terminer la démonstration du théoreme. Avec F' := I, dé-

COmMposons en composantes connexes :
C\I' = U w,.
\ acA «

Ainsi, chaque w,, satisfait 0w, C I'. En particulier, w, N T # (). Donc il existe des points
Jo € Wa, d’00 g, € T, qui sont arbitrairement proches de I'.

Mais alors, puisque notre bande B, , O I' est un voisinage ouvert de I' dans C, il existe
pour chaque o € A des points :

foa € WaNT ol T = B,,\I

Or comme I’ouvert T est connexe — point absolument crucial! —, chaque composante
connexe w, O T le contient nécessairement. Donc toutes les composantes connexes w,, se
rencontrent dans le «jardin» T, et par maximalité, elles doivent toutes coincider avec une
unique composante connexe de C\I'.

Ainsi Card A = 1, et en conclusion, C\I" est bien connexe. O

Maintenant, au lieu de supposer I lisse, i.e. de classe €, traitons le cas plus général et
nettement plus adapté aux applications a la théorie des résidus, ot I" est ¢! par morceaux,
ce qu’on notera Cfplm. A nouveau, nous supposerons que la dérivée n’est jamais nulle, ce qui
garantit que I’image :

I = 1([0,1]),

possédent une forme géométrique définie. Comme toujours, on identifie une courbe a sa
paramétrisation.
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Rebroussement
Deuxieme espece

Rebroussement

Point anguleux N N
g Premiére espece

op

p

Définition 2.8. Un arc de Jordan ¢, dans C est une application continue I': [0, 1] — C

de classe ! sauf en un nombre fini de points dans 0, 1], & tangente partout non nulle, et
sans point de rebroussement.

Explicitons cette définition. On suppose donné un nombre M > 0 de points de disconti-
nuité de la dérivée :

to =0 <t <ty < -+ <ity1 <ty <1 =ty

on suppose que la courbe continue I" est €’ sur chacun des M + 1 intervalles :

|:07 t1:| ’ |:t17 t2:| ) s |:th17 tM] ) I:tMv 1i| )
et on suppose que pour tout entier 0 < m < M :
ar
E(t) #£0 (VE [tmotms1])-

$(0) Yo (t2)

Y(tu—1)¥

7Y,

Bien entendu ici, aux points-extrémités de ces intervalles, les dérivées dont nous parlons
sont des dérivées a gauche et a droite :

dr , _ . T(tm —¢e) = D(tn)

E(tm) = El'go — £ 0,

dl’ . D(tm+e)—T(tm)

el 5 W m m

7 (ty) - sl'go # 0.
Hypothese 2.9. Aux points t1,ts, ..., ty, tme1, la tangente subit de vraies discontinuités,
mais la courbe n’effectue jamais de rebroussement.

o (tn)
o (th)

dv(tm-1) Y (tmt1)

En introduisant :
dl’, . dI
= Angle <E(tm), E(t;)>,

nous supposons donc que :

0 < |ozm‘ < (1<m<m).
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Ré-exprimons encore d’une autre maniere ces hypotheses. En utilisant des fonctions-
plateau et cut-off, de classe ‘501 ou €2°, on peut construire des extensions a des intervalles
légerement plus grands :

r,,: }tm_gm,tm+1+5m[ — C,

le[tm,tmﬂ] - I‘|[tmﬂtm+1] (O<m < M),
avec €, > ( petit, a tangente géométrique partout existante :
ar
d_tm<t> # 0 (VtE tm—em, tms1+em])-

Les images dans C de ces I',,, constituent alors des morceaux articulés de courbes satisfai-
sant la condition de continuité :

Fm_l(tm) = Fm(tm) (1<m<m).

Sans parler de dérivées a droite ou a gauche, les angles o, en question peuvent alors étre
vus comme angles entre ces morceaux de courbes aux points d’articulation :

dly, 1 ar’
2 (t). d—:(tm) (1<m<m),
toujours sous 1’hypothése 0 < |ay,| < 7 qui exprime que les points sont anguleux, ou
autrement dit, non-rebroussants.

O = Angle(

10

—1i0

Une fois ces hypotheses explicitées, nous pouvons présenter un énoncé intéressant qui
généralise la Proposition 2.3 et dont la démonstration est tres proche. Mais comme elle
est techniquement exigeante, sans toutefois apporter d’éclaircissements utiles, nous 1’élu-
derons. Contentons-nous de mentionner, comme la figure tente de I’exprimer, qu’on peut
s’imaginer empoigner une bande-serpent lisse, puis la déformer adéquatement en les M
points anguleux, comme les hommes forts qui tordaient des barres de fer sur les foires
paysannes anciennes.

Proposition 2.10. Pour p > 0 et 0 > 0 assez petits, il existe une application d’épaississe-

ment :
Er: t,, — C

(t,s) — Ep(t,s),
qui prolonge la courbe :
Er(t,0) = I'(2),
qui effectue un homéomorphisme du rectangle-source sur son image :

Bp,a = EF (:Ipﬂ) s
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qui est €1 dans le rectangle allongé épointé :

), = :1,)70\ {(t1,0),..., (tw,0)},

et qui établit un € -difféomorphisme de ce rectangle épointé sur la bande-image épointée :
e 5 By, = By \ (1), Tl 0

Grace a cet énoncé, les démonstrations deviennent identiques, en considérant 1’ouvert
connexe :

T :=B,,\I' = Er (SM\ 0,1] % {0}).

Théoréme 2.11. Le complémentaire C\I' d’un arc 6, de Jordan T' C C est toujours
connexe. U

3. Théoréme de Jordan pour les contours I' C C de classe ¢,

Quand ’arc de Jordan I' se referme, i.e. quand il revient a son point de départ (sans
s’auto-intersecter en route), la géométrie globale change. La courbe devient une « cloture »,
qui enferme certains moutons (étudiants ?) a I’intérieur d’un enclos.

QO

En effet, I’ouvert qui correspondra a I’ouvert-bande T que nous avons considéré dans
la section précédente ne sera plus connexe, il consistera en deux composantes connexes
T, et T, lesquelles sont deux demi-bandes situées d’un coté et de I’autre de la courbe I'.
C’est le fait qu’il y ait deux composantes connexes distinctes de part et d’autre de I' qui
constituera la raison profonde du célebre Théoreme de Jordan, d’apres lequel C\I" consiste
en exactement deux composantes connexes.

Dorénavant, nous supposerons donc que la courbe I' est fermée simple, comme dans la
théorie des résidus de Cauchy.

Définition 3.1. Un contour de Jordan %”plm dans C est une courbe continue fermée simple
[':[0,1] — C de classe ¢, sauf en un nombre fini M > 0 de points, a tangente partout
non nulle, et sans point de rebroussement.

Puisque I" est fermée, 1’espace naturel de paramétrisation d’un contour de Jordan n’est
pas le segment [0, 1]; c’est plutot le cercle unité :

Sto= {eie eC: 0e ]R}.
Comme dans un cours d’Analyse de Fourier, on identifiera ce cercle a I’ensemble des
nombres réels modulo 27, que 1’on notera parfois :
T :=R / 217,
et alors la courbe est une application %plm :
- T — C
0 — T(0).
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Ainsi, on suppose donné un nombre M > 0 de points de discontinuité de la dérivée :
0<b; <y < -+ <Oyq <Oy <2m;
on suppose que la courbe continue I' est €' sur chacun des M intervalles modulo 27 :
[0y — 27, 61],  [61.62], ... [Ou—1.0u];

et on suppose que %(0) # 0 sur chacun de ces intervalles. Plus précisément, pour tout
indice 1 < m < M, en introduisant :

dI’
am = Angle <%(9n—1), %(9:1)»

on suppose que les points sont anguleux sans rebroussement :

0 < |ozm‘ < (1<m<m).

Ensuite, avec o > 0 petit, on introduit I’anneau topologique :
©, = {0 e R/21Z} x {s €] —0,0[}
=T x } — 0o, U[.

Proposition 3.2. Pour o > 0 assez petit, il existe une application continue :
Er: o, — C
(0, S) — Er(0,s),
qui prolonge la courbe :
Er(0,0) = I'(0),
qui effectue un homémorphisme de I’anneau-source sur son image :

BO’ = EF(@O')7

qui est €1 dans I’anneau épointé :

® = @U\{(Gl,o),...,(QM,O)},

et qui établit un €*-difféomorphisme de cet anneau épointé sur la bande-image épointée :

o % B = Ba\{r(el),...,r(eM)}. O
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Nous en admettrons la démonstration, en tous points analogue a celle de la Proposi-
tion 2.10. Comme nous 1’avons anticipé, le complémentaire du cercle unité dans cet an-
neau :

©,\T x {0} = @) U®,
consiste en deux anneaux connexes, intérieur ®/ et extérieur © au cercle central T x {0}.
Les images des trois anneaux ©,, ©, ®,, par ’homéomorphisme Er sont alors trois
«anneaux ondulés » dans C :

BO- = EF<@a)a B: = Ep(@:), B; = Ep(@;),
En particulier, B,,, Bj, B sont connexes, eton a :
B, \I' = Bj UB,.

g

Théoréme 3.3. [Contours de Jordan %) ] Etant donné un contour Gom de Jordan T C C,
le complémentaire :

C\I' = wUQ,

consiste en exactement deux composantes connexes ouvertes disjointes :
e w C Couvert borné, avecw = wUT';

e (), C C ouvert non borné allant vers l'infini, avec {2, = oo UT.

Dans le chapitre consacré a la théorie de Cauchy, nous avons noté :
C = I‘int ur'y I‘ext>
ce qui veut dire que nous admettons les coincidences notationnelles :
w = Fint7 Qoo = Fext-

Démonstration. Commengons par des préliminaires topologiques. Décomposons en com-
posantes connexes :

C\I' = U w,.
acA

Ici, on doit donc montrer que Card A = 2. Auparavant, pour un arc de Jordan, c’était
Card A = 1.

Assertion 3.4. Toute composante connexe (ouverte) w,, de C\I intersecte B} ou B .
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Preuve. Soit w, quelconque. Comme dans la démonstration du Théoreme 2.6, cf. le
Lemme 2.7, nous savons que :

0 # w,NT,

donc il existe des points ¢ € w, C C\I" arbitrairement proches de I". De tels points sont
alors contenus dans la bande B,,, puisque cette bande constitue un voisinage ouvert de I
Ainsi on a bien :

g € B,\I' = B} UB;. O

Assertion 3.5. Toute composante connexe w,, de C\I" satisfait :

1) w, D Bj ouwy, DB, ;

2) w, DT

Preuve. (1) Quand w, NB. # () comme plus haut, puisque B est €’!-difféomorphe a I’an-
neau connexe @, donc est connexe, nous avons nécessairement B;r C w, par maximalité

d’une composante connexe.
Quand w, N B, # (), on a symétriquement B, C w,.

(2) Dans chacun des deux cas, comme chaque demi-bande satisfait clairement a travers
I’homéomorphisme Er :

=+

B

S>T ou B_OT,

g [

nous obtenons bien :
— @t — 7
We DB, DT ou W, O B, DOT. O
Attention! Nous ne sommes pas encore en mesure d’affirmer que les deux circons-
tances :
wa D B ou we O B,
sont mutuellement exclusives, puisqu’il pourrait fort bien se produire qu’une composante

connexe w, contienne ces deux demi-bandes B et B . En tout cas :

Assertion 3.6. Sous les hypothéses du Théoréme 3.3, le complémentaire C\I" consiste en
au plus 2 composantes connexes ouvertes.

Preuve. S’il y en avait 3 distinctes, w,, Wy, Wa, disjointes par définition, au moins deux
d’entre elles, disons w, et w,/, intersecteraient la méme demi-bande connexe, donc par
maximalité devraient coincider — contradiction ! |

A ce stade, le contenu principal du Théoréme 3.3 de Jordan pour les contours I' C C,
c’est qu’il y a vraiment exactement 2 composantes connexes, ¢’est-a-dire que :

Card A = 2.

En tout cas, comme I' C C est borné, la composante connexe €2, # () non bornée de son
complémentaire existe. Il s’agit donc d’établir qu’il existe une autre composante connexe
(nécessairement bornée) w de C\I'. C’est a cette tiche qu’est consacrée la prochaine sec-
tion. U
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4. Démonstration par I’argument de saut d’indice

Il faut donc trouver un critere permettant de distinguer précisément les deux compo-
santes connexes en question. Alors le concept d’indice vient a la rescousse.

Rappelons qu’étant donné une courbe v C C de classe ‘gplm fermée — mais pas forcé-
ment simple —, tout point w € C\~y de son complémentaire posseéde un indice :

1
Ind,(w) == — dz

um y E—W

Dans le chapitre consacré au théoreme des résidus, nous avons établi des propriétés fonda-
mentales que nous ré-écrivons ici dans le cas qui nous intéresse ou v := [' est un contour
de Jordan.

(P1) Indr(w) € Z pour tout w € C\T'.

(P2) L’application w — Indr(w) est constante sur chaque composante connexe de 1’ou-
vert complémentaire C\I".

(P3) Indr(w) = 0 pour tout w € €, I'unique composante connexe non bornée de C\I".

Grace a cet invariant numérique, nous pouvons caractériser de maniere plus satisfaisante
les deux composantes connexes w et (2., de C\I" dont le Théoreme 3.3 de Jordan affirme
I’existence.

Tout d’abord, puisque nous savons que {2, existe, puis grice a 1’Assertion 3.5 que
Qs D B ou que Q,, D B;, nous allons fixer les idées concernant ces deux éventualités.

Si Q. D B_, on ne change rien.

Mais si 0o, D Bj, on inverse le sens de parcours du contour I, en introduisant :
f(@) = T'(2r — 6) (VOET).
Nous affirmons que les deux demi-bandes sont alors permutées au sens ou :
B, = B};

pour s’en convaincre, rien de tel qu’une belle petite figurette !
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On peut aussi, dans le cas plus simple ou I' est supposé ", revenir a la définition na-
turelle d’une application d’épaississement que nous avons donnée pour les arcs de Jordan,
définition qui devient ici pour un contour (fermé) de Jordan :

Ba(0,s) = T(0) + si(0)
=I(2r —0) — si % (2 —0),

avec un signe « — » apres dérivation devant le parametre d’épaississement s — signe pro-
venant de I’inversion du sens de parcours —, ce qui signifie que 1’ouvert {2, qui était « a
gauche » quand on parcourt I" devient « a droite » quand on parcourt T.

Ceci justifie de supposer toujours 2., D B_ . L’énoncé technique et précis suivant ter-
minera la démonstration du Théoreme 3.3.

Théoréme 4.1. Soir un contour ‘Kplm de Jordan I' C C, soit une bande ouverte B, O I
homéomorphe a I’anneau Tx | — 0,0 avec o > 0 petit, scindée par T' en deux demi-
bandes :
B, = Bf UTUB_,
avec B C Q. Alors :
(1) Indr(w) = 0 pour tout w € B ;
(2) Indp(w) = 1 pour tout w € B} ;
(3) I’ensemble w := C\ (F U Qoo) est connexe, et de plus :

C\(T'UQy) = {w e C\I': Indp(w) =1}.

Démonstration. Nous savons par (P3) que (1) est vraie.

Le point-clé est d’établir (2), qui confirmera que C\I" posséde exactement 2 compo-
santes connexes, puisque B # (), puisque I'indice est constant dans les composantes
connexes de C\T', et puisque nous savons déja que C\I" consiste en au plus 2 composantes
connexes.

Alors (3) découlera logiquement de toutes ces propriétés. En définitive, il s’agit surtout
de démontrer (2). Nous allons le faire par la méthode du saut d’indice.
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Pour commencer, soit I': T — C notre contour %plm de Jordan. Il est géométriquement
clair qu’en tout point 6, € T, il existe un rayon n > 0 tel que :

D, (I(60) \ T

consiste en exactement 2 composantes connexes, que nous noterons D;, a gauche, et ]DD; N
a droite. Comme le montre la figure, cette propriété est vraie y compris lorsque 6y = 0,,,
avec 1 < m < M, est un point anguleux.

Proposition 4.2. [Principale] Pour tout point w= € ]D); et tout point wt € D;;, ona:
Indp(w+) — |ndp(w_) = 1.

Autrement dit, I’'indice « saute » d’une unité quand on traverse I'. En admettant tempo-
rairement cet énoncé, terminons 1’argumentation, i.e. terminons la démonstration du point
(2) du Théoreme 4.1.

Avec 7 > 0 assez petit pour que ;" C B, C (2o, on sait que Indr B = 0, et on obtient

donc bien en appliquant cette proposition principale :
Indr(w*) — 0 =1,
pour tout w* € D C B, et comme Indr(s) est constant dans les composantes connexes

de C\T', on obtient bien Indp‘ gt =L Ainsi, (2) du Théoréme 4.1 sera démontré grace a
cette Proposition 4.2. O

Démonstration de la Proposition 4.2. Maintenant, afin de traiter simultanément les deux
cas ou I'(6p) avec 6, € T\{@l, e ,HM} est un point ¢! lisse et le cas ou 6y = 6,, cor-
respond a un point anguleux, lorsque ¢, = 6,,, nous pouvons changer légerement de point
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0y ~ 0} avec 0 # 61,...,0y, ce qui est possible puisque nous savons que Indr(+) est
constant dans D, et dans ]D);.

i 9 (60)

Soit donc 0y # 01, ... ,0y. Puisque T est €' au voisinage de 6, on peut construire une
petite courbe locale 7 transversale a I" passant par le point I'(6y) en lequel la tangente a I
est bien définie, par exemple :

7(s) == I'(6o) + si % (o),

avec s €| — o, 0], o o > 0 est tres petit. Clairement :

(] —0,0[) C D, et 7(]0,0[) C D}
Il nous suffit donc de démontrer que :
Indr(7(s)) — Indp(7(—s)) =1 (VO<s<o).

Pour les arguments qui vont suivre, il importe que () soit un point lisse de la courbe,
mais le fait que I" n’ait aucune auto-intersection ne compte pas. C’est pourquoi nous élabo-
rons un dernier énoncé qui achévera la démonstration. U

Théoréme 4.3. Soir v: [0,1] — C une courbe 6, fermée (1) = ~(0), soit t, €10, 1]
un point € lisse en lequel la tangente existe, i.e. ol %(to) # 0, et soit la courbe locale

transversale :

T(S) = ")/(to) + 51 Z—Z(to) (te ]—o,0(),
avec o > ( assez petit pour que :
7(s) € C\y (V0< |s| < o).
Alors Uindice saute d’une unité a la traversée :
Ind, (7(s)) — Ind, (7(—s)) =1 (VO<s<o).

Démonstration. Par connexité (par arcs), il est clair que 7(] — o, 0[) et 7(]0, o) sont chacun
contenus dans une unique composante connexe de C\~. En abrégeant alors :

A(s) := Ind,(7(s)) — Ind, (7(—s)),
les propriétés (P1) et (P2) rappelées plus haut impliquent que cette fonction-différence A(s)
est constante, a valeurs dans Z. Nous allons montrer que :

SIgnO A(s) = 1,
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ce qui conclura.
Pour commencer, avec 0 < s < g, écrivons :

A(s) = Ind, (7(s)) — Ind, (7(=s))

- 5 ; (z—df«s) ‘z—Cf(—s>)

1 7( v (t) dt v (t) dt )

2im J, \v(t) = (o) —is7'(ts)  (t) — 7(ta) + i 57 (o)

et donc, il nous faut simplifier cette différence de noyaux de Cauchy. A cet effet, introdui-
sons la notation :

1 1 :
Its) = <v(t) —(to) —is¥(t)  (t) —(to) +i87’(t0>> "
2i 57 (to) ' (t)

- (Y(t) = v(t0))” + 52 (v'(t0)) "

effectuons deux développements de Taylor :

Y (t) = 7/ (to) +o(t — o),
Y(t) — y(to) = (t —to) (7 (to) + o(t — to)),

ou par définition :
o(t — ty) = fonction de ¢t — ¢y qui tend vers 0 quand ¢ — .
Observation 4.4. Pour toute constante C' et toute fonction bornée 1, on a :
C-o(t—tg) +1-o(t —ty) = ot —to). O
Alors insérons, en abrégeant simplement par o le reste :

2i 57 (to) [7(to) + o] |
[(t —to) (7' (to) +0)]* + 52 (+/(t0))

I(t,s) =

Si nous développons (7' (to) + o)2 = (v (to))2 + o, avec I’hypotheése +'(ty) # 0, nous
observons que le terme (7’ (to)) ? disparait au numérateur et au dénominateur, d’ou :

1 —|—0(t—t0)

I(t,5) = 2is (t —t0)? (1 +o(t —tg)) + s

21 s
Quand le reste est nul, on trouve =yt

pouvons écrire :

donc avec une certaine fonction-reste, nous

218

I(t,s) = m

+ R(t, s),
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et afin de contrOler ce reste, estimons-le :

R(t, s) I1+o 1
2is  (t—t)2(1+0)+s> (t—to)?+ s
_ 1 {(1+°)[(t—t0)2+52]—(f—t0>2(1+0)—52
~(t —10)2(1 + 0) + 82 (t —tg)2 + 52
_ 1 {o[(t—t0)2+sz]_ (t —t9)%o }
(t—10)2(14+0)+ s> | (t—ty)?+s? (t —1t0)? + s2
1
0<v<1] = (F—t2(1+0) + {0~1—w~o}

T (t—to)2(1+o0) + 82

ce qui, grace a ces simplifications favorables, nous donne :
215
(t —to)? (1 +o(t —to)) + s>

R(t,s) = o(t —to) -

Maintenant, toujours avec 0 < s < ¢, nous pouvons aisément majorer :

25
Bt < ollt = tol) T o )] 7 52
2s
< o(|t—t0|) (t — to)? [ _ %] +%32
= o(|t —to‘) (t _t;Z + 527

De tout ce travail de calcul fort ingrat, nous déduisons que pour tout ¢ > 0, il existe
d=40d(e) > 0tel que:

s
t—to| <9, 0<3<0> - (Rt,s <5—).
(11—l < B3| < e s
Ensuite, en revenant a notre intégrale, nous pouvons la décomposer :
1

_ 1 ') _ 7'(t)
80 = gin jt—to[>6 (v(t) — (o) —isv'(t) (1) —v(to)+i87’(to)) “

1 21 s
+ — ———— + R(t, S)) dt.
207 Jj—to)<s ((t —19)? + 2

La premicere intégrale tend vers 0 quand s — 0. Dans la deuxieéme intégrale, on effectue
le changement de variable t — {5 = su, d’ou dt = s du, et on observe qu’elle devient :

1 /5/8 du 1 §/s
— = — [arctan u}
) g5 ut+1 T

|
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Enfin, grace a la majoration douloureuse du reste, on « écrase » la troisieme :

1 o/s g
_/ R(t,s) dt < i/ 2—u
2T [t—to| <5 2 —5/s us + 1

<

DO ™

Ainsi, en faisant s — 0, nous obtenons :
IA-1] < 0+¢,

et comme A est un entier, on a bien A = 1, car € > 0 était arbitraire. O

5. Théoreme de Cauchy-Jordan pour les fonctions holomorphes

Nous venons d’obtenir que le complémentaire C\I' = w U €, d’un contour %, de
Jordan I' C C consiste en exactement deux composantes connexes ouvertes, w bornée, €2,
non bornée, et donc le plan complexe tout entier s’écrit comme réunion disjointe :

C=wUulUQ.

Théoreme 5.1. Le fermé C\w est connexe. De plus, w est holomorphiquement simplement
connexe.

Démonstration. La connexité de C\w peut étre établie a 1’aide de simples arguments topo-
logiques. Par 1’absurde, supposons que ce fermé :

C\(JJ = F1 U FQ,
soit réunion de 2 fermés disjoints non vides. Introduisons les 2 ensembles disjoints :
01 = F1N Q% et Oy = F,N 0,

qui recouvrent I’ouvert connexe {1, puisque :
Pour atteindre une contradiction, commengons par une

Assertion 5.2. 0 # () et O # (.

Preuve. Si par exemple on avait ) = 0, = Fy N Q, ¢’est-a-dire si on avait F; C I' U w,
comme F; C C\w, on aurait F; C I'. De plus, comme :

Qoo - @Uﬁg = ﬁg = FQQQOO,
on aurait nécessairement :
Qo C F.

Ensuite, soit un point quelconque z; € Fi, d’ou z; € I'. D’apres le Théoreme 3.3 de
Jordan que nous avons démontré, pour tout € = % > ( avec n > 1 entier, le disque D 1 (21)
intersecte a la fois w et {2, C F5. Donc il existe une suite {zg}:):l de points z3 € I3 avec
|z1 — zg{ < %, d’ou :

zy —> 21,
n— oo
et enfin z; € Fy, par fermeture de F5. Mais ceci contredit effrontément 1’hypothese F, N

Fi = 0! Donc &, # (), comme voulu.
Par symétrie, on démontre de méme que &, # (). (]
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Assertion 5.3. 0, et O, sont des ouverts de C.

Preuve. Soit a nouveau un point quelconque z; € 0 = F; N, d’ ol z; € {2,,. Comme
Q) est ouvert, il existe € > 0 avec D.(21) C Q.

Si d’aventure pour tout € = % > 0 avec n > 1 entier, le disque D1 (21) N Fy # ()
rencontrait F5, comme £ est fermé, on en déduirait a nouveau que z; enFQ, ce qui n’est
pas possible, car F, N Fy = ().

Donc il existe € > 0 assez petit pour que D.(z1) N Fy = (), d’ou :
Da(zl> N ﬁ? = wa
ce qui implique, grace a 0; U Oy = (), que :
D5<21) C ﬁl-

Ainsi, 0 est ouvert.

De méme, par symétrie, &, est ouvert. |

En conclusion, on a représenté 1’ouvert connexe €),, = 0 U 0, comme réunion de 2 ou-
verts non vides disjoints — contradiction ! Donc C\w est bien connexe, comme annoncé.

Ensuite, rappelons que, d’apres le chapitre consacré a la théorie de Cauchy et aux théo-
remes de Runge, ceci implique, pour tout § > 0, la connexité de :

C\ Ls,
ou L; est le compact de I’ouvert borné w défini par :
Ls = {z € w: dist (z, C\w) > (5},

et que ensuite, le théoreme de Runge assure que les fonctions holomorphes dans w sont
approximables uniformément sur tout compact K C w par des polynomes de C|[z], sachant
que chaque K est contenu dans un certain Ls pour > 0 assez petit.

Enfin, rappelons aussi que cette propriété d’approximabilité uniforme implique aisément
les annulations de Cauchy :

0= /f(z)dz (Vfeo(w)),
N

sur toute courbe €., fermée v C w.
Ceci signifie que w est holomorphiquement simplement connexe, comme cela a été dé-
fini a la fin du chapitre consacré aux séries de Laurent. U

Toutefois, il faudra encore attendre le prochain chapitre pour €tre en mesure de déduire,
a I’aide du théoreme de Riemann conforme qui est un résultat profond et avancé, que ceci
implique in fine que w est simplement connexe, comme on devrait s’en douter.

Maintenant que nous savons que w est holomorphiquement simplement connexe, nous
pouvons enfin établir completement le célebre Théoreme de Cauchy-Jordan que presque
tous les cours de Licence 3 dans le monde n’ont pas le temps de présenter dans tous ses
détails au tableau.

Théoreme 5.4. [de Cauchy-Jordan] Si I' C C est une courbe ‘Kplm fermée simple, alors
pour toute fonction [ € O()) holomorphe dans un ouvert Q O T U T qui contient
I’adhérence de la composante bornée 'y, on a :

0= /F (2) dz.
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Rappelons que nous admettons les coincidences notationnelles :

w = it et Qo = Dext.

Démonstration. Reprenons I’application d’épaississement dont nous nous sommes ample-
ment servis dans la Section 3 :

@OiBUDF.

Choisissons 6 > 0 avec 0 < 0 < o tres proche de 0, et considérons le cercle extérieur
T x {—d} ainsi que son image :

s := Ep(T x {~4}).

Il est clair que I's C €2 se trouve a I'extérieur de notre contour I', et qu’il est
«essentiellement parallele » a I'.

Maintenant, si 6 > 0 est assez petit, on assure de plus que 'y est contenu dans I’ouvert
) D wUT dans lequel on considere des fonctions holomorphes f € &/(£2) — ouvert qui
ne doit pas étre confondu avec €2, !

De plus, I's est un contour de Jordan %™, sans points anguleux (!), simplement parce que
T x {—0} est contenu dans 1’ouvert :

©, O ©,\T x {0}

dans lequel nous savons, d’apres la Proposition 2.10, que I est un ¢! -difféomorphisme sur
son image.
Alors le Théoreme 3.3 de Jordan s’applique ! C’est magique ! Il garantit que :

C\F(s = Ws U Q(S,oo

se décompose en exactement deux composantes connexes ouvertes, avec w;s bornée. Pour
des raisons d’orientation et grice a notre choix du cercle T x {—d} avec —§ < 0, il est
alors clair que :

N''vw C ws.

De plus, le Théoreme 5.1 vient d’établir que ws est holomorphiquement simplement
connexe. Par conséquent, toute fonction holomorphe f € €(2) a une restriction a w; qui
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possede une primitive :
Fs € O (W5),
avec F§ = f’w5.
Enfin, comme la courbe I' C ws paramétrée par I': [0,27] — C est fermée, nous
atteignons effectivement 1I’annulation conclusive :

[ 121 = Biren) - Bro) = o =

6. Exercices
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Théoreme de I’application conforme de Riemann

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction
2. Théorémes d’inversion locale et globale dans R?

Dans deux plans euclidiens distincts pour lesquels on notifie des coordonnées courantes
R? > (z,y) et R* > (u,v), soit un ouvert {2 C R? a gauche et soit un ouvert w C R? a
droite.

R? R?
w
Q
% - @
_——— o
10’0 G q0

Soit un entier £ > 1, et soit une application de classe c" -
F: Q — w.

Soit un point fixé py = (xg, yo) € €, et soit gy := F'(po) =: (ug, vo) le point-image.
Si nous écrivons les deux composantes de F' comme :

F(z,y) = (U(z,y), V(z,y)),

la matrice jacobienne de F’ en un point quelconque (z,y) € Q est:

ou  oU
JaCF(xay) = <g_‘g§' g_g) (l’,’y)
oxr oy
Les résultats de cette section, présentés ici a titre de rappel et par souci de complétude
dans la pensée, seront considérés comme provenant d’un autre cours de mathématiques,
et par conséquent, nous nous dispenserons de les redémontrer. Puisqu’il importe au plus
haut point d’en comprendre le contenu géométrique sous-jacent, nous tracerons des figures
afin d’éveiller I'intuition du lecteur au sujet de la nature des transformations ponctuelles
entre ouverts de R?. 1l faut s’imaginer des taches d’huile extensibles et compressibles, se
déformant sans déchirement dans le plan.
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Théoréme 2.1. [d’inversion locale dans R?] Si det Jacy(py) # 0, a savoir si :

U, U,
0 7é ‘Vx V;J (pO)a

alors il existe un voisinage ouvert py € )y C §2 en restriction auquel :
F‘Qo : Qo — F(Q) = wy,
est bijective, homéomorphe sur son image, et d’application inverse :
Qy < wy : G,
elle aussi de classe €* et de déterminant jacobien non nul :
0 # detJacs(qo). O

Principalement, I’argument repose sur un théoréme itératif de type « point fixe a la Pi-
card ». Si la condition de non-annulation du déterminant jacobien est satisfaite en tout point,
le résultat se globalise.

Théoréme 2.2. [d’inversion globale dans R?] Si F': QO — w est une application de
classe €*>* entre deux ouverts Q C R? et w C R? qui est injective et satisfait :

0 # detJacp(zx,y) (v (x,y) € ),
alors F est un homéomorphisme Q) — F() C w sur son image, d’inverse :

Q<+ F(Q) : G,
aussi de classe €*, ayant aussi un déterminant jacobien non nul :

0 # detJacg(u,v),
en tout point (u,v) € F(Q). O

Quand F(Q) = w est surjective, on dit alors que F: Q — w est un €*-
difféomorphisme de €2 sur w.
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3. Inversion holomorphe

Maintenant, quand F' = f € 0/() est une application réelle entre ouverts de R? induite
par une fonction holomorphe, décomposée en parties réelle et imaginaire sous la forme :

f(2) = u(z,y) +iv(z,y),

les équations de Cauchy-Riemann :

ou ov o

Ere 3_y en abrégé Uy = Uy,
ou ov o

8_y = " en abrégé Uy = — Uy,

permettent d’écrire une expression de la dérivée de f :
! _ . 1 % ) 1 _ :
fl(2) = +iv, = Sup — 5Uy + 50 + 50 = Uy — 11y,

et impliquent, comme nous 1’avons déja vu, que le déterminant jacobien de la transforma-
tion réelle associée F(z,y) := (u(z,y),v(z,y)) prend une forme simplifiée agréable :

detJacy = u, vy —uy vy,
= ()" + (u)’
= [F'(2)]"

Rappelons que les fonctions holomorphes sont 4*°, donc les deux Théorémes 2.1 et 2.2
s’appliquent aux fonctions holomorphes f = F', vues comme applications réelles a deux
variables. Mais naturellement, la question de pose de savoir si I’inverse réel local ou global
GG dont nous venons de rappeler I’existence correspond a une fonction holomorphe. La
réponse est positive, et elle nécessite un auxiliaire technique.

Lemme 3.1. Soient trois ouverts Q),w,w C R? et soient deux applications €> compo-
sables :

F G
Q ) > W

(z,y) — F(z,y)
(u,v) — G(u,v).
Alors leurs dérivées partielles complexes par rapport aux variables z = x + 1y de 2 et

w = u+ 10 de w satisfont :

(GOF)Z = Gsz+GUF27
(GOF)E — Gw.FE_‘_GU'FE'

Bien entendu, la classe de différentiabilité 6™ suffit pour que 1’énoncé soit vrai.

Démonstration. Pour traiter la premiere ligne, notons parties réelle et imaginaire de F
comme plus haut :

F(x,y) = Uz, y) +iV(z,y),



3. Inversion holomorphe 211

et dérivons la composée GG o F' par rapport a 2 :

0

2 [gory)] - . (3 i ﬁ) G(U(r.y). V(x.v)

- %[GquJerVx—iGqu—inVy].

Ensuite, utilisons :

au:aw—i_&wv ar:az—'_&zv
av:iaw_i&un ay:iaz—i&z,

pour remplacer puis calculer de maniere détaillée :

(GoF), = 3 |(Gu+Ga) (U +Uz) + (iGu — i Gi) (Vi + V) =
— i (G + Go) (iU, — i U-) —i(iGw—iGw)(iVZ—z’Vg)}
- % -GwUz—i_GwUEO+GEU2+GEUEO+Z.GUJ‘/2+7LG1HVEO_Z.GE‘/;_iGEVEo—i_
+ Gy Us = GuUs, + Gy U, = GuUs +iGy Vs = iGu Ve, — i Gy Va1 G Vo |
=G (U.+iV.) + Gy (U, —iV2)
= Gsz—i_GUFZ
Le traitement de la deuxieme ligne est évidemment en tous points analogue. U

Maintenant, en revenant a 1’inversion (locale ou globale), écrivons I’identité :

z = G(f(z)),

qui exprime, que la fonction holomorphe f € &'(€2), vue comme application réelle, admet
un difféomorphisme inverse réel :

Q< f(Q) : G,
et appliquons le Lemme 3.1 pour dériver cette identité par rapport a z :
0= Gw~f_go+G@75
= 0+ Gy f>

Or comme les fonctions holomorphes sont localement des séries entieres Y a, (z — 29)"
pour lesquelles conjugaison et dérivation commutent, on reconnait :

TZ = E 7£ 0 (hypothese),
et donc :
0= G@ (Vwe f(2)),

ce qui montre que I’inverse G de la fonction holomorphe f est bel est bien holomorphe lui
aussi ! Enongons ce résultat avec cette information supplémentaire agréable.
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Théoreme 3.2. [d’inversion holomorphe locale et globale] Soit f: {2 — C une fonction
holomorphe définie dans un ouvert () C C.
(1) En tout point zo € Q our f'(29) # 0, il existe un (petit) voisinage ouvert zy € Qg C
en restriction auquel flo,: Qo — f(Q) établit un € >-difféomorphisme sur son image
f(0), qui a pour inverse :
Qo «— f (Qo) ° 9,
une application € holomorphe dans f($) satisfaisant g'(wy) # 0 au point-image wq =
f(20)-
(2) Si f'(z) # 0 en tout point z € ) et si de plus [ est globalement injective, alors f établit
un €>°-difféomorphisme Q — f(Q) sur son image, et admet pour inverse une fonction
holomorphe :
Q< f(Q) 19,

qui satisfait aussi :

0 # g'(w) Vwef@). O

Ces faits conduisent naturellement a une conceptualisation nouvelle.
Définition 3.3. Un biholomorphisme :
fi Q= w

entre deux ouverts 2 C C et w C C est une application satisfaisant :
(1) f: Q — C est holomorphe et établit une bijection ) — w;
(2) f'(2) # 0 quel que soit z € €
(3) lapplication inverse 2 <— w : f~! est aussi holomorphe et elle vérifie de plus
(ffl)/(w) # 0 quel que soit w € w.

En fait, la non-annulation de la dérivée de f~!(w) provient d’une dérivation de I’identité
2= f0(f(2)).

Nous venons d’observer ci-dessus que la condition (3) est conséquence de (2). Par
ailleurs, puisque dans un cadre réel pour un difféomorphisme F: Q — R2?, les deux
conditions :

(1) F injective,
(2) det Jacp # 0,

sont indépendantes et nécessaires pour que le Théoréeme 2.2 soit vrai — exercice : trouver
un exemple ! —, on pourrait croire que les deux conditions ci-dessus :

(1) f injective,
@) f # 0,

sont elles aussi simultanément nécessaires pour avoir un biholomorphisme, mais il n’en est
rien !

Un des objectifs de ce qui va suivre est en effet de démontrer qu’on peut se passer
de (2) dans cette définition! A nouveau, la prestidigitation holomorphe va escamoter une
hypothese :

f holomorphe injective =~ =  f' = 0 partout.

Mais avant de lever la baguette magique, un préliminaire s’impose.
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4. Forme normale locale d’une fonction holomorphe

Quand on développe en série entiere convergente une fonction holomorphe non identi-
quement nulle au voisinage de 1’origine :

1 2
ay 2¥ + ay 1 27T Ay 2T A (ay #0),

il y a toujours un premier mondme non nul, suivi en général d’une infinité de puissances
supérieures de z. Le résultat paradoxal suivant montre qu’on peut toujours les « engloutir »
toutes dans la premiere puissance, grace a un changement de coordonnée holomorphe,
c’est-a-dire grace a un biholomorphisme.

9(Ds)

f @V tours
0

w — wY

C h(Dy.

0

Théoreme 4.1. [Normalisation locale] Dans un ouvert 0 € Q) C C contenant I’origine,
soit une fonction holomorphe f € O() avec f(0) = 0 et f # 0 prés de 0, et soit
1 < v < oo son ordre d’annulation en 0O :

v = vs(0).
Alors il existe un rayon s > 0 et un biholomorphisme fixant O :
g: Dy0) — g(Ds(0)) C €,
tels que :
flgw)) = w” (Vw € Dy (0)).

Autrement dit, apres un changement de coordonnée holomorphe locale, en notant a nou-
veau z la coordonnée (au lieu de w), toute fonction holomorphe non identiquement nulle
s’annulant en 0 s’écrit sous la forme normale simple :

14

f(z) = = (w=v7(0)>1),

dans laquelle tous les termes d’ordre supérieur de la série entiere ont disparu, engloutis
gloutonnement !
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Démonstration. Factorisons le développement en série entiere par la puissance minimale
de z:

fz) =) a,2" (av £0)

= 2"(a, + O(2))
=: 2V F(z) (F(0) #£0).

Choisissons un rayon r > 0 assez petit pour que F' # 0 sur D,, ce qui est possible par
continuité, car F'(0) = a, # 0.

Donc une fonction log F'(z) holomorphe dans D, (simplement connexe) existe, et on
peut écrire au moyen d’une nouvelle fonction holomorphe h € &'(D,) :

f(z) = (zevrar))’

Avec ce choix de racine v-ieme cohérent avec le choix du logarithme, il est clair que
h(0) = 0etque:
d
—h
- 1)
et le Théoréme 3.2 (1) assure qu’en diminuant au besoin » > 0, la fonction h: D, AN
h(D;) établit un biholomorphisme.

Comme sur la figure, soit alors s > 0 assez petit pour que D,(0) C h(}Dr). En notant :

_ oilgF(0) _ (ay)% £ 0,

2=0

g = lfl‘DS,
I’équation :

f(z) = (h(2)" (vz€Dy),

dans laquelle on remplace z = g(w) avec w € ID,(0) offre la conclusion :

f(otw)) = (lgw))
= w”. O

5. Multiplicités locales et théoréme de ’application ouverte

Etant donné une fonction holomorphe quelconque f € (), définie dans un ouvert
2 C C ne contenant pas forcément 0, le théoréme précédent s’ applique en localisant 1’étude
au voisinage de fout point z € €, a condition de translater z, pour qu’il devienne 1’origine
et de soustraire f(zp) :

p(2) = f(z+2) = f(20)-

Puisque cette fonction holomorphe s’annule en z = 0, on peut parler de son ordre d’annu-
lation en z = 0.

Définition 5.1. La multiplicité locale d’une fonction holomorphe f € &(2) en un point
quelconque zj € €2 au voisinage duquel elle n’est pas constante est I’entier :

117 (20) = Vi f(z0)(20) = Vp(0).
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On a donc toujours, si f # 0 au voisinage de 2 :
1 < ILLf(ZQ) < Q.

Observons au passage que :

(0 # f(20) = pp(z20) = 1) = 0 # f'(z) pour z proche de z,
= ps(z) =1 pour z proche de z,

grice a une lecture du développement :

o0

O = f0) = 3 ) (- )"

n=pf(20)

f @y’f (Zo) tours

f(z0)

W —s f(z0) + (w — z)ks (0)

Théoreéme 5.2. Dans un ouvert connexe 0 C C, soit une fonction holomorphe non
constante [ € O(2). Alors en tout point zy € ), la multiplicité locale de [ est finie :

1< puylz0) < o0,

et elle se lit dans le développement en série entiere :

f(z) = f(z0) = (Z - Zo)uf(z()) [ao + aq (z — zo) + - } (ap #0).
De plus, il existe un rayon s > 0 petit et un biholomorphisme fixant z :
g: Dy(z0) = g(Ds(20)) C ©
tels que :
flg(w)) = flz0) + (w — Zo)”f(ZO) (Vw € Ds(20)).

Autrement dit, aprés un changement de coordonnée holomorphe locale au voisinage de
Z9, €n notant a nouveau z la coordonnée (au lieu de w), on peut voir la fonction f comme
étant simplement de la forme :

f(z) = f(20) + (Z — ZO)W(ZO)>

sans aucun terme d’ordre supérieur.
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Preuve. La fonction translatée :

¢(z) = f(z+ 20) — [(20)
satisfait p(0) = 0 et v,(0) = n #(20). Le Théoreme 4.1 qui précede fournit alors un biholo-
morphisme local ¢: D,(0) — (ID5(0)) avec ¢(0) = 0 tel que :

(w +Zo) f(z0) = 90(7/1@)) = Cuf(zo) (V¢ €Ds(0)).

Translatons a présent la variable :

et abrégeons :
Yﬂ(w - Zo) + 20 = g(w),
pour obtenir comme annonce :

Flg(w)) = fz0) = (w— 2)". 0

Juste pour le plaisir, voici un dernier corollaire de la normalisabilité locale des fonctions
holomorphes. Rappelons qu’une application 7: X — Y entre espaces topologiques est
dite ouverte si I'image par 7 de tout ouvert de X est encore un ouvert de Y. On montre
(exercice de révision) qu’il suffit que cela soit satisfait localement au voisinage de chaque
point x € X.

Théoreme 5.3. [de P’application ouverte] Une application holomorphe non constante
f € O0(Q) dans un ouvert connexe ) C C est toujours ouverte.

Preuve. D’apres ce qui précede, cela revient a vérifier que chaque application normalisée :
z — 2H

ou x4 > 1 est un entier, est ouverte en 0, ce qui est manifestement vrai, puisqu’un (petit)
disque centré en 0 de rayon r > 0 est envoyé€ surjectivement sur le disque ouvert de rayon
strictement positif 7# > 0. U

6. Fonctions holomorphes injectives : théoréme fondamental

Tout le décor est en place, maintenant, pour lever le rideau sur un phénomene exception-
nel : 'injectivité, dans 1’'univers holomorphe, implique la non-annulation de la dérivée, ce
qui est faux dans le monde réel, comme le montre I’exemple simple de R > z — 2% € R.

Théoréme 6.1. Soit une fonction f € O()) holomorphe dans un ouvert Q) C C. Si f est
localement injective en un point z, € () au sens ou il existe un voisinage ouvert zy € )y C
Q en restriction auquel f ‘Q est injective, alors if(zy) = 1, ¢’est-a-dire f'(z) # 0.

Démonstration. Comme f est non constante, on sait que 1 < Mf(Zo) < 00. Supposons par
I’absurde que 2 < /17(2p). Alors un changement biholomorphe (donc bijectif) de coordon-
née locale fourni par le Théoréme 5.2 normalise :

t(z0)
flg(w)) = f(z0) + (w — 20) .
Mais pour p > 2, I’application w — 2y — (w — z)" n’est jamais injective, comme
on le voit en passant aux coordonnées polaires w = z, + r e avec r > 0 petit et avec
< 0 < 27, puisque c’est :

re? —s rretr?
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et ’application # — 1 6 du cercle unité R / 277 dans lui-méme est non injective, puisque
tout point possede exactement 1 > 2 préimages. U

Etre globalement injectif implique étre localement injectif, n’est-ce pas? Donc un co-
rollaire direct — et spectaculaire! — est le :

Théoreéme 6.2. Si une fonction holomorphe f: ) — C, définie dans un ouvert ) C C,
est globalement injective, alors :

f'(z) #0 (Vz€Q).
Preuve. Le théoreme qui préceéde donne 1if(z) = 1, en tout point, et nous avons vu plus
haut que ceci équivaut a f'(z) # 0. O

Si nous revenons a la Définition 3.3, nous constatons — enfin! que la condition (2) peut
étre éliminée.
Voici ce qu’il faut retenir.

Théoreme 6.3. [Fondamental] Si une fonction holomorphe f: Q) — C définie dans un
ouvert ) C C est injective, alors elle établit un biholomorphisme global sur son image :

fioQ = F(Q). 0

7. Equivalence entre le disque unité D et le demi-plan supérieur H

Le demi-plan de Poincaré consiste en les points du plan complexe dont la partie imagi-
naire est strictement positive :

H:= {zeC: Imz>0}.

Un fait mathématique remarquable et surprenant est que H est biholomorphe au disque
unité I, grace a des formules explicites simples. Introduisons en effet les deux applications
rationnelles :

F(z) = b et

14+ z

—1

Théoréme 7.1. L’application F: H -~ D établit un biholomorphisme entre D et H d’in-
verse H <— D :G.
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Démonstration. Commengons par observer (visuellement) que F' et G sont holomorphes
dans H et D, puisque leurs uniques poles —i ¢ H et —1 ¢ D n’y appartiennent pas.

Comme la figure I’'indique, un point quelconque z € H est toujours plus proche de : que
de —i, donc on a une inégalité :

B li — z|
i+ 2| ’

|F(2)]

qui fait voir géométriquement que £’ envoie H dans D.
Pour voir que G envoie inversement D dans H], en notant w = u + ¢ v € D, vérifions par
un calcul la positivité de :

l—u—1v
“THu+iv
_ Re(l—u—iv)(l—i-u—iv)
(14 u)?+ v?
1 —u?—?
[u+iv e D] > 0.

Im G(w)

Enfin, vérifions que F o G = Idp et que G o F' = Idy, ce qui établira la bijectivité et
conclura :

L= l+w—-1+w
F(Gw) = itiltr T ltuwtl-w O
14w
G(F(z) = i— 2 = jL T 220F2 0
1+;+—§ 1+z4+1—2
H
i _r
G
-1
Q @
| / OO

Analysons maintenant le comportement de F' au bord R = OH du demi-plan supérieur.
Comme la seule singularité de F' est z = —1, sa restriction F' |]R est continue, et méme 6°°.
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A présent, les distances 4 +i et & —i d’un point réel quelconque z € R sont égales, donc :
_ el

F@] =y =

ce qui fait voir géométriquement que F’ envoie OH dans le cercle unité 9. Mais son image
ne recouvre pas tout !
En effet, écrivons :

Y

e N C T
i+ 1+ 22 1422 1422
et paramétrons la droite réelle avec t € | — 7, 7] par:
T = tant.

Des réminiscences trigonométriques :

_ . sint 2tant 2z

sin2t = 2sintcost = 2——cos“t = = ,

cost 1+ tan?t 1+ 22

<1_sin2t)c 2t:1—tan2t:1—x,
1+ tan2t 1+ 22

2
cos2t = cos’t — sin’t =

cos’t
permettent alors de représenter :

F(z) = cos2t +isin2t = ** (-Z<t< D),
sous une forme qui montre clairement que ’image F'(R) recouvre le cercle unité ex-
cepté le seul point {—1} — qui correspondrait a ¢ = 4 7 — et que F' établit un ¢'>-
difféomorphisme :

F: R = 6]1])\{—1}.
Intuitivement, la préimage de ce point manquant —1 devrait €tre un certain couple de
« points a I’infini » de R, car :
1—T

—1= lim - .
|z| =00 2 + T

Pour terminer, observons que lorsque z croit de —oo & +00, I'image F'(z) voyage dans
le sens trigonométrique le long de JD.

8. Lemme de Schwarz

Rappelons qu’une rotation de C fixant 1’origine est une transformation de la forme :

z — ez,

avec une constante § € R, appelée angle de rotation, et définie & un multiple entier de 27
pres. L'énonciation et la démonstration du résultat suivant sont simples, mais les consé-
quences auront une grande portée.

Lemme 8.1. [de Schwarz] Soit une fonction holomorphe f: D — D du disque unité a
valeurs dans lui-méme. Si f(0) = 0, alors :

M) |f(2)| < |z| pour tout z € D;

(2) si ‘f(zo)‘ = |20| enun zy € D avec 2y # 0, alors f(z) = €% z est une rotation;

) |f(0)| < 1, ers’ily a égalité | f'(0)| = 1, alors f(z) = €" z est encore une rotation.
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Démonstration. (1) Développons f a 1’origine en série enti¢re convergeant dans D :
f(z) = ao, + mz 4 a2’ + -+

Puisque f(0) = 0, on a ag = 0, et par conséquent 1) gt holomorphe dans D, puisqu’elle

z
a une singularité éliminable en z = 0.
Ensuite, pour un rayon 0 < r < 1 fixé arbitrairement proche de 1, comme |f(z)| < 1
par hypothese dans D, il vient sur le cercle C :

2] < 1 ¥ Jzl =),

T

donc le principe du maximum offre la méme inégalité dans D), :

T

142 < 1 VI <),

et en faisant 7 — 1, nous obtenons bien | f(z)| < |z| dans D.

(2) Maintenant, si cette fonction holomorphe ‘@| < 1 atteint son maximum / (ZZO)

1 en un point intérieur non nul z, € D\{0}, le principe du maximum la force a étre
constante, disons f(z) = cz avec ¢ € C, puis |z9] = [f(z0)| = || |z0| force || = 1,
donc f(z) = €z est une rotation.

(3) Abrégeons @ =: g(z), fonction holomorphe qui satisfait donc |g(z)| < 1 dans D,
et aussi :
g(0) = lim L2=/O — ¢(g),

z;)() z—0
d’ou toujours | f/(0)| < 1.
Pour terminer, si | f'(0)] = 1 = |g(0)|, le principe du maximum — encore lui! — force
g a étre constante, d’oll 2 nouveau par le méme raisonnement f(z) = ¢%z. U

9. Automorphismes du disque unité
Etudions maintenant les biholomorphismes d’un domaine Q0 C C sur lui-méme w := €.

Définition 9.1. Une application biholomorphe f: Q ——+ Q d’un ouvert Q@ C C sur lui-
méme est appelée un automorphisme holomorphe de 2. Leur collection sera notée :

Autho(€2) == {f: © — Q biholomorphe }.

Elle forme un groupe — abstrait! En effet, I’identité = — z de C se restreint en une
identité de €2, la composition est transitive et préserve le caractere biholomorphe, et enfin
I'inverse — pour la structure de groupe — de f: Q — € est tout simplement le biholo-
morphisme réciproque Q «— Q : f~1.

Question 9.2. Pour §2 = D, peut-on décrire Aut (D) ?

Visiblement, toute rotation z — e/~ d’angle # € R fixé est un automorphisme de D,
d’inverse la rotation z — e~z d’angle opposé.

D’autres automorphismes existent, qui ont une grande utilit¢ dans de nombreux cha-
pitres de 1’ Analyse Complexe.

Lemme 9.3. Pour tout o € C avec |a| < 1, I’application :

a—z

Vo: 2 —> —
1 —oz

constitue un automorphisme holomorphe du disque unité 1.
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Démonstration. L unique pdle 1 de 1, (z) étant de module |1| > 1, I'application ¢, est
holomorphe dans D, et méme holomorphe dans le voisinage ouvert Dﬁ D D du disque
unité fermé.
Sur le bord, pour z = e ré-écrivons :
, 1 a—e?
w0y . - = =
Ya(e”) = ol o0 _ ¢
1 w
R
pour faire voir que |wa(ew)| = 1, puis déduire grace au principe du maximum que :

[va(z)| < 1 (Vz€D).

Enfin, pour vérifier la bijectivité de v, : D — D, calculons la composition de 1), avec
elle-méme :

_ O'/_la—;z
(%O%)(Z‘) = 1—ai=

a—aaz—oa+z

1—-—az—aa+az
(1—-oaa)z
1—aoa
= Z’
pour constater que 1, est sa propre inverse ! U
Voici une derniere constatation simple qui présente un grand intérét géométrique.
Observation 9.4. L’automorphisme 1,(2) = = du disque unité D avec |a| < 1 échange
Oeta:

Ya(0) = a et Yo(a) = 0. O

Le résultat principal de cette section dévoile, grace au Lemme 8.1 de Schwarz, que la
combinaison des rotations et des applications 1), fournit tous les automorphismes holo-
morphes du disque unité.

Théoréme 9.5. Si f € Autyo (D) est un automorphisme holomorphe de D, il existe 0 € R
et o € D tels que :
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Démonstration. Puisque f: D —— ID est bijective, il existe une unique préimage o € ID de
0 = f(«). Introduisons alors 1’automorphisme composé :

g = fota,
qui satisfait maintenant g(0) = 0. Le Lemme 8.1 de Schwarz s’applique donc, et donne :
l9(2)| < |7] (VzeD).
Mais il s’applique aussi a I’inverse D +— I : g~! satisfaisant g~ *(0) = 0, pour donner de
méme :
g7 (w)] < uwl (YweD),

et si nous y remplacons bétement w = g(z), nous obtenons une inégalité :

7 (0] = el < o) oen,

inverse de celle qui précede, ce qui force |g(z)| = |z| partout!
La partie (2) du Lemme 8.1 de Schwarz offre alors que g(z) = ¢z est une rotation,
c’est-a-dire :
f(¢a(z)) = ¢ 7.
Pour terminer, en substituant la-dedans z := 1),(z) et en nous souvenant que 1, 0 1), =
Id, nous concluons :

f(z) = f(%(%(z))) = ¢ ¢a(2)~ O

I est clair qu’un tel automorphisme z — ¢% 17— ne fixe I'origine que lorsque o = 0.

Corollaire 9.6. Les seuls automorphismes holomorphes de D qui fixent ’origine 0 € D
sont les rotations z — ¢z, O

Enfin, étant donné deux points quelconques «, 5 € DD, on peut envoyer « — 0 au
moyen de 1, puis 0 — [ au moyen de 5, et donc la composition 1z 0 1), € Aut (D)
envoie « sur 3 : passer par Paris pour aller de Toulouse a Marseille, il fallait y penser !

Corollaire 9.7. Le groupe Aut o (D) est transitif- U

10. Présentation du théoréme de Riemann

Une question se pose de savoir si un ouvert connexe non vide 2 C C peut étre
«normalisé » au sens ou il soit biholomorphiquement équivalent au disque unité D C C.

C Q

=~ 1R

Dans le cas ou 2 = C, la réponse est négative, a cause du théoreme de Liouville qui
force toute application holomorphe F': {2 — D, donc bornée, a étre constante.
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Ensuite, I’existence d’un biholomorphisme F': @ ——+ DD permet de transférer les ho-
motopies entre courbes dans D comme homotopies entre courbes dans €2. Puisque D est
simplement connexe, car convexe, {2 doit nécessairement étre aussi simplement connexe.
Ainsi, aucun anneau A n’est équivalent a ID.

Il est absolument remarquable que ces deux conditions nécessaires aient été découvertes
comme aussi suffisantes par Riemann, dans sa these soutenue en 1851 a I’age de 21 ans.

Théoréme 10.1. [de I’application conforme de Riemann] Tout ouvert non vide Q & C
distinct de C, i.e. avec C\S) # (), qui est connexe et simplement connexe, est biholomorphe
au disque unité D.

De plus, pour tout zy € S0 fixé, il existe un unique biholomorphisme :

F: Q5D
satisfaisant les conditions de normalisation :
F(z) = 0,
F'(z0) € R et F'(z) > 0.

Comme il n’y a qu’un seul « modele», D, et que les biholomorphismes peuvent étre
composés et inversés, il en découle un

Corollaire 10.2. Deux ouverts connexes et simplement connexes quelconques 1y, (o ; C
sont toujours biholomorphes. U

H:=FoG!

Preuve de I'unicité. Etant donné deux biholomorphismes normalisés :
F.G: Q = D,
la composition H := F o G~! devient un biholomorphisme de I fixant I’ origine :
H(0) = F(G7'(0)) = F(z0) = 0.

Puisque Aut o (D) = {z — ew%}, on sait par le; Corollaire 9.6 que de tels biholo-

morphismes sont nécessairement de la forme H(z) = 2.
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Mais la formule de dérivation composée et I’hypothese de normalisation :
¢ = H'(0) = F'(G1(0)) - (G71)(0)
1
=F —— € R}
(=0) G'(2) "
force ¢ = 1, d’ott H = Id, ¢’est-a-dire G = F. O
La partie difficile, et profonde, de la démonstration du Théoreme 10.1 de 1’application
conforme de Riemann concerne I’ existence. A grands traits, en voici les idées. Introduisons
I’ensemble :
# = {f: @ — D holomorphe: f(z) =0 et f injective}.

Nous avons déja démontré dans le Théoréeme 6.3 fondamental que la seule injectivité de f
assure qu’on a toujours un biholomorphisme de f sur son image :

fioQ = f(Q) C D

Puisqu’on cherche un biholomorphisme Q0 — D, il est naturel de maximiser I’'image
f(©2) € D, c’est-a-dire de « remplir» D.

Pour des raisons qui seront comprises ultérieurement, il s’avére que maximiser f(£2) C
D est possible en se contentant de maximiser seulement | f’(zg)|, cela, en choisissant une
certaine fonction appropriée fma.x € 2. Evidemment, on peut toujours trouver une suite
maximisante { f,,}7° ; de fonctions f,, € # satisfaisant :

Jim | (z0)] = suplg'(z0)].

mais on n’a alors aucune garantie que ces f, convergeront vers une fonction holomorphe
dans €2, et qui plus est, une fonction injective, de maniere a réellement trouver une fonction
intéressante fi. € Z. C’estici que git la difficulté principale, et pour la surmonter, com-
mencons a déployer des concepts nouveaux concernant la convergence de suites {f,,}>;
de fonctions holomorphes f,, € ().

11. Théoreéme de Montel pour les familles uniformément bornées et continues

Dans notre cas, les f,,: {2 — D sont a valeurs dans D, donc elles sont toutes bornées
(par 1), mais énoncons plus généralement une

Définition 11.1. Une famille .# C &'(2) de fonctions holomorphes est dite uniformément
bornée sur les compacts de € si :

VK C Qcompact 30 < Mg <oo telleque
’f(2)| < Mg (VzeK,VfeF)

Une fonction holomorphe individuelle est bien entendu bornée sur un compact, mais on
demande ici I’uniformité par rapport a la famille .#.
Le concept-clé apparait maintenant.

Définition 11.2. Une famille .# C €/(2) de fonctions holomorphes est dite uniformément
équicontinue sur les compacts de € si :

VK C Qcompact Ve>0 3F6=06(K,c)>0 telque
(z,weKavec|z—w|<5> — (|f<z)—f(w)\<e erﬁ).
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Cette condition est tres forte : non seulement on a continuité spatiale uniforme — ce
qui, d’apres Heine-Borel, est automatique pour des fonctions continues sur un compact —,
mais encore, on a uniformité par rapport a la famille .#.

Exemple 11.3. Sur le segment fermé [0, 1], soit la famille (suite) :

o0
{fn(l') = xn}n=1’
uniformément bornée (par 1). Elle n’est pas uniformément équicontinue, car pour tout zy <
1 fixé arbitrairement proche de 1, on a :

|fn<1>_fn(l'0)| =1-—x5 — 1,

quantité qui ne peut pas étre rendue uniformément arbitrairement petite < ¢, quelle que soit
la proximité 1 — zy < 6.

Toutefois, cette famille {2"} 7, est uniformément équicontinue sur les compacts du
segment semi-ouvert [0, 1], car ¢’est une suite qui converge uniformément vers 0 sur tout

segment [0, zo] avec 0 < zy < 1.

Exemple 11.4. Un meilleur contre-exemple dans le monde réel est, sur le méme segment
semi-ouvert [0, 1] :

{gn(z) := sin (27 nx) }Zo:r
Cette famille (suite) y est uniformément bornée (par 1), mais elle n’est uniformément
équicontinue sur aucun segment compact [a,b] C [0, 1] d’intérieur non vide, i.e. avec
0 < a < b < 1, puisque (exercice), ses dérivées 2mn cos (27T nx) y sont non bornées.

Dans le monde holomorphe, nous le savons, la magie domine. En voici une nouvelle
illustration spectaculaire.

Théoreme 11.5. [de Montel] Soit une famille % C O(f2) de fonctions uniformément
bornées sur les compacts de ). Alors :

(1) .Z est uniformément équicontinue sur les compacts K C €);
(2) .Z est une famille normale.

Voici I’explicitation de ce dernier concept.

Définition 11.6. Une famille .# C €(f2) est dite normale (dans &'(€2)) si pour foute suite
{f.}22, de fonctions f, € .Z, il existe au moins une sous-suite { fnk}zozl qui converge
uniformément sur les compacts de (2 :

fo, — g € O(Q).
k— oo

[La notion de famille normale peut étre formulée dans I’espace €°((2) des fonctions
continues sur 2, et aussi dans ¢°(K) pour K C  compact, voir infra la Définition 12.1,
ou nous introduirons une autre terminologie. ]

Rappelons qu’un théoreme de Cauchy montre que la fonction-limite g est non seulement
continue, mais aussi holomorphe. Il importe de faire remarquer qu’on ne demande pas que
g € F ici.

Plus haut, la suite de fonctions réelles {sin (2rnz)} " sur [0, 1] n’est pas normale
(exercice). Mais la suite {2}, 1’est sur les compacts de [0, 1], comme restriction a
[0, 1] C D de la suite de fonctions holomorphes {2"}5° , définies sur D et donc a laquelle
ce Théoreme 11.5 s’applique !
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12. Démonstration du Théoréme de Montel

Démonstration du Théoreme 11.5 (1). Commencgons par établir le « miracle » (1) :

magie

0 () D .7 uniformément bornée Z uniformément équicontinue

(sur les compacts) (sur les compacts).

Soit donc K C (2 un compact quelconque. Choisissons > 0 assez petit pour que
3r < dist (K, C\Q). Alors pour un point quelconque w € K, on a Dy, (w) C ©, et méme
mieux :

Dy, (w) C {¢ € Q: dist(¢,K) <2r}
=: L.

Puisque ce nouvel ensemble L est un compact de €2, I’hypotheése que .# est uniformé-

ment bornée fournit M;, < oo satisfaisant :

|f(O] < My (VCEL, Y fe ).

Comme sur la figure, soit enfin un point quelconque z € D,.(w). La formule de Cauchy
appliquée deux fois sur le cercle de rayon 2 7 centré en w :

_ 1 f(¢)
f(z) = %/O%(w) EdQ

fwy = [ L g4

a 2Z7T CQT(U}) C —w
donne, apres soustraction :
1
f(2) = flw) = 1@

N 20T Cor(w)




12. Démonstration du Théoreme de Montel 227

et afin de faire voir la petitesse de | f(z) — f(w)], il est avisé d’estimer celle de 1’expression
entre crochets :

11 |z — w
(—z ¢—wl [¢—2[[¢—w
e =l
¢ =227
|z — vl
[z € Dr(w) et ¢ € Cor(w) = |¢ — 2| > 1] .
r-2r

En conclusion, nous obtenons bien une inégalité valable pour z,w € K avec |z — w| <
0 < r qui fait voir comment choisir § > 0 pour obtenir 1’équicontinuité uniforme :

1 |z — w|

|f<z)_f(w)| < %MLWZWQT

= constante - |z — w|

< constante - §

< e l
Démonstration du Théoreme 11.5 (2). Cette deuxieme partie de I’énoncé ne doit rien a
I’holomorphie :

{ﬁ uniformément bornée

P . e — % normale,
# uniformément équicontinue

elle est valable en remplagant 2 C C par un espace métrique quelconque (E Ld(-, ))
En effet, pour un compact arbitraire X' C E, munissons I’espace :

¢(K) := {f: K — C continue},
de la topologie de la convergence uniforme :
Définition 12.1. [Analogue] Une famille # C ¢ (K) est dite :
e uniformément bornée s’il existe 0 < M < oo telle que :

|f(a:)‘ <M (VzEK,VfEF);

e uniformément équicontinue si :

Ve>0 3Fd=09() >0 telque
(x,yéKavecd(x,y)éé) = (}f(x)—f(y){ge erﬁ);

e relativement compacte si pour toute suite { f,,}°°, de fonctions f,, € %, il existe au
moins une sous-suite { fnk}zozl qui converge vers une certaine fonction continue g €
¢ (K) — mais n’appartenant pas forcément a . % — :

0= lim |f,

Sim | f = 9
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Ici, dans un cadre topologique métrique, le terme de « famille normale », généralement
réservé au monde holomorphe, est remplacé par « famille relativement compacte », ce qui

correspond bien a la conception que I’adhérence Fe00 4o C ¥(K), pour la topologie
de la norme uniforme | - | (x) est un compact contenu dans € (K).

Théoréme 12.2. [Ascoli] Pour toute sous-famille F C € (K) de I’espace des fonctions
réelles continues sur un compact K C (E,d) d’un espace métrique, on a I’équivalence :

{9 uniformément bornée }

P , L. } F normale.
F uniformément équicontinue

Plut6t que de basculer dans le monde réel, revenons plutot au monde imaginaire (holo-
morphe), et démontrons I’implication =, dont le lecteur avisé constatera qu’elle se géné-
ralise presque sans modification pour obtenir ce théoreme d’Ascoli; la réciproque, moins
intéressante, est aussi laissée en exercice.

Soit donc une suite quelconque { f,,}>° ; de fonctions holomorphes f,, € .# dans une
famille .# C €(£2) uniformément bornée et uniformément équicontinue sur les compacts
K C €. L’objectif est de sélectionner une sous-suite qui est uniformément convergente sur
les compacts de 2. Deux idées interviennent.

La premiére idée consiste a faire converger une sous-suite {g, }5°, de {f,}>2, sur une
collection dénombrable dense {w;}32, de points w; € (2.

La seconde consiste a constater que 1’équicontinuité uniforme est la bonne hypothese
suffisante pour «juguler la sauvagerie éventuelle » (non-convergence) des suites numé-
riques {g,,({’)}zozl en d’autres points ¢ € Q\ {w;}°2,.

Premierement, il est clair par densité et dénombrabilité de ) C R que le sous-ensemble :

a0 (Q+vQ) = {u}]

j=1
est dense et dénombrable, donc représentable comme une certaine suite.
. 0 ., .
Au point wy, les valeurs { fn(wl)}n:1 restent bornées. Extrayons alors une sous-suite

de {f.}, notée :
{fi} e

F (1) — ¢ € C
ni — oo

convergeant en w :

Dire que c’est une sous-suite revient a dire qu’il y a une application n; — n(n;)
strictement croissante telle que :

ny = S avec n(ny) = ny (n1>1).
Au point wo, les valeurs { f (wg)}zol:l restent aussi bornées, donc ré-extrayons :
2 1
fnz = fnl(nz) = fn(nl(ng)) avec n1(n2) Z Ng (n221),

afin que :
far(w2) — g2 € C.

Mais alors, au point wy, la convergence est conservée grace a ny(ng) = ns :

fgg (wl) = il(ng)(wl) n;)oo (101'
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Diagrammatisons cela :

o o fs o s Jo frofs fo o Ju Sz fis S fis fie fir
f fa fs i fs Js f2 fs I fio I

7 2| 3 fi 2 &R f3
P > f3 fi f f8
! f f3 fi
Continuons cela au point ws :
ns = Frang) = Frstna(na)) = Frmi(ma(ng) (ns>1),
pour avoir :
7?{3 (w3) — 3,

ng — o0
tout en conservant aux deux points précédents ws, wy :

7?3 (w2) = f’r%z(ng,)(wQ) n?joo (1027

33 (wl) = 711(”2(713))(101) n3:>oo P

parce que :
na(nz) = ns,
ni(n2(ng)) = na(ng) >
Généralement, apres avoir extrait j — 1 fois :

7}01 ('LUl) n:)oo (72 F N s fT]L'j_,ll (U}j,l) v—> ©i—1,

extrayons une j-eme fois :
J o i1 -
nj o fnjfl("g’) - fn'—
afin que :
[ (w;) — ¢; € C,
n; — 00

avec par construction des inégalités mémorisant les extractions successives :

(- (g (njoa(ng))) ++) 3 e > ny_i(ng) > ny,

et qui permettent de constater qu’aux points précédents w;_q, w;j_o, ..., Wy, les conver-
gences sont conservées :

j i—1
%j (wj—1) = fij_l(nj)(wjfl) m V-1 (car nj_1(nj) >n;),
. 9
rJLj (wj—2) = fTJLj_Q(nj_l(nj))(wjfZ) m Pj—2 (car nj—2(nj—1(n;)) > n;),
2 (W) = Lo (my a1 () (WD) —— @1 (car o (+(n—a(ny—1(n))) = ny)).
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Ainsi, nous sommes parvenus a garantir une convergence sur un nombre fini 7 > 1
quelconque de points wy, ..., w; € €.

Contrairement a une intuition d’impossibilité éventuelle, il est en fait possible de
construire une sous-suite qui converge en fous les points infinis dénombrables {w;}32,;.
Voici le diagramme qui donne 1’idée :

R A T
N I A
B s BR
A Y g I

ros B s

En effet, I’astuce est d’effectuer ce qu’on appelle une extraction diagonale, en introdui-
sant la sous-suite :

P v
9 = fy (v>1),
c’est-a-dire que g, est le v-eme terme de la v-€me sous-suite extraite.

Assertion 12.3. En tout point w; € N (@ + =1 Q), on a convergence :

gl,(wj) —_— ©; (Vji=1).

V— 00

Preuve. En effet, dés que v > j, toutes les fonctions g, appartiennent a la suite { fﬂ;j}

o
n;j=1’
dont on vient de voir qu’elle converge en les points wy, . .., w;.

Comme annoncé, la deuxieme idée exploite 1’hypothese d’équicontinuité uniforme des
éléments de .#, donc des éléments de la suite { gy = [ }

00
v=1"

Proposition 12.4. Sur un compact quelconque non vide K C (), la suite extraite diagonale
{ 9, = f7 } converge uniformément.

Démonstration. Soit € > ( arbitrairement petit. En abrégeant :
¢ := min {1, %dist (K, (C\Q)},

qui satisfait 0 < ¢ < oo, introduisons le sous-ensemble compact de €2 qui « élargit» K :
L= {¢eQ: dist((,K) < ¢},

ainsi que I’ouvert naturel que ce plus gros compact contient :

U = {Ceq: dist(¢,K) < c}
c L.
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Comme . ‘ ; est uniformément équicontinue, il en va de méme pour { 9| L}Zozp donc il
existe 0 = d(L,e) > 0 assez petit pour que :

(z,wELavec |z—w|<5) = (‘gy(z)—gy(wﬂée ‘v’y>1>.
Si nécessaire, nous pouvons diminuer ¢ de facon a ce que :
0<d<3.
Du recouvrement ouvert trivial :
o0
K cQ c | Ds(w),

j=1
Borel et Lebesgue extraient pour nous un recouvrement fini :
K C Dg(ﬂ)jl) Uy---u Dg(ﬂ)jﬂ),

avec certains indices 1 < j; < --- < j,. Quitte a en supprimer quelques uns qui sont
inutiles, nous pouvons supposer que :

0 # KNDs(w;,) (V1<A<K).
Assertion 12.5. Alors tous ces disques sont contenus dans le compact élargi :
]D)(;(wjx) C L (VI<KALK).
En particulier, leurs centres :

Wy, ..., w;, € L.

K
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Preuve. En effet, pour 1 < A\ < & fixé, il existe au moins un point z), € K NDy (wj A), mais
alors pour tout autre point arbitraire ¢ € D (wj A), il vient :

}C_Z/\‘ S ’C_ij‘ + |ij A

<049
< c,
ce qui signifie bien que z € U C L. 0
Maintenant, comme on a convergence ponctuelle en la collection finie wj,, ..., w;, des

centres de ces disques recouvrant /&, toujours avec le méme £ > 0 arbitrairement petit, il
existe N > 1 assez grand pour que :

v, >N = (\gy(wh) — g (w;,)] <e WKK@)'

Alors en un autre point quelconque z € K C L, d’ot z € Ds(w;, ) pour au moins un
indice 1 < A(z2) < &, I’équicontinuité uniforme sur le compact L auquel appartiennent
les deux points z et wjy, ., permet de majorer pour tous v, V' > N grice a une inégalité
triangulaire :

‘gy(z) — 9v (ij<z))| + ‘g'/ (wjx(.w) — 9v (ij@)‘ + |gl” (wj)\(z)) - gV’(/Z)‘

|90(2) = g ()] <
< € + € + E.

Ici, la majoration des termes délicats 1 et 3 utilise crucialement en effet I’équicontinuité
uniforme, laquelle vient de «forcer» la convergence uniforme en tous les points z assez
proches d’un point wy, , enlequel la convergence ponctuelle a ét€ arrangée a I’avance. U

. e’} . . .

En conclusion, { gy = [ }y=1 converge bien uniformément sur tous les compacts K C
Q) vers une certaine fonction-limite holomorphe dans €2. Tout ceci termine la partie (2) du
Théoreme 11.5. U

13. Préservation de ’'injectivité a la limite

Un dernier ingrédient essentiel est nécessaire avant d’entamer la démonstration propre-
ment dite du Théoreme 10.1 de I’application conforme de Riemann. A nouveau, il s’agit
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d’un phénomene typiquement holomorphe, n’ayant aucun analogue vrai dans le monde
réel.
Proposition 13.1. Dans un ouvert non vide connexe Q C C, soit une suite {f,} " de
fonctions holomorphes f, € O(X)) toutes injectives. Si {f,} converge uniformément sur
les compacts de Q) vers une f € O(X), alors :

ou bien injective,

f est )
ou bien constante.

Démonstration. Supposons f non injective, a savoir, il existe z; # zo € () distincts avec
f(z1) = f(22). Le but est de faire voir que f est constante.
A cet effet, introduisons les fonctions :

gn(2) = fulz) = fu(21) (n>1),
qui ont pour seul z€ro z = z;. Si donc r > 0 est assez petit pour que r < % 29 — 21|, d’olt
Gn ‘ﬁ (22) = 0, une formule connue comptant le nombre de zéros donne :
1 /
= — gn—@ dg (n>=1).
2im J e, (20) 9n(C)

Par hypothese :

Observons que g(z3) = 0.
Assertion 13.2. Ona g = 0.

Preuve. Sinon, si g Z 0, comme ) est connexe, I’autre zéro z; de g doit étre isolé, donc
quitte a réduire > 0, on a non-annulation :

915, ey 7 O
puis la méme formule exprime 1I’ordre, fini, d’annulation de g en 25 :

1 q'(¢) dc.

1 < vy (22) = -

! 27 Jen () 9(C)

Sur le cercle C,.(z), la non-annulation g‘ Cr(22) # 0 et un théoréme de Cauchy offrent
les deux convergences uniformes :

1 1
e et g, —— ¢ (sur Cy(22)).
gn n— 00 g n— oo

Mais alors ces deux convergences uniformes permettent d’intervertir limite et intégration
pour aboutir a une contradiction :

/
R N L
2im Jo, () 9(C)
/
n=00 20T [, () In(C)
= |im 0. O
n—oo

En définitive, 0 = g(z) = f(z) — f(z1) montre bien que f était constante.
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14. Démonstration du théoreme de Riemann conforme
L’argumentation se déroule en trois étapes, la seconde étant la plus essentielle.

Etape 1. D’une maniere qui pourrait paraitre surprenante, le fait que I’ouvert {2 C C soit
distinct de C est une hypotheése impliquant que €2 n’est en fait pas «gros», comme le
dévoile le

Lemme 14.1. Tout ouvert connexe et simplement connexe non vide () # Q ; C distinct de
C est biholomorphe :

f: Q= w

a un ouvert (non vide) w C D contenu dans le disque unité avec 0 € w.

_— =
£(z)=log(z — )

Qe

Démonstration. Soit donc un point € C\Q2. Comme {2 est simplement connexe et comme
z — a # 0 dans €, grace a un théoreme d’un chapitre qui précede, il existe une fonction
logarithme :
z) = log(z — «),
holomorphe pour z € 2, ce qui revient a écrire :
t?) = 2 —q (VzeQ).

Or ceci implique que / est injective, car si £(z1) = {(z), il vient 2 — o = 29 — .

Fixons un point zy € €2, et translatons son image ¢(z) verticalement d’une hauteur 27 :

B = l(zy) + 2im.

Assertion 14.2. [l existe r > 0 assez petit pour que 1’image complete de ) par ((z) évite
le disque fermé de rayon r centré en [3 :

log (2 — a) c C\D,(B).
Preuve. Sinon, il existerait une suite {z, }°° , de points z, € () tels que :
Uzn) — U(z) +2im = 8
n— 00

P - eE(zn) N €€(z0)+2m = 20— a,

n— o0
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ce qui impliquerait z, — zy, donc ¢(z,) — {(zo) par continuité — contradiction avec
le point de départ ! U

Ainsi :
|£(z) —B| > r (VzeQ).

Effectuons une inversion (renormalisée) centrée au point 3, afin d’échanger 1’intérieur du
cercle C,.(3) avec son extérieur :

ce qui donne par composition :

) = g =5

Comme / et g sont injectives, leur composition g o ¢ I’est aussi. Le Théoréeme 6.2 fonda-
mental garantit alors que :

gol: Q =5 gol(9Q),
est un biholomorphisme. En particulier, g o £(£2) est un ouvert de C.

Assertion 14.3. Ona go ((Q) C D.

Preuve. En effet :
r

RN

<l -1 O
T

Oo

Toutefois, cet ouvert g o £(£2) C D ne contient pas forcément 1’origine. Qu’a cela ne
tienne, puisqu’il contient le point g(ﬁ(zo)) =: 7, nous n’avons qu’a le composer avec
I’automorphisme ¢, (w) = =, du disque unité qui envoie 7 sur 0 € I, pour obtenir en
conclusion :

[ = 0g0l avec w = ¢, (g9(¢())) > 0. O

Etape 2. Grice a ce qui précede, on peut dorénavant supposer que :

0e QcD.
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Comme promis, introduisons alors 1’espace fonctionnel :
# = {f: @ — D holomorphe: f(0)=0 et [ injective},

qui est non vide, puisqu’il contient I’identité z — z. Souvenons-nous qu’alors toutes ces
f: Q= f(Q) sont des biholomorphismes.

Cette famille # est uniformément bornée — sans avoir besoin de se cantonner a des
compacts ! —, car |f(z)| < 1 pour tout z € et toute f € Z#. Le Théoreme 11.5 de
Montel affirme alors que Z est uniformément équicontinue et normale.

Ensuite, soit » > 0 assez petit pour que D,(0) C €. De la formule de Cauchy pour

g € Z quelconque :
gy L 9(¢)
70 = 5 [ 25

découle une majoration :

19'(0)] < L. max |g]| - L. 27r
21 |¢l=r 72

<

—_

1
.
< 00,

bornant uniformément les modules des dérivées en 0, ce qui garantit la finitude de :

s = sup|g'(0)] < oc.
gEX
Avec I'identité g(z) = z € Z, on voit que :
1 < s.

Proposition 14.4. [Principale] 1/ existe une fonction f € % — c’est-a-dire holomorphe
injective ) — D avec f(0) = 0 — qui réalise ce supremum :

S = }f/(())‘ (< o0).
Démonstration. Prenons une suite { f,,}°° ; de fonctions f,, € % maximisante :
/0] —— 5.
n— o0
Tout notre programme se réalise précisément maintenant, parce que le Théoreme 11.5 de

Montel nous offre une sous-suite, que nous noterons encore { f,, }°°, pour simplifier, qui
converge, uniformément sur les compacts de D, vers une certaine fonction holomorphe :

f e 0).
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Un théoréme de Cauchy donne la convergence des dérivées f, — f’, donc |f'(0)| = s.

Rappelons que dans la Définition 11.6 du concept de famille normale # C €'(£2), nous
n’avons pas demandé que les fonctions-limites appartiennent encore a la famille %, et donc
ici, il reste a argumenter que :

C’est facile ! Premierement, f,,(0) = 0 pour tout n > 1 offre f(0) = 0 sans effort.

Deuxiemement, puisque les f,, sont toutes injectives, et puisque f est non constante —
car |f'(0)] = s > 1 —, la Proposition 13.1 offre I’injectivité de f. Ainsi, les deux condi-
tions pour que f € Z sont satisfaites. U

Etape 3. Dans cette derniere étape, nous établissons que cette fonction f € Z réalisant le
supremum de la dérivée en 0 constitue un biholomorphisme f: 2 — ID. Comme on sait
que f: Q — f() en est déja un par injectivité, il ne reste plus qu’a traiter la surjectivité.

Affirmation 14.5. La fonction [ € % satisfaisant |f'(0)| = sup|g'(0)| est surjective
gEX
f:Q—D.

Démonstration. Par I’ absurde, supposons 1’existence d’un :

a € D\ f(Q).

Pour aboutir a une contradiction, nous allons construire une autre fonction ' € % de
dérivée strictement supérieure |F”(0)| > | f'(0)| a I’ origine.
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D D
_ Yo ;
‘o

F::wg(a) ogotao f

Considérons I’automorphisme 1), de D qui échange 0 et o :

a—z

@Z)a(z) =

1—az

Comme (2 est simplement connexe, 1’ouvert 1, (£2) Iest aussi, et il ne contient pas ¢, () =
0. Nous pouvons donc définir une fonction racine carrée :

g(w) = Vw = e3loBW,

holomorphe dans 1, o ¢g(2), et en composant avec g, on divise essentiellement par 2
I”« écartement angulaire » de 1, o f(2) dans D, comme tente de I’illustrer la figure.

Enfin, pour ramener le point g o 1, o f(0) = g 0 ¥,(0) = g(«) a étre I’origine, intro-
duisons la composition :

F = wg(a)ogoqu)aof'
Assertion 14.6. Ona F € %.
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Preuve. On vient de faire F'(0) = 0. Ensuite, /' envoie {2 dans D, puisque 9, ¢, Vg(a)
envoient D dans D. Enfin, f est injective par hypothese, 1, est un automorphisme, g(w) =
Vw est injective, 1,(,) est un automorphisme, donc la composition F' = 1)) 0 g 0 1 © f
est aussi injective. U

En notant h(w) := w? la fonction réciproque, il vient :
_ =1 -1
[ =g ochoy,, oF.
N——————
=G
Cette nouvelle fonction composée G envoie D dans D et fixe 1’origine :

G(0) = o' (h(Uyy () = ¥t (h(9()) = ' (V@)?) = ¢ala) = 0,

mais G: D — D n’est pas injective, car h(w) = w? ne est clairement pas.
Par conséquent, la partie (3) du Lemme 8.1 de Schwarz implique :

|G'0)| <1 (strictement).
Une dérivation a I’origine de f = G o F' donne :
f'(0) = G'(F(0)) F'(0) = G'(0) F(0),
et par conséquent :
(0] < |F'(0)

en contradiction déflagrationnelle et libératrice ' avec I'hypothese de maximalité de | f(0)|
dans la famille Z. O

Y

Pour terminer completement 1’argumentation du Théoreme 10.1, il ne reste plus qu’a
multiplier f par un nombre complexe approprié de module 1 pour avoir f/(0) € R avec
f(0) > 0. 4

15. Synthese : sept caractérisations de la connexité simple

En examinant soigneusement les arguments de la démonstration du Théoreme 10.1 de
Riemann conforme, on se convainc que le seul endroit ou I’hypothese de simple connexité
de I’ouvert 2 ; C a été utilisée, c’était pour se servir d’une fonction logarithme et d’une
fonction racine carrée. Par conséquent, nous aurions pu nous contenter de supposer que 2
est holomorphiquement simplement connexe, au sens ou 0 = f7 f(2) dz pour toute courbe

©om fermée v C Q et toute f € O(Q), puisque nous avons démontré, a la fin du chapitre
consacré aux séries de Laurent, que ceci suffit a garantir I’existence de logarithmes et de
racines carrées.

Nous pouvons donc enfin énoncer un résultat qui réalise une synthese théorique tres im-
portante. Ici, nous supposerons I’ouvert 2 C C borné, c’est-a-dire contenu dans un disque
de rayon suffisamment grand, parce que la condition (iv) ci-dessous n’est par exemple pas
satisfaite quand () est une bande infinie dirigée par une droite, simplement connexe, mais
dont le complémentaire 2\ C consiste en deux composantes connexes.

1. Chapitre de 25 pages tapé intégralement (hors figures) en IATEX-non-stop le Dimanche 7 Mai 2018,
de O8h15 a 18h05.
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Théoreme 15.1. Pour un ouvert connexe non vide borné () C C, les 7 conditions suivantes
sont équivalentes.

(i) Q2 = D est biholomorphe au disque unité¢ D C C.

(ii) € est simplement connexe.

(i) 0 = Ind,(w) pour toute courbe €, fermée -y C 2 et tout point w € C\{L.
(iv) C\QQ est connexe.

(v) La propriété d’approximation uniforme des fonctions holomorphes par des polynomes
sur les compacts est satisfaite :

VieO(Q) VK C Qcompact Ve >0 3IP(z) €Clz] telque max|f(z)—P(z)| < e.

zeK

(vi) Pour toute courbe %”plm fermée, on a :
0= /f(C) d¢ (Vfeo(Q).
gl

(vii) Primitives, logarithmes, et racines existent :
o Vfe o), IF e 0)telle que F' = f;
o V f e O, C*) ne s’annulant jamais, 3g € O () telle que f = e9;
o V f e 0, C*) ne s’annulant jamais, ¥V o € C\{0}, I3h € O (2, C*) telle que f = h*.
Démonstration. Evidemment, quand Q C C est borné, il est clair que I’hypothése G C,
du Théoreme 10.1 de Riemann conforme est satisfaite.

Toutes les implications descendantes :

(i) = (i) = (ii)) = (iv) = (v) = (vi) = (vii),

ont déja été démontrées dans les chapitres qui précedent.
L’implication ascendante qui remonte d’un seul coup tous les échelons de cette échelle
a saumon, de loin la plus difficile :

(i) <= (vib),
n’est autre que le Théoreme 10.1 de Riemann conforme que nous venons d’établir, en tenant

compte de notre observation que I’hypothese de simple connexité de (2 peut étre remplacée
par I’hypothese (vi) que €2 est holomorphiquement simplement connexe. U

Quand ; C n’est pas forcément borné, il faut modifier cet énoncé en prenant le
complémentaire par rapport au plan complexe C auquel on ajoute un point a I’infini :

(CU {oo})\ (2.

Cet ensemble C U {oo} est homéomorphe a une sphere, dite de Riemann.
16. Exercices

Exercice 1. EE
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Fonctions entieres et produits infinis

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions les fonctions holomorphes entieres, a savoir celles qui
sont définies sur I’ouvert ) = C consistant en le plan complexe tout entier.

D’aprés le principe des zéros isolés, toute f € ¢(C) non identiquement nulle ne peut
s’annuler que sur une collection de points n’ayant aucun point d’accumulation dans C. Par
conséquent, si I’ensemble :

Z(f) = {aeC: f(a)=0},

est de cardinal infini, il consiste nécessairement en une suite {a, }°°, = Z(f) de points
tendant vers :

oo = lim |ay|.
n—oo

Inversement, étant donné une suite quelconque {a, }°, de points dans C, existe-t-il
une fonction f € ¢(C) qui s’annule en ces points et nulle part ailleurs ? Le théoreme de
Weierstrass affirme que la réponse est oui, a condition de corriger le produit naif :

(—a) (2 —az) (= — as) -

par des facteurs appropriés afin de le rendre convergent.

Autre question : comment les fonctions holomorphes entieres croissent-elles a I’infini ?
Ici, 1a théorie va illustrer un principe général important : plus la croissance est grande, plus
il peut y avoir de zéros.

Dr’ailleurs, ce principe se manifeste déja clairement dans le cas simple des polyndmes :

P(2) = apz* + a1z + -+ ay (a0 #0),

de croissance a I’infini :

max |P(z)| ~ l|ao|R?,

|z|=R R — 00
et qui possedent un nombre de zéros (comptés avec multiplicité) gouverné par cette crois-
sance, d’apres le théoreme fondamental de 1’algebre.

Pour les fonctions entieres générales (non nécessairement polynomiales), c’est la for-

mule de Jensen, par laquelle nous allons commencer, qui va ouvrir un acces a des informa-
tions sur leurs zéros.
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2. Formule de Jensen

Un court préliminaire s’impose. Soit Dg(zo) un disque de rayon R > 0 centré en un
point zy € C, etsoith € 0 (DR(zo)). Pour tout rayon intermédiaire 0 < r < R, la formule
de Cauchy donne :

1 h(<)

M) = = [ 2L,
( O) 2m Cyr(20) C— 20
d’oli en paramétrant { = zy + re® :
1 2 )
h(z) = 5 /0 h(z0 4+ re) db,

ce qui veut dire que la valeur au centre est égale a la moyenne sur (tout) le cercle C..(zp).
En prenant la partie réelle, on obtient une formule de la moyenne :

1 2m )
.1) Reh(z) = —/ Reh(z + 7€) do.
2m Jo

Choisissons maintenant z := 0, et abrégeons Dy := D (0) ainsi que Cy := Cx(0). Le
résultat suivant relie les zéros d’une fonction holomorphe a ce qu’on connait d’elle sur le
bord.

Théoréme 2.2. [Formule de Jensen] Soit une fonction holomorphe f € () dans un
ouvert ) O Dy U Cy satisfaisant :

£(0) # 0 et fl, A0

Si z1,...,2,avec L > 0 entier, sont les zéros de [ dans Dy, comptés (répétés) avec multi-
plicités, alors :

L 1 27 '
log | £(0)] —Zlog%—l—%/o log | f (R €”)| db.
=1

En fait, le principe des zéros isolés assure que ce nombre de zéros 0 < L < oo est
fini — il peut étre nul! —, et une autre maniere d’exprimer cela est d’introduire les zéros
distincts de f :

W, ..., Wy de multiplicités me,...,mg = 1,

avec L = my + - - - + my, de telle sorte qu’apres renumérotation éventuelle :

2 = = Zm, = Wi,
ZL—mg+1 — *° = 2L = Wk,
ce qui veut dire que dans la liste 24, ..., z;, on répete chaque z€ro autant de fois que sa
multiplicité 1’exige.
Puisque 21, ..., 2z € Dy sont les zéros de f‘DRuCR’ ona:
0 # f(z) (V2 €D UCk \ {21,....2.})-

Démonstration. Observons que si f et fo sont deux fonctions satisfaisant les hypotheses et
la conclusion du théoreéme, alors leur produit f := f; f5 satisfait aussi les hypotheses, donc
en utilisant log (xl Ig) = log x1 + log x5 pour x1, x5 € R*, une simple addition des deux
formules de Jensen pour f; et pour f, donne la formule désirée pour f.
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Introduisons alors la fonction :

f(z
9(2) = )

(z—21) (22— 2)

B /(2)

(Z — wl)ml e (Z — wK>mK’
définie et holomorphe dans Q\{z1,...,2.} = Q\{wi,...,w¢}. Mais comme on peut
écrire au voisinage de chaque z€ro :

f(z) = (z—wk)m'c [Ozk+0(z—wkﬂ (1<k<K),
avec oy, # 0, il est clair que g n’a que des singularités illusoires en les wy, donc :
g € 0(Q) avec 9(z1) # 0, ..., g(z) # 0,

et comme ni le numérateur de g, ni son dénominateur ne s’annulent ailleurs, nous déduisons
que :

g DeUCk 7é 0 (partout).
Grice a I’observation préliminaire, en ré-écrivant :

f(z) = 9(2) (z=21) -+ (2= =),

il suffit d’établir la formule pour deux types de fonctions.

Assertion 2.3. Si une fonction g, holomorphe dans un voisinage ouvert de Dy U Cy, ne
s’annule jamais, alors :

2m
log |9(0)| = 0+i/ log |g(Rr ™) | db.
21 J,

Démonstration. Soit R’ > R assez proche avec Dy D Dy U Cy et avec g € O (]DR/)
jamais nulle dans Dy.. Puisque Dy est simplement connexe, un théoreme déja vu (2 la fin
du chapitre consacré aux séries de laurent) fournit un «logarithme » de g, a savoir une
fonction h € & (IDDR/) telle que :

g(z) = .
Il vient :
|9(2)| = R,
puis :
log |9(2)| = Reh(z),
et la formule de la moyenne (2.1) conclut. ]

Assertion 2.4. Pour w € Dy quelconque, la fonction f(z) := z — w satisfait :

|wl 1 /27T i
I = log— + — log [R e —w| db.
og |w| g +27r i og‘ e w}

Notons que le membre de gauche est bien log | f(0)] ici.

Démonstration. Ecrivons a droite R (¢ — 2) :

1 2 )
log |w| 2 Iog\w\—logR—i—IogR—i—%/o log ew—%‘dG,
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simplifions, et renommons a := & pour demander si on a bien :

2

1 .
0= — Iog‘ew—a|d9
21 Jo
I .
[le”] = 1] = — log ‘1 — ae‘Z9| do
2 Jo
1 2m )
[0 — —0] = —/ Iog‘l—ae’e do (V]a| <1)?
2 Jo
Mais oui ! Car la fonction holomorphe :
g(z) == 1—az,
jamais nulle dans {|z| < 1}, satisfait les hypotheses de 1’ Assertion 2.3 précédente, ou
R = 1, avec log |g(0)| = log 1 = 0. O
Ceci conclut la démonstration du Théoréme 2.2. U

Maintenant, toujours dans un disque Dy = D (0) de rayon 0 < R < oo, sur tout sous-
disque ouvert 0 € D, C Dy de rayon intermédiaire 0 < r < R, introduisons une notation
pour toute f € &(Dy) avec f Z0:

ny(r) := nombre de zéros de f dans D,

comptés avec multiplicité.

De maniere dynamique, il faut s’imaginer que les disques D, C Dy croissent, et voir r —
n(r) comme une fonction a valeurs dans N.

Observation 2.5. La fonction r — n¢(r) est croissante. O

En termes de fonctions indicatrices, lorsque R < oo, en supposant comme dans le Théo-

reme 2.2 que f n’a qu’un nombre fini L > 0 de zéros zy,...,2 € Dy, ona:
L L
(2.6) np(r) = D 1=y e(r),
relr =t

et donc nous pouvons transformer comme suit la somme dans le membre de droite de la
formule de Jensen (affectée d’un signe moins) :

L

L R
Zlogi:Z/ %
=1

|ZZ| =1 |ze]

L R
dr
= 1 2|, 00[\T") —
;/0 lzel,ool(T) —
R L
dr
= / (Z 1]2e,oo[(7“)) .
0 =1

R dr
[Reconnaitre (2.6)] = ny (7’) 7
0
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Théoréme 2.7. [Réexpression de Jensen] Pour f € 0(Q D Dy U Cy) avec f(0) # 0 et
f’CR #0,0na:

/0 nf(r)ﬁ _ 7TIog‘f(luai(’)‘alﬁ—Iog|f(0)|. O

r 2m Jo

Intuitivement, pour f € ¢(C) holomorphe entiére, en considérant que la constante ter-
minale — log | f(0)| devient négligeable, lorsque R — 00, cette égalité s’interpréte comme
établissant une relation entre le nombre de z€ros, a gauche, et la « croissance », a droite.

Afin de préciser ce qu’on peut entendre par croissance, voici un concept — parmi
d’autres.

Définition 2.8. On dit qu’une fonction f € &(C) a un ordre de croissance < p, avec
p € R, U{oo}, s’il existe deux constantes 0 < A, B < oo telles que :

|£(z)| < ae”l (Vz€Q).
L’ ordre de croissance py de f est alors le plus petit de ces p :

py = infp.
Il peut étre infini — penser 2 e~ —, mais nous n’étudierons que les cas ol py < p < 0.
Par exemple, e* est d’ordre 1 (exercice), et e* d’ordre 2 (exercice).

Le premier résultat intéressant de la théorie majore le nombre de zéros en termes de la
croissance.

Théoréme 2.9. Si f € O(C) a un ordre de croissance < p < o0, alors il existe une
constante 0 < C' < oo telle que :

ng(r) < Crf (Vr>1).

De plus, si z1, z3, z3, . . . sont tous les zéros non nuls de f, alors pour tout p' > p :

o

1
Zw<oo.

(=1

Le cas ou f n’a qu’un nombre fini de z€éros, voire n’a aucun zéro, est inclus dans cet
énoncé, mais devient trivial.

De plus, un zéro éventuel de f a I’origine ne perturbe rien, puisque I’objet d’étude est
le comportement de f sur D, quand r — oo.

Démonstration. Soit v := v¢(0) I’ordre de f a ’origine, d’ou :

f(z) = 2 (a—i—O(z)),

avec a # 0. Si nous introduisons la fonction :

il vient :

np(r) = ng(r) — v,
décalage par une constante devenant invisible quand » — o0, quitte a augmenter la
constante C' de la majoration affirmée par le théoréme. Nous pouvons donc supposer que :

£(0) = 1.
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L’idée-clé est d’écrire la formule de Jensen — au centre! — pour R = 27 :

ng(r)log2 = ng(r) [Iog (2r) — Iog(r)}

2r dS
= “f(r)/ 5

2r
d
[Croissance] = / ns(s) 1o
, S
2r 2
d 1 4
[Jensen] < / ny(s) & + log | £(0)] 2 —/ log ’f(Zreza) ‘ de
0 S ———°©° 27T 0
1 2
[Hypothése] < — / log ‘A e? mlp‘ do
2 Jo
2
i <IogA + B2pr”>
27
Vr>1] < constante - r”,

et I’inégalité entre membres extrémes donne bien ns(r) < C'r”.

Ensuite, puisque tous les zéros zp, { = 1,2, 3, ..., de f sont non nuls, et deviennent de
module |z,| > 1 a partir d’un certain rang, avec p’ > p qui garantit :

207P > 1,

I’idée-clé est de décomposer {|z| > 1} en anneaux dyadiques successifs en commengant
par décomposer :

va > uv*z( 2 %)

|ze]<1 27|z <29 1
—_———

< 00

la premiere somme étant finie car il ne peut y avoir qu'un nombre fini de zéros dans le
compact D d’apres le principe des z€ros isolés, afin de majorer la deuxieme somme comme
suit pour conclure :

2,2, mF) <Ly

- . . z -
J=0 N 2ig|z|<2itt Jj=0

N
gL
Q
02
z
3
[\
—_
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3. Produits infinis

Soit {a, }°°; une suite quelconque de nombres complexes a,, € C. Dans 1I’étude des

séries infinies )~ | a,, il est bien connu que la convergence nécessite que a,, — 0,
n—o0

parfois rapidement. De maniere analogue, si on souhaite élaborer une théorie des produits
infinis convergents :

oo

1] b

n=1

on s’attend a ce que les b,, tendent (rapidement) vers 1 — sinon le produit divergera ! C’est

pourquoi on écrira dorénavant b,, = 1 + a,,, en ayant en téte que a,, — 0 :
n—oo

oo
H (1 + an) = 2.
n=1
Les propriétés spéciales du nombre 0 relativement a la multiplication entrainent pour
les produits infinis quelques particularités qui n’ont pas de contrepartie pour les séries :
si 1 + a,, = 0 pour un certain ngy, on a H2=1 (1 4+ a,) = 0dés que N > ng, d’ou la
convergence triviale [~ (1 + a,,) = 0.
Formulons une premiere définition dans laquelle nous excluons tout facteur 1 4 a,, qui
pourrait étre nul, définition qui est classique dans certains livres mais que nous n’utiliserons
pas vraiment dans la théorie des fonctions holomorphes.

Définition 3.1. [Non utilisée] Pour une suite {a, }°°, de nombres complexes avec a,, #
—1 pour tout n, si la limite :

N|i_>mOo 11 (1 + an) =/,

existe dans C\{0}, c’est-a-dire existe et est non nulle, on dit que le produit infini des 1+ a,,

converge, et on le note :
o0

H (1+an) e C.

n=1

Il importe d’observer que ce produit infini est alors considéré comme non convergent
lorsque la limite est égale a zéro :
N
0= lim (1 + an) - produit infini divergent.

N—00
n=1

Ensuite, en abrégeant :
N

By =[] (1+an) (x>1),
n=1
lorsque le produit infini [ [~ , (1 + a,) = ¢ € C* converge donc vers une limite non nulle,

il est clair que :

By 14
Irav=p5— 72771

et ainsi, une condition nécessaire pour la convergence dans C* est que :

lim a, = 0.
n—oo



248 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Comme la fonction logarithme transforme un produit en une somme, et comme log (1 +
z) ~ z pour z € C petit :

log H (1—|—an) = Z log (1+an)
n=1 n=1
n=1

on pourrait croire que la convergence d’un produit infini [~ | (14 a,,) équivaut a la conver-
gence de la série infinie Y - | a,, mais I’Exercice 1 montre qu’il n’en est rien :

Z a, convergedans C =~ H (1 + an) converge dans C*.
n=1 n=1

De plus, dans la théorie des produits infinis, on souhaite absolument préserver la pro-
priété suivante des produits finis :

« Pour qu’un produit de nombres complexes soit nul, il faut et il suffit que I’'un de ses
facteurs soit nul. »

Cependant, malheureusement, I’exemple des facteurs tous différents de zéro :

1+ - -
an = — — n}l)

n+1 n+1 (=1
montre, par télésco(do ?)page, que :

N
1 2 N—1 N 1
13 = 1 n) = == . — — O’
v=110+e) =53 N N+l N4 vow

n=1
ce qui montre qu’un produit infini []°7, (1 + a,) peut converger, vers zéro, mais sans
qu’aucun de ses facteurs soit nul.
D’ailleurs, ce — mauvais (garcon ?), trées mauvais (garcon de Margay ?7) — exemple
pour lequel :

[0.9] o 1
Z tn = Z n+l O
n=1 n=1
montre aussi incidemment que :
o0 oo
Z a, converge dans C <<= H (1 + an) converge dans C,
n=1 n=1

et donc aucune implication n’est vraie :

Z a, convergedans C <= =~ H (1+a,) converge dans C!
n=1 n=1

Toutefois, I’intuition qu’un passage par le logarithme :

oo oo
Z log (1 +an) = formellement = log H (1 +an),
n=1 n=1

permet de ramener 1’étude des produits infinis a celle des séries est correcte, a condition
d’imposer la convergence absolue, laquelle s’avere €tre la condition suffisante la plus utile
dans toutes les applications.
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Reformulons alors une définition plus adaptée dans laquelle nous autorisons les facteurs
a étre nuls.
Définition 3.2. [Utilisée] Pour une suite {a,, }2>° ; de nombres complexes, si la limite :
N
lim (1—i—an) =:/,

N—00
n=1

existe dans C, on dit que le produit infini des 1 + a,, converge, et on le note :

oo

H (1+an) e C.

n=1

Voici I’énoncé élémentaire qui sera important pour la théorie des fonctions holo-
morphes.

Théoréme 3.3. Si >~ | |a,| < oo, alors le produit infini :

o0 N
1—‘[1 (1+an) = NIme 1 (1+an) e C

converge vers une valeur finie. De plus :
[[(0+a) =0 <« 3Fn=1 1+a, =0.
n=1

Démonstration. Comme |a,,| — 0 nécessairement, pour n assez grand, on a |a,| < 3. En
éliminant les premiers facteurs du produit infini, on peut supposer que |a,| < % pour tout
n > 1. Puisque seuls ces premiers facteurs pouvaient donc satisfaire 1 + a,, = 0, nous
allons voir que, en fait, la limite :

N
)
lim 1 '
Jim (1+ an) e C\{o}
n=1
existe et est non nulle. Autrement dit, un produit infini convergent ne peut valoir 0 que si
I’un de ses premiers facteurs est nul.

En effet, avec le développement connu en série entiére valable pour |z| < 1:

log(1+2) = =

|

|
+

|

|

si de plus |z| < 1, on peut majorer :
‘Iog(l - z)} < 7| (1 + 2| + 22+ |22 + |2t + )

1 1 1 1
(3.4) <E(+5+m+gm+5+ )
:2‘2‘7
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pour assurer la convergence de la série :

Z log (1 + an)
n=1

< Z |Iog(1 —|—an)|

)
<2} ladl
n=1

[Hypothése] < o0,

vers un nombre que 1’on note :

N—o00

N
= lim Z log (1 +an),
n=1

et comme I’exponentielle est continue :
N N
H (1+a,) = H e'o8 (1+an)
n=1 n=1
_ 62::1 log(1+an)

— et £ 0,

N — 0o
ceci montre bien la convergence des produits partiels vers un nombre qui est effectivement
non nul, parce qu’il est exponentielle d’'un nombre complexe. U

)
n=1

Terminologie 3.5. On dit qu’un produit infini ]
. 00
converge absolument si ) >~ |a,| < oc.

(1 + a,) de nombres complexes

Ce critere de convergence absolue  |a,| < oo est en effet approprié, car la plupart du
temps, dans la théorie des fonctions holomorphes, on est en mesure, au moyen d’estima-
tions souvent élémentaires, de garantir une convergence normale — donc uniforme — des
séries de fonctions, ce qui préserve le caractere holomorphe de la limite.

Théoreme 3.6. Dans un ouvert 2 C C, soit {F,,}3° | une suite de fonctions holomorphes
F, € 0(Q). S’il existe des constantes c,, > 0 majorant dans €2 :

‘Fn(z) - 1! < ¢, telles que Z Cn < 00,
n=1

alors les trois propriétés suivantes sont satisfaites.

(1) Le produit infini de fonctions holomorphes [, F,(z) converge uniformément dans
Q) vers une fonction holomorphe :

N

F(z) = N|i_>rr;O F.(2).

(2) En un point w € ), on a F(w) = 0 si et seulement si il existe n = n,, > 1 avec
F,(w) = 0.

(3) Si toutes les F,, # 0 ne s’annulent nulle part dans 2, alors F' # 0 aussi partout dans
Q, et de plus :

~—

F'(2) i FL(z
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Démonstration. Puisque ¢, — 0 nécessairement, il existe un entier M > 1 assez grand
pour que :
n>M+1 = Cn < %

En décomposant alors :

H Fo(2) = H F(2) H Fo(2),

n=M+1

nous allons constater que le deuxieme produit-reste ne s’annule en aucun point de (2, et
donc les zéros de la fonction-limite ne peuvent €tre présents que dans les premiers facteurs :

{weQ: Flw)=0} = [J {weQ: F,(w)=0}.

1<nM

En éliminant ces premiers facteurs, ce qui ne change rien a (1), (2), (3), nous nous ramenons
ac, < % pour toutn > 1.
Maintenant, en homologie avec les notations précédentes, ré-écrivons :

Fo.(z) = 14 a,(2).

Puisque |a,(z)] < ¢, < 3 dans €, Phypothése > ¢, < oo, suivie de I’estimation de

convergence normale-uniforme :
oo
< Z ‘Iog (1+ an(z))‘
1

Z log (1 + an(z ))‘
[(3.4)] <2) an(2)
n=1
< 2 Z cp < 00,
n=1

associée a un théoréme connu (spectaculaire) de Cauchy offrent 1’holomorphie de la
fonction-série :

Zlog +a,(z)) € O(Q),

donc :
o

F(z) = [] (1+an(z)) = eXn=i 80tal) ¢ g(Q),

n=1
et cette fonction holomorphe ne s’annule en aucun point de {2 — car c’est une exponen-
tielle! —, ce qui conclut (1).

Pour I’équivalence (2), on a ici :
{w €Q: Flw)= O}

ce qui est cohérent avec le fait que nous nous sommes ramenés a ¢, < % pour tout n. > 1,
de telle sorte que les inégalités ’Fn(z) — 1| < % forcaient, a I’avance aussi :

= |J {weq: F(w)=0}.
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Pour (3), en notant :

uniformémen
GN<Z) = | | Fn(Z) szo tF(Z) (dans ),
n=1

un théoréme connu (encore plus spectaculaire) de Cauchy offre la convergence des dérivées
en tout point :
Gi(z) — F'(2) (VzeQ).
N— o0

Mais les GG sont uniformément minorées dans (2, car |Fn(z) — 1‘ <ec, < % donne :

|GN(Z>‘ = H ‘Fn<z)|

N

> [ (1-e)

n=1
oS

> (e

n
[Théoréme 3.3] > 0,

donc on a aussi en tout point convergence uniforme :

F'(2) Gi(2)
P(z) wox Gy(z)

_ (A()--R() R F()

T ReE-Re ReTRE) -

Ainsi, la bonne condition suffisante pour la convergence d’un produit infini
[[22, Fu(z), c’est la convergence normale de la série de fonctions holomorphes

n=1

Yooy (Fu(z) = 1).

Conceptualisons cela, quitte a nous restreindre a des compacts.

Définition 3.7. Un produit infini [ |7, F,(z) de fonctions holomorphes F,, € 0'(12) est dit
normalement convergent sur les compacts de {2 si, pour tout sous-ensemble compact K C
€, il existe une suite {c¢, }°°, de nombres positifs ¢, = ¢, (K) > 0avec Y >, ¢, < 00
tels que :

|Fu(2) = 1] < ¢ (VzeK, Vn>1).

On généralise alors aisément le théoreme précédent.

Théoréme 3.8. Dans un ouvert Q2 C C, si une suite {F,,}° | de fonctions holomorphes
F, € 0(Q) converge normalement sur les compacts de <2, alors :
(1) le produit infini [ 77, F,(z) définit une fonction holomorphe dans ) :

N

F(z) = NILn;O F.(z);
n=1
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(2) en un point w € Q, on a F(w) = 0 si et seulement si il existe n = n,, > 1 avec
Fo,(w)=0;

(3) si toutes les F,, # 0 ne s’annulent nulle part dans €, alors F' # 0 aussi partout dans
), et de plus :

0|

F'(z) < (%)
F(z) nZ:; Fo(2)

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le théoreme de convergence normale de Cauchy sur
des compacts arbitraires K C € a la méme série Y log (1 + a,(z)) de fonctions holo-
morphes. U

4. Formule de produit d’Euler pour la fonction sinus

Avant de continuer a développer la théorie générale des produits de Weierstrass, établis-
sons une formule de produit infini pour la fonction sinus, due a Euler :

2

sinz ad z
—T(-2)
T ZH( n?

n=1

qui est valable pour fout z € C.
Cette identité sera déduite de la représentation suivante de la fonction cotangente comme
série de fractions rationnelles :

CcosTmz

mTcotan Tz = M —
siIn7z
[o@)

1
:Zz+n

n=—oo

1
= |
NI—>ngo Z zZ+n

Inj<N

oo
2 22 —n?’

n=1
qui sera valable pour z € C\Z. En fait, la somme > > _ doit étre entendue comme
. . L. N e,
limite, lorsque N — o0, de la somme symétrique ) . _ ., parce que aucune moitié-

0 00 3 1 _
somme ), ety meconverge, acausede ) - = oo.
Heureusement, quand on interprete la somme de maniere symétrique, des compensa-

tions réalisées dans la derniere formule écrite ci-dessus vont assurer la convergence.

Théoreme 4.1. Pour tout z € C\Z :

o0

1 2z
mcotanmz = — + g 5 3
z z4—n
n=1

Démonstration. 1”1dée est d’exploiter le fait que cette série et la fonction 7 cotan 7z ont les
mémes propriétés structurales. Notamment, avec n € Z entier, et z = n + w proche mais
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différent de n, donc avec w # 0 petit, comme on a :

cos Tz cos (mn + mw) (—1)" cosTw
e = _— = -
sinmz sin (mn + Tw) (—1)"sin Tw
1+ O(w? 1
= +Ow’) = + reste holomorphe,
w4+ O(w3)  z—n

il est clair que les deux propriétés suivantes sont satisfaites :
(1) 7 mCtl) — gcosmz boup tout 2 € C\Z;

sinm(z+1) sinTz
2 Z?ns 7= possede des pdles simples en tous les entiers 2 = n € Z, avec des résidus tous

égaux a 1, et est holomorphe dans C\Z.

Alors nous affirmons que la série :

[ee]

1 . 1
Z = |im
Z4+n N—00 z4+n

n=-—00 [n|<N

satisfait aussi exactement ces deux mémes propriétés.

En effet, (1) revient simplement a observer que le passage de z a 2+ 1 décale d’une unité
les termes de la somme infinie :

S T X et o
z4+14+n  z—N z4n z+N+1’

[n|<N In|<N

et en faisant N — oo, les termes d’erreur parasites s’évanouissent :

. 1 ) 1
lim —— = lim E .
N—00 z+1+N N—00 zZ4+n
<N <
Par conséquent, la fonction-différence :

1
zZ+n

A(z) := mcotanmz — Z

n=—0oo

satisfait, via (1), la périodicité A(z + 1) = A(z), mais surtout, grice a (2), nous constatons
que toutes les singularités de A(z) en les entiers z = n € Z sont illusoires, ce qui implique :

A e 0(C).
Enfin, on vérifie I'imparité :
A(=z) = —A(z) (Vz€C).
Afin d’établir la formule du théoréme, qui équivaut a2 A(z) = 0, commengons par une
Assertion 4.2. La fonction A € O(C) est bornée dans le plan complexe tout entier.

Preuve. Grace ala 1-périodicité, il suffit de faire voir que A est bornée dans la bande infinie
verticale :

{le] <3} (z=a+iy),
et grace a I'imparité, il suffit de le faire dans le rectangle infini :

{lz[ <3, v >0}
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Comme A est partout holomorphe, elle est bornée sur le carré {|x| < %, 0<y < 1}, donc
on peut supposer y > 1, et alors on majore premieérement :
eiwz + e—iwz

m,———
ez _ p—imz

7r cotan 7TZ‘ =

T =Ty + ef'merTry

6i7ra:—7ry _ e—iﬂx—Hry

e—27ry + 6—227rx
= T

e—27ry _ e—2i7r3:

e 2™ 41
—e 2 4 ]
67271' + 1

ﬂ' _—
_6—27'(' ‘I’]-
< 0Q.

[aks <~k auand [b] > [al] <7

la—b]

Deuxiémement, toujours avec y > 1 et avec |a:\ <5

§+§;% :E+zy i 2 —y? x——;;ﬁ?%xy
s $+g y2—|—ig—x2
> 1= 1y <2 <1+2.2gﬁ.

Or comme la fonction x — WLxQ est décroissante, cette derniere somme est majorée
par une intégrale finie indépendante de y :

= Y *y
—7 < —7 _dx
;y“rn? /0 y? +a?

oy
= /0 v+ e’

©dt
o 14

Ainsi, les deux constituants de la fonction-différence A sont bel et bien bornés dans {|m| <
1
Pour terminer, le théoréme de Liouville force A = C' a étre constante, et puisqu’elle est
impaire, C' = 0, ce qui conclut :
=~ 1
0 = mcotanmz — .
2 T

n=—oo

g

Comme promis, nous pouvons maintenant établir le célebre :
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Théoreme 4.3. [Euler] Pour tout z € C, on a la représentation par un produit infini
convergent :

sinTz = 7z H <1——>.

Démonstration. Abrégeons :

o0 2

G(z) == sin72 et P(z) = H (1— z_)

2
™ n
n=1

Comme ) n% < 00, le Théoreme 3.6 montre que ce produit infini converge pour tout
z € C, et que, en-dehors de I’ensemble Z C C :

P'(z) 1 & 2z
P(z) ;+Z 22 —n?

Mais comme %T()) = mcotanz, le développement en série rationnelle de la fonction

cotangente que nous venons d’obtenir montre 1’annulation identique :

<ggz§) _ P(2) [P'(z) G’(z)]

= 0,

etdonc P(z) = ¢ G(z) pour une certaine constante ¢ € C. Enfin, puisque P(z) = 2+0(2?)
et G(z) = Z2 + O(2%), il est clair que ¢ = 1. O

5. Formule produit d’Euler pour les nombres premiers

La fonction z€ta de Riemann est définie, pour s > 1 réel, par la série :
o
1
=2
n=1
convergente d’apres un critere connu, et elle se prolonge au domaine complexe.

Lemme 5.1. Cette série ((s) =Y ., nls converge normalement sur tout demi-plan com-
plexe :

{SE(C: Res > 1+5},
avec § > 0 quelconque, et définit une fonction holomorphe dans {Re s > 1}.

Démonstration. Comme Riemann, écrivons le nombre complexe s sous la forme :

s = o+ 1t,
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avec o,t € R, d’oli en supposant o > 1+ 6 :

1 1
n=1 n=1
— 1
< Z |es|ogn|
n=1
= 1 &
- nz:l ealogn — E
— 1
< ; —5 < 0,

ce qui établit la convergence normale, dans {Res > 1 + d}, de cette série de fonctions
holomorphes. Le théoréme de Cauchy garantit alors que s — ((s) est holomorphe dans
tout demi-plan {Res > 1 + ¢}, donc dans {Res > 1}, puisque § > 0 peut étre choisi
arbitrairement petit. U

Une application célebre de la théorie des produits infinis est due a Euler. Elle établit un
lien extrémement profond avec la théorie des nombres. Notons :

P = {p > 2entiers premiers} = {2, 3,5, 7,11, 13, 17, 19, }

Théoreme 5.2. [Euler] Pour s € C avec Res > 1, ona:

=1 1
2 =1l
n=1 pESP D

ou le produit infini est normalement convergent dans tout demi-plan {Res > 1 + 0} avec
0 > 0 quelconque.
De plus, la fonction :

1
s H T 1
1—- 1
peP p®

est holomorphe dans le demi-plan ouvert {Re s > 1}.

Démonstration. Commencons par justifier la convergence de ce produit infini. Avec z :=
z% qui vérifie 0 < |z] < % car p > 2, en utilisant :

1 1
| <
1—=z 1—|z|
majorons le produit infini par :

1
Il —=

pEP p?

< 1422,

2 ?
<H<1+m> < 0Q,
pS

peEP

et constatons que le critere suffisant des Théoremes 3.3 et 3.6 pour la convergence des
produits infinis s’ applique grace a :
oo

2 1 1
Z ’ps| ZQZpRes < 2z:nRes < .

pEP peEP n=1
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Ensuite, soient deux (grands) entiers 1 < N < M. Puisque d’apres le théoreme fonda-
mental de 1’arithmétique, tout entier n < N s’écrit de maniere unique n = pj* - - - p,oj“ avec
Pl P € P,avec oy, ...,y = 1, etavec:

pl?"'vpu<N7 alv"'7au<N<M7

un développement du produit a droite de la premiere ligne ci-dessous donne une majoration
dans laquelle on suppose s € Ravec s > 140 :

N
1 1 1
_<”<1 ~ e )
TLS\ +ps+ +pMs

n=1 peEP
PN

1 1
H(1+_8_|_..._|_ MS_|_...)
p p

peEP
PN

1
:Hl_i

peP p®
PN

<II —

peES

N

L
pS
Grace a la majoration (qui est en fait une égalité) < #, la méme ingégalité est vraie
avec s € C satisfaisant Re s > 1 + 4.
En faisant N — oo, il vient :
1
ORI s

1
peES o

1
ns

Pour I’inégalité inverse, a nouveau d’apres le théoreme fondamental de 1’arithmétique,
un développement du produit a gauche montre qu’on n’obtient pas tous les ni :

1 1 1 =1
H<1+—S+E+---+ MS) < —,
p° P P n

pEP n=1
PN
d’ou en faisant M — oo : .
Il == <<
pEP p®
PN
etenfin viaN — 00 : .
pEL p®
Tout ceci étant vrai dans {Re s>149 } avec 0 > 0 arbitraire, nous concluons que la
formule (incroyable !) d’Euler est vraie dans le demi-plan {Re s > 1}. 4

6. Produits infinis de Weierstrass

Rappelons que si une fonction holomorphe non identiquement nulle f(z) s’annule en
un point z = a, la multiplicité v(a) =: v est I’'unique entier tel que I’on puisse factoriser :

f(z) = (2= a)"g(2),
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avec une fonction-reste holomorphe ¢(z) satisfaisant g(a) # 0. On voit cela instantanément
en factorisant la puissance maximale de z — a dans le développement en série entiere de f
au point a.

Maintenant, si {a,}7°, est une suite quelconque (infinie) de points dans C, existe-t-
il une fonction holomorphe entiere f € ¢&(C) ayant exactement ces a,, comme z€ros, et
non nulle ailleurs ? A cause du principe des zéros isolés, il est nécessaire de supposer que
{a,}52, n’a pas de point d’accumulation a distance finie, et donc que |a,| — oo quand
n — oo. Apres réordonnancement, on pourrait supposer que |a,| < |a,41| pour tout
n > 1, mais cela n’est pas nécessaire.

Rappelons que nous autorisons des répétitions dans les suites de zéros, et donc il revient
au méme de se donner une suite {b,, }>° ; de points mutuellement distincts avec |b,| — oo,
ainsi que des multiplicités v, > 1, et de demander s’il existe f € ¢(C) ayant ces b,, comme
zéros d’ordres v, et jamais nulle sur C\{by, by, b3, .. .}.

Cette question est triviale pour un nombre fini de z€ros prescrits, et pour un nombre
infini, la réponse est toujours positive, aussi.

Théoreme 6.1. [Weierstrass] Pour toute suite {a,}° | de nombres complexes a, € C
satisfaisant |a,| — oo quand n — oo, il existe f(z) € O(C) holomorphe entiére
s’annulant en tous les z = ay,, et non nulle ailleurs.

Toute autre fonction f(z) € O(C) satisfaisant cela est de la forme :

fz) = f(z) e,
avec g(z) € O(C) holomorphe entiere.

Démonstration. En effet, si a,, est un zéro prescrit, disons d’ordre 1 pour fixer les idées,
alors au voisinage de z = a,,, on peut écrire :

() = (z=a) [a+0(z = a,)] (a0,
f(z) = (2 —an) [&—FO(z—an)} (@£0),
d’ou il découle que z = a,, est une singularité illusoire du quotient :

f(2) (z —ay) [&—FO(z—an)] _ g

) (z—an) [a+0( —ay)

accompagné du fait que }08 ne s’annule pas au voisinage de z = a,,.

Le cas ot a,, est répété un nombre m > 1 de fois est similaire, donc :

+O<Z— an),

z
1@ ¢ pic,
f(2)
est holomorphe entiere, et ne s’annule jamais.
Comme C est simplement connexe, un théoréme connu montre qu’il existe bien une
fonction holomorphe entiere g € &/(C) représentant :
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Ainsi, nous devons construire une fonction qui s’annule précisément en tous les z = a,,.
La proposition naive, suggérée par la formule de produit d’Euler :

fz) = f[ (1-2).

N

se heurte & un probleme de convergence, notamment lorsque » ﬁ = oo. Afin d’y
remédier, Weierstrass a eu 1’idée d’insérer des facteurs exponentiels — jamais nuls —
accélérant la convergence sans introduire de nouveaux z€ros.

Pour chaque entier k£ > 0, introduisons en effet les facteurs canoniques de Weierstrass :

Eo(Z) =1- Z,
22 Zk
E(z) = (1 — z) ettt t% (k>1).

En localisant autour d’un zéro a prescrire z = a,,, nous serons intéressés par 1’étude de
. 1
ces Ey(z) dans le disque {|z| < 1}.

Lemme 6.2. 1] existe une constante universelle 0 < ¢ < oo telle que, pour tout k > 0 :
11— En(2)] < clz™! (v l2< D).

On peut prendre ¢ = 2 e!, qui est indépendante de .

o0 2"
n=1 n?’

Preuve. Pour |z| < 1, le logarithme log (1 — z) est défini par la série connue —
donc comme on peut écrire 1 — z = €'°8(1=2) il vient :

_ 242"
Ek(Z) _ €|0g(1 z)+z+ 5 ot
cn posant .

n=k+1
Mais puisque |z| < % nous pouvons majorer de maniere élémentaire :

1 |2| KR
< k+1( ...>
< T T rre Tras T

1 1
< k+1 (1 - _ )
H +2—|—22+
— 2|Z|k+1.

La formule des accroissements finis appliquée a la fonction h(t) := e* de la variable réelle
0 < t < 1 ayant pour dérivée h/(t) = w e™ conclut :
|1 — Ex(2)| = |1 —¢€”| = |n(0) — h(1)]
=1 - max |I'(t)]

0<t<1

tfw]

N

max |w|e
o<t<1

2 |Z|k+1 e\w\

2! |z|F L, O

NN

[Jw] < 1]
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Supposons dorénavant qu’un zéro d’ordre v > 0 est prescrit en z = 0, et que les zéros

ai,as,as, ... sont tous non nuls. Définissons alors le produit de Weierstrass par :
o
N 4 z
fz) =2 I] Ea(2)
n=1
i z 2 n
z 1 z 1 z
=z H (1 — —> ea*%(a) +otn () 7
an
n=1

et vérifions qu’il remplit toutes les conditions, a savoir que f € ¢(C) est holomorphe
entiere avec un zéro d’ordre v en z = 0, avec des zéros en chaque a,,, et que f est non nulle
ailleurs.

Fixons R > 0, supposons z € Dy, et démontrons que toutes ces propriétés sont satisfaites
dans Di. Comme R est arbitraire, cela terminera la démonstration.

Décomposons le produit en deux morceaux :

) == 11 E(2) Il E(2)

lan|<2R lan|>2R

Puisque |a,,| — o0, il n’y a qu’un nombre fini de facteurs dans le premier produit,
lequel s’annule clairement en tous les z = a,, avec |a,| < R, mais nulle part ailleurs dans
Dy, ce qu’on voulait.

Dans le deuxieéme morceau qui est un produit infini, on a, toujours pour |z| < R :

z

Qn

R 1
<5 =35
2R 2

et donc le Lemme 6.2 offre une estimation :

z z n+1
‘1—En(—>‘ <clZ
an, an
< 1
X Cﬁ’

montrant, puisque » # < 00, en appliquant le Théoreme 3.6, que le produit infini :

II E.(2)

lan|>2R

Dr

converge normalement dans le disque Dy et y définit une fonction holomorphe ne s’annulant
jamais.

Au final, f posseéde toutes les propriétés voulues dans Dy avec R > 0 arbitraire, donc
dans C. U

7. Théoreme de factorisation de Hadamard

Etant donné une fonction holomorphe entiére f € ¢ (C) non identiquement nulle qui
possede v := v¢(0) zéros a I’origine suivis d’un nombre infini de zéros {a, };°; non nuls,
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le Théoreme 6.1 de Weierstrass construit un produit infini convergent :

E(z) =2 H En(fn)

n=1
> ya z 1( 2z \2 1/ 2z \"
— ¥ H <1 _ _> emti(E) +tn(E)
an
n=1

qui a exactement les mémes zéros que f, sans s’annuler ailleurs, et par conséquent, le
quotient :
f(z)

E(z)
n’a que des singularités illusoires, car si w est un zéro, w = 0 ou w = a,, et si m est la
multiplicité de ce zéro, m = v ou m = nombre de fois que a,, est répété, alors au voisinage
de w, on peut écrire :

f(z) = (z—w)" [a+ Oz — w)] (@ #0),

E(z) = (z—w)™ [+ 0(z — w)] (B#0),
d’ol la compensation au numérateur et au dénominateur :

fz) _ (—w)" o+ 0(z —w)]

E(z)  (z=—w)"[3+0(z —w)]

«
— E+O(z—w) (3 #0),
montrant que é((zz)) est holomorphe, jamais égale a zéro, au voisinage de z = w. Comme

f(2) # 0 # E(z) partout ailleurs, ce quotient ne s’annule donc en aucun point de C, et
comme C est simplement connexe, un théoréme connu permet de représenter ce quotient
comme exponentielle :

Bz

d’une certaine fonction g € ¢'(C) unique.

Corollaire 7.1. [Weierstrass] Toute f € €(C) ayant un zéro d’ordre v > 0 a l’origine et
une infinité de zéros {a, }5°, non nuls s’écrit de maniére unique avec g € 0(C) :

oo
z 1( 2 \2 1( 2 \"
f(z) = e9) z¥ H (1- %) emti(E) +on(E)" O
n=1
Or quand n — o0, dans I’exponentielle, le degré n du polynéme en = est non borné.
Hadamard s’est posé la question de savoir si on peut raffiner ce théoréme de représentation
de Weierstrass lorsque f € ¢'(C) est supposée étre d’ordre de croissance fini < p < 00 :

f(2)] < ael (Vz€0),

en s’assurant que les deux fonctions g(z) et Q(->) dans les exponentielles soient elles aussi

bornées par C' |z|*, voire éventuellement par C' |z|*" avec p < p’ < .
Ici, rappelons que p; = inf pest]’ordre de f, mais qu’il est souvent plus aisé de travailler
avec un p > py, éventuellement arbitrairement proche de py.
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Rappelons aussi que nous avons démontré a 1’avance deux résultats qui vont s’avérer
utiles, la borne supérieure :

ns(r) = nombre de zéros de f dans D,
< Orf (Vr>1),

ainsi que la convergence :

o > <>

quel que soit p > py.

Terminologie 7.3. Pour £ > 0 entier, on appelle facteur canonique de degré k la fonction :
22 Zk
Ex(z) = (1 — z) ettt

Rappelons que ’intérét de ces Ej(z) est qu’ils ont le méme zéro que 1 — z, tout en
collant davantage & 1 pour |z| < 1 petit, comme I’exprime I’estimée déja vue |1 — Ek(z)| <
¢ 2|kt

La réponse a la question, positive, s’exprime comme suit.

Théoreme 7.4. [Hadamard] Toute f € O(C) avec f # 0 d’ordre fini py < oo ayant un
zéro d’ordre v > 0 a l'origine et une infinité de zéros {a, }>° | non nuls s’écrit de maniére
unique comme produit infini convergent :

fz) = @2 HEk =)
k = z 1 z \?2 1 2 \k
— pPotprztotppzt v H (1 _ i) e ts(&) ++i(E)
an
n=1

ot P(z) est un polyndéme de degré < k, avec des facteurs canoniques de degrés constants
k, ou k est I’unique entier satisfaisant :

E<pr <k+1.

Le travail le plus exigeant, dans I’argumentation, sera d’établir que le facteur e9*) est
une exponentielle-polynome de degré controlé.

Démonstration. Introduisons :

Grace au Lemme 6.2, pour tous les n > N > 1 assez grands afin que ‘ai| < z,onala
majoration :

1= Be(2)] < e| =" ().

an
Quitte a augmenter N, on peut supposer |a,| > 1 lorsque n > N. En intercalant alors un p
avec :

E<pr <p<k+1,
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nous constatons que le critere suffisant du Théoréme 3.6 pour la convergence du produit
infini [ est vérifié :

[e.9]

— 1
D N=B()] < el Y
n=N

n=N
(o]
< C‘Z’kJrl Z 1
n=N ‘a"|p

[(7.2)] < 00.

Clairement, F(z) possede exactement les mémes zéros que f, et donc, le quotient ne
s’annulant jamais :

f(2) _ 92
E(z) ’

est ’exponentielle d’une certaine fonction holomorphe entiere, puisque C est simplement
connexe.

Comment parvenir a démontrer que g(z) = P(z) € C|z] est un polyndme de degré
< k?

Le point délicat, ici, est qu’on divise par F(z), ce qui peut perturber la croissance
|£(2)] < AePl, voire la détruire, notamment lorsque z ~ a,, est proche d’un zéro de
E(2)!

L’idée-clé de Hadamard a été d’établir des minorations de |E(z)| d’ou découlent des
majorations de m, au moins sur des suites de cercles :

{’Z’ :Tm} (m=1,2,3,...),

de rayons :

1<rp <rp — 00,

m — o0

ne contenant aucun z€ro a,,, cercles qui soient « assez €éloignés », en un certain sens, de ces
Q-

Lemme-clé 7.5. [Hadamard] /I existe une suite de cercles C,. (0) centrés a l’origine de
rayons 1 < 1,1 < rp, — 00 tendant vers l’infini en restriction auxquels :

o0

11 Ek(ﬁ)‘ > el (V2 €Crp, Ym>1),
n=1

ouk < py < p <k + 1 est arbitrairement proche de py, pour une constante 0 < ¢ < 00
dépendant seulement de f.

La démonstration, technique, étant repoussée a la Section 8 suivante, achevons I’argu-
mentation.
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Ainsi, sur tous ces cercles {|z| =7, },m =1,2,3,..., il vient :
eREQ(Z) _ ‘ f(Z) AeB |Z‘P
E(z) e—cll’
_ A Bl

_ elog A+(B+c) |z|P

e(||ogA|+B+c) |z|P

N

L elale

[Changer (] =:
) pN . .
c’est-a-dire en changeant la constante ¢ sans changer de nom :
P
eRealz) < eclel (V2] =rm, Ym=1,2,3,...).

On sait qu’une fonction holomorphe satisfaisant |g(z)| < ¢|z|* pour |z| grand doit étre
un polyndme de degré (entier) < p, et cela reste vrai si on a cette inégalité pour sa partie
réelle seulement sur une suite de cercles grandissant indéfiniment.

Lemme 7.6. Si une fonction entiére g € O(C) satisfait :
Reg(z) < cr? (]2] =7m),

sur une suite de cercles de rayons 1 < rp,_1 < r,, — o0, alors g est un polynome de
degré < p.

Démonstration. Développons g a 1’origine en série entiere normalement convergente sur

les compacts de C :
g(z) = Z by 2",
n=0

Comme fo% e df = 0 pour tout ¢ € Z\{0}, nous savons que pour un rayon r > 0
arbitraire :

1 [ . , b, r" lorsque n > 0,
— g(r ) e 0 dh = 1
2m Jo 0 lorsque n < —1.
Le cas n = 0, dont on prend la double partie réelle, donne :
1 2m )
2Reby = — 2R ) do.
el = 5= [ 2Reg(re”)
Ensuite, prenons la conjuguée de la deuxieme ligne :
1 2 - ]
7 i g(r 6“9) e de = 0 (Vn>1),

d’ou en additionnant avec la premiere ligne pour faire apparaitre 2Reg =g+ 9 :

1 27 ) )
b,r" = — 2 Reg(r 610) e~ 40 (Vn>1).
2 Jo
2

o €M% d6 pour n > 1, insérons un terme nul :

2m
byr" = l/ [Reg(r eia) — cr’)} e~™M9 qp,
N

™ _

Ensuite, comme 0 =

~
<0 quand r=7p,
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et en restriction a la famille intéressante de cercles, déduisons une majoration :

27
il < o [ Realone®) e 10
m)" Jo
o [— 2m Reby + 2w c (r )p}

pour constater que le membre de droite converge vers zéro lorsque r,, — oo des que
n > p,d’ou b, = 0 pour tous les n > p, ce qui montre bien la polynomialité de g(z) =

anp b, 2" O

En conclusion, la fonction entiére g(z) du facteur f(z) = e9%) E(z) est bien un po-
lyndme de degré < p < k + 1, donc de degré < k, ce qui termine la démonstration du
Théoreme 7.4, sous réserve du Lemme-clé 7.5. ]

8. Démonstration du lemme-clé

Ainsi, toujours avec k£ < py < p < k + 1, I’objectif est d’établir une minoration :

P H Ey(2)
n=1

pour z € C,,  appartenant a une suite de cercles de rayons :

—c|z|P
> el

9

1<rp <rp, — o0

m — o0

Convention 8.1. Les lettres ¢, C' désigneront des constantes positives finies, modifiables,
dépendant du contexte.

22 P .
Lemme 8.2. Les facteurs canoniques Ey(z) = (1 — z) e*t = T t% satisfont :

—c |z\’chl

|Ek(z)| > e

(V]21< 3)5

ainsi que :
‘Ek(zﬂ > |1 — 2] e~elal® B!

La premiere constante c, ici, est universelle; la seconde dépend de £, qui est de toute
facon fixé.

Démonstration. Lorsque |z| < %, nous pouvons utiliser la série entiere qui définit le loga-
rithme de 1 — 2 pour écrire :

22 Zk
Ei(z) = elosl=atat 5t

g

— 67 Z;L.o:k’-kl n

=: e%.

Comme |e”| > e, et comme, grice au Lemme 6.2, on a [w| < ¢ |z[*! des que || < 1,
la premiere minoration tombe :
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Pour la seconde, avec |z| >
k,ona:

%, qui équivaut a 1 < 2|z|, comme pour tout entier 1 < ¢ <

1k—£ . |Z|Z < 214:—( |Z|k—€ |Z|Z,

nous pouvons minorer et conclure :

2
[B(a)] = 1= ] etz
= |=I2 |=|*
> |1—zle T 2 7%
ok—1 k-2

g

I
gy
x

®

Le point-clé est d’obtenir une minoration du produit infini des facteurs canoniques
| Ek(i) dans des lieux ou z est assez €loigné des zéros a,. Le facteur 2" n’inter-
vient pas, car il est de toute facon > 1 en module quand |z| = 7, > 1.

La premicre estimée, quelque peu subtile, a lieu hors d’une réunion de disques centrés

en les a,, et de rayons quantitativement assez petits, égaux a ‘an';kﬂ

Lemme 8.3. Pour tout p avec k < py < p < k + 1, on a une minoration :

H Ek(é)' > €—C|Z|p7
n=1

valable pour tout :

Z € C\ U D - (an) avec |z| > 1.
n=1

lan

Démonstration. Fixons z hors de ces disques, décomposons en deux types de facteurs, et
minorons grace au Lemme 8.2 :

M) - I a6 11 56)

lan|<2]2| jan|>22]

> I0 p-o| T oelsl 1 el

an
lan|<2|2| lan|<2|z] lan|>2|z]

2 |k

an

C’est I’estimation du premier de ces trois produits qui requiert la restriction que z ne soit
pas trop proche des a,,.
En effet, en supposant donc que |z — a,| > |(1|+H’ minorons :

— 1
H’M>HW

Gy,
lan|<2]2| Jan|<2]2|

e~ (k+2) 310, <2)5 loglan|
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Or le contrdle par le Théoreme 2.9 du nombre de zéros de f dans le disque Dy),| permet,
pour tout p; < p’ < p, de majorer :

(k+2) Y loglay| < (k+2)n;(2]2])log (2]2])
lan|<2|2]

< ¢z log (212])

<

[cchange] c ‘z|p’

puisque |z| > 1 par hypothese et parce qu’il existe (exercice) une constante ¢ > 0 telle
que 7' log (2r) < cr” pour tout > 1. Par exponentiation et inversion, toujours pour
|2 — an| > rre et |z] > 1, nous obtenons finalement :

z
11 ‘“a—n

Jan|<2]2|

—cl|z|P
> e £

Il reste a traiter deux produits, et pour chacun d’entre eux, nous allons obtenir une mi-
noration valable sans restriction, pour tout z € C*.

En effet, comme |a,| < 2 |z| dans le deuxieme produit (fini), et comme k < p < k + 1,
il vient :

lan| " < 227F 2R < 22

d’ou:
1 1 b 1

= n

alF ~ Tanl? |

~

ce qui permet, en utilisant (7.2), de minorer comme annonce :

_olzlF —elslk 1
| | e C|an‘k = ¢ clz| Z\an\éZ\z\ lan|®
lan|<2]2|
k —k 1
> e Clelm 21277 Yo <otz Tan e
—clzlp S 1
[c change] > e 2P 2n=1 fan
_ p
[c change] = e clzl .

Le troisieme, et dernier, produit (infini) se traite de maniere analogue, en partant de

|an| > 22| qui entraine _~ < § r;, d’oli en tenant compte de k < p < k + 1
1 1 1

’an’k+1—p < 9k+1—p |Z|k+1—p

< 1- ’Z’—kz—l—i-p?

puis :
r 1 1
Jan 1 Jan[M1r an]e
1
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ce qui permet, en utilisant a nouveau (7.2), de minorer comme annoncé :

|z ‘k+1

PR 2 M _ k+1 1
|| o ClanlPT — o ¢l Xianis2pzl o

lan|>2]|2|
k+1 —k—1 1
> e T B 52021 e
1
> e cll’ 2t TanT?
_ p
[c change] = e clzl . O

Intuitivement, les rayons Ialé’““ de ces disques centrés en les a,, tendent suffisamment
vite vers zéro, gracea y . - II%H < 00, pour que I’on puisse s’imaginer que leur réunion
devienne négligeable, pour n > N > 1 grand, de maniere a faire passer des grands cercles
de rayons r,, qui ne rencontrent aucun de ces petits disques.

O
R R+1 R+2

Fin de la démonstration du Lemme-clé 7.5. Prenons en effet N > 1 assez grand pour que :

o0

3 11

n=N+1

ainsi qu’un rayon R > 1 assez grand pour que :

D (al) U---ub_ (CLN) C DR;

lag [FHT Jan|FFT

il n’est pas exclu que certains autres a,, avec n > N + 1 appartiennent auss1 a Dx.
Insérons les disques restants dans les anneaux d’épaisseur totale I |k+1 qu’ils balayent
en tournant autour de I’origine :

(o) (o]
U {z €C: |z—ay,| < |k+1} C U {w eC: ]anl—m < |lw| < ’“n|+|an|++1}'
n=N-+1 n=N-+1

Comme la réunion de ces anneaux pour n > N + 1 est d’épaisseur < % pour chaque entier
m=1,2,3, ..., elle ne peut couvrir completement chaque anneau-unité :

{R+m—1<|w|<R+m},
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d’épaisseur 1 > % Par conséquent, il existe bien une suite de cercles C,. centrés a I’origine
de rayons :
R+m—1<r, < R+m,

d’ou r,_1 < r, — 00, qui ne rencontrent aucun de ces anneaux, donc aucun disque

D L (@n), y compris pour 1 < n < N, par construction.
lan|

Ainsi s’acheve la démonstration du Lemme-clé 7.5. ]

9. Exercices

Exercice 1. Dans cet exercice, on applique la Définition 3.1 que la théorie des fonctions holomorphes n’utilise
pas. Soit donc une suite {a, }52 ; de nombres a,, € C avec a,, # —1 pour tout n.

(a) Avec, pour m > 1 entier :

1 ) 1 n 1
agm—1 ‘= — —/— € a2m = ’
met mt 1 2 m+1 m+1
montrer que le produit infini :
I (t+an) € c\{0}
n=1

converge vers un nombre complexe non nul, bien que la série de terme général a,, ne soit pas convergente.

(b) Trouver un exemple de suite {a,, }72; de nombres réels telle que Y~ , a,, converge sans que [ [~ (1+
ay,) converge dans C\{0}. Indication: Penser a une suite alternée a,, = (—1)" b,, avec b, +1 < by,.

(¢) Montrer, pour une suite {a,, }°°; de nombres a,, € C, que si > ., |a,|? < oo, et si a,, # —1 pour tout
n, alors :

oo oo
Z a, converge < H (1 + an) converge.
n=1

n=1

Exercice 2. EE
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Transformée de Fourier et fonctions holomorphes

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction

Si f: R — C est une fonction réguliere qui décroit suffisamment a I’infini, i.e. lorsque
|| — o0, alors dans le cours d’ Analyse de Fourier, la transformée de Fourier de f(x) est
définie par :

= / f(z) e~ 2T 1y (E€R),

et ¢’est une fonction ]?: R — C.

En contrepartie, si f(f ) décroit elle aussi suffisamment a I’infini, i.e. lorsque |{| — oo,
alors f(x) est ré-obtenue comme transformée de Fourier inverse — noter le changement
de signe dans I’exponentielle — de f (5

/ F(&) e2imt g¢ (@eR).

La transformation de Fourier joue un role fondamental en Analyse réelle, mais aussi
en Analyse complexe. Dans ce chapitre, nous allons en effet dévoiler des liens intimes et
illustrer diverses connections fructueuses qui existent entre d’une part la théorie de Fou-
rier réelle, et d’autre part les fonctions holomorphes d’une variable complexe. Le theme
principal est le suivant.

Pour une fonction f: R — C initialement définie sur la droite réelle R x i{0} C
C, la décroissance rapide (par exemple exponentielle) de sa transformée de Fourier fest
fortement liée a la possibilité de prolonger f holomorphiquement a certains voisinages
ouverts allongés de R dans C.

Plus précisément, si f est & décroissance modérée au sens ol |f(r)| < 175z pour une
constante 0 < C < oo de telle sorte que I’'intégrale qui définit sa transformée de Fourier
converge, et si [ peut étre prolongée holomorphiquement a une bande horizontale ouverte
infinie centrée autour de 1’axe réel, alors nous démontrerons que fdécroit exponentielle-
ment a I’infini au sens ou 'on a :

1F(&)] < Be e,

pour deux constantes 0 < B,c < oo. Dans ces circonstances, la transformée de Fourier
inverse peut étre appliquée a f, puisque I’intégrale correspondante converge alors aussi.
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De plus, on peut déduire de ces considérations la formule sommatoire de Poisson :

>ty =" f),

nel nez

déja démontrée dans le cours d’ Analyse de Fourier. De maniere profonde, de nombreux
théoremes de la théorie de Fourier sont des conséquentes élégantes de la théorie de I'inté-
gration sur des chemins complexes.

Dans un second temps, nous prenAdrons comme point de départ la validité de la formule
d’inversion de Fourier lorsque f et f sont suffisamment décroissantes a I’infini, mais sans
faire I’hypothese que f se prolonge holomorphiquement a un voisinage ouvert de R C C.
Nous souleverons alors une question simple et naturelle : Quelles sont les conditions sur
f pour que sa transformée de Fourier soit a support compact, disons dans un intervalle
borné [—M, M| ? Ce probleme se formule en effet sans aucune référence aux concepts de
I’ Analyse complexe.

Cependant, cette question peut étre résolue uniquement en termes des propriétés holo-
morphes « cachées » de f. La bonne condition nécessaire et suffisante sera exprimée par le
Théoreme de Paley-Wiener, d’apres lequel :

~ f € O(C) se prolonge holomorphiquement a C
suppf C [_M’M] — s o 27M |z
et satisfait | f(z)| < constante - e :

Les fonctions holomorphes définies sur C tout entier qui satisfont ce contrdle de croissance
sont dites de type exponentiel.

Intuitivement, la condition que fs’annule identiquement en-dehors d’un intervalle com-
pact [-M, M| C R peut étre vue comme une forme ultime (et méme extréme) de décrois-
sance a I'infini, et ainsi, le théoreme de Paley-Wiener s’avere étre une illustration supplé-
mentaire des connexions intimes entre 1’ Analyse réelle et I’ Analyse complexe.

Pour établir ces beaux résultats, la technique-clé va consister a décaler verticalement
le chemin d’intégration, c’est-a-dire la droite réelle R C C, pour produire des droites
horizontales translatées vers le bas ou vers le haut, ce qui permettra de tirer avantage du
comportement exponentiellement décroissant du facteur complexifié e=2""¢ dans lequel on
remplace x par z = x + 1 y. En effet, lorsque z = = € R est réel, on sait bien que ce facteur
e~ 2T ogcille tout en restant borné en module (constant égale A 1), mais quand z = z +1i b
est sur une droite horizontale de partie imaginaire b # 0 non nulle constante, ce facteur
e~ 2imée+2meh devient de module ™ exponentiellement décroissant lorsque £ — oo dés
que signe (b) < 0.

Ce sont ces déplacements de la droite réelle vers le haut et vers le bas dans le plan
complexe qui vont permettre de découvrir des propriétés nouvelles de la transformation de
Fourier.

2. Fonctions holomorphes de module décroissant dans des bandes

Une condition de décroissance simple que I’on peut imposer aux fonctions f: R — C
afin que leur transformée de Fourier :

]/‘:(f) ::/ f(z)e 2™ dx,
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ait un sens, est celle qu’on appelle, dans un cours d’ Analyse de Fourier, la décroissance
modérée (a I’infini) :
C
< -
{f(x)} ~ 1 +$27

ol 0 < C < oo est une constante. Si de pluson a :
C

alors un théoréme important montre qu’on retrouve la fonction de départ grace a la formule
d’inversion de Fourier — noter le changement de signe dans I’exponentielle :

(2.1) flz) = /_ N F(€) e¥me€ .

Ces résultats sont en particulier valables en supposant que f € ./(R) appartient a 1’ espace
de Schwartz, ¢’est-a-dire que toutes ses dérivées sont a décroissance plus rapide que 1’in-

verse de toute puissance de x a I’infini :
Cn,k’

O] < A,

car on démontre alors que f € .7 (R) satisfait aussi de telles inégalités.

Nous travaillerons plutdt avec I’hypothese élémentaire de décroissance modérée. Plus
généralement, le lecteur-étudiant vérifiera qu’on peut travailler avec des hypotheses du
type :

C C

|f(@)| < 1T o et 17(©)] < T g

ou € > 0 est fixe.

Dans le contexte de la décroissance modérée, introduisons maintenant une classe de
fonctions holomorphes qui est particuliecrement bien adaptée a 1’objectif que nous nous
sommes fixé : établir des théorémes au sujet de la transformée de Fourier en exploitant la
puissange (magique) de I’ Analyse Complexe.

Définition-Notation 2.2. Pour ¢ > 0 fixé, on note :
B, := {z€C: |Imz| <a},
la bande horizontale ouverte infinie d’épaisseur 2a, dont I’ame centrale est 1’axe réel.

y i

ia ia I

Y.
Y-

—ia —tia

On introduit la classe de fonctions holomorphes :

T, = {f € O(B,): |f(z+iy)| < 1=z pour toutz € R et tout [y| < a}.

Ly//
Ly///
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Les lettres ¢, C, Cq, Co, . . ., désigneront des constantes de R, , modifiables, dont la valeur
précise n’importe pas. En particulier, f est bornée dans les rectangles B, N {|z| < M} ou
M e R;.

En d’autres termes, §, consiste en les fonctions holomorphes dans B, qui sont a dé-
croissance modérée uniforme sur chaque droite horizontale contenue dans B, :

Ly/ = {zE(C: Imz:y'} (—a<y' <a).

Comme suggéré intuitivement par la figure, sur toutes les droites horizontales
Ly, Ly, Ly, -+ - C Bg, la décroissance modérée est la méme.

Notons que pour toute « troncature rectangulaire horizontale », a savoir pour M € R
quelconque, on a :

1f(2)] < ¢ dans B, N {|z| < M}

|f(2)] < 22 dans B, N {[z| > M}

max(Cy, Co)

J € Faavee [f(2)] < =5

Exemples 2.3. (1) La fonction f(z) := e ™" appartient 2 §, pour tout a € R*, car en
supposant |y| < a, il vient :

2

_ )2 S R 2
m(z+iy)? | _ e T HTY < ce ™ avec C = @ :

e

et on sait depuis la classe de terminal maternelle que 2 — e~ ™" décroit beaucoup plus
vite a I'infini que 2 — 7.
(2) Avec ¢ > 0 fixé, la fonction :

1 c
z) = — 5>
FE) = -
qui a deux pdles simples en z = *ic, appartient a §, pour tout 0 < a < ¢, car :
c 1 c 1 c 1
‘f(z)‘:_z 2 1 9 S C AT ST s
T+ x? 4 2ixy — vy T+t —y TX+ct—a
[Exercice] < =
xercice .
S o1+ a2
(3) Un dernier exemple est fourni par la fonction :
1
z) = —.
/() cosh 7z
Nous affirmons que COS:\ — appartient éﬁ&l pour tout 0 < a < %
P L |otf] : .
En effet, en utilisant ot = arp)@id)’ estimons :
2 92 2 ‘eﬂx—zﬁry + 6—7rx+i7ry|
eT? 4 e~z - e7r:r+i7ry + e*ﬂ'lE*iﬁy| - (eﬂm+i7ry + efwmfiwy) (emvfiwy + efvariwy)

2 |67r:1:7i7ry + 6771'$+’L'7Ty|

627rx + 621‘7ry + 6—2i7ry + 6—27rx
< 27 42T
< .
e + 2 cos 2wy + e~

Or, puisque I’hypothese |y| < a < % implique :
0 < 2cos2ma < 2cos 27y,
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nous obtenons :

1 671'33 + e—ﬂ'x
‘ cosh 7z ‘ e2m* 4+ 2 cos2ma + e~ 2mr’
Ce majorant indépendant de y = Im z est borné, de classe 4> sur R comme fonction de

T avec —00 < r < 00, de I’ordre ~ efx quand x — oo, de I’ordre ~ e,QW quand
. . c
—00 ¢— x, donc certainement majoré par 522" A

Notation 2.4. On note § la classe des fonctions qui appartiennent a une §, pour au moins

una > 0:
§ =%

a>0

Une application naturelle des inégalités de Cauchy montre que si f € .%, pourun a > 0,
alors quitte a passer a une sous-bande, la collection de toutes les dérivées de f est aussi a
décroissance modérée uniforme.

Ty

ia B,

. T <
o S

Q —2r 27 Y 8
o || )
B By
’ —ibi ()

—ia

Proposition 2.5. Si f € §, pour un a > 0, alors pour tout 0 < b < a et pour toutn € N :
™ e F.

Démonstration. Fixons unrayon 0 < r < a — b, éventuellement tres proche de b — a. Pour
tout z € By, dans la sous-bande, donc avec |Im z| < b, le disque fermé D, C B, est contenu
dans la bande originale — de quel film ?

Tout d’abord, il est clair, puisque f™ € &/(B,) est continue, que I’on a :

|f™M(2)] < €1 < o0 sur le compact {lz] <2r, |y| < b}.
Enuite, une formule connue due a Cauchy exprime la dérivé n-ieme par une intégrale :
|
e =g [ T
2im [¢—z|=r (< - Z)
d’ou découle une inégalité de Cauchy :

‘f(”)(z){ < n_' max —|f(0| 2mr

=07 [c—z|=r pmHl
Mais par hypothese, on a :
C

|f(<)| < m-

Or( =z +re” donne Re( — 7 < Rez < Re( +r, pour tout § € R, d’ou :
|IRe(| > |Rez| —r.
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En supposant |Re z| > 2r en-dehors du compact ci-dessus, nous avons :

C c’
< < ;
70 1+ (|[Rez| —7)2 = 1+ (Rez)?
avec une nouvelle constante €’ < oo (exercice), donc toujours pour |z| = |Re z| > 2r:
I C
el < =

a2 14

En conclusion, nous obtenons bien I’inégalité de décroissance modérée uniforme pour
z € By:

max (Cl7 Cg)

U
1+ 22

|F™(2)] <

3. Décroissance exponentielle de la transformée de Fourier, et inversion

Dans cette section, nous commencons a démontrer des théoremes au sujet de fonctions
holomorphes définies dans des bandes horizontales, qui sont a décroissance modérée uni-
forme.

L’idée-clé derriere toutes les démonstrations, y compris celles qui vont suivre dans des
sections ultérieures, c’est de passer au champ complexe, et d’effectuer des intégrations
sur des contours bordant des domaines de Jordan 2-dimensionnels appropriés. Ainsi, cette
(nouvelle) approche de la transformation de Fourier va nous dévoiler des propriétés qui
demeuraient insoupgonnables lorsqu’on se cantonnait a intégrer ffooo (+) dx seulement sur
la droite réelle.

La premiere manifestation de cette idée-clé est un phénomene de décroissance exponen-
tielle de la transformée de Fourier :

7le) = / f() €27 dy cen)

Théoreme 3.1. Si une fonction f appartient a la classe §, pour un certain a > 0, alors
pour tout 0 < b < a, il existe une constante C' < oo telle que :

Fo)| < e

En partant de | f(z)| < =7 dans B,, on trouvera ¢’ = C .

Démonstration. Le cas b = 0 dit seulement que f est bornée, ce que le cours d’ Analyse de
Fourier avait déja montré, comme suit :

fel< [ el = [l < [T 5= en < o

o) —00 o0 1+I2

Supposons donc 0 < b < a. Montrons d’abord I’estimée dans le cas £ > 0.
L’idée principale consiste a descendre / abaisser le contour d’intégration, c’est-a-dire la
droite réelle | — 0o, co[, d’une hauteur —b < 0.
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p

1a

Ya

1—‘R,int

—R—1ib

Plus précisément, avec R >> 1 qui tendra vers oo, considérons le contour rectangulaire
I'k, de sommets —R — b, R — ib, R, —R, orienté positivement, et introduisons la fonction :

g(z) = f(z) e

Estimons son intégrale sur le segment vertical droit :

R 0
- / g(z)dz| = ‘ / F(R +it) e 2m®F0E G dt‘
—R—1ib —b

0

< max | f(R +it)] /_b e 2 qt

. C {6_2“5}0

S 14+R2 | -27E)

€ Leme gy _mox
14+ R? 27¢

Une estimation similaire montre (exercice) que ’intégrale de ¢(z) sur le segment verti-
cal gauche est aussi un O (R%)

La fonction g € 0(B,) étant holomorphe dans un voisinage ouvert de ces contours 'y
qui dépendent de R, un théoréme connu de Cauchy donne :

0= / 9(2) dz.

En faisant R — 00, nous obtenons :

(3.2) ]?(5) = /00 f(z —ib) e 2m@=0E g

~

Cette formule alternative pour f(£) permet d’atteindre la décroissance exponentielle dans
lecas& >0

‘J/C\(f)‘ é/ |f(x—ib)|e_2”b§dx
> c . ,—27hE
< /_oo 22 dr - e

= Ccme ¥,
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Une argumentation similaire existe lorsque £ > 0, cette fois-ci en décalant la droite
réelle vers le haut d’une hauteur b > 0. Ceci termine la démonstration. U

Ce résultat exprime que toute f € § a une transformée de Fourier fqui décroit tres
rapidement a 1’infini. Faisons remarquer que, plus on peut prolonger holomorphiquement
f dans de bandes grandes, c’est-a-dire plus on peut augmenter a > 0, donc aussi b < a,
plus la rapidité de décroissance du majorant e~2™/¢l augmente. Nous reviendrons sur cet
ordre d’idées dans la Section 5, ol nous décrirons toutes les fonctions f: R — C dont la
transformée de Fourier f jouit de la décroissance rapide maximale et ultime, a savoir, f est
a support compact.

Puisque nous savons maintenant que f décroit exponentiellement rapidement, I’inté-

grale f fooo f(g ) €2m¢ d¢ qui définit la transformée de Fourier inverse a du sens. Nous pou-
vons établir la formule d’inversion de Fourier, déja vue dans un cours d’ Analyse de Fourier
avec des méthodes purement réelles.

Théoreme 3.3. [Inversion de Fourier] Si f € § = Ua>0 Sa alors :

- [ Reema

Démonstration. Outre une intégration le long d’un contour dans le champ complexe, la
preuve requiert la valeur d’une intégrale définie élémentaire.

Lemme 3.4. Si A > 0etsiB € R, alors :

> , 1
/ e—(A+zB)§ df — .
0 A+ 1B

Preuve. Puisque }e*(A“B)&‘ = ¢~*¢, I’intégrale converge. Elle vaut effectivement :

o0 R
/ e (A+iB) € d¢ = lim / e~ (A+iB) € d¢
0 R—0o0 0

. |:€—(A+iB)§:| R
= |lim |————

R—00 A — 1B

e~ (AtiB) 1 1
= lim (— — + - ) = —0+ — . |
R—00 A+ 1B A+ 1B A+ 1B

Nous pouvons commencer la preuve de la formule d’inversion de Fourier. A nouveau,
le signe de & va intervenir, donc décomposons :

o ‘ 0o A o |
/ f(f) p2imat ¢ = / f(g) p2imE d€+/0 f({) p2imE de.

Pour la seconde intégrale, argumentons comme suit. Soit f € §,, avec a > 0, et soit 0 <
b < a.Enraisonnant comme dans la démonstration du Théoréme 3.1, voir notamment (3.2),
nous obtenons :

flor = [ sum ey
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Grace a la convergence de 1’intégration par rapport a £ qui garantit 1’applicabilité du théo-
reme de Fubini, calculons :

/ f(f) PRI d¢ = / / f(u . ib) 6—2i7r(u—ib)§ p20mTE o, d¢
0 0 —00
_ / f(u . Zb)/ 6—27rb—2i7r(u—m) df du
PN 0

[Lemme 3.4] = / f(u—ib) 27t + 2im(u — x) t
1 [ f(u—ib)
2w ) u—z‘b—mdu

20T L1 C—ﬂj

ou L, désigne la droite {u —ib: u € R}, parcourue de la gauche vers la droite, ¢’est-a-dire
que L, est’axe réel R x {0} C C descendu de la hauteur —b < 0.
Pour ce qui est de I’intégrale portant sur £ < 0, un calcul similaire conduit (exercice) a :

O ~ .
[ Foema - -0 [ Mg

i (—=x

ou L, est I’axe réel surelevé de la hauteur b > 0, et orienté lui aussi de la gauche vers la
droite.
Ty

—R+1ib Ila R+1ib
b

Lo

| [8

FR,int

: —ib . I
—R—1ib I*Z'a R—1

Ensuite, soit + € R quelconque, et pour R > |z| avec R > 1 qui tendra vers I’infini,
considérons le contour représenté sur la figure.

Puisque la fonction % a un unique pdle simple de résidu f(z) en le point { = z, le
théoreme des résidus donne :

oy~ L[ 1©

T 2un r, (—x

dc.

Si nous laissons s’évader R — oo, le lecteur scrupuleux pourra vérifier (exercice) que les
intégrales sur les deux segments verticaux du rectangle tendent toutes deux vers 0.
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A la limite, il ne reste plus que deux intégrales horizontales, et nous pouvons conclure
que :

L[ 1O, L[S
S - o | o

f(a:):% L, (—x 2 L, (—x
—/‘ﬂeﬁm&+/ 7)ot g
0 —00
- [ Reoema 0

4. Formule sommatoire de Poisson : Approche holomorphe

Le prochain résultat est une formule sommatoire due a Poisson, que I’on peut aussi
démontrer dans un cours d’ Analyse de Fourier avec des méthodes purement réelles.

Théoreme 4.1. Si f € § est holomorphe dans une bande autour de I’axe réel et est a
décroissance modérée uniforme, alors :

Yoo fm) = > f),

n=—oo n=—oo

Notons que la premiere série converge grace a la décroissance modérée, et que la se-
conde converge aussi grace au Théoréme 3.1.

Démonstration. Soit donc f € §, avec a > 0, et choisissons un réel b avec 0 < b < a.
La fonction 1-périodique 1 / (2™ — 1) a des pOles simples en tous les entiers n € Z,
avec des résidus tous égaux au résidu en z = n = 0, qui vaut 1 / 2¢m. Donc la fonction
f(2) /(%™ —1) ades pdles simples aux entiers n € Z, avec des résidus égaux a f(n) /2ir.

Yy
—N—1+ib Tib Iy N—|—%—|—ib

N [N+1

—N—21—db —ib N+1—ib

Nous pouvons donc appliquer le théoreme des résidus au contour rectangulaire 'y de
sommets —N — % —1ib, N+ % —1b, N+ % +1b, —N — % ~+1tb, o N > (0 est un entier quelconque.

Ceci nous donne :
/

—N<n<N Iy
En laissant tendre N — 00, et en nous souvenant que f est a décroissante modérée, la
somme a gauche converge vers ) ., f(n).
De plus, a nouveau grace a la décroissance modérée (uniforme), on peut se convaincre
(exercice) que les deux intégrales sur les deux segments verticaux tendent vers O lorsque
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N — o0. Par conséquent, a la limite, il reste :

4.2) > f) Q/lgggqu”‘A;ggggld%

nez

ouL; =R—ibet Ly = R+17bsont deux droites horizontales obtenues en décalant R C C
d’une hauteur —b vers le bas, et +0 vers le haut, respectivement.
Maintenant, utilisons le fait que pour |w| > 1,ona:

w—1 _1an’

2imz 27h

pour développer sur Ly, ol || = e

1 oo
__—2imz —2imnz
2tz _ ] =€ € :
€ n=0
De méme, puisque pour |w| < 1,ona:
oo
1 n
—1 — E w ,
- n=0
nous pouvons développer sur L, ol |€2m| =e ¥ <1

= — E eQzﬂ'nz
einz _

Maintenant, en substituant ces developpements dans (4.2), nous trouvons :
Z f(n) _ / f(Z) (62i7rz Z €2i7mz) dz + / f(Z) <Z e2i7mz) dz
Ly n=0 Lo n=0

nez
_ Z f(Z) 672i7r(n+1)z dz + Z f(Z) e2imnz g
n=0 Y11 n=0 v L2

Enfin, en re-déplagant les droites L, et Lo vers la droite réelle centrale R C C grace a (3.2),
nous atteignons la conclusion :

> 1, en série entiere normalement convergente :

Z f(n) = f:/oo f(x) e~ 2Ttz g0 4 f: /OO f(x) 2T g
neZ n=0 "% n=0 v~
=Y Jn+1)+Y f(-n)
n=0 n=0
=2 I, .
nez

La formule sommatoire de Poisson posseéde de nombreuses conséquences intéressantes,
et nous allons maintenant en dériver quelques unes avant de terminer cette section.
B} . _ 2 .
Tout d’abord, souvenons-nous que la fonctions e~ est un point fixe pour la transfor-

mation de Fourier :
0
_ 2 _9s _ 2
/ 67r;t6217r§acdl,:67r§.

[e.o]
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Pour des paramétres réels fixés ¢ et a > 0, le changement de variable z — t'/?(z + a)
dans cette intégrale montre que :
flz) = e ™t a pour transformée Fle) = G e T8 g2imat,
Alors une application de la formule sommatoire de Poisson a ce couple (f, J?) — deux
fonctions qui appartiennent a § — donne :
o0 o0

(43) 6_7”5(”"!“1)2 — 1 6—%712 €2i7rna‘
Vit

n=—oo n=—oo

Cette identité possede des conséquences remarquables. Par exemple, le cas spécial a = 0
est une relation fonctionnelle satisfaite par la fonction théta :

I(t) = Z e~
a savoir :
I(t) = \%19(%) (t>0).

Cette équation sera utilisée lorsque, dans un prochain chapitre, nous démontrerons une
équation fonctionnelle célebre satisfaite par la fonction ((s) de Riemann.
Souvenons-nous que dans le chapitre consacré au théoreme des résidus, nous avons

démontré que la fonction Cosﬁ — est aussi un point fixe pour la transformation de Fourier :

/OO 1—672”@ dx = b )
_oo COshTx cosh &

[e.9]

Toujours avec deux parametres ¢ € R et a € R*, un changement de variable approprié
(exercice) montre que :

f(x) =

Alors la formule sommatoire de Poisson donne ici :

—2imax t

‘ a pour transformée f({ ) =

cosh Tz cosh (€ +a)t

& —2iman 0

e t
Z coshZn nz_:oo cosh(n + a)t

5. Théoréme de Paley-Wiener

Dans cette section, nous prenons un autre point de départ. Nous ne supposons pas que
f: R — C se prolonge holomorphiquement a une bande horizontale centrée sur 1’axe
réel, mais nous supposons la validité de la formule d’inversion de Fourier :

f(x) :/ Fle) etimet g si ) =/ () e~ 27 g,

sous les deux hypotheses élémentaires de croissance modérée :
C ~ c
‘f(xﬂ < T2 et }f(f)‘ < s

Une démonstration de cette formule d’inversion sous ces hypotheses apparait dans le cours
d’ Analyse de Fourier.
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Commencgons par présenter une réciproque partielle du Théoreme 3.1, qui obtenait :
‘f(g)} < C/ 6727rb|§\ )

Théoreme 5.1. Si la transformée de Fourier f satisfait ’ f (£)| < Ae 2l pour deux
constantes 0 < a, A < 00, alors f(x) est la restriction a R d’une fonction f(z) holomorphe,
pour tout 0 < b < a arbitrairement proche de a, dans la bande :

{z€C: [Imz] <b}.

Démonstration. Nous affirmons que notre fonction f(z) = [ F(€) €2m€ d¢ se prolonge
holomorphiquement a la bande {|Im z| < b} via la formule :

)= [ T fe e,

En effet, pour z = x € R, on retrouve f(z). Ensuite, grace a I’hypothese principale du
théoreéme, cette intégrale converge normalement dans la bande, car en majorant :

|62i71'z£| _ }62i7r(m+iy)§’ _ ’6—27@5‘ < e27rb|§\’

il vient :

/ ]/(‘\(5) 627271'2«5 df’ < A/ e—27r(a—b)|§| dg < 00.

Enfin, le fait que I’intégrande z — f(é ) €2im=¢ de cette formule soit holomorphe par rap-
port a z garantit intuitivement que f(z) est holomorphe — mais nous n’intégrons pas sur
un compact, donc il faut encore travailler un peu.

Pour n € N>, introduisons donc la suite d’intégrales « tronquées » :

n

folz) = F(E) ¥ gt

—-n
D’apres le théoreme des intégrales a parametre vu dans un chapitre qui précede, ces fonc-
tions f,(z) sont holomorphes pour z € C, dans fout le plan complexe.
De plus, en prenant z avec |Im z| < b, il vient :

£(2) = ful2)] < A e

Donc la suite { f,,}>°, converge uniformément dans la bande, et un théoréme connu di a

Cauchy assure que la limite f est bien holomorphe dans cette bande. U

n— oo

dé < A / e~ ma bl ge 7% ),
I€]>n

Observons qu’en faisant tendre b — a, la fonction f (z) est holomorphe dans la bande
{|Imz| < a}.
Une conséquence immédiate du principe des zéros isolés est le

Corollaire 5.2. Si fA(f) = 0(6*2”‘1'5‘) pour un réel a > 0 et si f s’annule sur un sous-
intervalle ouvert non vide I C R C C, alors f = 0 dans la bande {|Im z| < a}. O

Le théoreme de Paley-Wiener va plus loin que le Théoréeme 5.1 qui précede, car il décrit
précisément les fonctions dont la transformée de Fourier est a support dans un intervalle
compact (symétrique) [—M, M|. Les fonctions f(£) qui deviennent identiquement nulles
lorsque || > 1 est grand sont certainement a décroissance modérée, et d’ailleurs a dé-

croissance maximale possible.
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Théoreme 5.3. [Paley-Wiener] Soir f: R — C une fonction continue a décroissance
modérée, i.e. |f(z)| < 15z, et soit f(€) = [ f(x) e > dx sa transformée de Fourier.
Alors on a équivalence entre :

~ f € O(C) se prolonge holomorphiquement a C
supp f C [—M, M] —

et satisfait | f(z)| < constante - 2™,

Démonstration. L'implication = est simple. Supposons en effet que f est a support dans
[—M, M|, donc trivialement a décroissance modérée. Ainsi, la formule d’inversion de Fou-

rier s’applique et donne :
M

flx) = [ F(&) ¥ .

—M
Mais comme on intégre sur un compact, nous pouvons remplacer x par la variable com-
plexe z € C pour introduire la fonction :

M

Fz) = [ f(&)e¥m™ de.

—M

Grace au théoreme des intégrales a parametre holomorphe que nous avons utilisé il y a
un instant, cette fonction est holomorphe entiere, i.e. holomorphe dans I’ouvert maximal
Q = C. Evidemment, on a f(2)|,—, = f(z) pourz € R C C.

Enfin, une majoration « simple et brutale » conclut :

£(2)] < / 17(6)| [e2ime+ine| de

M
< max £ . e~ 2™
pas €)oo
< max |f(§)‘ 2M - 2™

El<m
< constante - ¢2™l,

La réciproque <= requiert beaucoup plus de travail. Supposons donc que f se prolonge
comme f € O(C) et satisfait | f(2)| < ce?™l. D’apres la troisieme ligne des inégalités
que nous venons de détailler ci-dessus, si fétait a support dans [—M, M|, la borne plus forte
|f(2)] < € e?™W serait satisfaite. Comme précédemment, la lettre C désigne une constante
modifiable.

Pour établir la réciproque <=, I'idée va étre d’essayer de se ramener a une meilleure
situation ou cette borne plus forte serait satisfaite. Toutefois, cela n’est vraiment pas suf-
fisant, car nous aurons besoin aussi d’une décroissance modérée lorsque |x| — oo, afin
d’assurer la convergence des intégrales considérées.

C’est pour cette raison que nous allons commencer par faire des hypotheses supplémen-
taires, pour ensuite les supprimer pas a pas.

Etape 1. Supposons que f € ¢'(C) satisfait la condition suivante concernant la décroissance
modérée en z et la croissance en ¥ :

. C 27
(5.4) |f(z+iy)| < el Myl
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~

L’ objectif est de montrer que f(£) = 0 lorsque || > M. En fait, I’argument se décompose
en deux parties :

(fetim)] < gae™™ we) = (f© =0 pour&>wm)

(‘f(x—my)‘ < 5 ™ Vy>0> — (f(f) =0 pour £ < —M).

Traitons la premiere implication. Supposons donc que £ > M et pour y < 0, écrivons :

fle) = / () e da

= / f(x + iy) e @) gq

ol nous avons déplacé la droite réelle | — oo, 0o[ vers le bas d’une hauteur y < 0, en
appliquant un argument déja utilisé, voir (3.2). Il en découle la majoration :

[e.9]

7)) < / £ (@ + )| 2™ da

—00

oo
< C/ dx e~ 2mMy 627r§y
1+ 22
e x

= e EM,

-~

Comme £ — M > 0, en laissant s’échapper y — —o0, il vient sans effort f(£) = 0.
Evidemment, lorsque £ < —M, la deuxieme implication se démontre en déplacant la
droite réelle vers le haut d’une hauteur y > 0.

Etape 2. Maintenant, relaxons la condition (5.4) en supposant seulement que f satisfasse :
(55) ‘f(x + Zy)‘ < C 627rM‘3J|.

Cette condition est toujours plus forte que celle du Théoreme 5.3, mais elle est plus faible

~

que celle que nous venons d’utiliser. L’ objectif est également de démontrer que f(£) = 0
lorsque |£| > M. A nouveau, I’argument se décompose en deux parties :

(\f(xv%'y)\ < ce P Vy<o> — (f(f) =0 pour £ > M>,
(!f(x+iy)| < ce?™ Vy>0> = (f(é’) =0 pour & < —M).

Traitons la premiere implication. Pour ¢ > 0, introduisons a cette fin les fonctions
auxiliaires :
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Cette collection de fonctions nous permet de nous ramener a I’Etape 1. En effet, dans le
demi-plan fermé inférieur {Im z < 0}, comme y < 0 implique 1 — ey > 1,ona:

) 1 1
|f5(:c + zy)} |1 — ey +iex|? ]f(z)| (1 —ey)? + (ex)? ‘f(z)‘
1 —2mM
ce ™Y
1+ 242 €
Cg_Q —2mMy
1+ 22 ’

avec la constante C de (5.4) remplacée par la nouvelle constante Ce~2 < oco. Donc la

premiére implication de I’Etape 1 s’applique, et nous offre f;({ ) = 0 pour £ > M. Nous
voulons en déduire la méme annulation pour f(£), donc nous devons bien comprendre

comment ce facteur ﬁ -2 1 va devenir négligeable.

T
Observons que le facteur astu01eux en question 1 / + iez)? est de module < 1 dans le
demi-plan fermé inférieur {Im z < 0}, car 1 — ey > 1 implique :

1 1 1

11+ iez|? a 11 — ey + iex|? - (1 —ey)®+ (ex)?
De plus, quand € — 0, ce facteur converge vers 1 normalement sur les compacts K C C,
donc en particulier sur les intervalles [—R, R] C R.

—0 7

Nous affirmons alors que ces observations garantissent que fAE(S) 5 f(€), grace a

I’inégalité :
~ 1 9
—2iméx
e dx
‘f(f) ‘/ J (1 +iex)? )
1
< / z)| \1 .
oo (1 +iex)?
et grice a I’hypothese que f(7) < =%
comme [ .+ f‘x|>R et faire R — c0, ou penser au théoréme de convergence dominée.

e—0

~

0,

— exercice de révision : découper I'intégrale

En appliquant Iirrz) (+), nous en déduisons comme désiré que f(f ) = 0 pour £ > M.
E—

Quant a la deuxieme implication ci-dessus, elle se démontre d’une maniere analogue en
introduisant, pour € > 0, les fonctions auxiliaires :

A C)
Jel2) = (1 —ie2)?’

et en travaillant dans le demi-plan fermé supérieur {Im z > 0}.

Etape 3. Pour terminer la démonstration, nous devons faire voir que ’hypothese |f(z)| <
C e?™I#l du Théoréme 5.3 est impliquée par la condition | f(2)| < ¢ e>™¥! que nous venons
d’employer.

Comme la fonction f est & décroissance modérée, i.e. satisfait |f(z)| < 135z, donc
est bornée sur R, apres division par une constante appropriée, nous pouvons supposer que
|f(z)| < 1 pour fout x € R. Nous allons alors démontrer que 1’on a, sans constante C :

27M|z|
’f | <e . 2mM|y|
| <1

(5.6) ) — |f(z+iy)] < e
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Cette implication va découler d’un argument général ingénieux di a Phragmén et Lindelof,
qui permet d’adapter le principe du maximum du module a certains domaines non bornés
de C. Une version particuliere de ce résultat qui sera suffisante pour notre objectif s’énonce
comme suit.

B

Théoreme 5.7. [Phragmén-Lindelof] Soit ' une fonction holomorphe dans le secteur
angulaire :

S = {zE(C: —%<Argz<%},
qui est continue dans I’adhérence S = { — 7 <Argz < %} On suppose que :
e |F(2)| <1 surles deux demi-droites du bord S = {Argz = £%} ;

e il existe deux constantes 0 < c,C < oo telles que |F(z)| < C el pour tout = € S.

Alors :
|F(2)] <1 (Vz€S).

En d’autres termes, si F' est bornée par 1 en module sur le bord de 9, et si sa croissance
reste raisonnable, i.e. d’ordre exponentiel au plus égal a 1, alors F' est en fait partout bornée
par 1 dans le secteur.

. . 2 . ” . ..

Mais comme le montre la fonction F'(z) := e**, il est nécessaire d’imposer une res-

triction sur la croissance de /' a I'infini. En effet, cette fonction est bornée par 1 au bord,
+ 28:‘:1% — e:tir2

. s 2 ., .

puisque pour z = re*"1 on constate que e = e" est de module unité, mais
2 . » . . , 1

F(x) = " est (vraiment) non bornée sur la demi-droite médiane R} C S du secteur

lorsque x — oc.

Démonstration. L’idée est de détourner a notre avantage cette « fonction ennemie » e’ 11
s’agit de la modifier et de la remplacer par e*” avec n’importe quel 0 < a < 2. Pour fixer
les idées, prenons « := 2.
Pour ¢ > 0, introduisons :

F.(z) := F(2) e
Ici, nous avons choisi la branche principale de la fonction logarithme log z, holomorphe
dans C\R_ avec logz € R pour x € R*, et nous avons défini 232 .= egbgz, de telle
sorte que pour z = e avecr > Oet —m < @ < m, on a 2%/2 = r3/2e39/2_ Ainsi, F. est
holomorphe dans le secteur .S, et continue jusqu’a son bord, i.e. continue dans S = SUOJS.
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De plus,on a:

2 e 2.

|6—sz3/2’

‘6—5r3/2 (cos 3—2‘9+isin ﬁ) _ —er3/2 cos 32
Puisque —7 < 0 < 7 dans le secteur fermé, il vient —%’r < % < %”, ce qui garantit la
positivité stricte de :

cos% > cos 2t > 0.

Ceci, allié a I’hypothese du théoreme :
|F(r ew)’ < ce,

implique que F. décroit rapidement a I’infini dans le secteur fermé S lorsque |z| = r —
oo comme le montre 1’estimation :

‘Fg(rew)‘ = ‘F(rew)‘ ‘e’”

3/2 cos%e

3/2‘

CeCT‘ 6—57“

VASV/AN

_ 3m .3/2 r— 00
cr—ecos X r
Ce 8 — 0.

En particulier, ceci implique que F. est bornée dans S.
Assertion 5.8. En fait, |F.(z)| < 1 pour tout z € S.

Preuve. Posons :
M = sup|F.(2)|.
z€S
Nous pouvons supposer que F' # 0, donc M > 0. Soit {w;, };";1 une suite de points w; € S
telle que |F.(w;)] — M.
Jj—00

Comme M > 0 et comme F_(z) tend vers 0 lorsque |z| = r — o0, il est clair que cette
suite maximisante ne peut s’évader vers I'infini dans I’ouverture du secteur. Donc cette
suite {w;}°2, est forcée de rester dans un compact de la forme S N {|z| < R} avec R > 1
assez grand. Apres extraction d’une sous-suite, nous pouvons supposer la convergence :

W — Wk e S.
J]—00
Ce point w, ne peut appartenir a I’intérieur connexe S = Int S, sinon, F. devrait étre une
constante a cause du principe du maximum, non nulle puisque M > 0, ce qui contredirait
I’annulation de F. vers I’infini. Donc ce point w, € 95 doit se trouver au bord.
Mais sur le bord, on a tout d’abord par hypothese dans le théoreme ‘F!as‘ < 1, puis par
prestidigitation astucieuse préparée a 1I’avance aussi :

_ +i73/2 _ep3/2 3m
|6 e(re ) |:}€ er cos:i:8’<1’

ce qui implique |F€’BS‘ < 1, donc force |F.(w,)| < 1, et donc en définitive M < 1,
exactement ce qui €tait asserté ! U

Pour conclure la démonstration du Théoreme 5.7, il suffit de faire tendre ¢ — 0 dans
I’inégalité |F (z) e~ | < 1 que nous venons d’établir dans tout S. O
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Fin de la démonstration du Théoreme 5.3. Nous pouvons maintenant montrer la dernicre
implication restante (5.6).

Observons que le secteur d’ouverture 5 dans le Théoreéme 5.7 de Phragmén-Lindelof
peut étre rotationné, et que le résultat demeure valable, par exemple dans le quadrant positif
Q@ :={x >0, y > 0}. Introduisons alors :

F(z) == f(z)e*™=,

Gréce aux deux hypotheses (5.6), cette fonction F'(z) est bornée par 1 en module sur 1’axe
réel positif :

[F(2)] = [f(x)e*™] = |f(2)] < 1 (z>0),
et aussi sur I’axe imaginaire positif :
[F(iy)| = |f(iy) ™| = |f(iy) e ™| <1 (v>0).
Comme nous avons aussi dans ce quadrant le contrdle :
IF(2) = |f(z) 622‘7er| < 2™l 2milzl el

le Théoreme 5.7 de Phragmén-Lindeldf s’applique et nous donne |F'(2)[ < 1 dans le qua-
drant fermé @, ¢’est-a-dire | f(z) e™=| < 1, d’oli pour tout z = x + iy avec z,y > 0

F(2)] < |etmism)| = g wso),

ce qui était le but de (5.6), restreint a ce quadrant.
Des arguments similaires peuvent étre rédigés (exercice) pour obtenir, dans les 3 autres
quadrants :

{z <0,y >0}, {r <0,y <0}, {r >0,y >0},
la méme estimée |f(z)| < e*™Wl est satisfaite. La démonstration du Théoréme 5.3 est
achevée. U

Terminons ce chapitre par une autre illustration des idées analytico-géométriques qui se
trouvent derriere les arguments de type Paley-Wiener. Il s’agit de caractériser les fonctions
dont la transformée de Fourier est identiquement nulle pour £ < 0. Soit H := {Imz > 0}
le demi-plan supérieur, d’adhérence H = {Imz > 0}.

Théoreme 5.9. Soit f: R — C une fonction continue a décroissance modérée, i.c.
|f(2)] < 152, et soit f(&) = [ f(x) e ™" dx sa transformée de Fourier. On sup-

pose que | f(€)

< # est aussi a décroissance modérée. Alors on a équivalence entre :

f se prolonge comme f € O(H)N %" (H)

et est borné sur H.

f(€) =0 V& e€]-o0,0] g {
Démonstration. Traitons I’implication =. La formule d’inversion de Fourier devient :

f(z) = /0 " Fle) e e,

Nous pouvons prolonger f(z) ades z = = + iy avec y > 0 via la formule :

f(2) = /0 Fle) ¥ e,
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car cette intégrale converge grice 2 |e?™(@HWE| = ¢=2™¢ L 1, et grice a I’hypothése que
fest a décroissance modérée. Les théoremes standard du cours d’ Intégration garantissent
que f € €°(H).

Pour justifier I’holomorphie, avec n € N, introduisons la suite :

ﬁxdrzlénf@)ﬁmﬁdé

Ces fonctions sont holomorphes pour z € H grace au théoréme des intégrales a parametre
holomorphe sur un intervalle compact, et elles convergent uniformément vers f sur H,

puisque :
oo

~

|m%n@</\mw%w§

n

~

< C n— 00
< d 0.
/n re®

Un théoreme connu dii & Cauchy offre alors I’holomorphie de la limite f € ¢ (H).

L’implication inverse <= est plus délicate. Contentons-nous d’en résumer les idées
principales. Pour € > 0 et > 0, introduisons :
fosle) = ZEXT)
° T (1 —dez)?
Ces fonctions f 5 sont toutes holomorphes dans un certain domaine €2 D H contenant le

demi-plan supérieur fermé.
Comme dans la démonstration du Théoreme 5.3 de Paley-Wiener, en utilisant le théo-

reme de Cauchy, le lecteur pourra se convaincre que ﬁ,g(f ) = 0 pour tout £ < 0.
Alors, en passant a (Isin?) (+), le lecteur déduira f. (&) = 0 pour £ < 0, puis en passant a
—

lim (), il conclura que :
e—0

F&) = foo&) =0 (V& €]—00,0]). O
6. Exercices

Exercice 1. EE
Exercice 2. EE
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Fonction Gamma d’Euler et fonction zéta de Riemann

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction
2. La fonction I'(z)

Existe-t-il une maniere naturelle d’interpoler la fonction factorielle N > n — n! entre
deux entiers n et n + 1 quelconques ? La réponse est oui !
Pour x > 0 réel, la fonction Gamma est définie par :

[(x) ::/ e ttm L.
0

Cette intégrale converge prés de ¢t = 0, puisque la fonction t*~! y est intégrable d’apres
le critere de Riemann, et elle converge aussi pour ¢ — 00, simplement parce que la
décroissance de ¢! neutralise toute croissance polynomiale. En intégrant par parties, le
lecteur pourra vérifier que I’on a I'(n 4+ 1) = n! pour tout entier n € N, mais il peut s’en
dispenser, puisque nous allons aussi faire ce calcul dans un instant. Sans attendre, décollons
vers I’imaginaire !

Quelques observations simples permettent en effet d’étendre le domaine de définition.

Théoréme 2.1. La fonction R > x —— I'(x) se prolonge comme fonction holomorphe
dans le demi-plan droit {z € C: Rez > 0}, par la formule :

['(2) := / e 't dt (Rez>0).
0
Evidemment, on note :
z=x+1y.

Démonstration. Commengons par observer que :
|€—t tz—l‘ _ e—t ‘e(z—l)logtl _ et e(:c—l)logt _ e—t tx—l’

de telle sorte que cette intégrale complexe converge effectivement lorsque Rez = x > 0,
puisqu’elle est majorée par :

IT(2)| = /OO e ! dt‘ < /OO le ¢ dt
0 0

—/ e 't tdt = T'(z) < oo.
0

Mais pourquoi I’application z — I'(z) serait-elle de surcroit holomorphe ?
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11 suffit de faire voir, pour tous nombres positifs 0 < § < M < oo, que cette intégrale
définit une fonction qui est holomorphe dans la bande verticale :

Bsy = {zEC: (5<Rez<M}.

. A . 2 . 1/e . .
Pl.llSql.l,CHC peut etre envisagee comme lim > f / . introduisons :
e50 Je

1/e
O (z) = / e telz=Dlogt gt
13

D’apres un théoreme connu, puisque 1’intégrande est visiblement holomorphe par rapport
a z, cette fonction z — ®_(z) est holomorphe dans la bande Bj,. En prenant ¢ := %,
il suffit alors de montrer que la suite ((ID%(Z))ZO:l de fonctions holomorphes dans B;
converge uniformément vers I'(z), car un théoréme connu de Cauchy garantira alors que la
limite y est holomorphe.

A cette fin, estimons :
o0

IT(2) — ()| </0 ett“dt+/ ettt dt (2€ Bs)-
1

S
La premiere intégrale converge uniformément vers 0 lorsque € — 0, puisqu’on peut la
majorer par :
5

€ € € x
/ et hdt < 1-/ tldt = [ltﬂ - <=
0 0 T Jo x )

Quant a la seconde :

/ e_ttx_ldt' g/ e LML dE < constante/ e 2dt — 0. O
1 1

€ € 1/e =0

Malgré le fait que I’intégrale qui définit I'(z) n’est pas absolument convergente pour
les valeurs de z telles que Rez < 0, nous allons pouvoir prolonger méromorphiquement
I' au plan complexe C tout entier, avec peu de pdles, seulement aux point entiers négatifs
z =0,—1,—-2,-3,.... Lunicité de ce prolongement méromorphe sera alors garantie par
le principe d’unicité pour les fonctions holomorphes, en-dehors de cet ensemble discret de
poles. Nous continuerons a noter I' € . (C) ce prolongement méromorphe.

L’existence de pdles aux points entiers négatifs provient en fait d’une identité fonction-
nelle importante.

Lemme 2.2. Pour tout z € Cavecx = Rez > 0,0na:
[(z+1) = 2T(2),

et :
I'(n+1) = n! (VneN).

Démonstration. Une simple intégration par parties dans le domaine de convergence
{Rez > 0} explique I’identité :

2T(2) :/ etz at
0

= [e*ttﬂ — / —e P dt
L 10 o 0

=0+ID(z+1),
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I'l) = /000 e tdt = [— e’t]zo =1,

une récurrence instantanée donne I'(n + 1) = n! — point d’exclamation de plaisir ! U

et comme :

C’est la division nécessaire par le facteur z dans la formule quasi-équivalente I'(z) =
% ['(z + 1) qui va introduire des pdles — heureusement simples !

Théoreme 2.3. La fonction 1'(z), initialement définie dans {Rez > 0}, bénéficie d’un
prolongement méromorphe au plan complexe C tout entier dont les seules singularités sont

des poles simples aux entiers négatifs = = 0, —1,—2, -3, ..., ou elle a pour résidus :
—1)"
res,—_,1' = (=1) (VneN).
n!

Démonstration. 11 suffit de prolonger I" & tout demi-plan de la forme {Rez > —m} avec
un entier m > 1 quelconque.

Pour Re z > —1, définissons :
I'(z+1
@1(2) = —< )
z
Puisque I'(z + 1) est holomorphe dans {Rez > —1}, il est clair que ®; est méromorphe

dans ce demi-plan, et qu’elle y a une unique singularité, un pdle d’ordre 1 en z = 0.
(=1°

Comme I'(1) = 1, son résidu y vaut 1 = *47~. De plus, dans le sous-demi-plan {Re z >
0} C {Rez > —1}, I'identité fondamentale montre que cette fonction :
Mz+1
w(z) = T gy

coincide bien avec la fonction a prolonger.
Pour un entier m > 1 quelconque, définissons dans le demi-plan {Rez > —m} la
fonction :

D, (2) = I'(z+m) '

" z+m—1)--z+n+1)(z+n)(z+n—-1)---(z+ 1)z
Visiblement, cette fonction est méromorphe avec des poles simples en z = —m +
1,...,—1,0, et en un point entier négatif 2 = —n avec 0 < n < m — 1 quelconque,
elle y a pour résidu :

I'(—n+m)
res:=—n On(2) = T T D) (e ()
(m—-—n+1)!

(m—n+1)!(=1)"n!
(=D"
n!
De plus, dans le sous-demi-plan {Re z > 0} C {Rez > —m}, une itération de I’identité
fondamentale du Lemme 2.2 :

C(z+m) =(z+m—1)---(z+1)z'(2)

montre aussitot que ®,,(z) = I'(z) coincide bien avec la fonction a prolonger.
Dr’ailleurs, le principe d’identité garantit aussi que ®,,, = ®,, pour tous entiers 1 < n <
m, dans {Rez > —n}\Z_. O
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L’identité fondamentale I'(z + 1) = zI'(z) continue d’étre satisfaite (exercice mental)

dans I’ouvert connexe (C\Z, — c’est-a-dire en-dehors des pdles — parce que (solution)
les deux c6tés de cette formule coincident dans {Re z > 0}.
On peut méme se convaincre (exercice) qu’en un entier négatif quelconque z = —n

avec n > 1, les deux membres de I’identité I'(z + 1) = zI'(z) sont infinis, et que :
res, ,[(z+1) = (—n)res,—_,, T'(2).

Enfin, en z = 0, notons que :
[(1) = lim z[(2).

z—0

Voici une démonstration alternative du Théoreme 2.3, encore plus éclairante, dont les
idées se recontreront aussi plus tard. Elle consiste & décomposer I’intégrale qui définit I'(z)
pour Re z > ( en deux morceaux :

1 oo
['(z) = / e 't dt —i—/ e 't dt.
0 1

Grace a la décroissance forte de e, la deuxieme intégrale définit une fonction holo-
morphe entiere, définie sur C. Quant au premier morceau, développons-y en série entiere
I’exponentielle, justifions la convergence normale (exercice), et intégrons terme a terme :

/O ttZ1dt—Z/ D" ot gy = 2%

Ceci nous permet d’écrire formellement :

S AP
r = —_— 7 dt ez>0).
&= ma T h (e

Assertion 2.4. Cette série infinie )~ n(,znzr ) définit une fonction méromorphe dans C

ayantpour seules singularités des poles simples aux entiers négatifs = = —n ou elle a pour
)n

résidus &=

Démonstration. Pour un grand rayon R > 1, et pour un entier N > 2R, décomposons-la

en:
$SCU_sn D
—~nl(ntz) “Znln+z) n:N+1n!(n+z)
La premiére somme, qui est finie, définit une fonction méromorphe dans le disque {|z| <
R} avec les poles et les résidus annoncés, tout a fait en accord avec ce que la premiére
démonstration a déja fait voir.
Pour ce qui est de la deuxieéme somme portant sur des entiers n > N > 2R, toujours
pour |z| < R, comme |n + z| > R implique :

(="
n!l(n+z2)
nous voyons instantanément qu’elle converge normalement sur le disque {|z| < R}, donc
y définit une fonction holomorphe grace a un théoreme de Cauchy.

Comme R > 1 pouvait étre choisi arbitrairement grand, tout ceci montre que la repré-
sentation de I'(z) sous la forme d’une série méromorphe infinie suivie d’une intégrale est
valable dans C\Z_ tout entier. U

1
= plR’
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En définitive, nous avons pour tout z € C\Z_ :
(2.5) [(z) = i _ED" + / N e 't dt.
—~ nl(n+z) 1

Présentons maintenant d’autres propriétés de la fonction I'. Voici une identité qui dévoile
une symétrie fondamentale de I" par rapport a la droite {Re z = 1}.

Théoreme 2.6. [Formule des compléments] En tout z € C :

m
') 'l —z) = :
() T( 2 sinT 2
Observons que I'(1 — z) a des poles simples aux entiers naturels z = 1,2,3,..., de

telle sorte que le produit I'(z) I'(1 — z), une fonction méromorphe sur C, posséde des poles
simples en tous les entiers relatifs € Z, tout aussi bien que la fonction

sinm z

Démonstration. 11 suffit d’établir cette identité en des points réels 0 < x < 1, car alors le
principe d’identité garantira aussitot qu’elle est vraie dans tout I’ouvert connexe C\Z_.

Lemme 2.7. Pour un parametre réel 0 < a < 1 quelconque, on a :

% garl m
dv = — .
o 14w sinTa

Démonstration. 11 suffit d’effectuer le changement de variable v = e* et de se souvenir de
I’intégration, déja vue dans un chapitre qui préceéde, de la fonction f(z) = % le long de

rectangles de sommets — R, R, R + 2im, —R + 2¢m avec R — oo, pour calculer I’intégrale

qui apparait :
/oo Uafl p /oo o p T .
v = r = .
o 1+wv oo 1+ €% sinTa

Pour établir le théoréeme, avec un parametre ¢ > 0 quelconque, en effectuant le change-
ment de variable v ¢t = u, préparons :

rl—=x) = / e MuT"du = t/ e " (vt) ™" dv,
0 0
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et grace a cette astuce, calculons, puis concluons :

I'l—ax)I'(z) = /000 e "TID(1 — x) dt

— / e tprt (t/ et (U t) o dv) dt
0 0
= / v® (/ e~t(1+v) dt) dv
0 0
0 —t(14wv) o
= / vt {—e } dv
00
_ d
/0 1+o""

™

sinm (1 —x)
7r

g

sinTx’
En particulier, au point z = %, en observant que I'(x) > 0 quand x € R* , nous trouvons
la valeur spéciale :
1
L(z) = V.

Poursuivons notre étude de la fonction Gamma en regardant son inverse, fonction qui
devient entiere et a croissance controlée.

Théoreéme 2.8. La fonction z — 1'(z) d’Euler jouit des propriétés suivantes.
08} ﬁ € O(C) est holomorphe entiere, avec des zéros simples aux entiers négatifs z =
0,—1,—2,..., et aucun zéro ailleurs.
?2) ﬁ a pour croissance :

1
I

ot 0 < cq,co < 00 sont des constantes universelles.

|
< c1 ec2 |z|log | 2] (VzeQ),

Une telle inégalité doit en fait s’interpréter quand |z| — oo. On dit alors que ﬁ est
d’ordre (exponentiel) < 1, au sens ou, pour tout € > 0, il existe une constante 0 < ¢; . < 00
telle que :

1

I'(z)
L’Exercice 1 montre que 1’on ne peut pas ici se dispenser d’un € > 0 dans la puissance
’1+6

co |Z|1+5

< Cl,s €

|z
Rappelons que les seuls zéros de sinmz = %(em — e_m) sont les z € C tels que
€™ =1, dou z = k € Z, comme on doit s’en souvenir.

Démonstration. Grace au Théoreme 2.6 qui précede, nous pouvons écrire :
1 sinz
= I'l—=
et a droite, les poles simples de I'(1 — z) situés aux entiers z = 1,2,3, ... sont annihilés
par les zéros simples de sin 7z, donc ﬁ est holomorphe entiere avec des zéros simples
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aux z€ros restants de sin 7z, c’est-a-dire en z = 0, —1, —2,.... De plus, ﬁ 2 0 ailleurs,
car les seuls zéros de sinwz sont les 2z = k € Z.

Pour établir I’estimée de croissance, avec un réel x > 0 quelconque, et avec 1’entier
positif unique x < n < x 4 1, commencons par :

/ e—ttxdtg/ et dt
1 0

=n!

nn

VAN

— enlog;n
x+1) log (x+1
< eletlog(tl)

En utilisant ’identité (2.5) écrite pour I'(1 — z), nous avons :

1 SINT2 (—=1)" sinmz [,
= t = dt
I'(z) s nzz()n!(n+1—z)+ T /1 ‘ ’

Ensuite, comme ‘e“’} < ell et comme pourt > 0:
<

—z —zlogt —Rez logt Re z|log t z|logt z
‘t|:‘e g|:€ g el \g<e\|g:t\|’

nous pouvons estimer la croissance du deuxiéme terme :

00 |z 00
e
/ et dt‘ < / et dt
1 ™ J1

ol |
< & c(EHDog (24D
m

imZ

e _ e—iwz

T

< ¢ e2lelioBlsl

Quant au premier terme :

sinz i (—=1)"
' _ Y
T f=nl(n+tl-2)
Im z| > 1, puisqu’on a alors pour tout entier n > 0 :

‘n+1—z‘ > 1,

dans un premier cas ou

il se majore aisément :

[e.9]

sinT 2 ‘i (—1)" eIl 1
| _ |.
s —~nl(n+l-2) ™ “=mnl-1
67r|z|+1
R
Dans ’autre cas ot |Im z| < 1, introduisons I’'unique entier £ = k, avec k — % < Rez <

k + %, et distinguons deux sous-cas.
Lorsque k£ > 1, mettons en exergue, dans la somme infinie, le termen =k — 1 :

SINTZ — —1)" sinz —1)k1 sinz —1)"
DECIN. S

m n+l—z) 1 (k=11 (k—2) m (n+1-—2)

n=0 n#k—1



298 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

et démontrons que les deux expressions a droite sont bornées.
Pour la premiere expression, avec la constante :

sin Tw
max =: ¢ < 00,
lw|<3/2 | Tw
finie parce que w — s':r# est holomorphe sur C car en 0 on a sinTw = 7w + O(w?),
estimons la par cette constante :
sinmz (—1)+1 sinm (k — 2) 1
T (k=11 (k—-2) m(k—2z2) | (k—1)!
sin Tw
[w:=k —z] < max = c,
lw|<3/2 | T™w

sachant que ’on a ici :
lw| = |k—z| < |[k—Rez|+]|lmz| < i+1.
Ensuite, grace a :

n<k—-2 = |n+1—z2>|n+1—Rez| =Rez—n-—1

>k-Ll-n-1
1
2 2
n>k = |n+l—2>n+1—Rezl] =n+1—Rez
>n+l1—-k—3
1
2 29
constatons que le second terme est lui aussi borné :
sin Tz _1 n eiﬂxfﬂ'y - 671’7!’174’7‘(':!/ 1
T Z n'(T(L+)1—Z) S 24w Z n!-1
n#k—1 ) n#k—1 T2
Rl
< 2e
T
2
< _ 7T+1
T

Enfin, lorsque £ < 0, d’olt Rez < % d’apres notre supposition, il devient inutile de
mettre un terme en exergue, car alors on a toujours :

‘n+1—z‘>n+1—Rez>n+1—%>% (VneN),
d’ol similairement :
sinmz i (—=1)" e X1
T f=nl(nt+l-2) T n!i
< ze’r“. O
s

Le fait que ﬁ satisfasse une condition d’ordre exponentiel du type qui a été discuté
dans le chapitre sur les fonctions entieres conduit naturellement a une factorisation de Ha-
damard.
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Rappelons auparavant que la constante d’Euler :
"1
o= NI|_)ngO Z = log N,

n=1

est bien définie, car :

n=1 n=1
N—1 n+1
1 1 1
=S [ (G
n n x N
n=1
avec, lorsquen <z <n—+1:
Ogl_lzx_n<i7
n rn n?
donc :
N 1 N—1 1
Z——IogN: an + —,
n=1 n n=1 N

avec 0 < a,, < -3, ce qui fait voir la convergence, grice a > =5 < o0.

Théoreme 2.9. Pour tout z € C :

1 it z 2
= ¢e* 1+ — e n.
T(2) e zg ( —i—n)e
1

Démonstration. Grace au théoreme de factorisation de Hadamard, et au fait que ®) est en-

tiere d’ordre < 1, avec des zéros simples en z = 0, —1, —2, ..., nous pouvons représenter
cette fonction sous la forme d’un produit de Weierstrass :

1 AZLB d z\ _:=z
M 14+ 2 o
I ¢ ZH(*n)e /

n=1

dans lequel il reste a déterminer les deux constantes A, B € C.
Mais si nous nous souvenons que zI'(z) — 1 quand z — 0, nous trouvons B = 0,
ou n’importe quel multiple entier de 2:i7, ce qui ne change rien.
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Ensuite, assignons z := 1 et utilisons I'(1) =1 :

— ﬁ (1+%) e_%

n=1

i 1

1

= |im (1 + —) e n
N—00 . n

n=

— lim e Zn=1llog(141/n)=1/n]
N—o0

— lim e 2n=illog(n+1)—logn]=3=5_, 1/n
N—00

— lim eloB(NHD-SN, 1/n
N—0o0

— lim elog(l—&—l/N)—i—IogN—Z]:L:l 1/N

N—00

=e 7.

Ainsi, A = 7 + 2ikm pour un entier k € Z, mais comme I'(z) est réelle pour x > 0 réel, il
faut £ = 0, ce qui conclut. O
Ces arguments montrent que ﬁ est essentiellement caractérisée, a des constantes nor-
malisatrices pres, comme la fonction holomorphe entiere :

e qui a des zéros simples en z = 0, —1, —2, ... et ne s’annule nulle part ailleurs;
e est d’ordre de croissance < 1.

Observons que sin 7z a des propriétés analogues, excepté le fait qu’elle s’annule en fous
les entiers z = k € Z. Cependant, tandis que sin 7z jouit d’une propriété de croissance de
1

la forme sinmz = O (ec |Z‘), I’Exercice 1 montre que tel n’est pas le cas pour Ok

3. La fonction ((s)

La fonction zéta de Riemann est définie, pour s € C complexe avec Res > 1, par la
série :

()=

n=1

convergente et définit, comme nous 1’avons déja vu dans le chapitre consacré aux produits
infinis, une fonction holomorphe dans le demi-plan complexe {Re s > 1}.

Comme la fonction I'(z) d’Euler, cette fonction ((s) de Riemann peut étre prolongée
méromorphiquement au plan complexe tout entier, avec un unique pdle, simple, en s = 1.
En fait, il existe de nombreuses démonstrations de ce prolongement, et nous en présentons
une qui dévoile une équation fonctionnelle importante satisfaite par ((s).

Toutefois, le prolongement de ((s) au plan complexe C tout entier est plus délicat
que celui de la fonction I'(z). La voie argumentative que nous choisissons relie ((s) et
['(z) a une autre fonction importante en théorie analytique des nombres. Commengons par
quelques préliminaires.
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D’apres le cours d’ Analyse de Fourier, on sait que la fonction ©x —— e qui
appartient a 1’espace de Schwartz .#(R) des fonctions a décroissance (trés) rapide a ’in-
fini — coincide avec sa transformée de Fourier :

()
A V) )
/ e~ o 2iméx dr = e € )

oo

Avec un parametre réel ¢ > 0, le changement de variable dans cette intégrale :

T
T —r —=
71'52

Vit

donne que la transformée de Fourier de la fonction f(z) := e ™" est f({ ) = \/Li e .

Rappelons aussi la formule sommatoire de Poisson, valable pour toute f € . (R) :

o fm)y = > fn),

n=—oo n=—oo

qui donne ici :
i e — = i e’#.
n=—oo \/z n=—oo

Si donc nous introduisons la fonction ¢ définie, pour ¢ > 0 réel, par :

I(t) = i e ™,

n=—oo

nous voyons qu’elle satisfait I’équation fonctionnelle :
_ 1 (1
(3.1) I(t) = 7 0(3)-
L’information dont nous aurons besoin concerne la décroissance exponentielle de cette
fonction :

I(t) =142 e ™"
n=1

. . . . >
lorsque ¢t — o0, ainsi que son comportement singulier quand ¢ — 0.

Lemme 3.2. [l existe une constante universelle 0 < C' < oo telle que :

0<) J@t)—-1 < Ce™* Vt>1),
et:
I(t) < C’\/% (Vo<t<1).

Démonstration. Comme {nQ: n > 1} Cc{m>1},ona:

() —1 = 2 f: e L2 i e~
n=1 m=1
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et pour ¢ > 1, puisque e~ ™ < e~ ", nous obtenons bien :

—Tr

e

9(t)—1 €< 22—,
®) STl e

Ensuite, grace a 1’équation fonctionnelle (3.1), pour 0 < ¢ < 1,dou 1 < 1 < o0, en

t
recyclant ce que nous venons de faire :
1 /1 1 - 21
(¢ :—19(—) - —(1+2 e—mt>
) =207) = 7 Zl

< L (1+2 e )
N Vit 1—e ™t

< 1 (1+2 ¢ )
SVt l—e 7/

Tout ceci montre qu’on peut prendre comme constante universelle C' := 1+2 <" [

l1—e

Nous sommes maintenant en position d’établir une relation importante entre les trois
fonctions (, I, ¥.

Théoreme 3.3. Pour tout s € Cavec Res > 1, ona:

/000 us ! [%] du = ! I'(2)¢(s).

S
T2
P . FHu)—1 . . g
Démonstration. Comme % consiste en la sommation des termes e~ ™" pour n =
1,..., 00, calculons les intégrales suivantes dans lesquelles nous effectuons le changement
de variable u = L5 ¢ :
™™
o] 00 2
s _ _ 2 ™ s _ _ dt
/ uz"te 7r”““du:/ _20§t216t 5
0 o (mn?)2 mn?,
1 1 [
= —— [ tletat
T2 N° Jo
11
[Reconnaitre T'] = — — F(%)
m2 n’

Les estimées du Lemme 3.2 justifient alors I’interversion entre sommation infinie et
intégration dans le calcul conclusif suivant :

/OOO it [%] du = /OOO it (i e””2“) du
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Au vu de cela, introduisons une certaine modification de la fonction ¢, appelée fonction
xi, définie pour Re s > 1 comme étant le résultat que nous venons d’obtenir :

£(s) = = T(3) <),

et qui met en lumiere une symétrie fondamentale.

Théoreme 3.4. Cette fonction &(s) est holomorphe dans {Re s > 1} et posséde un prolon-
gement méromorphe a C tout entier, holomorphe dans C\{0, 1}, avec deux poles simples
ens=0etens=1.

De plus, pour tout s € C :

£(s) = £(1—5).
Bien entendu, en s = 0 et 1, on a £(0) = oo = £(1).
Démonstration. Soit la fonction auxiliaire ¢ (u) = 19(%)_1, déja considérée plus haut.

L’équation fonctionnelle ¥(u) = \/%7 U(L) se transmet a 1) :

1 1
ot 1= L f2v(2) 1]
W(u) + NG o)+
c’est-a-dire : . . ) )
v = =)+ a7
En partant du Théoreme 3.3, découpons I’intégrale, insérons, changeons de variable,
transformons, et calculons (patiemment) pour Res > 1 :

! F(%) C(s) = /000 w2~ (u) du

s
T2

1 0o
:/ w2t (u) du—l—/ w1 p(u) du
0 1

- [ [ - Y [T e
— ; u \/a " 5 Ju 5 U ! u u)au
Lous 1 1 [ty . >
_/0 uu\;ﬂ¢<a> du+§/0 (uﬁ_%—uﬁ_l) du + 1 w Y (u) du
o 1[us™2  ws]! >
[u:%] :/ U,%,% w(?])d?]—i—— |i5 1 5 +/ u%flw(u)du
1 2 27 2 2 1o 1
1 1 & s s
Autrement dit :
1 1 b S 1 S

Or puisque la fonction ¢/ décroit exponentiellement a I’infini, cette derniere intégrale a
parametre définit une fonction holomorphe entiere, ce qui fait clairement voir que :

¢ € #(C)no(C\{o,1}),

avec deux pOles simplesen s = Oeten s = 1.
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De plus, il est visible que ﬁ — % est invariant lorsqu’on remplace s — 1 — s, et on se
convainc aisément que 1’intégrale est aussi invariante a travers s — 1 — s. En définitive,
on a bien £(s) = £(1 — s). O

Grace a cette identité qui montre la symétrie de £(s) a travers la réflexion d’axe {Re 5=

%}, nous pouvons facilement déduire les propriétés de la fonction zé€ta de Riemann : son
prolongement méromorphe a C, ainsi que son équation fonctionnelle célebre.

Théoréme 3.5. La fonction ((s) posséde un prolongement méromorphe a C, avec un
unique pole simple en s = 1 de résidu égal a 1, et elle satisfait I’équation fonctionnelle :

((s) = 2°m* Fsin (7)) D(1—5)¢(1—s).

Démonstration. Le prolongement méromorphe de ((s) est fournit instantanément par la
formule :

s €(s)
C(S) = m2 s\ °
I'(3)
Mais comme ﬁ est holomorphe enticre, d’apres le Théoreme 2.8, avec des zéros
2
simples en s = 0,—2,—4,..., le pole simple de £(s) en s = 0 est annihilé par le zéro

correspondant de . Par conséquent, il ne reste, comme singularité pour ((s), que le

1
r(3)
pole simple de { en s = 1.

Ensuite, I’équation fonctionnelle pour £(s) :

TAT(3) () = £(s) = E(1—s) = 75

donne :

et il nous faut encore remplacer ici I' (%) Or avec z := %, la formule de I’Exercice 3 :

I'(22)

T — 1 21—22 il S
e

devient :

Nous pouvons donc remplacer, réorganiser et appliquer au final la formule des complé-
ments :

o= h T2 2°T(1 — s) -
R YO T (e
= 25571 W I'l—s)((1—s
-y ¢
[Théoreme 2.6] = 27" sin (w2) T(1—s)¢(1 — s). O
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4. Exercices

Exercice 1. (a) Montrer qu’il n’existe pas de constantes 0 < c¢1,co < oo telles que :

ﬁ < cp el (Vz€CQ).
Indication: Aux points z = — k — % avec k > 1 entier, constater que :
k!
' —k—g)| "

(b) Montrer qu’il n’existe pas de fonction holomorphe entigre F € ¢(C) de croissance |F(z)| < cje®l?l
ayant des z€ros simples aux entiers négatifs z = 0, —1, —2, ..., et qui ne s’annule nulle part ailleurs.

Exercice 2. Montrer que la fonction Gamma (réelle) d’Euler :

(oo}
I(x) = / t*~tetdt (x> 0),
0
est logarithmiquement convexe, c’est-a-dire satisfait :
IM(z)IM(z) < I(z)T(x) (Va>0).

Exercice 3. (a) Montrer que la formule classique de Wallis peut s’écrire sous la forme :

2n 2
\/Z = ngméngr))(z +1)2
(b) En déduire I’identité satisfaite par la fonction méromorphe Gamma :
T()T(z+3) = 72217277 (22) (VzeC).
Exercice 4. EE
Exercice 5. EE
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Théoreme des nombres premiers

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction

On note :
P ={2,3,5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, ... }
I’ensemble des nombres entiers positifs premiers. Pour x > 1 réel, soit :
7(x) := Card {p e Z:1<p< x}
L’ objectif de ce chapitre est d’établir le

Théoreme 1.1. [des nombres premiers] Asymptotiquement lorsque © — oo :
x
m(x) ~ —.
log x
La démonstration s’organise en une série de 7 lemmes ‘capitaux’, accompagnés d’un
théoreme de type ‘taubérien’ dii a D.J. Newman, montrant qu’une certaine intégrale dépen-

dant d’un parametre réel 0 < T < oo a une limite quand T — o0.

Convention 1.2. La lettre p désignera toujours un nombre premier.

2. Sept lemmes capitaux

Les 7 lemmes dévoilent progressivement des propriétés de 3 fonctions, la fonction zéta
de Riemann :
=1
C(S) = E?
n=1

holomorphe en s € C avec Re s > 1, puis la fonction dérivée :

=i (2 )

pEP
-y e
s b
peEP p

elle aussi holomorphe dans {Re s > 1}, et enfin la fonction, positive et croissante par sauts,

d’'unréelx > 1:
Ix) = Z log p.

pEP
P
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En effet, on se convainc aisément (exercice de révision) que les séries définissant ((s)
et ®(s) sont normalement, donc uniformément, convergentes sur les demi-plans fermés
{Res > 1+ 4}, quel que soit § > 0, d’ol leur holomorphie.

Lemme 2.1. [Euler] Pour Re s > 1, on a la formule de produit d’Euler :

) =TI =

1
peEP p®

Démonstration. La factorisation unique des entiers n > 1, et la convergence justifient le

calcul formel :
1 1
C(S) - Z (2r2 33 55 ... )S - H <Z ﬁ)

7’277’377’57"'20 pegz r>0
1
- H 1
pEL p®

les détails étant laissés au lecteur — qui n’a pas I’interdiction de s’aider du fait que ces
détails ont déja été fournis dans un chapitre qui précede ! U

En s = 1,ily adivergence de (1) = Y7, L = oo, mais apres soustraction d’un pdle
simple :

Lemme 2.2. La fonction ((s) — ﬁ se prolonge holomorphiquement a {Re s > 0}.
Démonstration. En effet, avec Re s > 1, il apparait dans la différence une série :

1 =1 © q >t 1 1
<<S>—3_1—;$—/1 —d—Z/ df'f(ﬁ—;)

-~

=:an(s)
de fonctions holomorphes qui sont majorables grace a I’inégalité de la moyenne :

n+1 T
sdu 5
}an(s)‘ - /n dx/n ustt L n<T<a7)L(+1 usﬂ‘
_ s
nl+Res ’
ce qui montre la convergence uniforme sur {Res > 0} vers une fonction-limite holo-
morphe. U
Lemme 2.3. [l existe une constante universelle C' < o telle que, pour tout xt > 1 :
(0 <) I(x) = > logp < Cua.
pEP

p<T

Démonstration. Pour n > 1 entier, il est clair que :

m 2n 2n 2n 2n
ey = (§) e () e o) = (0) = I s

_ 619(271) —¥(n) 7

. . . 1)..-
puisque les nombres premiers n < p < 2n au numérateur de w
effacés par le dénominateur.

ne peuvent étre
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Ainsi :
nlogd > 9(2n) —J(n).

Or une sommation téléscopique :

donne :
79(2k+1) < 2"log4,
et comme pour tout x > 1 réel, il existe un unique entier &, > 1 encadrant :
ke & g < ket
il vient par croissance de ¥ :
d(z) < 9(2%T) < 2% 2logd < z4log?2. 0O
La formule d’Euler ((s) = [], (1- %)_1 garantit, grice aux propriétés générales

des produits infinis convergents de fonctions holomorphes, que ((s) # 0, quel que soit
Re s > 1. L’énoncé suivant est un point-clé.

Lemme 2.4. Hors du pole {s = 1}, la fonction (, holomorphe dans {Res > 0}\{1}, ne
s’annule jamais sur {Res =1} :

C(1+it) #0 (VteR").
Rappelons que :

lo
O(s) = Z gsp (Res>1).
peES p

Démonstration. Pour Re s > 1, une dérivée logarithmique du produit ((s) = [[,c, (1 —

p~*)~! donne :

_ds) _ Z <Iog (1- e—slogp))' _ p°logp

1 _ m—S
pEP pEP p

|
(2.5) = B(s)+ > %.

Pour tout ¢ > %, cette derniere somme converge normalement-uniformément sur {Re s >
¢}, donc définit une fonction-reste holomorphe dans {Re s > $}.
Dans I’éventualité ot ((s) a un zéro en un point so = 1 + ity avec ¢y # 0 :

C(s) = (s = s0)" n(s),

avec fip > 1 entier, et avec 7(s) holomorphe au voisinage de s, satisfaisant 7(sg) # 0, il

vient :
/
— <'(s) = __Ho + reste holomorphe (s~ s0).

¢(s) 5 — 8o
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Par conséquent, ®(s) se prolonge méromorphiquement & un voisinage ouvert de {Re s >

1}, avec des poles d’ordre 1 en tous les zéros de ¢ sur {Res = 1}\{1}, et aussi un pole

d’ordre 1 en s = 1, puisque ((s) ~ ﬁ, d’ou — CC/((SS)) ~ ﬁ

C ﬂlms
1+ 2ito
1+ to
> R
0 1 1 s
2
1 —ito
1 — 2ito

Pour aboutir a une contradiction, un raisonnement particulierement astucieux consiste a
regarder aussi le point 1 + 2i%,, en lequel ¢ a un certain ordre d’annulation v, > 0.

Puisque la relation ((s) = ((5), valable pour Res > 1, est héritée par continuité via
le Lemme 2.2 sur la droite épointée {Res = 1}\{1}, la fonction ¢ a les mémes ordres
d’annulation en 1 + it et en 1 — it, quel que soit ¢ # 0. Ainsi :

1—Iimg<—M) — —Iim5<_w>
— 20 ((1+e) /) o =20 C(1texity) /)
_ ¢'(1+ e £ 2ity)
—1/0:I|m6(— : >,
e\0 C(1 4 €+ 2ity)
d’ou par holomorphie du reste dans (2.5) :
1:2@)e¢(1+5), _Mozm)m(ugiito),

—y = @) e®(1+ e =+ 2ity).

Le point-clé de I’astuce est alors la reconstitution algébrique d’une puissance quatrieme

positive :
4 ) : | log p
) oirerin) = X (,1) X B
+e+ilt
—2gI<2 (2+l —2<I<2 2+1 peP prreTe
B Z Ing Z ( 4 ) ( 1 )H-Q( 1 )—l+2
o 1 ity /2 —itg/2
vy P +e e 2+l D o/ D o/
_ Z |0gp pito/Q +p—it0/2 4
pl—i-a
peES
= 0,

car en appliquant alors qug) (+) & cette inégalité :
>

—V0—4/L0+6—4/L0—V0 = O,
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on déduit que py = 0 nécessairement (exercice visuel). En définitive, (1 + it) # 0 pour
tout ¢ € R*. U

Maintenant, récrivons (2.5) sous la forme :

¢'()
¢(s)

avec une fonction-reste Z(s) qui est holomorphe dans {Res > 1}. Nous venons de dé-

montrer que ((s) # 0 dans {Res > 1}\{1}, et donc —C/((S)) puis ®(s) sont holomorphes

(I)<S> = = _%<S)7

au voisinage de tout point appartenant a {Re s=1 } \{1}

Mais comme ((s) ~ —5 pour s ~ 1, d’ol —CC((S)) ~ 371 pour s ~ 1, en soustrayant

cette partie singuliere, on ehmme la singularité en s = 1 et on obtient une fonction qui est
aussi holomorphe au voisinage de s = 1.

C “Ims

>D5(t) (1+i t)
) Q

D, (1
\1() > Res

) Q

Do) (1+i¢)

Lemme 2.6. La fonction :

L (s |ogp
B R ‘p; -1

est holomorphe dans un certain voisinage ouvert :
Q D {Res >1}.

C(( )) il existe un rayon n >

0 tel que cette fonction est holomorphe dans D, (1). Comme ((s) n’a aucun zéro dans
{Res > 1}\{1}, et comme la fonction-reste Z#(s) est holomorphe dans {Res > 1},
pour tout nombre 1 + it avec t € R*, il existe un rayon §(¢) > 0 tel que ®(s) — 5 est

holomorphe dans le disque ouvert D ;) (1 +1 t) . Alors la fonction incriminée est bel et bien
holomorphe dans I’ouvert :

Démonstration. Comme on a éliminé la partie singuliere de —

Q = {Res > 1} UD,(1) | ] Dy (1 +it)
teR*

) {Res}l}. O
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Avant de poursuivre, faisons remarquer qu’il est tout a fait possible qu’il existe une suite
(pn)._, de zéros de ((s) avec :

Imp, — +o00 tandis que Re p,, =51,
n—oo n—oo
ce qui force alors 92 a devenir de plus en plus « plaqué » contre {Re 5= 1} quand |t| —
00, car —% n’est pas holomorphe au voisinage de tout p € C en lequel ((p) = 0.

En vérité, la région la plus grande contenue dans {Re 5 > %} ou on sait actuellement
démontrer que ((s) n’a aucun zéro est de la forme :

C

2 1
(logt])® (loglog|t])®

pour |t| > t., ot C' > 0 est une constante, et une région de cette forme « épouse » asymp-

totiquement {Re s > 1} lorsque || — co.

o> 1-—

En résumé, des que ((s¢) = 0 posséde un zéro de partie réelle 0 < Re sy < 1 éventuelle-
ment tres proche de 1, la fonction — % possede un pole en s = s, donc les raisonnements
précédents ne produisent aucun contrdle explicite sur le voisinage ouvert D {Res > 1}
dans lequel le Lemme 2.6 affirme que ®(s) — ﬁ est holomorphe. Autrement dit, quel que
soit ¢ = 1073,1075,1071%", ..., personne sur Terre n’est jamais parvenu jusqu’a présent a
démontrer que ((s) n’a aucun zéro dans un demi-plan e-décalé {Re s>1-— 5}, bien que
ceci semble a priori moins difficile qu’établir I’ Hypothése de Riemann, d’apres laquelle
tous les zéros de ((s) dans la bande critique {0 < Res < 1} devraient étre situés sur la
droite médiane {Res = 3 }.

Mais reprenons le cours de nos raisonnements en direction du théoréme des nombres
premiers.

Lemme 2.7. L’intégrale :

/10019(1:)——xdx: lim /1TM—_xdx

2 T—00 xr2
converge.

Démonstration. Pour Res > 1, une intégration par parties dans I’intégrale de Riemann-

Stieltjes donne :
log p < di(x)
oo = Y B = [

peES ps
[Lemme 2.3] = {19;?} joo + s/loo igﬁ dx
[z = ef] =0+ S/Oo e_Stﬁ(et) dt.
Introduisons la fonction : :
fo) = My e,

discontinue sur un ensemble de mesure nulle puisque ¥(e’) est constante par morceaux,
donc localement (Riemann-)intégrable, et bornée en vertu du Lemme 2.3 :

[ € Lh(Ry)NL¥(Ry).

loc



312 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Introduisons aussi, pour Re z > 0 :
O(z+1) 1

9(z) = .11 2

Le Lemme 2.6 garantit que g se prolonge holomorphiquement a un voisinage ouvert dans
C de {Rez > 0}. De plus, un calcul simple fait voir, pour Re z > 0, que :

dz+1) 1 © ©
g(z) = %—; :/o e (H)tﬁ(et)dt—/o et dt
:/ (ﬁ(et) e’t—1> e dt
0
= / f(t)e * dt.
0

Ainsi, toutes les hypotheses du théoreme suivant, dont la démonstration est repoussée a une
section ultérieure, sont vérifiées.

Théoréme 2.8. Sur [0, oo, soit f € L (R )N L¥(R,). Si la fonction :

loc

g(z) = / " ftyet,

holomorphe dans {Re z > 0}, se prolonge holomorphiquement a un voisinage ouvert dans
C du demi-plan fermé {Re z > 0}, alors lim;_, fOT f(t) dt existe et vaut :

4(0) = / " fwydr.

On conclut alors bien que 1’intégrale :

g(0) = /OOO ft)dt = /OOO <19(et) et — 1) dt
= /00 de.

£C2
existe. O

Le septieme et dernier lemme capital précise ce que cachait la constante C' du
Lemme 2.3.

Lemme 2.9. Asymptotiquement quand xt — oo, on a :
Hzx) ~ x.

Démonstration. Supposons par I’absurde que pour un A\ > 1, il existe une suite (x,)3
avec z,, — oo telle que :

W zy) = Ay, (Vn>1).
Comme 9 croit, pour tout t > x,, on a ¥(t) > ¥(z,) = Az,, ce qui conduit & un jeu
contradictoire d’inégalités :

Axp o Axp . A o
0 «— W=ty Ao =t AT, S
0N z t2 z t2 1 u2
N " n

n

Lemme 2.7
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De maniére similaire, si pour un A < 1, avec z,, — 00, on avait ¥(z,,) < Az, quel que
soitn > 1, d’ot ¥(t) < ¥(z,) < Az, pour t < z,, ceci impliquerait aussi contradiction :

Tn _ Tn _ 1 _
0 «— Mahfg/Mdt:/A“du<o. O
A A

co+n Az t2 t2 U2

Tn

Lemme 2.7

Fin de la démonstration du Théoreme 1.1. En partant de 1’inégalité (non fine) :

I x) = Z logp < Z logz = 7(z)logz,

peEPX peEP
p<z pP<T
il vient premierement grace a I’information cruciale x ~ ¥(z) du Lemme 2.9 :
x Iz
~ () < 7(z).

log x log x
Pour I’inégalité inverse, avec € > 0 arbitrairement petit :

IHzx) > Z logp > Z log 21 ~¢

zl-e<p<e rl-e<p<La
= [77(95) — ﬂ(xl’g)] (1—¢)logzx
[—7(y) = -y > [7‘((1’) — xl_ﬂ (1 —¢)logz,
et donc deuxiemement :
9
LY (z) > (1—¢) [W(Zlf) —xl_a},
log x log x
et comme 2~ est négligeable devant @ lorsque © — oo, ceci conclut. U

3. Démonstration du théoreme analytique

Il ne reste plus qu’a démontrer le Théoreme 2.8, dont nous recopions 1’énoncé.

Théoréme 3.1. Sur [0, oo|, soit f € L _(Ry) N L®(R,). Si la fonction :

loc

g(z) = / " ftyet,

holomorphe dans {Re z > 0}, se prolonge holomorphiquement a un voisinage ouvert dans
C du demi-plan fermé {Re z > 0}, alors lim_,« fOT f(t) dt existe et vaut :

o) = [ seyar
0
Démonstration. Pour T > 0, la fonction :
T
r(2) = / F(#) et dt
0

est clairement holomorphe entiére en z € C. On doit montrer que lim;_,, g:(0) existe, et
vaut ¢(0).
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Soit un rayon R > 1, et soit I’ouvert :
Qp := {2z €C: |2| <R, Rez > —4s},

ou dx > 0 est choisi assez petit pour que g soit holomorphe au voisinage de sa fermeture
. Sa frontiere 90Q, = Dy U Ex U C}f se décompose en :

Dy = {|z| <R, Rez = —4s},

Er := {|z| =R, —0x < Rez <0},

Ci = {|z| =R, Rez > 0}.
)

Avec le poids astucieux utile plus tard e*" ( ;—z sans pole, le théoreme des résidus de
Cauchy donne :
1 22\ dz
0) — g:(0) = —— - a1 (1 —> i
90) = 90(0) = i | (02) =) € (14 55) 5

(Lo L)

Il s’agit de démontrer que ces trois intégrales tendent vers 0 quand T — oo.

Lemme 3.2. Sur le demi-cercle Cif > z, 'intégrande est borné par :

(o) — () e (14 55) 1 el

Démonstration. En tout point z € C;f avec Rez > 0:

~

}g(z)_gT(Z')‘ = / f(t)e_tht‘ < ”f”Loo/ e—tRezdt
T T
e—TRez
= 1w S
Ensuite, comme £ = ¢* avec —% < < I :
\ 1 ol 1 . | 1
e (1+Z_2> - =[] ‘1+te9 T = eTRex |mif 4 i) © _ TRez|opRe ©| 2
R z R R =l R
2€TRez Re 2
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Une multiplication de ces deux majorations conclut. U

Gréce a cela, avec |, o+ |dz| = 7R, on majore la troisi¢me intégrale par une quantité qui
R

tend vers z€ro :
]_ /
2im CR+

Maintenant, pour les deux intégrales sur D, et sur Ey, on traite g(z) et g;(z) séparément
dans (g(2) — gr(2))-

Puisque g:(z) = fOT f(t) e ** dt est holomorphe entiere, grice a Cauchy, le contour
d’intégration D, U Ey peut étre remplacé par le demi-cercle :

Cy = {|]z]| =R, Rez <0},

1 2 oo
20l

S oor RR

_ 1l

R R — 00

(3.3) 0.

a Savoir :
1 . 22\ 1 1
— — 2T (] —> —dz = — méme intégrande ).
2Z7T Dy UEx ( gT(Z)> € ( + R2 4 & 2271— Cy ( g )
Or pour Rez < 0,ona:
T

T
‘gT(Z)‘ < ”f”LOO/ eitRezdt < ||f||Loo/ eitRezdt
0

—0o0

efT Re z

= Il g

et alors exactement la méme estimée qu’a I’instant donne :

1 . 22\ dz 1 e~ TRez 9 eTRez |Re 7|
Ly (1425 < Ly .
i [ (o) e (e 5) T < e | |

— |Rez| RR
1 2
= — oco T R
| fle =
(3.4) _ e .
R R — 00

Il reste a contrdler :

1 . 22\ dz

— 1+ 5) =

20T ) p-UE, (9(=) e ( * R?/ =z

Il'y aici le produit d’une fonction indépendante de T, holomorphe au voisinage de Dy U E,
donc intégrable, par la fonction e*" dépendant de T, de module < 1, et satisfaisant :

| < e™fr — 0 (VRez <0),
T — o0

donc le théoreme de convergence dominée de Lebesgue donne :

. o1 22\ dz
(3.5) O:hmAw&@@ﬁ (1+5) =

T—00 zZ

Au total, ces trois majorations (3.3), (3.4), (3.5) offrent :

limsup |g(0) — g:(0)| < 1711~ + I/l +0,
T — o0 R R
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et comme R > 1 pouvait tre choisi arbitrairement grand, c’est terminé !
4. Exercices

Exercice 1. EE
Exercice 2. EE



1. Introduction 317

Eléments introductifs sur le Théoréme de Dirichlet

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction

Depuis 1’époque antique reculée d’Euclide, il est bien connu que I’ensemble des
nombres premiers :
P = {p eEN:p>2p premier}
est de cardinal infini, bien que non connaissable mathématiquement en totalité. Pour un
nombre entier quelconque ¢ > 2 et un nombre 1 < ¢ < ¢ — 1 premier avec q :

1 =/V¢Aq,

il est alors natural de s’imaginer aussi, apres quelques expérimentations numériques confor-
tantes, que la progression arithmétique infinie :

{(+kq}, oy ={6L+q 0+2q L+3q, ...}

contient foujours une infinité de nombres premiers. Evidemment, lorsque ¢ et ¢ ne sont pas
premiers entre eux, tous ces £+ kq sont multiples de pged (¢, ¢) > 2, donc jamais premiers.
Dans la circonstance-limite ¢ = 1, avec £ = 0 ou 1, I’ensemble :

{t+k},y=NDZ
contient donc une infinité de nombres premiers. Le cas général s’énonce comme suit.

Théoreme 1.1. [de Dirichlet] Si deux entiers ¢ > 2 et 1 < { < q — 1 sont premiers entre
eux, alors il existe une infinité de nombres premiers de la forme :

l+kq (keN),

oo = Card Z N {E—i— kq}keN.

Grace au produit infini de fonctions holomorphes :

o0

1 1
2 =1l
n=1 peEP p°®

valable pour s € C avec Re s > 1, Euler a démontré de maniere élémentaire que :

1 1
Iogs_ | +0(1) = Z prs (s—1, Res>1),

pEP
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d’ou il découle que :

-ln Y
etenfinoo =3 %, ce qui redémontre I'infinitude des nombres premiers. C’est ce rai-
sonnement d’Euler que Dirichlet est parvenu a généraliser aux progressions arithmétiques
quelconques {f +k q} keN"

Plus généralement, soit ¢ la fonction indicatrice d’Euler :

o(q) = Card{l <U<Lqg: INg= 1}.
Une deuxieme version plus quantitative du théoreme classique de Dirichlet sera obtenue au

cours des raisonnements.

Théoreme 1.2. Lorsque s € C avec Res > 1tend vers 1, ona :

peZ@ 1%: $|0g<5i1>+0()

p=4£modq
indépendamment du choixde 1 < ¢ < g — 1.
De cet énoncé découle immédiatement qu’il y a un nombre infini de nombres premiers
congrus a ¢ modulo q.
Pour étre plus éclairant sur le plan intuitif, il se trouve que la proportion des entiers
premiers congrus a £ modulo g :
i Card {p r:pe P, p_fmodq}
im
z—00 Card {p x:pE 32}
tend asymptotiquement vers une limite indépendante de ¢. comme vont le dévoiler des

énoncés plus avancés.
Tout d’abord, pour tout réel = > 1, introduisons la fonction de comptage :

m(z) == Card{p € Z: p<z}.

La démonstration du théoreme suivant, due indépendamment 8 Hadamard et a de la Val-
l1ée Poussin, constitue 1’une des plus belles pierres philosophales de 1’alchime arithmétique
au contact de I’ Analyse Complexe.

Théoreme 1.3. [des nombres premiers] Asymptotiquement lorsque © — 0o, on a :

T
m(x) ~ gt

Mais alors, qu’en est-il de la répartition quantitative des nombres premiers congrus a
¢ mod ¢ ? Introduisons a cet effet les diverses fonctions similaires de comptage suivantes :

W(x,é,q) .= Card {p e p<Lx, p= Emodq},
dont les comportements n’ont rien de chaotique.

Théoreme 1.4. [de Dirichlet quantitatif] Asymptotiquement lorsque x — o0, on a in-
dépendamment de [’entier { premier avec q :

W(x,f,q) ~

1 €T
©(q) logx
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Comme corollaire immédiat de ce théoréeme, il vient :
1 . Card{p<z:pe P, p=_{modq}

olq) 200 Card{p<z: pe &}

Mentionnons qu’a notre époque si évoluée au plan technologique, étant donné trois
nombres entiers a, b, c > 1 premiers entre eux, le probleme d’apparence simple de démon-
trer rigoureusement que la progression quadratique :

{a—l—bk+ck2}keN

contient toujours une infinit€ de nombres premiers, est toujours ouvert! Avis aux amateurs
de médailles !

2. Historique succinct

Mais avant d’entamer la démonstration du théoreme de la progression arithmétique de
Dirichlet proprement dit, signalons que Euler I’avait déja démontré dans le cas ou ¢ = 1.

En 1735, a la suite d’une étude pour la résolution du probleme de Mengoli, Euler intro-
duit en effet certains produits infinis centraux dans I’étude des fonctions trigonométriques.
Deux ans plus tard, Euler découvre la formule maintenant célebre :

= 1 1
=1l =

n=1 peEP p?
exemple paradigmatique de produit eulérien, formule-clé bien slir redémontrée plus loin.
Les écritures en série ou en produit infini d’Euler sont celles que Riemann exploitera ulté-
rieurement dans son étude approfondie de la fonction éponyme ((s) := >, ni C’est la
toute premiere fois qu’apparait une information statistique sur la distribution des nombres
premiers !

En 1785, Adrien-Marie Legendre énonce le théoreme général de la progression arith-
métique et croit le démontrer en 1808, mais un de ses lemmes cruciaux est erroné.

En 1837, Dirichlet démontre une premiere version de son théoreme de la progression
arithmétique, en supposant que g est premier. L’année suivante, il atteint le cas absolu-
ment général oll ¢ n’est pas supposé premier. En 1841, il généralise sa démonstration a
I’ensemble des entiers de Gauss :

Z(v=1) = {CH— v=ib: a,b € Z}.

Les démonstrations de Dirichlet sont d’un intérét considérable en arithmétique. L’ ap-
port algébrique pour la théorie des nombres consiste essentiellement en un développe-
ment de 1’Analyse Harmonique, car Dirichlet avait déja travaillé sur les découvertes de
Joseph Fourier, et pour la démonstration de son théoreme il utilise des méthodes tres ana-
logues, cette fois-ci sur des groupes abéliens finis, au lieu du groupe abélien géométrique
St = {ew: 0 e R}. Jacobi aurait écrit au sujet de Dirichlet :

En appliquant les séries de Fourier a la théorie des nombres, Dirichlet a récemment trouvé
des résultats atteignant les sommets de la perspicacité humaine.

Dans les mémoires mathématiques de Dirichlet, la théorie des caracteres d’un groupe
fini pour le cas abélien est pratiquement complete

De la Vallée Poussin a démontré la version quantitative suivante du théoréme, conjec-
turée par Dirichlet et Legendre, qui entrevoyaient expérimentalement 1’équirépartition des
nombres premiers dans les classes modulo gq.
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Le nombre de nombres premiers inférieurs ou égaux a x, dans la progression { + k q,

est équivalent a —— 2. U
©(q) logz

Ce théoreme généralise le théoreme des nombres premiers — lequel correspond au cas
q = 1 — de la méme facon que le théoreme de Dirichlet généralise le théoreme d’Euclide.

En 1998, Ivan Soprounov I’a redémontré en quatre pages (!), grace aux raccourcis mis au
point par Donald J. Newman en 1980 dans sa preuve remarquablement simple du théoréme
des nombres premiers, encore contractée par Don Zagier en 1997 a I’occasion du centieme
anniversaire du théoreme des nombres premiers.
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Théoreme de la progression arithmétique de Dirichlet

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction
2. Arithmétique élémentaire et formule d’Euler
Avant d’entamer les raisonnements, des préliminaires s’imposent. Soit :
N = {1,2,3,...} = N\{0}

I’ensemble des entiers naturels > 1. Soient deux entiers a,b > 1. On dit que a divise b s’il
existe c € N, ¢ > 1, tel que b = ac, ce qu’on note :

alb.
Ainsi, 1 |a et a| a, pour tout a € N*.

Définition 2.1. Un nombre entier p > 2 n’ayant aucun autre diviseur que 1 et lui-méme est
appelé (nombre) premier.

On notera :
P = {p > 2: pest premier}

={2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, ... }.
Définition 2.2. Le plus grand commun diviseur de deux entiers a > 1 etb > 1, noté :
pged (a, b),

est le plus grand entier ¢ qui divise simultanément a et b.
Le Théoreme Fondamental de 1’ Arithmétique s’énonce alors comme suit.

Théoreme 2.3. Tout entier n > 1 se factorise de maniere unique comme produit de
nombres premiers :
aq Oy
no=(p)" - (p)"

avec py < -+ < p, € P et des puissances entiéres o, . .., o, > 1. O

Sa démonstration, non remobilisée ici, repose sur le lemme de division d’Euclide, et sur
le théoreme de Gauss.

Théoreme 2.4. Il y a une infinité de nombres premiers :
oo = Card Z.
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Puisque I’objectif est d’établir le Théoreme de Dirichlet, qui en est une généralisa-
tion non-élémentaire, il est avisé de se remémorer les arguments, faciles, qui remontent
au moins a Euclide.

Démonstration. Par I’absurde, s’il n’y avait qu’un nombre fini K < oo d’entiers premiers :

P ; {p17"'7pK}7

avec 2 = p; < --- < pg, alors I’entier astucieusement formé :

L+pi--px,
visiblement divisible par aucun des pi, 1 < k < K, devrait toutefois, a cause du théoreme
qui précede, étre produit fini d’entiers appartenant 3 & = {py, ..., px}, contradiction. [

Une démonstration élémentaire d’un résultat plus précis mérite d’€tre détaillée.

Théoreéme 2.5. La série :

peEP
diverge.

I1 en découle instantanément que Card & = oc.

Démonstration. Supposons par 1’absurde que cette série, a termes > 0, converge. En nu-
mérotant par ordre croissant :
P = {p17p27”'7pk7"‘}7

il existe alors un entier K >> 1 assez grand pour que :

[e.9]

2.6 1.1
(2.6) k;l o <3
Introduisons alors le produit :
Q == p1--px
Pour tout entier n > 1, 'entier 1+n ) n’est pas divisible par py, . . ., px, donc a ses facteurs

premiers parmi {pKH, Dty -}

Assertion 2.7. Pour toutN > lona:
N

z:: 1+nQ S i ( 2 pk>a'

a=1 k=K-+1

Preuve. Chaque 1 a gauche se décompose en :

1 1
T+1Q I (e

k>K+1

avec des exposants o, ,, = 0, le produit étant fini. De plus :

ny # nyg = {anl,k}k;KH 7 {O‘nzk}k%ﬂ’

simplement parce que L

1 # 1 S
1+n1Q 14+n2Q° sy (ox) 5™k
sont mutuellement distincts, donc ne se rassemblent jamais a la maniere de 7'+ 7' = 2 T..

donc lorsque n varie, tous ces termes
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Or un développement multinomial a coefficients entiers du membre de droite :

> a! 1
DB D N WETIESt | AT

o, lad, -
— Oyt Oyyg
a=1 oy t+oag, o+=a kSK-H1

fait voir que chaque terme a gauche dans Zn 17 +nQ (sans rassemblement) apparait a
droite toujours avec un coefficient multinomial > 1, souvent > 2 (a cause de rassemble-
ments), donc I'inégalité est vraie, et méme stricte. O

Or (2.6) conduit alors a la majoration uniforme :
N

1 = [/1y\e
— < —] =1 < o0,
> g <2 (3)
quel que soit N — o0, mais cela est faux, puisque 1’équivalence évidente :
1 11
1 +n Q n—oo Q n’
ia%t 'VOiI‘, a cause de la divergence de la série harmonique ) 1, que Y ; +11Q = o0, eEI,1
ait!

Une troisieme démonstration de I’infinitude des nombres premiers utilise la fonction
zéta de Riemann :
o
1
=2

n=1

ou s € C est un nombre complexe.

“Ims

> Res

o
—_

Lemme 2.8. Pour tout réel c > 1, cette série converge normalement, donc uniformément,
sur le demi-plan fermé :

{Res>c} C {Res>1}

Démonstration. En utilisant |es '°g"| = eResloen on majore terme 2 terme :

1
Z |ns Z nRes

8

1

ne
n=1

d’apres le critere de Riemann. (]
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Corollaire 2.9. La fonction ((s) est holomorphe dans le demi-plan ouvert {Re s > 1}.

Démonstration. En effet, toutes les fonctions s — -~ Ly sont holomorphes, et un théoréme
dii a Cauchy assure qu’une série de fonctions holomorphes, uniformément convergente sur
les compacts d’un ouvert, a une limite continue qui est de plus holomorphe. U

Le résultat-clé, pour re-démontrer Card & = oo, est la formule de produit d’Euler.
Théoreme 2.10. Pour tout s € Cavec Res > 1, ona :
1
C(S ) = H 1_ L
peP p®

Il importe de remarquer que cette identité exprime analytiquement le Théoreme 2.3

fondamental de I’arithmétique. En effet, chaque terme —— e dans le produit infini Hpe P
se développe comme série géométrique convergente :
1 1
o p

Ainsi, en numérotant les entiers & = {p; < py < --- }, nous considérons :

o0

1 1 1
1 (”W*W*“*ww*'")‘

k=1

En développant formellement tout ceci, outre le terme initial 1 = [[,~, 1, on obtient une
somme dont les termes sont des produits :

1 1 1
= —,
(pkl)o‘ls (Pr, )v* n?
avec v > 1, avec 2 < pg, < --- < pg, premiers, et avec des exposants 1< og,...,a,
et de cette maniere, on reconstitue une et une seule fois tous les —, avec n > 2 entier

quelconque.
Ainsi, ce (gigantesque) produit vaut bien :

1
n=1 n’
L’Exercice 1 propose de se convaincre que ces manipulations formelles convergent
lorsque Re s > 1.
Venons-en a la démonstration par Euler de Card &2 = oo, celle qui a inspiré Dirichlet
pour son théoréme de la progression arithmétique.

Théoréme 2.11. [Euler] La série > 1 — oo diverge.

PEZ p

Démonstration. Prenons le logarithme complexe de la formule de produit d’Euler :
1
H 1—L = ((S) (Res>1),

ce qui donne :
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Comme log (1 + z) = z + O(2?) pour |z| < % (exercice), il vient :

peEL

Or la somme-reste converge, car :

1
Z_ <Z 2Res

p25
peEP pei@ PES

et ainsi, nous pouvons écrire :
1
> —+0(1) = log((s),
peES
ce qui signifie ’existence d’une constante 0 < C' < oo telle que :

>~ loBC(s)

peES

< C (VRes>1).

Maintenant, faisons s — 1 dans {Res > 1}. A droite, il est clair que :

Jim, log (s) = oo,

Res>1

simplement parce que, pour tout N > 1 entier :

oo

.. 1
liminf Z— — 00,
s—1 n N—oo
Res>1 n=1 n=1

cette série harmonique tendant vers 1’infini avec N, comme on le sait.
Par conséquent, on doit aussi avoir a gauche :

. 1
lim E — = 00,
s—1
Res>1 pep
1 1 : .
etcomme avec s € R, s > 1,ona 5 > 55, Dous concluons bien que :
1
g - = 0. O
peES p

La suite de ce chapitre est consacrée a dévoiler comment Dirichlet a prolongé et adapté
cette magnifique démonstration d’Euler.

3. Présentation des idées de Dirichlet dans un cas simple

L’ objectif est donc d’établir le

Théoreme 3.1. Pour tous entiers g > 2 et 1 << g—lavecl ANg=1,0na:

= Card Z N {K—i-k:q}keN.
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Inspiré par les arguments d’Euler qui précedent, Dirichlet a donc cherché a démontrer

que la série :
L -
DI
p

pPE P
p=4£modgq

diverge aussi. Avant de procéder au cas général, détaillons une preuve tres simple dans
le cas ¢ = 4, ¢ = 1, qui aura le mérite d’anticiper notre compréhension transparente des
choses, et de graver les idées essentielles sur notre disque dur mental.

Proposition 3.2. Il y a une infinité de nombres premiers de la forme {1 + 4 k}ren, et plus

précisément :
1
o0 = E —.
vew P
p=1mod4

Démonstration. L’idée-clé est de considérer I’ensemble des entiers inversibles modulo 4 :
(Z/AZ)" = {t € ZJAZ: 3¢ € ZJAZ, ' =1}
= {1, 3} mod4,
autrement dit, de regarder en méme temps foutes les progressions arithmétiques modulo
4 dans lesquelles il est éventuellement possible de trouver des nombres premiers, vu que

{0+ 4 k}ren et {2 + 4 k}ren, toujours multiples de 2, n’en contiennent trivialement pas.
Dirichlet introduit alors la fonctionde n € Z :

0 lorsque n est pair,
(3.3) x(n) = 1 lorsque n = 4k + 1,
—1 lorsque n = 4k + 3.

On vérifie (exercice) que cette fonction est completement multiplicative :

(3.4) x(n1ng) = x(n1) x(n2),

pour tous ny, ny € Z. Dirichlet introduit aussi ce qu’on appelle une « fonction L » :

L(s,x) = ) x(n)

nS

., 1+1 1+
n 35 5s TS ’

n=1

qui est une ‘déformation’ de la fonction ((s) = 3 %.

Un point absolument crucial est la non-annulation :

L(1,x) # 0,

difficile 2 démontrer dans le cas général, mais ici facile a voir, puisque L(1, x) est la série
alternée convergente connue :
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Par ailleurs, la multiplicativité (3.4) de la fonction y permet un argument formel direct
qui généralise celui d’Euler :

- n 2)72 v(3)"3 yv(5H)"5 . - -
Ly =Y XT(lS) _ x( ZQTQX;TS)E)%X.(. .))S

n=1 72,73,T5, =0
_ M)
1
-1 —w
peES p°

le Théoréeme 5.4 infra donnant une preuve détaillé complete de la convergence de cette
formule dans un cadre général.
En admettant donc cette formule :

1
H 1 x(») = L(S,X),

pe? = p°

si nous prenons a nouveau son logarithme comme nous 1’avons fait plus haut dans la dé-
monstration du Théoréme 2.11 d’Euler, si nous utilisons & nouveau log (1+z) = z+0(2?)
pour |z| < I, et si nous observons que |x(p)| < 1 pour majorer une série-reste, nous

obtenons :
> %JFO(Z (%)3 = log L(s, x).

peEX peEX

[\

- o)

Or comme L(1,x) # 0, lorsque s — 1 avec Res > 1, le membre de droite reste
borné, donc celui de gauche aussi. Autrement dit :

Lemme 3.5. Lorsque s — 1 avec Re s > 1, [’expression :
>W- T -,

S S
pEP p pEP p pEP p
p=1mod4 p=3mod4

reste bornée. O

Cette constatation essentielle termine le travail. En effet, nous savons déja par le Théo-

reme 2.11 que :
1 1 1
Z];— > e > e

peP pEP pEP
p=1mod4 p=3mod4

tend au contraire vers oo quand s — 1, et alors par simple addition, nous déduisons que :

1
00 — 2 —,
1+ s pS
1<Res peEP
p=1mod4

ce qui conclut la démonstration de la proposition. (]
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Le cas général du théoreme de Dirichlet, toujours inspiré par Euler, débute alors comme
suit. Pour ¢ > 2 fixé, il s’agit de considérer toutes les sommes :

pEP p INg=1

p=4£modq

quel que soit ¢, et de montrer qu’elles divergent. Ainsi, le groupe des éléments inversibles
de I’anneau quotient Z/qZ, a savoir :

(Z/qz)" = {EGZ/qZ: 3¢ € Z)qZ, 00 = 1},

va jouer un role. Dans le cas ¢ = 4, ¢ = 1 vu a I’instant, avec la fonction x| triviale :
0 lorsque pged (n,q) > 2,
Xo(n) = 1 lorsque n Aq=1,

et avec la fonction y défine ci-dessus par (3.3), I’argument final consistait a regarder (som-
mer) les deux fonctions L :

L) =W s L L
PPl D P AP I

N N

Aussi faut-il « inventer » des fonction x appropriées. C’est donc a la théorie des (bons !)
caracteres , due a Dirichlet, qu’est consacrée la section suivante. Une fois que nous aurons
présenté cette théorie arithmétique, nous pourrons revenir a la description anticipatrice des
idées.

4. Groupes abéliens finis, caracteres, séries de Fourier discreétes
Soit G = (G, +) un groupe abélien quelconque fini :
Card G < oo0.

L’ensemble {f: G — C} des fonctions sur G est un C-espace vectoriel. Soit aussi le
cercle unité :
St = {z€eC: |z| =1},
qui est un groupe abélien (infini) pour la multiplication complexe.
Définition 4.1. Un caractére de (ou sur) G est un morphisme de groupes abéliens :
x: G — Sh
On vérifie (exercice) que I’ensemble :
G

des caracteres sur (G est (aussi) un groupe abélien fini pour la multiplication :

(xx')(a) := x(a)X'(a) (a€).
L’Exercice 2 propose d’obtenir

CardG = CardG.
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En particulier, le caractere trivial y, sur G prend pour constamment pour valeurs :
Xo(a) :=1 (a€@).
Soit maintenant f: G — C une fonction quelconque.

Définition 4.2. Le coefficient de Fourier de f par rapport a un caractére y € Gest:

00 = =—— 3 fa)x(a).
Card G

eG

Le produit scalaire hermitien naturel entre deux fonctions f, g: G — C étant :

(.9 = coam > r@to)

Définition 4.3. La transformée de Fourier d’une fonction f: G — C est la fonction :
F(f) = 00 x
xe@
a savoir dont les valeurs sur les éléments a € G sont :
F()a) =D F(0) - x(a).
xed

On vérifie aisément (exercice) que les caracteres de G forment une famille orthonor-
mée. Mieux encore, ils forment une base. Les résultats de cette section, issus d’un cours
d’Algebre standard, ne seront pas re-démontrés.

Théoréme 4.4. Les caractéres x: G — S (morphismes de groupes) sur un groupe abé-
lien G de cardinal Card G < oo sont au nombre de Card G, et forment une base orthonor-
mée de [’espace vectoriel hermitien :

{f: G —C},

muni du produit scalaire :

(f.9% = cogg > S

De plus, toute fonction f: G — C est égale a sa transformée de Fourier :
fla) = {f.x)e - x(a) (a€G).
x€G
Enfin, la formule de Plancherel-Parseval est satisfaite :

xeG
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Pour illustrer ce propos, soit le groupe cyclique G = Z/nZ avec n > 2. Via I’isomor-
phisme :

k modn <+— (eQZzw)k,
on peut le voir comme :
Z/nZ = {7 k=0,1,2,...,n—1}.

Ici, les n = Card Z/nZ caracteres distincts sont les fonctions :

2imk 2imk ) l

X2 € n > (e n (1=0,1,...,n—1).

On vérifie (exercice) qu’on a bien :

<Xl17 X12>Z/TLZ = 5l1,l2 (0<1y,l2 gn—l),

pour le produit scalaire hermitien :
<f> g>Z/nZ = Z f(k) g(k)7
0<k<n—1
ou f: Z/nZ — Cetoug: Z/nZ — C sont deux fonctions quelconques.
L’ égalité de toute fonction a sa transformée de Fourier :

HCEEND SRS wezpn),

0o<i<n—1

peut étre démontrée directement (exercice) sans passer par la théorie générale.

Théoreéme 4.5. [Structure des groupes abéliens finis] Tout groupe abélien G avec
Card G < oo est isomorphe a un produit direct de groupes abéliens cycliques.

Plus précisément, il existe une suite finie unique d’entiers dy, . . ., dx se divisant succes-
sivement :
di|dy, dy|ds, ...... , dg_1]|dy,
telle que :
G2 Z/d\ZXZL]AZ X -+ X L]dZ. d

Mentionnons que I’on peut établir le Théoréeme 4.4 en vérifiant d’abord que pour deux
groupes abéliens finis GG; et G, on a :

—_— A~ ~
Gl X Gg = G1 X GQ,
et en utilisant ensuite ce théoreme de structure.

Maintenant, étant donné ¢ > 2 entier et 1 < ¢ < ¢ — 1 premier avec ¢, dans le Théo-
reme 3.1 de Dirichlet, le groupe abélien fini concerné se trouvera étre le groupe des élé-
ments inversibles pour la multiplication (commutative) :

(Z/qZ)" = {e cZ/)qL: I € L)L, 00 = 1}.
Ce groupe n’est pas forcément cyclique, contrairement au groupe additif (Z /q7Z., —i—) dans
lequel il est plongé.

Toutefois, le théoreme de structure qui précede montre que (Z/ qZ)X est toujours
somme directe finie de groupes cycliques Z/d;Z, avec 1 < i < K(q).
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Exemple 4.6. Pour ¢ = 4, seuls 1 et 3 ont un inverse :
1-1 =1 mod4, 3-3 = 1 mod4,
et ceci fait voir que :
(Z/4Z2)" = 7/2Z,

via I’isomorphisme :

1 +— 0,

3 — 2.
Dans la Section 3 qui précede, cet exemple tres simple s’est avéré particulierement éclairant
pour comprendre le principe de la démonstration de Dirichlet.

Exemple 4.7. Pour ¢ = 8§, on vérifie que :
(z/8z)" = {1,3,5,7},
etque:
(Z/8Z)" = Z/2Z x Z/2Z,
via I’isomorphisme :

1111

7

Comme nous 1’avons vu, I’ensemble des caracteres sur le groupe intéressant que nous
noterons parfois en abrégé :
X X
Ly = (Z / qZ) ,

sera noté :
X
o

N)

5. Présentation des idées de Dirichlet dans le cas général

De retour a la discussion laissée en suspens a la fin de la Section 3, avec / A ¢ = 1,
I’objectif est de démontrer que :
1
> o

PEP
p=£modq

Au moyen de la fonction de m € Z définie par :

1 lorsque m = ¢ modg,
(5@ (m) = 0
autrement,

cette somme se ré-exprime comme :

Loy
pngmg;dq p peg p

Bien entendu, ¢, peut aussi étre vue comme fonction :

Y (Z/qZ)X — {0,1}.
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La théorie des caracteres, a savoir le Théoreme 4.4, représente alors 6, comme série de
Fourier :

de(m) = Z (0c, x) - x(m),

X€Zy
et puisqu’un calcul simple donne :
1 -
(de, x) = CardZ Z de(m) X (m)
meZy
1 —
= —7=X )
(q) )
on obtient :
1 S
0(m) = —— X (€) x(m (mezy).
(m) @ > xX(O) x(m)

Définition 5.1. Un caractére de Dirichlet modulo ¢ est I’extension a Z d’un caractere y €
Ly surZy :

x(m) lorsque m A q =1,
x(m) = 0 autrement,

tous deux notés avec la méme lettre .

En particulier, le caractere de Dirichlet trivial x est :
1 lorsque m A q =1,
Xo(m) := 0 autrement.

De maniére similaire, on a noté ci-dessus d;: Z — {0, 1} ainsi que d;: Z; — {0, 1}.
Alors la somme intéressante devient :

1§ %)
pzéps_zp: p*

1 — < Xx(p)
—m;X(@; p87

et ainsi, dans I’objectif d’atteindre oo = sz ’ %, il suffit de comprendre le comportement

de:
x(p)
Z ps ’

peEP

sachant que la somme > x() devant est finie.
Observons que sur les entiers premiers p € &2, le caractere de Dirichlet trivial prend les
valeurs :

Xo(p) =

1 lorsque p+tq,
0 autrement.
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Décomposons alors cette Zx en distinguant y = Yy, le caractere trivial, des autres carac-
teres x # Xo :

Ty Ty

'

x#m p
N S x(p
62 () Zq P );0 ;

Or puisqu’il n’existe qu’un nombre fini de nombres premiers p € & ne divisant pas
q, le théoreme d’Euler 1—12 = oo implique que le premier terme a droite diverge lorsque
s — lavec Res > 1.

Toutes ces observations montrent que le théoreme de la progression arithmétique di a
Dirichlet est conséquence de la découverte suivante, elle aussi due a Dirichlet.

Théoreme 5.3. Pour tout caractere non trivial x 7& Xo Sur (Z / qZ) * la somme :

X

peEX

demeure bornée lorsque s — 1 avec Re s > 1.

En effet, I’identité (5.2) ci-dessus donnera alors :
>
p=/ ps

Le reste de ce chapitre est consacré a la démonstration de ce théoreme.

Terminons cette section par une preuve détaillée du :

Théoreme 5.4. Pour tout caractére de Dirichlet x modulo un entier ¢ > 2 et tout s € C
avecRes > 1,ona:

n=1 pey - ps
Démonstration. Notons S le membre de gauche et P le membre de droite :

_w x(n) 1
S = s et H 1_—Xﬁ = P

n=1 peS ps

Une application d’un théoreme connu d’ Analyse Complexe (exercice), garantit que ce pro-
duit infini converge pour Re s > 1, puisque (solution de I’exercice), la somme infinie :

1 =1
Z ‘X_‘ pRes < Z nRes < 0

peES peES n=1

converge.
Pour N > 1 entier, notons aussi :

x(n) . !
5 et PN = H :[_—Xﬁ

lsn<N 1<p<N P°
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Ainsi :
S = lim Sy et lim Py = P,

N—00 N—00

donc pour tout € > 0, il existe N = N(¢) > 1 assez grand pour que :

1
|SN(5) _Sl < Z nRes g € et ’PN(E)_P| g £

n=N-+1
Pour 1 < N < M entiers, soit aussi :
M
PN7M — H (1_’_@4_...4_@).

S Ms
e p p
PN

Assertion 5.5. [l existe M = M(g) > N(¢) assez grand pour que :
PN,M_PN|<8 €l ‘PN,M_SN|<8‘

Preuve. La premiere inégalité provient simplement de la convergence du développement en
série infinie :

Quant a la seconde, plus subtile, avec :

t == t(N) := Card{pe &: 2<p <N},

et la numérotation 2 = p; < --- < p; < N, on estime grice a la multiplicativité complete
de x :
n p p"
Sy = P = | > X(S) 11 <1+ X<S) Fot X(MS)>‘
n<N n PN P p
D R (ORI R Uy )
= e o ,Bt)s
n<N By, Bt <M D Dy

_ 3 X(p’fl-'-pft)‘

B1snsBr<M (p?l o 'ptﬁt)s

pflwpft 2N+1

x(n)
DD
n>N+1

< e O

Enfin, une inégalité triangulaire a 4 termes :

|S—P| < ‘S_SN‘+‘SN_PN,M|+}PN,M_PN|+‘PN_P‘
< etet+e+e,

fait voir que S — P est arbitrairement petit, donc S = P. U
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6. Non-annulation en s = 1 des fonctions L(s, )

Commencgons par énoncer un rappel du cours d’ Analyse Complexe.

Théoréme 6.1. [Cauchy] Sur un ouvert Q C C, soit une suite (f,,)>°, de fonctions holo-
morphes f, € O () qui convergent uniformément sur les compacts de <) vers une fonction
(continue) f: Q — C:

VK € C compact  lim max|fa(z) — f(2)| = 0.

n—oo zeK

Alors la fonction f € O(Q)) est holomorphe dans ).
De plus, les dérivées de tous ordres k > 0 de ()5, convergent aussi uniformément
sur les compacts de §) :

Ve eN VK &C compact lim max |f,(f)(z) - f(”)(z)‘ = 0. 0

n—oo zeK

Un autre préliminaire connu va &tre utile. Soient (a,)3>; et (b,)32, deux suites de
nombres complexes. Il s’agit de transformer des séries infinies de produits ) = a,, b, afin
d’établir leur convergence, et pour cela, il est avisé d’étudier leurs sommes partielles. Aussi,
pour 1 < M < N entiers, on note :

ERLN = 2{: anbna

M<n<EN
etpourn = M:
Aupn = ay + ayg1 + -+ ay.

Lemme 6.2. [d’Abel] Alors :
SM,N - Z AM,n (bn - bn+1) + AM,N N

M<n<N—1
Démonstration. Avec I’assignation de valeur Ay 1 := 0, on remplace a, = Ay, —
AMmflz
Swun = E (AM,n AM,n—l) bm
M<nEN
et on regroupe (a I’ceil) les termes. U

Lemme 6.3. Etant donné deux nombres réels 0 < a < 3, pour tout z = x + iy € C avec
r>0,0na:

‘e—az__ 6—5z| §; %%[(6—am _»6—6z>.

Démonstration. On majore la représentation intégrale :
B
e — TP = z/ e~ dt,
(03
simplement par :

B
e —e’ﬁz‘ < \2]/ e tdt = M (e’a”‘” —e’ﬁ‘”). O
x
(0%
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Définition 6.4. Une série de Dirichlet est une série infinie, fonction de z € C, de la forme :

[e.e]

)
n?
n=1

oll (a,)5°, est une suite de nombres appartenant a C.

Alm z

e

Proposition 6.5. Si une série de Dirichlet )" | %2 converge (simplement) en un z = z, €
C, alors pour tout angle 0 < o < g, elle converge normalement, donc uniformément, dans
le secteur ouvert :

{zE(C: Re (z — 29) > 0, —a<Arg(z—zo)<a}.

Démonstration. Quitte a effectuer une translation sur z, on peut supposer que zy = 0.
L’hypothese signifie alors que la série )~ | a,, converge, simplement.

Il revient au méme (exercice) de démontrer qu’il y a convergence uniforme dans tout
domaine de la forme :

{zE(C: Rez > 0: %<k},

quel que soit k£ > 1 entier.

Puisque ) a,, converge, pour tout ¢ > 0 (arbitrairement petit), il existe un entier N =
N(g) > 1 assez grand pour que :

n2>n1>N - ‘An1,n2| < g,

ol comme précédemment A,,, ,, = ap, + -+ + Gp,.
Une application du Lemme 6.2 avec b,, := n—lz donne alors :

(07%
Snlmz = § ;

n1<NLnN2

1 1 1
= § Anln(__—> +An1n2 -
T\nr (n41)2 " ng

ni<n<naz—1 2

Ensuite, avec z = x + iy, et x > 0, le Lemme 6.3 offre, en tenant compte de L=

) [n3]
o <1:
2

|| 1 1
Sl < e[2 Y () +Y)

ni<n<na—1
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c’est-a-dire par téléscopie :

<e(k+1),

ce qui établit la convergence normale. U

Corollaire 6.6. Si une série de Dirichlet ) *= converge en un z = zy, alors elle converge
en tout point de {Re z > Re 2y} vers une fonction-limite holomorphe dans {Re z > Re 2y}
Démonstration. En ouvrant I’angle 0 < a < 7 arbitrairement proche de 7, on atteint
tout point de {Rez > Rez}. La convergence uniforme et le Théoréme 6.1 établissent

I’holomorphie de la fonction-limite. U

Pour utilisation ultérieure, il faut maintenant €tudier les séries de Dirichlet a coefficients
réels a,, > 0.

“Im z

> Re z

j/wa(zo)
€T O_(

Proposition 6.7. Soir f(z) = > " | % une série de Dirichlet a coefficients réels positifs
a, = 0. Si f(z) converge en un point réel z = xy € R — donc aussi dans {Re z > xy} —
et si f(z) peut étre prolongée holomorphiquement a un disque ouvert Ds(xo) de rayon

. O - Iy an . i
§ > 0 centré en xy, alors il existe ¢ = £(0) tel que la série ) %= converge en fait dans :

{zE(C: Rez>x0—€}.

Démonstration. Quitte a translater z — z — xy, on peut supposer que xg = 0. Alors f est
holomorphe dans la réunion :

{Rez >0} U{|z| <4}
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“Im z

D1+5(1)

D&(O)/\
> Re z
N

On se convainc aisément qu’il existe ¢ = €(d) > 0 assez petit pour que cette réunion
contienne un voisinage ouvert du disque fermé de centre 1 et de rayon 1 + ¢ :

Dy.(1).

En particulier, la série de Taylor (standard) de f calculée au point 1 doit avoir un rayon de
convergence strictement supérieur a 1 + <. Or le Théoréme 6.1 permet de calculer toutes
les dérivées k-iemes, k € N, de f en dérivant terme a terme :

o0

O() = a, BN
f (Z) o n n? ’
d’otien z = 1 pour tout k € N :
= log )"~
6.8 (1) = (“1) 3" a,
(63) FO) = (17 Y a4

n=1

Observons alors la positivité qui va devenir cruciale :
(=)@ = o.

Comme la série de Taylor de f au point z = 1 s’écrit généralement :

i) =3 B ey,

|
—~ &l
sa valeur au point z = —e, qui appartient au disque de convergence, est :
= (1+¢)" v ok
fee) = 3 E ey,
k=0 ’

cette série étant convergente. Mais puisqu’elle est a termes tous > 0, elle est aussi absolu-
ment convergente.
Qui plus est, en remplacant (—1)* f(*)(1) par (6.8), il s’ensuit que la série double a

termes positifs :
oo

k=0 n

WE

an (1+¢e)"(logn)" —
1 !
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est elle aussi convergente — donc commutativement convergente!, d’apres un résultat
classique. Or en regroupant les termes adéquatement :

L = 1
K
f(—¢) = Z gn o [(1+4¢)logn]
n=1 k=0
[e.9]
_ Z CL_ €(1+€) logn
n
n=1
oo
=3
= =,
n=1 n
on constate que la série de Dirichlet ) | %2 converge en z = —¢, donc aussi dans {Re z >
—¢e}, grice a la Proposition 6.5. O

Lemme 6.9. Si les coefficients |a,| < C' < oo sont bornés, la série ) | %= converge abso-
lument dans {Re s > 1}.

Démonstration. Avec ¢ > 1 arbitrairement proche de 1, on majore en effet, pour tout

Res > ¢:

o0 o0 o0

an, 1 1
DA SCY KO0 — <o
n=1 n=1 n=1
d’apres le critere de Riemann. O

Lemme 6.10. Si les sommes partielles Ay x = ay + - - - + ay sont bornées :
}AM7N| < O < X0 (VN}M}l),

alors la série ), %= converge (pas nécessairement de maniére absolue) dans {Res > 0}.

N an

Démonstration. Une application du Lemme 6.2 a la somme partielle Syx = >, _, %
avec b,, 1= # donne :
1
+ :
IN?|

Sl =0 ¥
Supposons s = 53 > 0 réel arbitrairement proche de 0. Alors par téléscopie :

M<nN—1
|SM,N‘ < C( 1 - 1 + 1 ) —> 0,

Mo NS0 Nso N>M—00

1 1
n®  (n+1)*

donc il y a convergence lorque s = sy. La Proposition 6.5 montre alors qu’il y a conver-
gence dans {Re s > sy} O

Lemme 6.11. La fonction ((s) — ﬁ se prolonge holomorphiquement a {Re s > 0}.

Démonstration. En effet, avec Re s > 1, il apparait dans la différence une série :

1 =1 < q > 1 1
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de fonctions holomorphes qui sont majorables grace a I’'inégalité de la moyenne :

sdu s
da: - max
u8+1 n<u<n+1 US+1
L
n1+Res’

ce qui montre la convergence uniforme sur {Res > 0} vers une fonction-limite holo-
morphe. U

Apres tous ces préparatifs d’Analyse, il est temps de revenir a la théorie des groupes.
Soit x € Z; un caractere quelconque. Rappelons la formule de produit du Théoréme 5.4 :

1 1
L(57X): H 1_@ = H 1_@7

cP S peLP? S
p p v p

puisque tout caractere de Dirichlet est identiquement nul sur les entiers non inversibles
modulo g :

pANqg=1 <= p1q.

On a de maniére similaire pour la fonction ¢ de Riemann :

) =TI =

1
peEP p?

Lemme 6.12. Pour le caractere trivial x # xo, ona:

L(s,x0) = ((s) H (1 - l)

ps
Plq
Démonstration. En effet :
1
o s L ) IT (1) 0
n=1 n nz1 n pEP pEP p
nAq=1 ptq pla

Corollaire 6.13. La fonction L(s, xo) est prolongeable méromorphiquement a {Re s > 0}
et y admet un unique pole simple en s = 1, de résidu égal a :

I1 (1—-1) _ 29, [

p q
plg

A . N A>< .
Rappelons que la théorie des caracteres montre que pour tout x € Z; :

szmw:{o éx#m,

’ ©(q)  six = Xo
meZyg

d’ou découle, en confondant y avec son extension a Z comme caractere de Dirichlet :

quel que soit N > 1 entier.
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Proposition 6.14. Pour tout caractere non trivial x # Xo, la série L(s,x) = x(n)

nS

converge uniformément (mais pas nécessairement absolument) sur les compacts de {Re s >
0}, et y définit une fonction holomorphe.

Démonstration. Grace au Lemme 6.10, il suffit de faire voir que les sommes partielles :
Xun = Z X(n),
M<n<N
sont uniformément bornées pour tous 1 < M < N, et cela est aisé :

dooxm= Y x(n)

1<n<N 1<nM—1

| Xun| < < 2¢(q)- u

En particulier, au point s = 1, la valeur L(1, x) est finie, pour tout x # xo. Comme
cela a été annoncé au milieu de la Section §, le point essentiel de la démonstration du
Théoreme 3.1 de Dirichlet consiste a établir que :

L(1,x) # 0,
et maintenant, nous sommes en mesure de faire aboutir cet objectif.

Toujours avec ¢ > 2 entier, avec p € & premier, avec Z = (Z/qZ)” le groupe des
entiers inversibles modulo ¢ de cardinal :

CardZ; = ¢(q),
lorsque p { ¢, d’ott p € Z, on notera son ordre dans le groupe Z par :
o(p) = min{1 <o < ¢(g): p° =1modg}.
Le groupe quotient de Z; par le groupe cyclique que p engendre est alors de cardinal entier :

QO(Q) _ X o(p)—1
—0(p) —Carqu/{l,p,...,p 1.

Enfin, soit 7" une indéterminée formelle.

Lemme 6.15. Si p { g, on a ’identité :
(@)
H (1 - X(p) T) = (1 _ TO(p)) o(p) '

XEZY

N

Démonstration. Les o(p) racines o(p)-iemes de 1’unité sont :
2imk
{@om }
0<k<o(p)—1’

I1 (1—6% ) — 1 7°W),

0<k<o(p)—1

et il est clair que :

Or la théorie des caracteres assure, pour tout entier 0 < k < o(p) — 1, qu’il existe exacte-

ment 22 caracteres X € Z, dont la valeur en p est constante égale a :

o(p)
2irk

X(p) = e,

donc le produit complet se décompose en deux produits, ce qui donne la formule. (]
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Introduisons maintenant la fonction de s € C avec Res > 1 :
IT G0
xEZ;

:L(S7X0) H L(S7X)'
X#X0

Elle est holomorphe dans {Re s > 1}.
Proposition 6.16. Cette fonction est égale a :

IDIE | ———

pta (1— psol<p>)o(p)

1 1 w((q))
o(p
=] (14 o+ 555+
pso(p) p2so(p)
piq
n=1 n’

et elle se développe en une série de Dirichlet a coefficients réels positifs ¢, = 0 qui
converge dans {Re s > 1}.

Démonstration. En effet, grace a ce qui précede, en rappelant que y = 0 sur les entiers non

premiers avec q :
=[Iz60 =11 II —X(p
X

erX pEZ
ppeff XEZX p
1
[Lemme 6.15] = H B E— e

1 \o
vra (1- m) v
Ensuite, le développement de produit de séries .-, p,m(p) a coefficients > 0 donne
bien des coefficients ¢,, > 0, et sa convergence dans {Re s > 1} est claire. O

Nous pouvons enfin énoncer et démontrer le théoreme-clé qui achéve complétement la
démonstration du Théoréme 3.1 de Dirichlet.

Théoreme 6.17. Pour tout caractére non trivial x # xo, onaens =1:

L(1,x) # 0.

Démonstration. Sinon, par contradiction, si L(1,x;) = 0 pour un caractére x; # Xo,
comme L(s, xo) a été prolongée méromorphiquement a {Re s > 0} par le Corollaire 6.13
avec un unique pole en s = 1, d’ordre 1, et comme les autres L(s, x) ont été prolongées
holomorphiquement 2 {Res > 0} par la Proposition 6.14, le zéro en s = 1 de L(s, x1)
«tue» le poleen s = 1 de L(s, xo), et alors le produit (fini) :

ZL(s) = L(s,x0) [] L(s,x)

XFX0
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s’avere étre holomorphe dans {Re s > 0}.
Or ce produit prolonge la série de Dirichlet a coefficients > 0 convergente dans {Re s >

1}:

> = 20),
n=1

donc la Proposition 6.7 permet crucialement de déduire que cette série de Dirichlet
converge en fait dans {Re s > 0}.
Mais ceci est absurde, car pour tout p A ¢ = 1, on peut minorer :

¢(q) ¢(q)

( 1 )o(p) (1 1 1 )o(p)
1— p_sol@) pso®) — p2so(p)

donc en prenant le produit :

I~

(g

> o(p) 1
n
— = > R
ST (=) 2 T (i )
n=1 ptq SG(P) plq
B 1
o Z nSW(Q)7
1<n
nAg=1
et cette derniere série diverge en s = (p( y > 0, car Z = 00, donc a gauche, > | = ne
peut pas converger dans {Re s > 0} — contradiction conclusive. U

7. Exercices

Exercice 1. L objectif est d’établir rigoureusement la formule >~ | ni = Hpe P T p = du Théoréme 2.10,
pour s € C avec Res > 1.

(a) Justifier la convergence de ce produit infini.
(b) On suppose temporairement s € R, avec s > 1. Pour un entier N > 1 quelconque, montrer que :
NI
- —
n=1 n’ =2

peEP ps
PN

(¢) En déduire :

(d) Pour deux entiers 1 < M < N, montrer que :

1 1 1 <1
1 e >< =.
2
g( o+ >
PN

(e) En déduire :

peP p* n=1

(f) Traiter le cas général s € C avec Res > 1.
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Exercice 2. En utilisant le Théoreme 4.5 de structure des groupes abéliens finis G, démontrer que le groupe
des caracteres G sur GG est toujours isomorphe a G.

Exercice 3. EE
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Densité des nombres premiers
dans les progressions arithmétiques

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’'Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction

Soit ¢ > 2 entier, et soit 1 < ¢ < g — 1 un autre entier. Lorsqu’il est premier avec ¢, a
savoir lorsque ¢ A ¢ = 1, le théoréme de Dirichlet vu précédemment a déja démontré que
I’ensemble :

Py ={pe P: p={Lmodq},

est infini, ou & C N désigne I’ensemble des nombres premiers. L’ objectif de ce chapitre
est d’obtenir des estimations quantitatives sur les nombres :

ﬂ(x,f,q) := Card {p e p<Lux, p=L modq}.
Rappelons notre notation pour I’indicateur d’Euler :
¢(q) == Card {1 <0< q—1: LAg=1} = Card (Z/qZ)X.
L’ objectif de ce chapitre est en effet d’établir le

Théoreme 1.1. [Dirichlet quantitatif] Asymprotiquement lorsque v — oo, on a :
1 x
T\, g? q) ~ Q<7
(1) (q) logx

indépendamment de (.
Rappelons aussi que les caracteres de Dirichlet modulo ¢ sont obtenus par prolongement
(trivial) a Z de caracteres :
X: (Z/qZ)X — Sla
du groupe (multiplicatif) des éléments inversibles de Z/gZ a valeurs dans le cercle unité
S1. Classiquement, le caractere trivial est noté :

1 lorsque n A g =1,
Xo(n) = 0 autrement.

Deux propriétés seront utiles infra. Elles proviennent d’un cours d’ Algebre, et ne seront
pas re-démontrées ici. La premiere est conséquence élémentaire de la structure de groupe.
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Lemme 1.2. Pour tout caractére X # Xo, ona:

S om =0="3 x(n).

meZg Osn<g—1

et pour tout entier N > 1 :

< ¢(g)- O

1<n<N

Notons qu le groupe des caracteres sur (Z/qZ)*. La seconde propriété provient d’un

isomorphisme (bidualité) entre le groupe des caracteres sur Z; et (Z/qZ)* lui-méme.

Lemme 1.3. Pour tout entiern € Z, on a :

0 lorsque n # 1 mod g,
> x(n) = {

— ©(q) lorsque n = 1 modgq.
XELY

Pour s € C avec Re s > 1, introduisons maintenant 5 fonctions, premiérement :

— x(n)
L(s,x) == =
n
n=1
deuxiemement :
e(s) == @(q) ) logp,
PEPy
pP<T
troisiemement :
X(p) log p
B(s,x) = Yo I8P
peES p
quatriemement :

O(s) = Z d(s, x)
_ X(p) logp
-y y e

peEP

et cinquiemement :
x(€) ®(s, x)
M

DX

X PpeEZL

x(p) logp
pS

>
>

Toutes ces séries convergent normalement donc uniformément (exercice) sur les demi-plans
fermés {Re s > ¢}, quel que soit ¢ > 1.

Lemme 1.4. Pour Re s > 1, et pour tout caractére de Dirichlet, on a :

x(n) 1
T 11 IR

n=1 peES ps
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En particulier, pour x = xo :

Ko =Y =T =r =< I (1-2)

L pS
nz1 pEP p° pE P
nAg=1 pta pla

z°N 2

Preuve. La formule de produit infini a déja été vue. Pour xy = Yy, la formule découle
(exercice mental) du produit infini d’Euler pour ((s). O

Lemme 1.5. Pour tout caractére de Dirichlet non trivial x # Xo, la fonction L(s,x) =
> @ se prolonge holomorphiquement a {Re s > 0}, et il en va de méme de :

L(s,x@—#sil.

Démonstration. Avec :

ou n est entier, on calcule :

@_if): > X(?ﬂ(is—is)

n<z 1<n<z

=D X(n)/j ucffl.

1<n<Lz

Soit X := Ent(z), i.e. X € Net:
X<z < X+1.

Pour continuer, on développe et on réorganise :

[ (2 xm) = [ B [ (e x- )

1<m<t

Jr/m (X(1)+...+X(X—1)+X(X))%

:X(l)[/12+...+/x::_/:}+...+x(x—1)[/xil+/:]+x(X)[/Xm]
' du

- Y [ S

1<n<X

Z x(n) _ A($)+S/ Au) dul'
52, ns s 1 us+

Or comme, d’apres le Lemme 1.2, on a pour tout y # Yo et pour tout u > 1 :

Par conséquent :

1<n<u

il est clair que I’intégrale-reste obtenue a I’instant converge dans {Re s > 0} lorsque + —

00, et ainsi :
& du
s =0+ [ (3 am)

1<m<u
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est représentée par une fonction holomorphe dans {Re s > 0}.
Pour ce qui est du caractere trivial xo, sachant que ((s) se prolonge méromorphiquement
a {Re s > 0} avec un unique pdle simple en s = 1 de résidu égal a 1, la formule précédente

du Lemme 1.4 : .
Lisoxo) = <) [T (1 -%):
rlg

montre bien que L(s, xo) se prolonge aussi méromorphiquement a {Res > 0}, avec un
unique pole simple en s = 1 de résidu :

H(1—i>:@. 0

p® q
plg

Lemme 1.6. [ existe une constante 0 < C, < oo telle que, pour tout 1 < ¢ < g — 1 avec
(Ng=1ettoutx >1,0na:

(0 <) Yo(z) = p(q) Y logp < Cya.

pE Py
p<®

Démonstration. Ceci découle immédiatement d’un Lemme déja vu dans la démonstration
du Théoreme des nombres premiers, a savoir :

Z logp < 4log2 -z,

pE P
P

puisque :
Do(z) < @lg) Y logp < 4¢(q)log2- . O
Pop<Lx
Lemme 1.7. Pour tout caractere x de Dirichlet modulo q, la fonction L(s,x) n’a aucun
zéro sur la droite {Re s = 1}.

Démonstration. Introduisons le produit fini :

ZL(s) = H L(s,x)
:L(S7X0> H L(S7X)

X7X0

Comme le Lemme 1.5 a fait voir que L(s, xo) a un pdle d’ordre 1 en s = 1, les autres
L(s, x) étant holomorphes, il en va de méme pour £ (). Il suffit donc de montrer que :

L(1+it) £ 0 (VEER"),

Supposons par I’absurde que t — £(s + it) ait un zéro d’ordre py > lent =ty # 1.
Notons aussi vy > 0 I’ordre d’annulation de t — £ (s + it) en t = 2t, qui peut valoir 0.
La relation de conjugaison :

=Y () -y Wy,

n=1 n=1

implique, puisque ¥ est aussi un caractere :

L(s) = £(5).
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Par conséquent, .Z a aussi un zéro de méme ordre 1o > 1 en 1 — tg, et que son ordre
d’annulation en 1 — 24ty a la méme valeur vy > 0.

_Lf))*l

Ensuite, pour Re s > 1, une dérivée logarithmique du produit L(s, x) =[], (1 ”

donne :

ERI)

pEP
_ N~ x(p)logp
B ; p*—x(»)
(p) log p X(p)? log p
_ g xplogp | 5~ x(p)logp
—~ P —~ p* (1 = x(p)
(1.8) = ®(s,x) + R(s,x),

la fonction-reste R(s, x) étant holomorphe dans {Re 5> %} grace a # au dénominateur.
Via le Lemme 1.5, pour x # Yo, la fonction ®(s, x) se prolonge méromorphiquement a
{Res > 1} avec des pdles seulement aux zéros de L(s, x), tandis que ®(s, xo) se prolonge

méromorphiquement a {Re 5> %} avec un pole d’ordre 1 en s = 1, et des pdles aux zéros
de L(Sa XO)
En sommant cette égalité sur tous les caracteres y, nous obtenons :

Z(s) L(s, x)

= > ®(s,x)+ > R(s,x)

X

= O(s) + R(s),

2() _ g Ll

la fonction-reste R(s) étant holomorphe dans {Re s > 1}.

Rappelons que si une fonction h(s) méromorphe dans un ouvert 2 C C s’écrit h(s) =
(s — sp)™ H(s) au voisinage d’un point s, € €2, avec 7y € Z, et H holomorphe pres de s
satisfaisant H (sg) # 0, le résidu en s, de sa dérivée logarithmique vaut :

S L)

Par conséquent :

res—1 (®(s)) = Ii_rR) e®(l+¢) =1,
r€Ss=1+it, (@(S)) = Elm) 8(13(1 + e+ Zto) = — Mo,
reSs—1+2it, (q)(s)) = lim 5<I>(1 +e+ 2it0) = — 1.

e—0
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Sommons ensuite les valeurs de ¢ en ces 5 points —2ity, —ity, 1, itg, 2ity avec comme
poids les coefficients binomiaux 1, 4, 6, 4, 1 :

S X (an)rtreran = ¥ (1) DX AR

—2<i<2 —2<i<2
“E T S (1) (G ) (
1+5 ito/2
—2<I<2 2+1 o/ p
X Iogp ito)2 —itg/2\*
- M )
logp ( —i 4
[Lemme 1.3] = ©(q) Z p%s <pt0/2+p to/2)
pAg=1
= 0,
en utilisant :
©(q) lorsque p A g =1,
Z X(p) 10 autrement.

X
En appliquant Ii\rﬂ)(-) a cette inégalité, il vient :
3
—vo—4po+6—4po—1vo = 0,

ce qui implique pp = 0 nécessairement.
En définitive, £ (s), et donc chacun de ses facteurs L(s, x), n’a aucun zéro sur {Re s =
1}. O

Comme la formule du Lemme 1.4 garantit que chaque L(s,x) n’a aucun zéro dans
{Res > 1}, nous déduisons que ces L(s, x) n’ont aucun zéro dans un voisinage ouvert du
demi-plan fermé {Re s > 1}.

Lemme 1.9. Pour tout ¢ A\ q = 1, la fonction :
1

els) = s—1

se prolonge holomorphiquement a un voisinage ouvert dans C de {Re s > 1}.

Démonstration. Par définition :

y(s) = Y x(0) 2(s, x)

X

= CI)(S7XO) + Z m(l)(saX)
XF#X0

L2IC)]

Gréce & (1.8), en tenant compte de L(s, xo) ~ =

d’ol :

—L pour s ~ 1 d’apres le Lemme 1.5,

L'(s,x0) 1

L(s, x0) T i1
et comme L(s, xo) n’a aucun zéro sur {1 + it} .o, on voit que P(s, xo) se prolonge ho-
lomorphiquement au voisinage de tout point 1 + ity avec ¢ty # 0. Donc (s, xo) — ﬁ se
prolonge holomorphiquement a un voisinage ouvert dans C de {Re s > 1}.

(s~1),

1

7it0/2

)l+2
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Pour les autres ®(s, x) avec x # xo, le Lemme 1.5 et (1.8) donnent le prolongement
holomorphe (sans pdle) au voisinage de tout point 1 + i¢, avec ¢ € R quelconque. U

Lemme 1.10. Pour tout entier { avec { \ q = 1, lintégrale :

/100 WD) =Ty = i /1T ORESS

2 T—00 xr2
converge.

Démonstration. Soit { € (Z/qZ)*, et soit ¢’ son inverse, i.e. £{' = 1modgq. Pour tout
caractére x € Z,,ona x () x(¢') = 1, i.e.:
() = —= = X0
x(€) ’

puisque tout est a valeurs dans {z € C: |z| = 1}. Avec s € C tel que Re s > 1, calculons

alors :
2(s) = X0 Y X(pijiogp

=3 B2 S ) ()

p ps X
I /
SO DI
p X

lo
[Lemme 1.3] = E gsp ©(q)
peEP p
¢/p=1modgq

=0(g) Y. Iopgsp-

peEP
p=4£modq

Observons que V() = ©(q) D pez, log p prhésente des sauts de ha.uteur ©(q) log p exacte-
ment aux entiers premiers p = £ mod ¢. Ainsi, nous pouvons ré-écrire cette somme comme
intégrale de Riemann-Stieltjes, et effectuer une intégration par parties :

Dy(s) = /100 —d(ﬁe(x))

xS
Y o 9
[Lemme 1.6] = [ Z(:U)] + S/ z(ifl) dx

L Jy o

[z =e" =0+ S/ e st ﬁg(et) dt.
0
Toujours avec des entiers ¢ A ¢ = 1, introduisons les fonctions :
19((61‘)
i) = 2 -1,

constantes par morceaux, donc localement intégrables, et bornées en vertu du Lemme 1.6 :

[ € Lh(Ry)NL¥(Ry).

loc
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Introduisons aussi, pour Re z > 0, les fonctions :

9e(z) = z+1 z

Le Lemme 1.9 garantit qu’elles se prolongent holomorphiquement a un voisinage ouvert
dans C de {Re z > 0}. De plus, un calcul simple fait voir, pour Re z > 0, que :

_ Py(z4+1) 1 — (z41)¢ t /OO ozt
ge(z) = P Z_/o e V(") dt i e 2t dt

_ /OOO (ﬁg(@t) et — 1) e~ dt
= /O N folt) e " dt.

Ainsi, toutes les hypotheses du théoreme analytique démontré a la derniere section du cha-
pitre précédent sont vérifiées. En appliquant ce théoreme, on conclut bien que pour tous
¢ A g =1, les intégrales en question :

9:(0) = /OOO fe(t)dt = /OOO (ﬁz(et) et — 1) dt
- /100 o) =y

22
existent. O

Le dernier énoncé précise ce que cachait la constante C;, du Lemme 1.6.
Lemme 1.11. Asymptotiquement quand x — oo, on a :
Vo(x) ~ (VEAq=1).

Démonstration. Supposons par I’absurde que pour un A > 1, il existe une suite (x,)3>
avec x,, — oo telle que :

Do(xy) = Aoy (Vn>1).

Comme ¥, croit, pour tout ¢t > x,, on a ¥,(t) > J(x,) = Ax,, ce qui conduit a un jeu
contradictoire d’inégalités :

ATn _ ATn _ A _
0 +— Mdt>/ Mdz&:/A Lar = o.
x 1

001 t2 t2 t2

Tn

n

Lemme 1.10

De maniere similaire, si pour un A < 1, avec x,, — 00, on avait J,(x,) < Az,
quel que soit n > 1, d’ott J4(t) < V¢(z,) < Az, pour t <z, ceci impliquerait aussi
contradiction :

Tn9,(t) — t T Ng, — 1 Ly—¢
0 +— Ldt}/x"—dt:/ dt < 0. O
A A

2 2 2
004N Aan t t t

Tn

Lemme 1.10
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Fin de la démonstration du Théoréme 1.1. Avec { N\ q¢ = 1, en partant de 1’inégalité (non
fine) :
De(r) = @(q) D logp

2?3 p=~Lmodq
p<zT

pla) Y, loga

P33 p=~Lmodq
PSIT

N

= ¢lg)m (2,0, q) log,
il vient premierement grice a I’information cruciale x ~ ¥,(x) du Lemme 1.11 :

1 19
LY o) < W(x,f,q).
©(q) logz ¢(q) logx

Pour I’inégalité inverse, avec £ > 0 arbitrairement petit :

de(x) = ¢(g) D, logp > ¢lq) > logz'™*

2> p=~modg P> p=~Lmodq
zl—e<pa zl—e<pga

= ¢(q) [W(:U,E, q) — W(II*E,E, q)} (1 —¢)logz

[~ 7(y,0.q) = —y] > ¢(q) [W(%E, q) — xl_e} (1—¢)logz,

et donc deuxiemement :
1 1 9
LAY ) > (1—¢) [W(x,f,q) — xlfe],
¢(q) logz  ©(q) logx

et comme z'~¢ est négligeable devant @ lorsque © — oo, ceci conclut. U

2. Exercices

Exercice 1. EE
Exercice 2. EE
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Théoreme de Jordan

Francois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Introduction
2. Théoreme de Jordan différentiable

Soit C' une courbe fermée simple dans le plan euclidien R?, au moins deux fois conti-
niiment différentiable, i.e. de classe €. Avec un réel T > 0, elle peut étre représentée sous
forme paramétrique :

v: [0,T] — R?
la condition de fermeture se lisant comme :
7(0) = ~(T),

et la condition de simplicité, alias d’injectivité, s’exprimant par v(t') # ~(t”) pour tous
0 <t < t” < T. De plus, les trois applications a valeurs dans R? :

dry d*y
t — (¢ t — —(2 t — — (¢
7( )7 dt( )’ dtQ( )7
sont supposées exister et étre continues, avec au point de fermeture, pour £k = 0,1,2 :
dky dFy
lim —- = lim —(T —
A () = lim —5 (T —¢),

ce qui signifie qu’au moment ou les deux extrémités de la courbe se recollent, tout reste
différentiable de classe €.

Pour simplifier et pour controler sa géométrie par une condition différentielle, la courbe
sera supposé de surcroit immersive :

Ccli_Z(t) # 0 (VOLtLT).
Il est alors aisé de démontrer que la courbe, image de la paramétrisation :
¢ = ([0,1]),
un sous-ensemble fermé du plan, est difféomorphe C' = S* au cercle unité dans le plan :
Sti= {(z,y) eR*: 2?+y* =1}
Cette caractéristique intrinseéque étant acquise, qu’en est-il de la disposition extrinseque

de la courbe dans le plan ? La formulation mathématique d’une vérité a laquelle les bergers
font confiance depuis des temps immémoriaux est la suivante.
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Théoréme 2.1. [de Jordan différentiable] Le complémentaire R*\C' d’une courbe €>
fermée simple C' = ’y([O, T]) — sous-ensemble ouvert de R? — consiste en exactement 2
composantes connexes :
R*\C' = Int(C) UExt(C),
la premiére, intérieure a C, étant bornée et relativement compacte, la seconde, extérieure a
C, étant non-bornée allant vers 1’infini.
De plus, leurs adhérences respectives valent :

Int(C) = C'UInt(C),
Ext(C) = C UExt(C).
L’intuition topologique commande de s’interroger sur I’extension en généralité de ce
résultat. Il se trouve que le théoreme de Jordan demeure vrai lorsque la paramétrisation
est seulement supposée continue, toujours fermée et simple.

Théoréme 2.2. [de Jordan continu] Pour toute application continue ~: [0,T] — R?
avec v(0) = v(T) qui est injective sur |0, T|, le complémentaire :

R*/~([0, 1))

consiste exactement en deux ouverts connexes, l’un borné, I’autre non-borné.

L’hypothese de continuité de v semble étre I’hypothese minimale adéquate pour que
I’énoncé soit vrai, et par une conviction interne presque instantanée, cette hypotheése garan-
tit une saisie intuitive de 1’énoncé : périmetre bouclé, barriere sans porosité, délimitation
qui se referme. Ce théoreme de Jordan continu constitue un test de cohérence globale du
concept de la continuité unidimensionnelle inscrit dans un espace continu bidimensionnel.

Toutefois, le niveau de synthese mathématique qu’exige la considération des courbes
qui sont seulement continues se situe tres au-dela de I’ontologie du différentiable, a 1’ceuvre
dans le premier théoreme.

Le théoreme de Jordan topologique, qui sera analysé ultérieurement, possede en effet
une structure synthétique beaucoup plus élaborée que le théoreme de Jordan différentiable,
structure au cours de laquelle va se révéler une imbrication a priori imprévisible entre le
concept intrinseque de continuité, et son extension mobile libérée dans un espace extrin-
seque.

1R

Au contraire, lorsque la courbe fermée simple est supposée différentiable, un controle
géométrique local de la disposition de I'interne dans 1’externe est d’emblée acquis par
une telle donation : localement au voisinage de la courbe, il y a séparation patente du
complémentaire en deux composantes, puisque toute courbe différentiable est redressable,
apres difféomorphisme, en un segment de droite.

Le synthétique mathématique étant approfondissement et élévation des raisonnements,
soumis a une dialectique imprévisible interrogatrice de vérités en partie invisibles, c’est
toute I’unité de 1’Etre mathématique, distribuée entre Analyse, Géométrie, Topologie, qui
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va se jouer dans certaines cristallisations argumentatives qui conduiront a considérer que
le théoreme de Jordan continu est en accord avec une cohérence globale de ce que sont et
doivent étre les mathématiques.

Les syntheses qui conduisent a la démonstration complete du théoreme de Jordan diffé-
rentiable ne sont pas immédiates pour autant, et c’est par elles qu’il faut commencer.

V=
1
s C=~(5")

De maniére équivalente, la courbe fermée simple C' C R? de classe ¢ peut étre suppo-
sée paramétrée par le cercle unité :

R mod27 3 6 — ”y(eie) € C C R?

la paramétrisation étant toujours supposée injective et immersive.

En un point p € C, soit N(p) I'un des deux vecteurs normaux unitaires a la courbe.
Comme le cercle est orientable, la courbe C' est elle aussi orientable, ce qui permet de
choisir de maniére continue, et méme %, un vecteur normal en tout point de la courbe :

0 — N(’y(eie)),

étant identiquement égale a 1 :
IN(v(e)] =1 (VOER).

En fait, un choix naturel et direct consiste, en partant du vecteur tangent (jamais nul) :

sa norme euclidienne | -

o dy .
0\ . 10
fy(e ) T d@ (6 )7

a le normaliser et a le tourner d’un angle 5 dans le plan R* = C vu comme le plan d’Ar-
gand :

N(y(e") = Rotation=x (%).

N(v(e'))
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Grace a ce champ de vecteurs partout normaux a la courbe, 1’application v peut s’ étendre
comme une application :

I: S'x[-ee¢ — R
(€r) — () +r N(y(e?),

dans laquelle I’insertion d’un ‘rayon’ r sert a €paissir, ou ‘translater’, la courbe le long de
sa normale.

Proposition 2.3. I/ existe ¢ > 0 assez petit pour que T soit un difféomorphisme €* sur son
image :

Tube(C) = ['(S" x [—¢,¢]),
voisinage tubulaire de la courbe C dans le plan R?.

Preuve. En effet, en tout point (e?) de la courbe C, les deux vecteurs de dérivée partielle
de I’application I' dans les directions respectives des deux variables dont elle dépend :

or . . or . .

%(F(ew, O)) = ‘y(ew) et E(F(ew, 0)) = N(”y(ew))
sont linéairement indépendants. Ainsi, le théoreme d’inversion locale, allié a la compacité
de S, permet de conclure. U

I1 faut noter que I’hypotheése d’immersivité de la courbe vient d’étre fortement utilisée
dans cette démonstration : sans elle, I' n’est pas un difféomorphisme.

Dans I’univers différentiable, ce qui est remarquable, c’est que la géométrie de 1’espace
externe R?\C' est maintenant parfaitement controlée au voisinage de C'. A travers la repré-
sentation donnée par I’application réciproque I'"!, un petit voisinage de la courbe C' dans
R? posséde maintenant une forme topologique trés simple et trés naturelle : celle d’une
bande fine S' x [—¢, ] de part et d’autre d’un cercle unité.

By

En particulier, puisque cela est immédiatement visible dans le modele topologique S* x
[—¢, €], le voisinage tubulaire Tube(C') dans R? autour de la courbe est séparé par la courbe
en exactement deux composantes connexes :

B = {y(ew) + rN(v(ew)) el e St —e<r< 0},
By == {y(€”)+rN(y(e")): €¥ € S", 0 <r < +e},
qui sont des bandes. C’est la premiere confirmation de cohérence en direction de 1’objectif
R*\C = Int(C) U Ext(C).
Toutefois, I’externalité globale a la courbe demeure encore mystérieuse, en question, a
étudier, non comprise par ce premier moment argumentatif différentiel.
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Pour I’instant, en introduisant toutes les courbes qui correspondent a un ‘rayon’ r fixé :
C, = {7(6”) + TN(W(eiG)) e e St
le tube se réalise comme réunion de ces courbes :

Tube.(C) = |J C.,
—e<r<e

il contient en son ‘cceur’ la courbe initiale elle-méme :
C = Cy,
et son bord consiste en deux courbes extrémes :
OTube.(C) = C_.UC\..

C_

Lemme 2.4. Etant donné un sous-ensemble fermé F C R?, toute composante connexe D
du complémentaire R*\ F satisfait :

oD C F.
Preuve. D’apres une définition de topologie générale, le bord de D :
oD = ﬁ\D

est le complémentaire du domaine D dans son adhérence D, et ¢’est donc un sous-ensemble
fermé de R?.

Si au contraire il existait un point p € 9D\ F' qui n’appartenait pas a F’, alors comme F'
est fermé, il existerait un petit disque ouvert non vide p € D, C R? n’intersectant pas F :

) = D,NF.

Puisqu’il existe au moins une suite (p, ), de points p,, € D, N D qui tend vers le point
au bord p € 9D, il est clair que D, N D # (. Or comme il est bien connu que la réunion
de deux ouverts connexes d’intersection non vide constitue encore un ouvert connexe, il se
trouve que :

DuD, 2 D
formerait un ouvert connexe plus vaste que D, contredisant I’hypothese que D est un ouvert
connexe maximal de R?\ F. U
Soit maintenant pour ensemble fermé F' := C' une courbe de Jordan 42, gainée par

deux bandes B_ et B, comme ci-dessus.
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Lemme 2.5. Toute composante connexe D de R*\C intersecte B_ ou B,.

Preuve. Le lemme qui précede vient de montrer que 0D C C, ce qui signifie que toutes
les suites (g,,)22 , de points ¢, € D qui tendent vers 0D tendent en fait vers C, et comme
B_UC'U B, forme un voisinage (tubulaire) de C' dans R?, a partir d’un rang n assez grand,

tous ces points g, € D C R?\C' sont nécessairement contenus dans B_ U B, 4
Corollaire 2.6. Le complémentaire R*\C consiste en au plus 2 composantes connexes.

Preuve. En effet, B_ et B, difféomorphes a des demi-voisinages du cercle unité S* dans
R2, sont manifestement connexes. Soient alors :

D_ := la composante connexe unique de R*\C contenant B_,

D, := la composante connexe unique de R*\C contenant B,
I’éventualité D_ = D, étant possible. Il y a donc bien au plus 2 composantes connexes
dans R?\C. O

Le reste de la démonstration du Théoreme 2.1 de Jordan différentiable va consister a
exclure I’éventualité D_ = D, que le complémentaire R?\C' consiste en une unique com-
posante connexe, ce qui va demander un travail synthétique non négligeable.

Quelque peu paradoxalement, la difficulté de la démonstration du Théoreme 2.2 de Jor-
dan continu sera a I’inverse concentrée sur le fait d’exclure I’éventualité que R?\C' soit
formé d’un nombre > 3 de composantes connexes, vérité qui vient d’étre acquise dans le
cas différentiable grace a I’aide précieuse d’un voisinage tubulaire de C'.

Exemple 2.7. Lorsque la topologie de I’espace ambiant extrinseque dans lequel la courbe
de Jordan C est plongée n’est pas celle du plan R?, il est tout a fait possible que D_ = D,.

'I[*Q

e

Soit en effet C' := un méridien d’un 2-tore standard T? = S* x S, représenté dans R3
pour une meilleure visualisation. Alors T?\C' consiste en une unique composante connexe.
i

Il s’agit donc, dans R?, de démontrer qu’il y a exactement 2 composantes connexes, et
non pas 1 seule.
Tout d’abord, sachant que la distance d’un point a un sous-ensemble quelconque & C
R? est définie par :
dist (¢, ) = inf lg — 7],
la distance de tout point ¢ € Tube.(C') dans le voisinage tubulaire au bord de ce dernier

C_. U, s’avere étre connue. Comme sur la figure, chaque tel point g se projette ortho-
gonalement sur un certain point p, € C.
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. Cie

Proposition 2.8. Si ¢ > 0 est assez petit, pour tout point ¢ € Tube.(C) auquel sont
uniquement associés deux paramétres ¢% € S* et ry € ] — e, tels que g = F(eieq, Tq),
les trois estimations de distances suivantes sont satisfaites.

o dist (¢,C) = [rq| =g — py
o dist(¢q,C_.) =¢c+r,

o dist(q,Cic) = —ry O

, avec le point p, :=T'(e"%,0).

La démonstration n’étant pas détaillée, il en découle le

Corollaire 2.9. La courbe est équidistante des deux composantes du bord du voisinage
tubulaire :

C = {q € Tube.(C): dist (q, C’_E) = dist (q, C’+€)}. OJ

Pour établir que R?*\C consiste en exactement deux composantes connexes, 1’idée est
de raisonner par contradiction en supposant que R?\C' est connexe.
Soit donc un point quelconque de la courbe :

po = () = T(e™,0),
et soient aussi les deux points du bord de Tube.(C') :
P’ o= F(ewo,—e) et p?r = F(ei0°,+5),

qui appartiennent a D_ et a D, respectivement.
Or D_ = D, puisque R?\C est supposé connexe, donc connexe par arcs d’apres un
résultat connu, et ainsi, il existe une certaine courbe continue :

7 [-1,1] — R*\C,
qui, sans jamais ‘traverser’ (', joint ces deux points :
7(—1) = p° et T(+1) = p.

Un argument séduisant, qui utilise Analyse, Topologie, et Géométrie, va consister a
regarder la différence des distances :

A(7(s)) = dist ((s),C_.) — dist (7(s), Cy.),

qui est une fonction continue de s € [—1,+1], grice a un lemme classique laissé en exer-
cice.
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Lemme 2.10. Pour tout sous-ensemble compact K C R?, la fonction :
R? 5 ¢ — dist (q, K) € [0, 00|
est continue. O

En effet, la Proposition 2.8 montre que la valeur au départ est strictement négative :

A(-1) = dist (p°,C_.) —dist (p°, C1.)
= 0-—2¢
< 0,

tandis qu’a I’arrivée, elle est strictement positive :

A(+1) = dist (p, C_.) — dist (p7, C.)
=2e-0
> 0.

Le théoreme des valeurs intermédiaires — Bolzano, naissance de la notion de complétude
en Analyse — montre alors que cette fonction s — A (T(s)) s’annule nécessairement en
au moins un certain ‘temps’ de parcours :

-1 < s, < 41,
ce qui signifie que le point correspondant :
Ge = T(S4)

se situe a égale distance des deux composantes C'_. et C';. du bord de Tube.(C).
Mais alors, le Corollaire 2.9 semble terminer immédiatement 1’argumentation par
contradiction, car il semble forcer le point correspondant :

T(sx) = q. € C

a appartenir a la courbe C, en contradiction manifeste avec 1’hypothese que T([—l, +1])
ne rencontre jamais C' pour joindre p® a p dans la supposée unique composante connexe
de R*\C.

Malheureusement, cet argument est erroné, car le point en question ¢, = 7(s,) n’appar-
tient pas forcément a I’ensemble Tube.(C') dans lequel le Corollaire 2.9 est vrai.

Exemple 2.11. D’ailleurs, sur un tore :

des points ¢, situés a égale distance de C'_. et de C',. existent manifestement hors du
voisinage tubulaire de C'. U
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En fait, pour I’instant, rien n’a été interrogé, vu, dit, analysé, ou compris, concernant la
topologie globale de I’espace extrinseque ambiant :

R*\ Tube.(C),

a priori encore enveloppé de mystere lorsque la courbe C' potentiellement tres sinueuse le
parcourt. Eu égard 2 ce contre-exemple sur un tore, la topologie de 1’espace total R? doit
causer, d’une certaine maniere, une contradiction qui conclurait cette stratégie de preuve,
mais seulement a condition d’approfondir la compréhension du complémentaire global
R?\ Tube. (C).

Une observation préliminaire convainc aisément que des points hors de Tube.(C') et a
égale distance de C'_. et de C';. ne peuvent pas se trouver trop proches de la courbe. Soit
en effet Tubes. (C) le tube dilaté d’épaisseur 5e de part et d’autre de C.

Lemme 2.12. Quitte a rapetisser € > 0, en tout point :
q € Tube55(C)\Tube€(C'),

la différence des distances au bord est non nulle :

0 # A(q) = dist (¢,C_.) —dist (¢, Cy.).

Cse

Preuve. En zoom local, si ¢ > 0 est tres petit, les 4 courbes C'_5., C_., C' ., C5. sont
approximativement rectilinéaires, et alors la non-annulation de A(q) est visible comme
elle I’est pour une collection de 4 droites paralleles. U

Maintenant, soient généralement deux points :

a € R*\Tube.(C) et b € R*\Tube.(C),

par exemple a = p® et b = pJ comme ci-dessus, lesquels appartiennent au bord

OTube.(C'), donc ne sont pas dans 1’ouvert Tube.(C'). Soit aussi une courbe continue :
T [-1,1] — RQ\TubeE(C),

partant de a« = 7(—1) et aboutissant a b = 7(1).
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(=l

Affirmation 2.13. Il est possible de déformer la courbe T en une courbe continue
7: [=1,1] — R?\Tube.(C) évitant complétement le voisinage tubulaire de la courbe
et satisfaisant toujours :

(1) = a et T(—=1) = b. O

Dans le raisonnement par contradiction qui précede, il reste a examiner la possibilité
d’existence d’un point :

Gs = ?(s*),
a égale distance des deux courbes qui composent le bord du voisinage tubulaire :
0 = Ag.)
= dist (¢., C_.) —dist (¢, C4.).

Sans méme parler de courbe, la question se pose s’il peut exister un tel point ¢, € R? a
égale distance de C'_. etde U, et il va étre démontré qu’il n’en existe pas !

Proposition 2.14. [principale] /] n’existe aucun point :
¢ € R*\Tube.(C)

tel que :
dist (q., C_.) = dist (., Cs.).

Démonstration. Tout d’abord, le Lemme 2.12 force un tel point hypothétique a étre hors
du voisinage tubulaire épaissi :

g« € RQ\Tube5E(O).
Soit alors le nombre réel strictement positif :
ps = dist (q*, C,E)
= dist (CI*, C+a)7
qui satisfait donc p, > 5¢. Le disque ouvert centré en ¢, de rayon p, :
D, =D, (q*)
={peR’ p—qf <p.}
n’intersecte alors ni C_., ni C'; ., tandis que son adhérence :

D, := {|p— a| < p.}
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les intersecte. Il importe que ce disque soit de rayon p, > 5S¢ substantiellement supérieur a
la largeur 2¢ de Tube.(C).

Cye IMPOSSIBLE

Soit donc un point p* € C_. avec |p* — q.| = p. qui réalise cette distance et soit aussi
un autre point p*, € C'. avec |p — q.| = p..
Affirmation 2.15. I/ est impossible que la courbe C rentre dans D, en p* ou en p?.
Preuve. En effet, sinon, comme p, > 5e, le voisinage tubulaire rentrerait localement dans
une moitié du disque D,, et la distance de ¢, a C'_. ou a (', serait alors strictement infé-

rieure a p, — elle serait approximativement < p, — 2 —, ce qui contredirait la définition
de g, et de p.. |

Par conséquent, Tube.(C) est hors de D, au voisinage de p* et au voisinage de p, et
aussi partout ailleurs, par définition de g, et de p, :

Tube.(C')  R2\D,.

\\& .......................... o
0
IMPOSSIBLE
4

Puisque I’orientation de la courbe doit &tre comme cela est représenté sur la figure, un
premier cas de liaison entre les deux morceaux est manifestement impossible.
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;" AUTO-INTERSECTION

INTERDITE

Mais un autre cas semble ne pas €tre exclu au premier abord — a moins que ce cas soit
lui aussi impossible, parce qu’il semble devoir forcer la courbe a s’auto-intersecter, ce qui
est contraire a I’hypothese que la courbe est fermée simple (de Jordan).

Une 1égere déformation du disque D, ameéne deux points de contact avec la courbe C
elle-méme, ce qui permet d’oublier complétement Tube.(C) ainsi que les deux courbes
C_. et ;. qui composaient son bord.

4 N\ N\
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Apres recentrage du disque D, en z = 0 et utilisation de I’inversion z — % du plan
complexe, la situation géométrique devient celle qui est représentée a gauche ci-dessus, la
nouvelle courbe étant entierement contenue dans un disque 1égerement déformé.

Le rabattement contre le bord des deux petits morceaux de courbe est justifié par le
caractere lisse de la courbe : aucune auto-intersection n’est produite ainsi.

~— =+
ag

! a1 (=1,1) (1,1)
o o o

O— e d O
a5 as ay (-1, -1) (1, -1)

Topologiquement, la situation est alors celle d’un rectangle ou d’un carré. Les deux
parties restantes de la courbe (entre les deux petits morceaux) doivent relier deux paires de
points, comme des diagonales dans un carré.

Or grace a un théoreme-clé, cela les force a s’intersecter, ce qui est interdit par hypo-
these, et acheve le raisonnement par contradiction : g, n’existe pas!

Théoréme 2.16. [des diagonales] Soient A = o([—1,1]) et B = 3([—1, 1]) deux chemins
continus contenus dans le carré [—1,1]* C R? tels que :

e A part en bas a gauche, et arrive en haut a droite :
a(—=1) = (=1,-1) et a(l) = (1,1);
e B part en haut a gauche, et arrive en bas a droite :
B-1) = (L1 et A1) = (L,-1).
Alors :
ANB = 0. O
La démonstration sera rédigée dans la prochaine Section 3.

Tout ceci termine donc les arguments de la démonstration de la Proposition princi-
pale 2.14, et, par la méme occasion, celle du Théoreme 2.1 de Jordan différentiable. U

3. Démonstration du théoreme des diagonales
4. Ensemble de Cantor

Pour I’ Analyse comme pour la Géométrie, I’ ensemble triadique de Cantor constitue une
source ontologique presque inépuisable a partir de laquelle il est possible de construire
d’innombrables exemples. Voici donc la recette de cet ingrédient basique.

Ko

| |
|
0 1
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Prendre I’intervalle unité dans R :
Ko = [0, 1]

K1

| |
|
0 1
3

!
1

I ——

Le découper en trois segments d’égale longueur %, supprimer le morceau central, et conser-
ver seulement les deux morceaux gauche et droite, ce qui donne 2* intervalles de longueur
1.

01 2 3

mo= |2 U
33 33
Ky

|

!
1

o~ ——
©lo——

|
|
2
3

o
O —H—
O ——
o= M-

Couper ensuite & nouveau chacun de ces deux segments [0, 1/3], [2/3,1] en trois seg-
ments égaux et supprimer de méme le morceau central, ce qui donne 2% = 4 intervalles de

longueur 5 :
0 1 2 3 6 7 8 9
Ky = |-, = — Z g
2 [9’9]U{9’9}Ul9’ 9}U{9’9}

Couper ensuite a2 nouveau chacun de ces quatre segments [0, 1/9], [2/9,1/3], [2/3,7/9],
[8/9, 1] en trois segments égaux et supprimer encore le morceau central, ce qui donne 23 =
8 intervalles de longueur 5 :

7 w|U|z #|Ulz 7]Vl =)V |7 7] U|7 7 U5 2| U7 7

3=

Itérer ces découpages, et obtenir pour tout entier n > 0 un certain sous-ensemble K,, C

[0, 1] constitué de 2" intervalles fermés tous de méme longueur 3% :

0 1 2 3 3"—-3 3"-2 3n—-1 3"
o= 5o 5] Ul s U U S 57| U 5]

Observer par construction les inclusions :

Kn+1 C K, (VneN).
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Définition 4.1. L’ ensemble triadique de Cantor est I’intersection infinie de tous ces K, :

K = Fj)Kn.

De nombreux traités d’Analyse mathématique exposent la démonstration du résultat
suivant, admis ici sans plus de rappels.

Théoréme 4.2. L’ensemble triadique de Cantor K C [0, 1] est non vide, fermé, borné,
donc compact, et d’intérieur vide :
Int K = 0.
De plus, tout élément v € K s’écrit de maniére unique sous la forme d’un
« développement infini en base 3 ne contenant jamais 1 », a savoir sous la forme dite
triadique :

[e.e]
T = Z %7 (ai =0,2),
i=1
avec des entiers a; contraints a n’étre égaux qu’a 0 ou a 2, mais jamais a 1. Réciproque-
ment, tout tel nombre réel x appartient a K.
Enfin, K est de cardinal non-dénombrable, équipotent a [0, 1]. O

Clairement, la taille des segments qui restent entre les mains a chaque étape de la dé-
coupe diminue indéfiniment jusqu’a ce que ne devenir de la « poussiere d’ensemble ». Une
conceptualisation appropriée de la notion intuitive de taille négligeable est alors la suivante.

Définition 4.3. Un sous-ensemble £ C R est dit étre de mesure 0 si, pour tout £ > 0, il
existe une famille finie ou infinie dénombrable :

{I k} k>1
d’intervalles ouverts [;; C R telle que :

® > o1 k] <&, ol || désigne la longueur de I'intervalle 7.

La premiere condition demande que la réunion des intervalles recouvre FE, et la
deuxieme condition exprime que cette réunion peut étre rendue de longueur totale arbi-
trairement petite. Dans cette définition, il importe que la famille des [; soit de cardinal au
plus dénombrable. On démontre aisément 1’équivalence d’une définition alternative avec
des intervalles fermés 1.

Théoreéme 4.4. La somme des longueurs des 2" segments de longueur % qui constituent

le sous-ensemble K,, O K contenant I’ensemble de Cantor K tend vers 0 :
2n
— — 0
3" n—ooo ’
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et I’ensemble-limite K = N, K,, est de mesure nulle. O

Une étude approfondie des propriétés géométriques des sous-ensembles de 1’espace eu-
clidien R (d > 1) requiert souvent une analyse et une estimation de leur « masse » qui aille
au-dela de ce qui peut étre envisagé avec la théorie classique de la mesure due a Borel et a
Lebesgue. Ici, la possibilité de dimensions non-entieres, fractionnaires, égales a un nombre
réel quelconque, se fait jour, et une notion associée de mesure I’accompagne. Comment se
convaincre qu’une vraie naturalité est a I’ceuvre dans cette création conceptuelle ?

Voici une idée élémentaire qui renforce et raffermit 1’intuition mathématique de ce
qu’est la dimension d’un objet géométrique, lorsqu’elle est entiere. Etant donné un sous-
ensemble £ C RY supposons qu’apres 1’avoir dilaté un certain nombre entier n > 1 de
fois au moyen d’une homothétie, le résultat :

nk =L U---ULp

puisse étre re-découpé en un puzzle d’un autre nombre entier m > 1 de pieces, toutes
copies congruentes de E lui-méme, modulo des déplacements euclidiens (translations et
rotations), lesquels préservent évidemment les masses et les mesures.

Par exemple, si £ = [0,1] C R est le segment unité sur la droite réelle, il est évident
que m = n, tandis que si £ = [0,1]* C R? est le carré unité dans le plan euclidien, il
vient m = n?, puis m = n® pour [0, 1> C R?, et généralement m = n? pour [0, 1] C R%.
Autrement dit :

m = ndlm E.

-t Gt " t+—+—+—+——+——

Or puisque chaque K, 1 D K dilaté 3 fois se décompose en 2 copies de K,, — exercice
visuel, revenir aux illustrations qui précedent :

3K = K, U (2+ K,),

la premiere située dans [0, 1], la seconde dans le segment [2, 3], aprés passage a la limite
pour n —» 00, I’ensemble de Cantor K C [0, 1] satisfait aussi :

3K = KU (2+ K),

d’ou pour lui :
n=3 et m = 2.

dim K 3 savoir

Si donc une dimension devait €tre attribuée a K via la méme équation m = n
ici :
2 — 3d|mK S 92 — edlmKIog37

il viendrait :

Il existe une théorie mathématique standard qui développe 'idée de dimensions inter-
médiaires : la théorie de la mesure de Hausdorff. Elle débute par I’introduction d’une notion
de masse dépendant d’un parametre réel quelconque. Cette ‘mesure’ est intimement liée a
I’intuition qu’il doit exister des dimensions non-entieres.
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Plus précisément, étant donné un sous-ensemble quelconque £ C R?, pour tout nombre
réel a > 0, Hausdorff introduit une quantité m,(E) qui doit étre interprétée comme la
‘masse a-dimensionnelle’ de £ dans ’univers des ensembles de ‘dimension’ «, ou le mot
‘dimension’ n’a pour I'instant qu’une signification imprécise a caractere intuitif et pro-
grammatique. Ainsi, pour « strictement supérieur a la ‘dimension’ de £/, ce dernier devrait
sembler négligeable, et donc sa masse a-dimensionnelle m,(E) = 0 devrait étre nulle. A
I’inverse, pour « strictement inférieur a la ‘dimension’ de £, ce dernier devrait sembler
comparativement trés massif, et donc il devrait satisfaire m, (F) = occ.

Enfin, lorsque I’exposant a = Hdim £ sera égal a la dimension de Hausdorff de F, la
quantité m,,(F) devra précisément décrire la masse (mesure) a-dimensionnelle de F.

Avant d’énoncer les définitions mathématiques exactes, il est avisé de revenir a I’en-
semble de Cantor K C [0, 1] ayant pour mesure de Borel-Lebesgue 0 = m(FE). Na-
turellement, cette mesure connue m(-) devra correspondre a la mesure de Hausdorff 1-
dimensionnelle m;(E) = 0, car le développement d’un concept doit prolonger son exten-
sion en cohérence avec les parties du corps mathématique antécédant qui se sont avérées
satisfaisantes et incontournables. Or la théorie de Hausdorff va attribuer une dimension
fractionnaire spécifique a K, a savoir > log2 premsement le nombre réel qui vient de se ré-
véler grace a des considérations geometrlques élémentaires, en spéculant sur la naturalité
d’exiger une permanence de la relation fonctionnelle m = nH4m¥ pour tout nouveau
concept de dimension Hdim (-), et pour tout sous-ensemble E C R¢ possédant une certaine
structure auto-similaire.

Définition 4.5. Le diamétre d’un sous-ensemble quelconque F' C R¢ est le nombre :
diam F' := sup Hf1 |

1

appartenant a R U {oo} = [0, oo].
Soit donc v > 0 un nombre réel quelconque.

Définition 4.6. La mesure extérieure a-dimensionnelle de Hausdorff d’un sous-ensemble
E C R? est le nombre :

m’(E) = lim inf {Z(dlaka U Fy D E, diam F}, < 6, Vk}

6—0
> k=1 k=1

appartenant a [0, co].

Cette définition quelque peu abrupte appelle plusieurs éclaircissements. Pour tout 6 > 0,
I’ensemble E est recouvert par une famille dénombrable d’ensembles arbitraires Fj, tous
de diametres < 9, et le choix de ces F}, est effectué de maniere a minimiser la somme totale
de leurs masses a-dimensionnelles (diam F})°.

Ensuite, m (E) est défini comme la limite de ces infimums lorsque 6 \, 0. Or une
limite n’est pas toujours censée exister, donc quelque chose vient d’€tre sous-entendu dans
I’énonciation de cette définition.

Afin de mieux décomposer la synthése de pensée qui a conduit a ce concept m (E),
il est avisé d’introduire les quantités intermédiaires qui apparaissent avant de prendre la

()

o0

H)(E) = inf{z (diam F,)" U Fi, D E, diam Fj, < 6, Vk}.

k=1
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Alors comme tout recouvrement de ' par des ensembles Fj de diametres < ¢’ avec 0 <
0" < ¢ constitue aussi un recouvrement de £ par des ensembles de diametres < 6, et pour
la raison logique triviale qu’un infimum d’une quantité quelconque pris sur un ensemble
plus gros T' O T’ ne peut que baisser :

inf Quantité(z') > inf Quantité(t),

ter teT
il est clair que :
H’(E) > H)(E) (v 0< ' <5),
Autrement dit, 1a fonction définie sur |0, oo :
5 — H’(E)

est décroissante, et donc elle possede bien une limite lorsque 6 \, O :
m’(E) = lim H’(E),
5?0

ce qui justifie la définition.
Ainsi les H. i(E ) augmentent lorsque 0 > 0 décroit vers 0, et en conséquence :

m’(E) > H(E) (V 0<38).

Q

Dans cette définition de m,(E), il importe d’exiger que le recouvrement soit effectué
par des ensembles de diametres arbitrairement petits.

Observation 4.7. Tous les nombres H® (E) appartiennent a R, U {oo} = [0, o0, Uinfini
étant admis, et donc :
0 < m.(F) < 0.

«

Quelques propriétés fondamentales de la mesure extérieure a-dimensionnelle m(-)
peuvent maintenant etre exposées sans démonstration.

e Monotonie. Si £y C Es, alors m},(Ey) < mp(E»). O

* Sous-additivité dénombrable. Pour toute famille dénombrable { E;}52 | de sous-ensembles

Ej C Rd N
m(UB) < 3w =

e Séparation. Si dist (E, F2) > 0, alors :
my (Ey U Ey) = mi(Er) +mi,(Es). O

Ces trois propriétés montrent notamment que m;, remplit les conditions de la théorie
générale de la mesure due a Carathéodory. Grace a cette théorie, la retriction de m? ()
aux sous-ensembles boréliens de R¢ (qui incorporent I’ensemble de Cantor) est une vraie
mesure dénombrablement additive, qui sera notée m,(+).

Terminologie 4.8. La mesure :

*
« | sous-ensembles boréliens de R%

est appelée mesure de Hausdorff c-dimensionnelle.

My = M

Un résultat élémentaire de la théorie montre que
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Lemme 4.9. Dans R%, la mesure de Haussdorf d-dimensionnelle coincide avec la mesure
de Lebesgue d-dimensionnelle. U

A présent, voici un énoncé qui réalise une des intuitions initialement anticipées.

Proposition 4.10. Soit E C R? un sous-ensemble quelconque.
e Si0 < mj(FE) < oo pour un réel a, alors mj(E) = co quel que soit 8 < .

e Sim;(FE) < oo pour un réel a, alors mj(E) = 0 quel que soit 3 > c. O

Lorsque 0 < a < oo croit continliment pour décrire tous les nombres réels, cette pro-
position exprime que la ‘masse a-pesée’ m? (E) reste constamment égale a oo, jusqu’a ce
qu’en un unique seuil o = ap, elle s’effondre brutalement pour valoir O :

‘(B 00 lorsque (5 < ag,
m5(E) = 0 lorsque 3 > ap.

Ainsi, ap est un candidat idéal pour interpréter un concept général de dimension, non
forcément entiere.

Définition 4.11. La dimension de Hausdorff d’un sous-ensemble borélien £ C R est le
nombre défini de maniere unique :

ap = sup {f: mg(E) = o},
= inf {v: m,(E) =0},

noté aussi :
Hdim E.

La plupart du temps, calculer la dimension de Hausdorff d’un ensemble spécifique est
un probléme mathématique délicat. Toutefois, dans certaines circonstances, en bénéficiant
de la présence de structures auto-similaires, le calcul de g s’avere accessible grace a des
arguments mathématiques qui sont parfois élaborés.

En fait, lorsque &« = ag, la théorie générale ne peut pas prévoir la valeur de m,,(E),
elle sait seulement dire que :

0 < ma,(E) < 0.
Lorsque £ C R? est un sous-ensemble borné, et lorsque :
0 < Moy (E) < oo,

I’ensemble E est dit étre de dimension de Hausdorff stricte ag.
Le résultat suivant conclut cette breve excursion dans les théories de la mesure.

Théoreme 4.12. L’ensemble triadique de Cantor K C [0, 1] a pour dimension de Haus-

dorff stricte :

log 2

Hdim K = U

log 3’

Ce résultat va permettre d’exhiber comment 1’ Analyse peut déployer de maniere trou-
blante I’ontologie qui lui est propre pour déranger 1’idée épurée que la Géométrie se fait
d’elle-méme. L’ exploration indéfinie des liaisons multiples que les domaines des mathéma-
tiques entretiennent potentiellement entre eux provoque en effet des rebondissements on-
tologiques qui se manifestent lors d’approfondissements de la compréhension d’une unité
mathématique en devenir.
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5. Courbe de Jordan-Cantor-Osgood

Une courbe de Jordan peut €tre tres éloignée de 1’idée ‘naive’ de courbe qui est transmise
par une fréquentation réguliere de la géométrie euclidienne.

Définition 5.1. Une courbe d’Osgood est une courbe de Jordan (fermée simple)
7: [0, T] — R? dont I'image C := ([0, T]) est de mesure de Lebesgue 2-dimensionnelle
strictement positive :

0 < mg(C).

L’objectif de cette section est de dévoiler leur existence paradoxale. Dans un premier
moment, une construction qui étire et entortille I’ensemble de Cantor unidimensionnel dans
le plan bidimensionnel va fournir une courbe ‘pathologique’ dont la dimension de Haus-
dorff est strictement supérieure a 1, ce qui contredira fortement 1’intuition qu’une courbe
doit a priori étre un objet unidimensionnel. Dans un deuxieme moment, une accentuation
de cette premiere construction va produire une courbe de mesure 2-dimensionnelle > 0,
donc de dimension de Hausdorff maximale possible égale a 2, toujours sans aucune auto-
intersection.

Soit le carré fermé [0, 1]? C R? de coté 1 et soit sa diagonale ascendante. Soit aussi la
collection Ky C [0, 1] des quatre segments qui apparaissaient a la deuxieme étape de la
construction de I’ensemble de Cantor. Ces quatre segments fermés (en noir), ainsi que les
trois segments ouverts qui les séparent (en rouge), se relevent a la diagonale.

Une application de cette diagonale dans le méme carré [0, 1]* découpé en 3* = 9 sous-
carrés égaux envoie alors les 4 + 3 morceaux de cette diagonale comme cela est représenté
sur le diagramme. Visiblement, la courbe obtenue est continue — il est d’ailleurs inutile
d’en écrire I’expression analytique.

Géométriquement, la diagonale ascendante simple a gauche est remplacée par une cer-
taine courbe-serpent a droite, dont les 4 segments noirs sont ascendants, tandis que ses 3
segments rouges sont descendants, et resteront inchangés.

[’étape suivante consiste a remplacer une partie ascendante par une copie complete
rapetissée du motif.
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La courbe obtenue est encore continue, et sans auto-intersection. Ensuite, les trois par-
ties ascendantes restantes sont elles aussi remplacées par une copie complete rapetissée du
motif.

Le résultat obtenu est encore une courbe continue sans auto-intersection qui va toujours
du coté inférieur gauche du carré a son coté supérieur droit.

Pour terminer, un arc de cercle approprié extérieur au carré ferme cet arc de Jordan en
une vraie courbe fermée simple de Jordan.

Dans ce processus, toute autre arc de Jordan simple peut €tre utilisé pour remplacer les
4 diagonales. Toutefois, cette flexibilité ne sera pas exploitée.
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Evidemment, cette construction s’itére a I’infini. Toute partie de la courbe qui est rouge
a partir d’un certain moment du processus demeure inchangée par la suite. Ainsi les parties
rouges sont des segments de droite, sans mystere, sans complexité locale.

Au contraire, les parties noires se complexifient indéfiniment, sur des diagonales qui se
rapetissent, et ont toujours des projections horizontale (basse) et verticale (gauche) qui sont
les étapes intermédiaires (K,,)° ; de I’ensemble triadique de Cantor K = N,, K.

A la fin du processus infini, 1’application initiale de [0, 1] dans la premiére diagonale, qui
a été€ ensuite étirée et localement entortillée un nombre infini de fois, devient une honnéte
courbe continue :

v: [0,1] — [0,1] x [0, 1],

partant du coin inférieur gauche du carré unité et allant a son coin supérieur droit :

7(0) = (0,0) et 7(1) = (L,1).

De plus, son image ([0, 1]) est un arc de Jordan, i.e. sans auto-intersection. Enfin, la
fermeture de cet arc au moyen d’une concaténation avec un arc de cercle auxiliaire
v: [1,2] — R? comme illustré ci-dessus produit une certaine courbe de Jordan :

v [0,2] — R

continue, fermée, simple, i.e. sans auto-intersection. Et tout a été€ prévu pour que 1’énoncé
suivant soit vrai.

Proposition 5.2. Apres un nombre infini d’étapes, la courbe obtenue est une courbe de
Jordan continue qui contient :

C :=~([0,2]) > ~([0,1]) D K x K
le produit de I’ensemble triadique de Cantor K par lui-méme. U

Or la théorie de 1a mesure de Hausdorff montre généralement que le produit £ x E5 de
deux sous-ensembles boréliens quelconques :

E1 C Rdl et E2 C RdQ
a pour dimension de Hausdorff la somme de leurs dimensions respectives :
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Un examen attentif montre que les parties rouges rémanentes de la courbe ne contribuent,
au sens des recouvrements de Hausdorff, que de maniere 1-dimensionnelle négligeable, et
donc en fait, c’est seulement autour du produit ' x K que la courbe concentre sa masse
maximale, bien au-dela d’une masse unidimensionnelle.

Corollaire 5.3. La dimension de Hausdorff de C' = ([0, 2]) vaut :
Hdim (C') = Hdim(K') + Hdim(K)
:Ioﬂ—l—loizzl,%l%u-. O
log3 log3

Tel est le premier exemple de courbe de Jordan continue dans le plan dont la complexité
semble contredire 1’essence géométrique idéale de la notion de courbe.

Méme s’il est essentiellement évident par construction que cette courbe satisfait bien
le Théoreme 2.2 de Jordan continu (exercice), il n’en reste pas moins que 1’existence de
telles courbes vraiment non-unidimensionnelles montre, d’un point de vue dialectique gé-
néral, que la lutte synthétique pour atteindre une démonstration rigoureuse complete dudit
théoréeme va devoir, d’'une maniere absolument incontournable, tenir compte d’une liberté
presque incontrOlable d’entortillement, a peine entrevue par cette construction pathologique
finalement assez réguliere et probablement trés restreinte par rapport a toute la complexité
invisible éventuelle qu’elle commence a suggérer a une intuition exploratrice.

Tout au contraire, le théoréme de Jordan différentiable n’éprouvait nullement un tel
obstacle dialectique, puisque pour lui, grace a un redressement local par difféomorphisme,
I’espace autour d’une portion de la courbe est toujours parfaitement découpé en deux mor-
ceaux de demi-espaces.

Alors rétrospectivement, une question embarrassante surgit.

Question 5.4. Le théoréme de Jordan continu est-il une généralisation trop ambitieuse du
théoreme de Jordan différentiable ? Est-il en fait faux ?

En mathématiques, que ce soit pour la recherche ou pour I’appropriation de contenus
stabilisés, la perspective sur ce qui est vrai demeure constamment dialectique, car a chaque
instant, I’intuition et la compréhension interrogent. L’activité mentale du mathématicien est
particulierement intense.

En poursuite de ce moment dialectique, la construction d’une courbe C' O K x K
peut étre modifiée pour accentuer son caractere paradoxal. En partant du segment unité
Ky = [0,1], au lieu de la découpe triadique standard 3 + & + & = 1, il est possible 2
chaque étape d’ajuster la petitesse des trous percés au centre de tous les intervalles de
maniere a obtenir a la fin un ensemble de Cantor « gras », i.e. dont la mesure de Lebesgue
(de Hausdorff) 1-dimensionnelle soit strictement positive.

En effet, soit un nombre réel 0 < ¢; < %, et soit méme une suite infinie :

¢ = (),
de nombres réels 0 < ¢, < %, a choisir ultérieurement. Au lieu de I’ensemble équilibré K
introduit précédemment, soit :

Ki(c) = [O,cl] U [1 —cl,l},

qui correspond a :
1 = Cl+(1—201)+61.
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Ainsi, deux parties de longueur c; restent, tandis qu’un intervalle de longueur 1 — 2 ¢; a été
excisé au centre. L’ ensemble K correspond a ¢; = %

Ensuite, il s’agit de re-découper chacun de ces 2 segments [0, ¢;] et [1 — ¢;, 1] au moyen
d’une autre proportion 0 < ¢y < %, et en renormalisant les longueurs a travers une équiva-

lence [0, 1] — [0, ¢1] simplement obtenue par multiplication par ¢; :

G (]. = CQ+(1—262>+02),
équation qui s’écrit :
1 = Ci1Cy + (Cl — 20102) + C1Co,

il vient :
Ks(c) = [O, 0162} U [cl — C102] U [1 —c,1l—c + ClCQ] U [1 — ¢ — €10, 1}.

Ici, la notation K (c) vise a indiquer la dépendance en la suite ¢ = (¢,)5° . Ainsi, K3(c)
consiste en 22 = 4 intervalles fermés, tous de méme longueur c; c,

Généralement, pour tout entier n > 1, I’ensemble K,(c) contient alors 2" intervalles
fermés de longueur c; - - - ¢, qui peuvent étre notés :

In,k = |:$1’L,lm xn,k—i_cl"'cn} (I<k<K2m),

et par une récurrence aisée :

Kn-i-l(c) = U ([l‘nyk’ TpktCr--- Cncn-i-l} U [xn,k+cl “tCp—C1" " CpCptl, TpptCic-- Cn}) .
1<k<2n
Ensuite, avec un nombre réel 0 < z < % fixé, soit le choix spécifique :

Cp = %—z” (Vn>1).

Le cas z = 0, qui dégénere en K,,(c) = [0, 1] pour tout n > 1, est a exclure.
Comme pour I’ensemble triadique standard de Cantor, soit enfin :

K(c) = [ Kulc).

Assertion 5.5. Alors la mesure de Borel-Lebesgue 1-dimensionnelle de K (c) est stricte-
ment positive et vaut :

s (K (0)) = fj (1-2:). o

L’argument de preuve, laissé en exercice, peut d’ailleurs étre capturé instantanément
par visualisation mentale de la géométrie d’excision inductive K,(c) — K,1(c) qui
correspond a la multiplication par un (n + 1)-ieéme facteur (1 —2 z”“).

Comme fonction de z € [0, 3], ce produit infini :

o
P(z) = H (1—22"),
n=1
est continu, décroissant, et prend aux extrémités de son intervalle de définition les valeurs :
P(0) =1 et P(3) = 0.

Une application instantanée du théoreme des valeurs intermédiaires donne alors :
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Lemme 5.6. Pour tout nombre réel 0 < o < 1, il existe un réel unique z = z(«) avec
0 < z(a) < 3 tel que :
P(z(a)) = . O

En revenant a la construction géométrique qui précede et qui vient d’étre illustrée avec
I’aide de plusieurs diagrammes, il faut donc s’imaginer que les proportions de découpe des
3% = 9 carrés varient a chaque étape, et que les parties noires de la courbe tendent, lorsque
n — 0o, vers le produit K (¢) x K(c) de I’ensemble « engraissé» de Cantor.

Au final, il existe un arc de Jordan :

A = ~([0,1)),
qui satisfaisant :
A D K(c) x K(c).
Alors la théorie de la mesure 2-dimensionnelle de Lebesgue, a savoir plus précisément
le théoreme de Fubini, montre, par multiplicativité, que :
ma(A) = my(K(c) x K(c))

= my (K(c)) -mi(K(c))
-

Puisque I’application oo — a« =: a de |0, 1 a valeurs dans lui-méme est une bijection,
le résultat final établit I’existence promise d’arcs de Jordan-Osgood.

Théoréme 5.7. Pour tout nombre réel 0 < a < 1, il existe un arc de Jordan A C [0, 1]?
dans le carré unité qui est de mesure 2-dimensionnelle :

a = may(A)

arbitrairement proche de :
17 = my([0,1]%). O

Pour conclure, un arc de cercle externe au carré unité ferme cet arc de Jordan en une
vraie courbe de Jordan.

Ainsi, la démonstration du Théoréme 2.2 de Jordan va devoir tenir compte du fait que les
courbes continues générales peuvent étre trés « grasses » au sens de la théorie de la mesure.
Méme si cette éventualité ne sera pas explicitement thématisée dans la démonstration, elle
interviendra dans les dialectiques internalisées d’inventions de preuves.

6. Démonstration du théoréeme de Jordan continu
Pour mémoire, revoici son énonce€.

Théoréme 6.1. Pour toute courbe de Jordan continue C C R?, le complémentaire R*\C
est constitué de deux composantes connexes, I’'une bornée notée Int(C) et appelée intérieur
de C, I'autre non-bornée Ext(C'), qui est I’extérieur de C.

De plus, C est leur frontiere commune :

C = 0Int(C) = 0Ext(C),

de sorte que :

Int(C) = CUIntC et Ext(C) = C U Ext(C).
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7. Appendices
Appendice 1. AA
Appendice 2. AA
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Examens corrigés

Frangois DE MARCAY

Département de Mathématiques d’Orsay
Université Paris-Saclay, France

1. Examen 1

Exercice 1. Soit un ouvert connexe non vide w C C, soit 25 € w, et soit une fonction
f € O(w\{z}) holomorphe en-dehors de z;. On suppose que f est bornée au voisinage de
20, au sens oll il existe un rayon r > 0 assez petit avec D,.(z9) C w et il existe une constante
0 <M < ootels que:

sup | f(2)] < M.

|z—zg|<T
z# 2

On fixe z; € D,(29) avec 21 # 2.
(a) Dresser une figure illustrative complete et esthétique.
(b) Montrer, pour 0 < € < 3 |21 — 2}, que pour tout ¢ € Ce(z), 0na | —z| = 3|21 — 2|

0 = Iim/ Q) g
C:(20)

e—0
>

(¢) Montrer que :

(d) Soient les deux points :

21— 20
Cl =zt )
|21 — o
Z1 — 20
Co:=29—1r——.
\21 — 20

Soient aussi deux quantités petites 0 < § < € < % |21 — 2p|. On construit le contour I's .
a deux trous de serrure de largeur 29 qui partent orthogonalement du cercle C,.(z) en les
deux points (; et (y, avec contournement de 2; puis de zy le long de cercles de rayon .

Dresser une nouvelle figure esthétique dans laquelle tous ces éléments apparaissent clai-
rement — couleurs recommandées !

(e) Justifier par un théoréme du cours que :

(f) Montrer que :
1 £O) 4o 1 fo) 1 £)

- 22’/T Cr(20) C— 21 - % Ce(21) C— 21 - % Ce(20) C— 21

dc.
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(g) Montrer que :

flar) = = / J©O 4

2 Cr(z0) C— Z1
(h) Justifier I’holomorphie dans D,.(zy) de la fonction :

f(©)

z — —=dC.
Cr(zo) C— 2

(i) Montrer qu’il existe une unique fonction holomorphe f € ¢ (w) telle que ﬂw\ o) = f.

(j) Montrer que tout ce qui précede est encore valable en supposant plus généralement qu’il
existe un exposant ) < v < 1 et une constante 0 < M < oo tels que :

1

|f(2)‘ < Mm

(VO<|z—z0| < 7).

Exercice 2. Soit un nombre réel a > 0. L’objectif est de calculer, au moyen de la méthode
des résidus, les deux intégrales de Riemann généralisées :

o 1 <
o Tr4a o Tr24a?
(a) Commencer par justifier I’existence de /.
(b) On introduit la fonction f(z) := —1—. Calculer Res;(i a).

(c) Avec R > a, dessiner le contour orienté fermé consistant en le segment [—R, R] suivi du
demi-cercle de rayon R au-dessus de 1’axe réel.

T dR 10
0= Iim/ %
rR—00 J (Re’ )2+a2

(d) Montrer que :

(e) Montrer que :

s
I = —.
2a
(f) On choisit la détermination de la fonction logarithme complexe sur :
C\iR_,
définie, pour z = re? avec r > 0 et avec -5 < 0 < 37” par log z := logr + ¢ 6. Sur cet

ouvert C\7R_, on considere la fonction holomorphe :
log z

9(z) = 55

Avec 0 < € < a et avec R > a, dessiner le contour orienté fermé consistant en le
segment [—R, —¢], suivi du demi-cercle de rayon ¢ au-dessus de 1’axe réel, suivi du segment
[e, R], suivi du demi-cercle de rayon R au-dessus de 1’axe réel.

(g) Montrer que :

s
2a
Indication: Calculer d’abord Res,(ia) en utilisant la valeur de logi, que I’on déterminera
auparavant.

J = log a.
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Exercice 3. Dans un ouvert connexe non vide {2 C C, pour une courbe ‘Kplm (continue)
v: [0,1] — Q fermée (0) = (1) que I'on identifie v = ([0, 1]) a son image, on définit
I’indice de tout point w € C\y par rapport a -y par I'intégrale :

1 d
Ind,(w) == — :

20T y 2= W

(a) Avec €2 := C, en utilisant deux couleurs différentes, tracer une courbe qui tourne —2
fois autour de 0, puis une autre qui tourne +3 fois.

(b) On introduit, pour ¢ € [0, 1], 1a fonction :

o oo [ 704

Calculer la dérivée de t —s —_ sur [0, 1].

y(t)—w
(¢) Montrer que :
V() —w
d(t) = — (Vteo,1]).
) 7(0) —w
(d) Montrer que :
Ind,(w) € Z.

(e) On suppose dorénavant que I’ouvert connexe () est de plus simplement connexe.
D’apres le cours, si w € 2 est un point de référence fixé, cela implique que deux
courbes 7o: [0,1] — Q et 7: [0,1] — Q quelconques 4, (continues) allant de
w = 70(0) = 71(0) & un autre point quelconque (1) = 71(1) = z € Q sont toujours
homotopes a travers une famille continue {t — Ys(t) }S clo.1] de courbes ‘fplm foutes conte-
nues dans ().

Justifier alors que toute fonction holomorphe g € €(€2) possede une primitive G €
0 () avec G' = g.

(f) Justifier que pour toute courbe %plm fermée v C (2, ona:

0= /g(z)dz (Vg€ o(Q).
v

Maintenant, soit un ouvert connexe non vide w C (2, soit w € w et soit un rayon
R > 0 tel que Dg(w) C w. Toute fonction holomorphe f € & (w\{w}) en-dehors de w se
développe alors en série de Laurent :

o0

f(Z) = Z an(z_w)n’

n=—0oo

normalement convergente sur les compacts de D (w), avec des coefficients donnés par la

formule :
n - % o) (C _ w)nJrl

indépendamment du choix d’un rayon intermédiaire 0 < r < R.

dC (nez),

(g) Avec 0 < r < R fixé, montrer pour tout n < —1 que :

an] < 2 17
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(h) Montrer que :

limsup "V/]a,| < 7.

—00 <N

(i) Montrer que le rayon de convergence de la série entiere :

(o]
E a_pn 4"
n=1

vaut oo.
(j) Montrer que la partie singuliere :
—1

h(z) = Z an (2 —w)"

définit une fonction holomorphe dans C\{w}.
(k) Montrer I’holomorphie dans w de la fonction :

g:=f—he O0Ww).

(I) On suppose maintenant que 1’ouvert connexe et simplement connexe {2 C C contient
un nombre fini L > 1 de points-singularités distincts wy, ..., w, € €, et on considere une

fonction holomorphe :
f e ﬁ(Q\{wl, o ,wL})

en-dehors de ces points, ainsi qu’une courbe ‘Kplm fermée :

v C Q\{wl, o ,wL}.
Enfin, on introduit les parties singulieres de f dans certains petits voisinages ouverts wy >

Wy .
-1
he(2) == Z apn (z — wg)n (1<e<L).
Montrer 1’holomorphie partout dans €2 de la fonction :
9(z) = f(2) =h(2) == hi(2) € O(Q)

(m) Etablir la formule des résidus homologique :

L/ f(2)dz = Ind,(w;) - Ress(wy) + - - -+ Ind.,(w,) - Ress(wy).

i
Exercice 4. [Sans indications] (a) Pour ¢ € R, montrer que :

e8] €—2i7rfx T ome

(b) Montrer que :

== .

/°° d 1-3-5---(2n—1)
o (T 22t 2.4-6---(2n)
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2. Corrigé de I’examen 1

Exercice 1. (a) Voici une figure élémentaire.

(b) Avec 0 < & < 3|21 — 2, pour tout ¢ € C.(z), a savoir pour tout ( € C avec
|¢ — 20| = €, on aen effet grace a |a — b| > |a| — |b] :

21 = ¢

’21 — 20— (C—Zo)‘
> |21 — 20| — | — 2

|21 — 20| — €

WV

|21 — 20| — % |21 = 2|

%|Zl — ZQ|.

(¢) Quand 0 < € < 1|21 — 2| tend vers 0, on majore en utilisant I'hypothese que | f| < M
sur C.(2p), indépendamment de ¢ > 0 :

1 2m .
/ RO dc‘ < max ——— max |f(<)|/ |eie” db)|
Co(z0) C — 21 ¢CEC:(20) |¢ — 21| ¢€Ce(z0) 0

< Me2nr — 0.
|z1 —ZO| e—0
(d) Les deux points :
21— 20
Cl =z ’
121 — 20
21— 20
G = 20—T——
\21 — 20

sont situés sur le diametre du cercle C,(z() qui contient le segment [z, z1]. Le contour I's .
demandé se représente alors comme suit.
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(e) Comme la fonction { — () est holomorphe dans w\ {2}, la fonction { — Cf_(—cz)l est
holomorphe dans un voisinage ouvert de I's . U Int I'; ., donc le théoreme de Jordan-Cauchy

offre effectivement 1’annulation :

Ts.e ¢— 21

cela, pour tout 2 € I, (z9)\ {70} fixé.

(f) En faisant tendre 6 — 0, les intégrales sur les bords des deux tunnels, effectuées sur
des paires de segments orientés de maniere opposée, s’annihilent, et il ne reste plus, a la
limite, que trois intégrales :

1 f©) 4o 1 [ 1 /)

N ik Cr(20) C— 21 2 Ce(21) C— 21 B 22_71' Ce(20) C— 21

dc.

(g) Ensuite, en faisant tendre € — 0, la question (¢) a déja fait voir que la troisieme intégrale
s’évanouit, tandis que la deuxieme, sur un cercle centré en z; qui s’effondre sur z;, tend,
comme le cours I’a plusieurs fois démontré, vers f(z;), d’ou la formule demandée :

1 f(Q)
= — Eam— d — Z1) — 0
7 Lo e )
(h) Un théoréeme du cours utilisant la continuité de ((,z) —— é(_cz) pour ((,z2) €
Cr(20) x D,(20), allié au fait que z — C%z est holomorphe pour z € D,(zy) quel que
soit ( € C,.(2), garantit I’holomorphie dans ID,.(2,) de la fonction définie comme intégrale

a parametre holomorphe :
= f(Q)
flz) = / —=dC.
( ) Cr(z0) C -z

(i) Nous venons de voir que f(z) = f(z) en tout point z € D,(29)\{20}, ce qui fournit
un prolongement holomorphe. Mais un tel prolongement est nécessairement unique, car
f(z) = f(z) = fA(z) sur I’ouvert connexe w\ {2} implique par continuité f = f partout
dans w.

(j) En supposant plus généralement qu’il existe un exposant 0 < o < 1 et une constante
0 <M < o tels que:

1

|f(z)‘ < Mm

(Vo< |z—z0| <),
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et en revenant a la question (c¢), nous constatons a nouveau la nullité de la limite :

f(©) 1 i0
/Ce(zo) ¢(—2 K< o |/ |€Z€ de‘

¢eCe(z0) |C — 21| cecg(zo)

2 M
L — —e2r7
|Zl —ZQ‘ ex

—Q

— 0,
e—0

= constante 5

et ensuite, tous les arguments restants fonctionnent sans modification.

Exercice 2. (a) Pour a > 0, soient donc les deux intégrales :

ee 1 > o
I Z:/ ﬁdl’ et J Z:/ #dl‘
0o T?24a o r2+a?

Sur le compact [0, 1], on a intégrabilité de la fonction z — x2—ia2 qui est continue bornée
parce que a > 0. Puis sur [1, co[, la majoration 3:2—_1%(12 < ?12 garantit, grace au critere de

Riemann, que lim f1 dx existe.

2+ 2
R—00
Ensuite, une primitive de log = étant la fonction = log x — x qui tend vers 0 avec x > 0,

. . 1 . £ .
on sait que lim fg log = dx existe, et sur [0, 1], le facteur borné xg—}mQ ne perturbe rien.
e—0

Sur [1, oo], comme la croissance de log x quand x — oo est inférieure a toute puissance
x™ avec 7 > 0 quelconque, le critere de Riemann appliqué a IQ%T assure la convergence de

log x
Jm, i e de
(b) Comme la fonction f(z) := z2-1m2 = (z—ia)l(z —.7 @ un pole simple en z = ia, son résidu
y vaut :
Res (i a) lim ( ) 1 1
est(ia) = lim (z —ia = .
f z—ia (z —ia)(z + ia) 2ia

(c) Avec R > a, voici un dessin du contour orienté fermé consistant en le segment [—R, R]
suivi du demi-cercle de rayon R au-dessus de 1’axe réel.

A

(d) Toujours avec R > a, grace a la minoration |o + 5| = |a — (=3)| = |a| — |F]| qui
donne :

}(Rei9)2+a2| > R2 _a27
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/7r Rie? do
. (Re)?2 +a?

(e) Le théoreme des résidus donne pour tout R > a :

/O dx +/R dx +/” d (R e) Y ( 1 )
— — ——— = 2r (—
rr+a® Jy 22+a® )y (Re?)24a? 2ia /)’

d’ol en faisant tendre R — 00 :

il est clair que :
R

< ™ — 0.
RZ2—qa?2 &Rroo

[+1+0="_.
a

(f) On choisit donc la détermination de la fonction logarithme complexe sur :

C\iR_,
définie, pour z = re? avec r > 0 et avec -5 <0< 37“, par log z := logr + ¢ 6. Sur cet
ouvert C\¢R_, on considere la fonction holomorphe :

(2) log =
z) = ———.
9 22+a2

Avec 0 < € < a et avec R > a, voici un dessin du contour orienté fermé consistant
en le segment [—R, —¢], suivi du demi-cercle de rayon ¢ au-dessus de 1’axe réel, suivi du
segment [¢, R}, suivi du demi-cercle de rayon R au-dessus de 1’axe réel.

A

TN -

R —& (0 € R

(g) En utilisant la valeur du logarithme de =T :

logi = logeé’

T LT

2 =7 -,
2

commengons par calculer le résidu de la fonction g(z) = Z'ff;

qu’elle subit en le point z = ia :

en I'unique pdle, simple,

I log (i
Res, (ia) = lim (z —ia) 8 _ 8 (M,L)
z—ia (z —ia) (z +ia) ia +ia
loga+i3

2ia
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Puisque le contour d’intégration est une courbe de Jordan ne contenant en son intérieur
que ce pole ia, le théoreme des résidus offre la belle formule :

- R | T R 0 ) 0 [ 0 ] log a +1 us
/ ﬂdij/ &dmjt/ Og.(—e>iRe’9d9+/ Miaew(w = QiW(Q»
Tk x2 + CL2 . ZE2 + CL2 0 (R 619)2 + CL2 . (g 616')2 + CL2 Na

que nous aimerions rendre encore plus belle !
Tout d’abord, en utilisant la valeur — tellement spectaculaire! si incroyable mais si
vraie! — de :

log ( — 1) = log (e”) = I,
le changement de variable x — —x transforme la premiere intégrale en :
€ I _ R |
/ o%( x) d(—z) / im+ ngdx,
T2+ a? . 1?2+ a?

et nous retrouvons une intégrale qui coincide presque avec la deuxieme intégrale J ci-
dessus que nous désirons calculer, ce qui nous donne :

Y | R ogx ™ log(Re?) | . O loge+ih . . loga 7 .7

z7r/ —da:+2/ de—l—/ MzRede—l—/ g.—zeewde = Wi—l——z—,

. 1?2 +a? . 1%+ a? o (Re?)?+a? - (e€9)?+a? a a 2
d’ou en faisant ¢ — 0 et simultanément R — o0, puis en reconnaissant la valeur de

I’intégrale [ calculée précédemment :

[
cga . m,T.
a a 2

s | R 0
i 42 J+ lim / og (Re”)
2a o (

lim | e g R e d+1im (O(cloge)+0(0)) = =

Pour conclure, ne serait-il pas agréable de pouvoir éliminer cette derniere intégrale ré-
manente et presque intempestive — mais oui je le peux ! —:

™ log (R e ' 7+ log R
log(ReT) oo gp| < TEI0BR
o (Rei?)2 4 g2 R2 — g2
— 0,
R— o0

d’oti la simplification mirifique :

loga @7 .
LR

m21 4274040 =7

o)

de toute beauté :

T
J = —loga.
5 1080

Exercice 3. Intégralement traité dans le polycopié de cours, avec I’objectif de récompenser
les étudiants qui ont approfondi le cours par un travail de lecture personnelle.

Exercice 4. Pour un parametre réel & > 0, soit donc a calculer :

o8] 6—2i7r5x y 9
[ g £

Avec la fonction méromorphe sur C :

(1 + 27r§) e,

| N

—2iméz —2iméz

1@ = g = Gope o
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ayant exactement deux poles d’ordre 2 en les deux points z = —i et z = +1, dont I'intégrale

sur un segment [—R, R] avec R > 1 grand approche I’intégrale désirée, quel demi-cercle de

rayon R choisir pour que I’intégration concernée devienne négligeable lorsque R — o0 ?
Avec z = = + 1y, comme I’exponentielle :

6—217r§z — 6—217r£x+27r§y ’

est de module €*™¢Y, et comme ¢ > 0, il faut choisir le demi-cercle inférieur, c’est-a-dire
contenu dans {Im z < 0}, mais alors le contour constitué du segment [—R, R] suivi de ce
demi-cercle est parcouru dans le sens inverse du sens trigonométrique, ce qui nécessite
d’insérer un coefficient —1 dans la formule des résidus :

R e_gmgz —m e—2i7r Eret "

—dw—l—/ d(Re") = —2imRes_(f),

/R (1+ 22)2 0 (1+(R€ia 2)2 ( )
e

J/

d’ ol :
0o e—2i7r§x )
/_OO mdm = —2imRes_;(f),

donc il ne reste plus qu’a calculer ce résidu — sans faire d’erreur !
D’apres une formule du cours :

Res- () = o (0, )

o (z—1)? (2 +1)°

- _2171_5 672i7r§z 2 6721,71’52

( (=i <z—z>3>
B (—2@7?5 2 ) ome
“ (20 ()¢

et donc apres multiplication par —2:m — et non pas par +2:¢m a cause de I’orientation
inversée du contour — nous atterrissons a destination :

00 e—2i7r§m T i )
/Oo—(l—l—:EQ)zdx_ 227r(22€+4)e

bo |

(2m + 1) 727,

(b) Puisque nous avons hate de détacher notre ceinture, empressons-nous de démontrer
que :

- .

/°° da » 1:3.5--(2n—1)
oo (T4 22)nt 2-4-6---(2n)
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A cet effet, introduisons la fonction méromorphe sur C :

1 1 1
f(z) = Nntl Nt N1’
(1+22) (z — )"l (2 +14)
ayant exactement deux poles d’ordre n +1en 2 = —i eten z = +4, puis avec R > 1 grand,

intégrons-la sur le contour consistant en le segment [—R, R] suivi du demi-cercle de rayon
R situé dans le demi-plan supérieur {Im z > 0}.

Le théoreme des résidus, avec devant 2:7 le bon vieux signe + que tout le monde préfere
sur Terre, donne :

R dx i d (Re”)
—daz+/ — drv = 2imRes;(f),
/R (1+a2)* o (14 (Re)2)" ()

— 0

R — 00

donc il ne reste plus qu’a calculer ce résidu, ce qui, pour retarder notre libération, va réser-
ver une petite surprise de calcul !
D’apres une formule du cours :

1l T |
Resf(z) = ! dan (&o (Z _ Z’)n-i—l (Z +Z’)n+1>

1 1
onldzn \ (24 d)n !

1 1

_ H(_n_l)...(—n—n)mzZ
1 n 1_

= m(n—i—l)(n-f—n) (_1) (Qi)2n+1’

d’ou en multipliant cela par 2¢7 comme requis :

3

)

92n (Z)Qn &

1
2im Resp(i) = 2i,m — (n+1)---(n+n)
n!

n+1)---(n+n) 1 1
m 1---n on on’
Pour terminer le tout sans rater la correspondance pour le vol vers le Master 1 MFA, il
faut se dépécher de vérifier que :
(n+1)---(n4+n) 1 1 » 1-3---(2n—1)
on 9n T 2.4...2np
c’est-a-dire apres simplications visibles :
(n+1)---(n+n) »
o =
formule qui est manifestement vérifiée quand n = 1, tandis qu’en remplacant n — n + 1
afin de raisonner par récurrence, on doit vérifier que :

(n+2)---(n+14+n+1) »
on+1 -

1---n, .

1---3---(2n — 1),

1.3 (2n — 1)(2n + 1),
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mais en divisant cela par ce qui précede suppos€ vrai au rang n, on obtient une égalité
visiblement vraie, donc conclusive :

1 1 1 oui
m+n+1)(n+1+n+1) wi oL 0
(n+1)2
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3. Examen 2

Exercice 1. Soit D := {¢ € C: |¢| < 1} le disque unité dans C, soit w € D fixé, et soit :

Z—w

Pul2) 1= 1—wz’

(a) Montrer que ¢, € 0(D) N ¢°(D).
(b) Montrer que !gpw(z)} = 1 pour tout |z| = 1, puis que ‘gow(z)| < 1 pour tout z € D, et
enfin que ]gow(z)| < 1 pour tout z € D.

(c) Soit une suite infinie {zn}zozl de points non nuls z, € D\{0} satisfaisant :

(1—12]) < oo
n=1
On pose :
Fo(s) = Ll =2 (zeD).

Zn 1 —7Zp2
Pour z € D fixé, montrer que :

1+ |2

|Fu(2) — 1] < 7 (1= |zal).
Indication: Utiliser, aprés I’avoir justifiée, I’inégalité ﬁ <
(d) Montrer que le produit infini F'(z) := [, F,(z) converge normalement sur les com-
pacts de D. Indication: On rappelle qu’un produit infini [[)~, F,(z) est dit normalement
convergent sur un compact K C I si la série ) - (Fn(z) — 1) est normalement conver-
gente sur /.
(¢) Montrer que |F(z)| < 1 pour tout z € D.
() Quel probleme la fonction F'(z) résout-elle ?
(g) Maintenant, soit une fonction holomorphe f: D — D non constante, avec f(0) = 0.
Pour w € D\ {0} non nul, on note :

[N w) == {zeD: f(z) =w}.
On suppose Card f~!(w) = oo.
Justifier que I’on peut écrire :

fH(w) = {zn}:o:l’

avec z, € Det:

1 = lim |z,].
n—oo

(h) On pose :
9(2) = vu(f(2)),
en rappelant que ¢, (2) := £=2. Montrer que g(D) C D.

1—wz"
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(i) Pour N > 1 entier, on pose :

H Z — Zn
vt 1—72,z2
Montrer qu’il existe hy € (D) telle que :
g(z) = Bx(2) hn(2) (VzeD).

(j) Montrer que pour tout 0 < € < 1 (censé étre arbitrairement proche de 0), il existe un
rayon 0 < r. < 1 (censé étre proche de 1) tel que :

|Bu(2)| = 1—¢ V2] = re).

(k) Montrer que |y (0)] < 1.
(I) On introduit maintenant la fonction de comptage de Nevanlinna :

Ny(w) == ) |ogi

z€f~1(w) g
- 1
-3 e
n=1 |Zn|
Montrer que :

- 1 1
Z log < log
— 7 |l |w]

(m) Montrer que :

(n) Soit maintenant F € ¢(ID), bornée |F(z)| < M < oo pour tout z € D, et non
identiquement nulle F' # 0. Soient {zn}zo:l ses zéros, supposés en nombre infini. On
suppose temporairement que M = 1 et que F'(0) # 0.

Montrer que >, (1 — |z,]) < c0. Indication: Introduire :

_ F(z) = F(0)
& = I Tore

(o) Montrer que cela se généralise sans supposer M = 1 et F'(0) # 0.
(p) Interpréter le résultat obtenu en 1’énongant sous la forme d’un théoréme synthétique.

Exercice 2. (a) Montrer que la fonction ((s) = >°°; - de Riemann satisfait, pour s € R
avec s > 1:

ogc( = Y 3 A

ms
peZ m=1 p
Indication: Penser a la formule de produit infini d’Euler, vue en cours.

(b) Justifier que ((s) # 0 pour tout z € C avec Res > 1, puis justifier I’existence et
I’holomorphie d’une fonction s — log ((s) définie dans {Re s > 1} et prenant des valeurs
réelles sur |1, o0ol.
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(¢) Montrer que pour tout s € C avec Re s > 1, on a encore :

ogC(s) = 23 =

ms '
peP m=1 p

Indication: Penser au principe d’unicité pour les fonctions holomorphes qui coincident sur un
ensemble ayant un point d’accumulation.

(d) Toujours pour Re s > 1, montrer que :
_¢) _ A
C(s) £ no

ou A est la fonction de von Mangoldt :

A logp lorsque n =p*avecpe P eta > 1,
(n) := 0 autrement.

(e) Pour ¢ > 1 fixé, en notant comme Riemann s = ¢ + i, on considere la droite réelle
verticale {c +it: —oo <t < oo} orientée du bas vers le haut. Soit I'intégrale dépendant
du parametre a > 0 :

1 c+i00 as

I(a) == — —ds.
(@) 27T Jolino S(s+1) °
Montrer qu’elle converge. Indication: |a5‘ = a“.

(f) On suppose dorénavant, jusqu’a la Question (j) ci-dessous, que a > 1. Soit la fonction

méromorphe sur C :

aS

f(S) T S(S+1)

Calculer Resz(0), puis Res¢(—1).

(g) Avec un rayon R > 1 + c (qui tendra vers ’infini), on considere le contour orienté
I'; consistant en le segment vertical [c — iR, c+ iR] parcouru du bas vers le haut, suivi du
demi-cercle C'; centré en ¢ de rayon R situé a gauche de I’axe vertical {Re s = c}. Dessiner
I'y avec tous les détails possibles.

(h) Trouver la valeur de :

1
— ds = ?.
2ir J J(s)ds

(i) Montrer que :

0 = lim f(s)ds.

R—o0 C,:

Indication: Utiliser, apres 1’avoir justifiée, 1’inégalité valable pour tous rayons R > R. > 1
assez grands :
|s(s+1)| > ir%

(j) Toujours avec ¢ > 1 fixé, montrer que :

1 /CHO" a’ g 1-1 quand 1<aq,
27 Jolino S(s+1) "o quand 0 < a < 1.

Indication: Changer de demi-cercle, et faire d’abord une figure (notée !).
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(k) On introduit maintenant la fonction psi de Tchebychev :

ba) == 3 Al),

1<n<x
puis :
i(x) = [ Y(u)du
1
Montrer que :
) = 3 [ M) L) du
n=1 1

(I) Montrer que :
(@) = Y A (z—n).
1<n<x

(m) Montrer que pour tout § > 0, la série >~ % converge normalement dans {Re 5 >

1+6}.
(n) Montrer que :

0o = 5z : (‘ i ) sésrn o

Exercice 3. Soit 7 € C fixé avec Im7 > 0.
(a) Montrer que la fonction Théta de Jacobi définie par :

[e.e]
.
@T(z) — Z eimniT e?mrnz (z€0),
n=—oo
est une fonction holomorphe entiere. Indication: Poser ¢t := Im7 > 0, et observer que pour

< Inl, ona —n?t +2|n||2| < —n? L.

(b) Montrer qu’il existe deux constantes 0 < A, B < oo telles que :
10,(2)| < A Bl (VzeQ).

(¢) Montrer que la fonction :

2imnz

o2 €
z) = z+ e —
/() %Z:* 2imn
n
est une fonction holomorphe entiere non constante. Indication: Observer que f(r) —

lorsque R > x — oo0.
(d) Montrer que O, n’est pas identiquement nulle sur C. Indication: Vérifier que f' = ©,.
2

(e) Montrer que O; (Z + mr) = ¢ "M ¢=2mmz Q_(z), pour tout z € C et tout m € Z.
(f) Montrer que O, est une fonction holomorphe entiere d’ordre exactement égal a 2.
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4. Corrigé de I’examen 2

Exercice 1. (a) Le pdle unique au dénominateur % est de module % > 1, puisque w € D,
donc :

bw € ﬁ(D%(O) S ﬁ),

ce qui montre un peu mieux : ¢,, est holomorphe (donc continue) dans un voisinage ouvert
de D.

(b) Avec zz = 1, on calcule :

|1 —wz’ = |1 — wE’
~ |z (1-w3)
= |z —w|,
d’ol en divisant ‘gpw(z)‘ = 1. Enfin, comme ¢,, est holomorphe dans D et continue jus-
qu’au bord, le principe du maximum donne :
< w =1 ZIsh),
[pu(2)] < max | (C)] (¥ zI<1)

et comme (,, n’est pas constante :
lu(2)] < 1 (V]2 <1).

(¢) Comme |%,| < 1, I’'inégalité standard |1 —a| > 1 — |a| valable pour a € C avec |a| < 1
donne :

11 —2,2| = 1— |z 7]
21— ‘Z|>
puis en inversant :
1 1

< .
1 —Znz] = 12|
Ensuite, avec z € D fixé, calculons et simplifions la différence :

Fn(z)_lzﬁﬂ_l

Zn 1 —Zpz
20| (2n — 2) — 2, (1 — Z,2)

z2n (1 —Zp2)
zn([2n] —1) + 2 (|zn|2 — |znl)
zn (1 —Z,2)

B B Zn + 2 |2
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puis majorons-la en utilisant le préliminaire :

B B |zn| (1 + |2])
|Fu(2) = 1] < (1= ]24)) AT
1+! |

(d) Si K C D est un compact, il existe 0 < r < 1 avec K C D,, et alors pour tout z € K,
ce qui précede permet de majorer :

[Ful2) = 1] < (1 Jaal) 1 ek, vn3 1),

au moyen d’une série par hypothese convergente :

- 147
Z (1—|Zn|)m < 00,

n=1
donc un théoreme du cours offre la convergence du produit infini vers une certaine fonction
holomorphe dans le disque unité :

[] F.(2) = F(2) € 0(D).

(e) Grace a la Question (b), en observant que :

|Zn| Zn — X |zn|

Fo(z) = 132 . 02, (2),
on a unimodularité au bord :
|Fu(2)] =1 (V]2 =1),
et comme F, est holomorphe dans ID continue sur I, le principe du maximum donne :
|Fu(2)] <1 V]2l <1).

Tout produit fini F(z) - - - F(z) satisfait aussi cela, donc a la limite quand N — oo :
|F(z)| <1 V]2 = 1).

(f) Comme chaque F),(z) s’annule précisément en 1’unique point z = z,, le théoréme
fondamental sur les produits infinis garantit que :

{wGD F(w —0}—{zn}_1

Ainsi, nous venons de démontrer I’existence d’une fonction holomorphe bornée F €
0(D) N L>(D) qui s’annule précisément sur une suite infinie {z,}3°, de points z, €
D\ {0}, sous I’hypothese cruciale que :

Z 1—|z,]) < oc.

n=1

(g) La fonction holomorphe z — f(z) — w dans D non identiquement nulle (puisque f
est non constante) doit avoir, d’aprés le principe des zéros isolés, une collection {z,}> ;
de zéros qui est discrete dans D, c’est-a-dire sans point d’accumulation dans DD, et donc, si



398 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

cette collection est infinie comme on I’a supposé, nécessairement, elle s’évade vers le bord
oD :

0 = lim dist (zn,é?]D)).

n—oo
(h) La question (b) a fait voir que ¢,,: D — D, donc par composition ¢,, o f: D — D.
(i) Cette fonction composée :

B ) -w
9(2) = ¢u(f(z)) = 72 T
s’annule aux points de la suite {2, }°2 , car :
fzn) —w
n = —-————---- = 0 nz .
9(2 ) 1 —@f(zn) (Vn>1)
Or le produit fini By(z) s’annule exactement aux points zy, ..., 2y, et nulle part ailleurs.

Par conséquent, le quotient :

9C) _ () € o)

n’a que des singularités illusoires en z1, . . ., 2y, donc définit bien une fonction holomorphe
dans D.

(j) Quel que soit |z| = 1, on sait que :
|BN(Z)‘ - ’9021(Z)‘ T }SDZN(Z)’ =1---1=1
donc le résultat tombe par continuité.

(k) Toujours sur les cercles {|z| = r.}, comme [g(z)| < 1 grace a la Question (h), on
majore :
l9(2)]
ha(2)] <
RN XE]
< 1
X V|z|=re),
- (12l =72)
d’oti en appliquant le principe du maximum sur D,_ :
1
hx(0)] < :
| w )} 1—¢
et enfin, en laissant ¢ — 0 :
|7 (0)] < 1.

(I) Ce qui précede implique :
0 < fw] = 1g(0)]
= |Bx(0) 7 (0)]
< |BN(O)| -1
= |zl lal,

et en inversant puis en appliquant la fonction logarithme :

1 = 1
n=1 n
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Enfin, laissons N — oo pour obtenir la réponse :
1 - 1
log m > E log —.
w
n=1

|2n|

(m) Ainsi, nous venons d’obtenir la convergence de la série a termes positifs :

- 1 1

E Iogﬁ < log— < oo0.
Zn

n=1

|w|
Comme |z,| "= 1 avec |z,| < 1 d’aprés la Question (g), on a pour tous 7 > 1 :
0 < |z, <1 (Vn>1).
Vérifions, pour tout x réel avec 0 < x < 1, que :
1
1—x < log-—.
&y
En effet, 1a fonction auxiliaire A(x) := —1+x+log }C admet, sur |0, 1[, une dérivée négative :
1
Nx)=1-= <0,
@) =1-

et comme A(1) = 0, elle doit avoir des valeurs strictement positives sur |0, 1], décroissant
jusqu’a A(1) = 0.
Grace acela:
oo oo 1
Z (1—|za]) < Z Iogm < 00.
n=1 n=1 n

(n) Cette fonction auxiliaire f(z) satisfait f(0) = 0. En les zéros z,, de F',on a:

F(z) =0 = f(z) = % = —F(0) = w € D\{0},
De plus, f(z) = w s’écrit :
FE-FO) _ _po) = Pe) =0,
1—F(0) F(z)

donc f~!(w) = {F = 0} = {2,}52,, et ainsi, tout ce qui précéde s’applique !

(o) En divisant F'(z) par M, on se ramene aM = 1. Si F/(2) = 2¥ - G(z) avec G(0) # O et
v > 1, on peut appliquer ce qui précede a G(z).

(p) Le résultat obtenu donne une condition nécessaire et suffisante pour qu’une suite infinie
{zn}52, de points z, € D discrete dans D soit ’ensemble des zéros d’une fonction holo-
morphe bornée dans D, ce qui rappelle le théoreme de Weierstrass, mais avec une hypothese
supplémentaire inévitable, et explicite.

Théoréme. Soit {z,}22, une suite de points dans D telle que Y >, (1 — |2,|) < co — ce
qui implique sa discrétion dans . Alors il existe une fonction :

B € 0(D) N H*(D)

holomorphe dans 1D et bornée < 1 ayant exactement ces z, comme zéros, et non nulle
partout ailleurs.
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Inversement, si une fonction holomorphe bornée :
F e 0(D)n H>*(D)
est non identiquement nulle, et si elle a une infinité de zéros {zn }Zozl répétés avec multipli-
cités, alors Y oo, (1= |z,]) < oo

Dans la premiere partie de I’énoncé, par rapport aux Questions (c) a (f) ou on a supposé
tous les z, # 0 non nuls, il faut factoriser a I’avance par z” avec v > 0 entier pour tenir
compte de I’existence éventuelle de zéros a I’ origine, ce qui se généralise sans peine.

Exercice 2. (a) D’apres Euler, on a la représentation par un produit normalement
convergent sur {Re s>1+0 } quel que soit § > 0 :

1
) =11 ==
peP p®

Avec s € R réel, s > 1, en prenant le logarithme et en utilisant le développement en série
entiere — log (1 — ¢) = 3", ==, nous obtenons bien :

m=1
log ((s) = Z —log <1 — 1)
peES pS
DI

peP m=1 m pre

(b) Dans le produit infini Hpe P ﬁ dont tous les facteurs ﬁ # 0 ne s’annulent jamais
p® p°
dans {Re s > 1}, puisque | ps‘ = pRes > 1, un théoréme du cours assure que :
1
((s) = H [T # 0 (VRes>1).
pEP p®

Ensuite, comme le demi-plan {Re s > 1} est simplement connexe, un théoréme du cours
montre 1’existence de s — log ((s), holomorphe, avec log ((s) € R quand ((s) € R,
notamment pour s € |1, ool.

(c) Comme s — log ((s) et la fonction :

e Y YL

peEL m=1

1
pms ’

sont toutes deux holomorphes dans {Res > 1}, et comme elles coincident, d’apres la
Question (a), sur le segment :

J1,00[ C {Res > 1},
qui a des points d’accumulation dans 1’ouvert {Res > 1}, le principe d’unicité garantit
qu’elles coincident partout.

(d) Comme ((s) est holomorphe et # 0 dans {Res > 1} d’apres le cours, on peut dériver
terme a terme la série double normalement convergente qui précede en utilisant :

<p—ms)/ — (6—ms|ogp)/ — _mlogpe—mslogp — _WZlogp'p—ms7
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ce qui donne :

‘(s =1 1
_CC((S)) - _ZZE(—mlogp)W

peEL m=1

[Reconnaitre A] =

(e) En effet, grace a ‘a5| = aRes = ¢ sur cette droite, majorons :

I(a)| < i/oo C—)
21 J_o le+it] - le+ 1+ it

puis en utilisant :

1 1

lc+at] (e +12)1/2’
1 1 1

— <
lc+14it]  ((c+1)2+82)/2 = (E+ )V

constatons la finitude :

o | 2
<
) Elémentaire, mon cher Merker :
Res¢(0) = i @ 1
= lims: — =

f 50 s(s+1) ’
Resy(~1) — lim (s+1)- " — = _ !
esf(—1) = lim (s — = — = — =,
! s——1 s(s+1) -1 a

(g) Voici un dessin complet, qui incorpore axes, fleches, et points remarquables.
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Ya

\c c—1R

(h) Comme les deux (seules) singularités s = O et s = 1 de f(s) = S(S—H) se trouvent a

I’intérieur I" de ce contour, puisque R > 1 + ¢, le théoreme des résidus donne, grace a

R,int
l1a Question (f) :
1
e - f(s)ds = Resg(0) + Ress(—1)
1
=1—--.
a

(i) En paramétrant C'; par s = ¢+ R e avec 5 < 0 < 37”, on transforme :

s(s+1) = (c+Rre”) (c+1+Rre?)
=" (ce”™+R) ((c+1)e ™ +R),
d’ou:
s(s+1)] > ir? (VR>Re>1).
Ensuite, comme on a Re s < ¢ quel que soit s € C, d’ou découle puisque a > 1 :
ja°] = a™" < af (vs€C0),

nous pouvons majorer et conclure :

1 / a’ J
— —ds
2im Joo s(s+1)

at |ds|
21 Joo |s (s +1)]
a® TR

2 %RQ

— 0.

R — o0

<
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(j) Tout d’abord, pour le premier cas ot 1 < a, en faisant R — oo dans la formule des
résidus obtenue a la Question (h) :

1 a’® 1 a’® 1
= ———ds+ — ——ds = 1——,
207 Jie—inerin) S(5+1) 2im Joo s(s+1) a

20

nous obtenons bien grice a la Question (i) qui précede :

1 c+io00 s 1
—_— a— dS =1——.
207 Jolino S(s+1) a
t
“ c+iRg
T <
-1 0 -

Supposons maintenant que 0 < a < 1. Si nous prenons le demi-cercle Cf centré en ¢
mais situé a droite de la verticale {Re s = ¢}, et si '} est le contour analogue contenant le
segment [c + iR, ¢ — iR| parcouru cette fois-ci du haut vers le bas, la fonction s — oD

s s+1)
n’a plus aucun pole dans I'intérieur I'}; ., donc le théoréme des résidus donne :
1 S
0 = — a— dS
2im Jr+ s(s+1)
1 s 1 s
- Y s = v ds,
20 Jierine—in) S(5+1) 227? cr s(s+1)
50

R —

et une estimation analogue a celle conduite par la Question (i) en tenant compte du fait que
Re s > ¢ pour tout s € Cyf implique toujours |a®| = eR¢* < a® car maintenant 0 < a < 1,
donne bien ce qui était demandé :

1 c+1i00 s
0= — — Y 4s
27T Joioo S(s+1)
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(k) Observons d’abord que pour v > 1 réel :

W) = ) Aln)

puis insérons :

[Somme finie] = Z (n)

(I) Continuons en décomposant :

hi(r) = 3 Al / Lol () du+ 3 A(n) /1 " L) du

1<n<x n>x o

= Z A(n Jc—n) + 0.

1<n<Lx

(m) Tout d’abord, une majoration du type :
logn < constante. - n° (Vn=>1),

valable pour tout ¢ > 0, montre, grice au critére de Riemann » >
k> 1,que:

el n” < 00 vrai pour tout

o0

log n
Z T
n=1

Observons par ailleurs, en revenant a la définition donné par la Question (d), que :
|A(n)| < logn (¥n>1).

Par conséquent, nous avons bien convergence normale :

o0

e RN

n=1
log n
<y
= nl+o
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(n) Avec a := 7, tout ce qui précede permet en effet d’intervertir sommation et intégration
pour calculer :

MOEEY A(n)x(l— g)

1<n<Le
ct+ioo (x/n)s

= 1
=N An)zr— g
nzl ()2 o /Oo s+

ctico s O s+1
o - % e—ico (; Aé?) s(i+1) *
oo / s+1
-w .. (- @)
Exercice 3. (a) Avect > 0, on a bien (facilement!) :
# <n| =  —n’t+2n||2| < —n2t+2|n|£|n|
(%) = —nzg.

Grace 2 cela, et 4 I’inégalité élémentaire ‘e%’mﬂ < e "2l pour démontrer que la série
infinie de fonctions holomorphes qui définit ©,(z) converge normalement sur tout disque
fermé Dy, de rayon R > 1 arbitrairement grand, majorons, pour |z| < R, en découpant la
somme en deux morceaux :

|@T(Z)| < i eiWTL2T 62i7rnz
n=-—oo
o
mr—g < 3 el
n=—oo
[(+)] < Z effrn2t+27r|n|R+ Z e—ﬂ-n2%
In| <2zl el
o
< constante(R) + Z e
n=-—oo
< 0.

Un théoréme du cours dii a Cauchy offre 1’holomorphie de ©, sur Dy, donc dans C tout
entier, puisque R > 1 était arbitraire.



406 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

(b) Reprenons cette majoration en analysant mieux le premier terme :

‘67(2)‘ < Z @7ﬂn2t+27"‘”‘ ‘Z|+ i 6771'112%

4|z| n=—oo

In|<=

—n2 42| N
< E e~ ™2 = 12l 1 mame constante

4|z

In|<=
o
2 2 gnlz? s A
[—mn’t < —mn*}] <e ¢ g e "2 4 méme constante |,
n=—oo
d’ou le résultat en prenant :
o0
8T —an2t
BZ:T et A= 2 E e Tz,
n=—oo

Ainsi, cette inégalité ‘@T(z)‘ < A el dit que O, est d’ordre < 2.

(¢) Pour cette fonction :

2imnz

2T €
Jz) ==+ Z ‘ 2imn’

nez*

de toute fagon, comme ——
2m|n|

aussi holomorphe entiere.
Pour z = z € R, clairement, le premier terme z de f(z) tend vers I’infini quand x —
00, tandis que la (grosse) série demeure en fait bornée (!) :

< 1, cela améliore les inégalités de la Question (a), donc f est

2iTnT
imn?r € —mn2t 1
e —| < e
2imn 27|n|
nezL* nez*
= E < o0,

donc on a bien :

lim f(z) > lim (z—E) = oo.

T—r00 T—00

Par conséquent, cette fonction f € &/(C) est non constante.

(d) Comme cette série f(z) de fonctions holomorphes converge normalement sur tout com-
pact de C, on peut la dériver terme a terme pour reconnaitre :

) 2271'71 62i7rnz
! — 1 Z7T’I'L2T
/ (Z) + Z ¢ 2imn
nez*
[Kaboom ] = 0.(2).

Comme f est non constante, O, est non identiquement nulle.
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(e) En effet, transformons ©.(z + m 7) en cherchant a faire apparaitre ©,(z), grice a une
translation de la variable de sommation :

@T (Z +m T) = Z eiﬂ'n27' 62i7T n(z+mt)

n=—o00
)
o § em’n T+2iTnmTt 6217rnz

n=—oo

_ Z el [(n+m)2—m?] 7 621'7r [n+m—m] z

n=—00
[eS)
[n+m =: k] — imMIT o 2iTmz E emrk T eZMrkz
k=—o00
= e LTMT e 2immz @T(Z)'

(f) D’apres la Question (b), I’ordre de O, est < 2.
Par I’absurde, supposons que cet ordre est < 2, a savoir, supposons 1’existence de p < 2
et de deux constantes tels que :

cePl” > 10,(2)| (Vz€C).
Comme O, # 0, le principe des zéros isolés fournit un z, € R réel en lequel O, (xy) # 0.

Alors en appliquant 1’égalité qui précede aux points xo + m 7 avec m € 7Z quelconque,
nous obtenons une minoration :

C P lzot+mTl? > |@T(1’0+m7‘)‘

2r €*2i7rm330 @T(x(])‘

— ‘efiwm
2
= ™" 10, (x0)
qui se métamorphose en une contradiction quand m — oo, car m —— m” a gauche croit
moins rapidement que m — m? a droite.

I
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5. Examen 3

Exercice 1. Onnote C' := {z = z + iy € C: 2% + y* = 1} le cercle unité dans C.
L’ objectif est de calculer des intégrales de la forme :

21
/ R(cost, sin t) dt,
0

ou R est une fraction rationnelle a coefficients réels :

P(z,y)

Rz,y) = 57—+

(3] Q(z,y)

dont le dénominateur Q)(z, y) n’a pas de pole sur C, c’est-a-dire que Q|C 0. A R(z,y),
on associe la fonction :

avec deux polyndomes P(z,y), Q(z,y) € Rlz,y],

1 2241 22-1
= R( y ; > .

1) 12 2z 21 2

On rappelle que C' est le bord du disque unité D := {|z| < 1}.

(a) Montrer que :

2
/ R(cost, sint) dt = 2ir Z Res/(zp).
0

zo€D
Indication: Ecrire z = ¢’ sur le cercle unité C.
(b) Pour un parametre réel a > 1, soit I’exemple :
1
a+y

Déterminer les deux poles z; et 2z, de la fonction f(z) associée, avec |z;| < |z2|. Indication:
Ne pas faire d’erreur de calcul ! z; et z; sont tous deux imaginaires purs.

R(z,y) =

(c) Calculer Ress(z1) en fonction de z; et de z,.

(d) Montrer que :
27
1 2
/ - dt=
o a-+sint a?—1

Exercice 2. Soit f: D — C une fonction holomorphe définie sur le disque unité D =
{z € C:|z| < 1} qui est bornée, au sens ou il existe une constante M < oo telle que

| f (z)‘ < M, pour tout z € . On suppose que f (r ew) converge vers 0 lorsque r =51,
uniformément pour t € [O, I [ :

Ve>0 dr.<1 <r8<r<1 — ‘f(re”)!és VtE[O,ﬂ).

(a) On introduit la fonction auxiliaire définie par :

7
g(z) = H f(zeii%ﬂ) (z€D).
k=0
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Vérifier que g € 0(D).
(b) Montrer que :

Ve>0 dr.<1 <r€<r<1 — ‘g(reia)}ga V@ER).

(¢) Montrer que g = 0.

(d) Montrer que f = 0.

(e) Tout cela serait-il encore vrai si, pour un entier n > 1 fixé, on supposait que f (r eie)
converge vers 0 lorsque 7 — 1, uniformément pour tout § € [0, = [?

Exercice 3. Dans le plan complexe C, soit un ouvert 2 qui contient le demi-plan supérieur
fermé :

Q> H = {zeC: Imz>0}.

Soit aussi une fonction holomorphe dans cet ouvert :

feo(N\ a0,

en-dehors d’un nombre fini K > 1 de points ay, ..., ax € HT tous contenus dans le demi-
plan supérieur ouvert H" := {Im z > 0}. L’objectif est de démontrer que :

R—0o0

lim /R f(z)e*dx = 2im Z Res (f(2)e”, a),
R k=1

sous I’hypothese que :

0= Tll—)n;O orgeagxn |f (T eie)

Y

et d’appliquer ensuite cette formule générale dans un cas spécifique concret.

(a) Soient deux angles 0 < #; < 6y < m, soit un rayon r; > 0, et soit une fonction h
continue dans le secteur angulaire fermé :

—r1

5‘91:92 = {Z e C: T1 < |Z’7 91 < ArgZ < 92}

. . 71
Dessiner soigneusement ce secteur Sy g, .

(b) Sans chercher a la démontrer au moyen d’inégalités, justifier par un dessin accompagné
d’explications éclairantes 1’inégalité classique suivante, valable pour tout 0 < 6 < 7 :

2
sinf > —0.
T

(¢) Montrer que :

w/2 ]
/ e—rsmérde <
0

(d) Soit une fonction continue h € €° (3;1792). On introduit, pour tout rayon r > 7y, les
quantités :

| X

My(r) = max ‘h(?"ew)

01<0<0>

Y
ainsi que les arcs de cercle :

Cy 0, = {r e?: 0, <0< 02}
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‘ / h(z) e dz

01,09

Montrer que :

< My(r) - m.

(e) En déduire que :
0 = lim / f(R ew) e’ iR e dp.
0

R—00

(f) Conclure, en détaillant précisément tous les arguments, que :

lim /R f(z) e dx = 2in Z Res (f(2)e”, a).
R k=1

R—00

(g) Montrer, pour tout r > 4, que :

1

< 2
L+ =7 + oy

Y

et ensuite, déterminer les deux racines complexes a et b du polyndme 22 + z + 1.
(h) Montrer que :

/OO - d 2m _§<cosl  sin 1)
——————dr = —e S —isins ).
oo B2+ 1 V3 2 2
Exercice 4. Sur un intervalle compact [a,b] C R avec —0o < a < b < oo, le célebre

Théoréme de Weierstrass stipule que toute fonction continue f € ‘50([a, b], R) peut étre
approximée a volonté en norme uniforme par de simples polynémes :

Ve>0 3IP=P.(x)€eR[z] telque m[a>l<)] !f(x) — P(x)‘ < e
z€la,

Existe-t-il un résultat similaire en Analyse Complexe? Tout devient 2-dimensionnel !
On va regarder un compact quelconque X C C, éventuellement d’intérieur non vide, et
des fonctions qui sont holomorphes dans un voisinage ouvert 2 O K, éventuellement tres
«resserré » autour de /. Dans ces circonstances, a-t-on :

Vfeo()) Ve>0 3P(z)eClz] telque ma&(‘f(z) — P(z)| < ¢e?
zE
Cela serait un résultat remarquable, car les polynomes sont des objets globaux, définis pour

tout z € C.

(a) Soit une série entiere ZZO:O a, 2" a coefficients complexes a,, € C, dont le rayon de
convergence R satisfait :
0 <R < o0.

Justifier, pour tout 6 > 0, I’existence d’un (grand) entier N(4) > 1 tel que, pour tout

n > N(J), on ait :
1
Ve, < =+9.
R

(b) Soit un compact K C Dy contenu dans le disque ouvert Dy de rayon R centré en
I’origine 0 € C. Vérifier qu’il existe 0 < r < R tel que K C D,.

(¢) En choisissant > ( assez petit pour que :

q = (%4—5)7’ < 1,
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montrer, pour tout N > N(0), I’inégalité valable quel que soit z € K :

0
" 1
E Qn 2
N=N

< gN——.
S4T,
(d) En raisonnant tres précisément, toujours avec X' C Dy compact, établir la propriété
attendue :

VfeODy) Ve>0 IP(z)eClz] telque mee}?‘f(z)—P(zﬂ < e

Exercice 5. Soit Dy le disque de rayon R > 1 centré en 0 € C, et soit un point {; € C' =
0Dy sur le cercle unité, i.e. avec |(y| = 1. L objectif est d’étudier les fonctions méromorphes
f € (De) NO(Dr\{C}) qui ont un unique pdle simple (d’ordre 1) en .

(a) Faire une figure, et justifier que f(z) = > - a, 2" se développe a I’origine en une
série entiére qui converge pour |z| < 1.

(b) Montrer qu’il existe une constante non nulle a« € C* telle que la fonction auxiliaire :

9(2) = f(x) = —

—Co
soit holomorphe dans Dy. Comment appelle-t-on o ?

[eS)
n=0

n

(c) Montrer que les coefficients b,, du développement en série entiere g(z) = >
satisfont b, — 0.

n—oo
(d) Montrer que a,, # 0 a partir d’un certain rang, puis établir que lim aai = (p, et enfin,

n—oo 4n+1

bnz

interpréter intelligemment ce résultat.

Exercice 6. [Sans indications] Sur le cercle unité C' := {|z| = 1}, soient n > 1 points
wy =et o w, =eavec) <t < 2rpourk =1,...,n.

(a) Trouver (au moins) un point 2* = e’ € (O satisfaisant :

I

1<k<n

z* ——1Uk‘:: 1.
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6. Corrigé de I’examen 3

Exercice 1. (a) Quand z € C, on peut écrire avect € R :
ot
z = e",

de sorte que :
1 1 ) 1 1 dz
cost:—<z+—>, smt:—,(z——>, dt = —,
2 z 21 z
et I'intégrale a étudier devient :

/027r R(cost, sint)dt = /CR<% (z+§), %(z—%))f—z

= f(z)dz.

c
Comme cette fonction R est méromorphe dans C, sans pdles sur le cercle unité C' = 0D,
le théoreme des résidus donne effectivement :

2w
/0 R(cost, sint) dt = /am f(z)dz = 2in Z Res; (),

zo€D

cette derniere somme étant finie, parce que Ress(zy) = 0 dés que f est holomorphe au
voisinage de z, et parce que f, qui est par construction une fraction rationnelle, n’a qu’un
nombre fini de poles dans .

(b) Avecy = 222;1 sur le cercle C, il vient :
1 1
flz) = — P
1 21z
2
224+ 2iaz—1
Les deux racines du polynome du second degré au dénominateur sont, d’apres les babylo-
niens :

21 = —ita+iva®—1 et 29 = —ia—1iVva®—1,
et elles sont bien imaginaires pures, avec méme :

|Zl| <1< |ZQ|.

(¢) Comme le pole z; est d’ordre 1, et comme on peut factoriser :

f(z2) = °

(z—21)(2 — 22)’
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le résidu demandé vaut :

Resf(z1) = lim (2 — z1) f(2)

zZ—2z1

. 2
= lim (== =), (z—21) (2 — 22)

o}

2

21—22'

(d) D’apres la Question (a), on a :

2m
1 2
/ _ dt:/,—dz
o a-+sint o 22+ 2iaz—1

= 2im Ress(2)
2

21 — 22

= ur
2
—ia+iva®—1—(—ia—iva®>—1)

= 0

= 20, T —
2i,va? -1
B 21
a?—1

Exercice 2. (a) Cette fonction-produit est constituée de 8 facteurs f(z e‘ikf). Comme

P

|z e~ T‘ = |z|, chacun de ces facteurs est holomorphe dans D, puisque f I’est, et ainsi,
g€ O(D).

(b) Découpons le cercle unité C' = { e 6 e R} en les 8 morceaux disjoints recouvrants
de longueur 7 :

Ainsi, pour tout 6 € [0, 27| fixé, il existe un unique entier ¢ = £(0) € {O, 1,2,..., 7} tel
que :

00)% <6 < (€0)+1) .
Autrement dit, les nombres réels :

tO) == 0—0(0)7 satisfont toujours : 0 < t(0) <

~13
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Alors I’inégalité / majoration utilisant le fait que f est bornée :

lg(re?)| = H ’f(rewe‘i%ﬂ)‘
0<k<7
= |#re? e ST et

0<k<T
k#0(0)

(O

< ’f(re’w’ 1 ))‘ M’

= |fre")] w
—_———

converge
uniformément
vers 0 quand r — 1~

fait voir grice a la convergence uniforme vers 0 valable pour 0 < #(¢) < 7 qui est notre
hypothese, que g(r eia) converge uniformément vers 0, pour tout 0 < 6 < 2.

Avant de poursuivre en nous précipitant trop vite vers la question suivante, observons
que ceci implique que g se prolonge contintiment & D, comme fonction identiquement nulle
sur le cercle unité C' = oD = ID.

(c) Un théoréme vu en cours énonce que sur un ouvert {2 C C borné — ce qui signifie que
son adhérence () est un compact de C —, toute fonction holomorphe h € £(Q) N €°(Q)
continue jusqu’au bord atteint toujours son maximum sur la frontiere du domaine :

max |h(z)| = max |h(z)].
max )] = e 1)
Ici avec h := g et avec ) := D, il vient sans effort au vu du résultat de la question

précédente :

max |g(z)| = max |g(z)| =0,

donc g = 0, effectivement !

(d) On raisonne par I’absurde en appliquant le principe des zéros isolés.
Sidonc f # 0 n’était pas identiquement nulle, alors chacune de nos 8 fonctions fi(z) :=

f(z e‘ikf) # 0 ne le serait pas non plus, pour tout k € {0,1,2,...,7}.
Or puisque 1’ensemble des zéros de toutes ces f} :

Zy = {ZO eD: fi(zo) = O} (0<k<T),

serait alors nécessairement discret dans ID a cause du principe d’identité, en restreignant les
considérations a un sous-disque compact fixé D, C D avec 0 < r < 1, on aurait alors la
finitude de 1I’ensemble de ces zéros :

Card (ka ﬂﬁ,.) < o0 (1<k<8).
Mais comme g = fof1f2- - f7 est un simple produit fini manufacturé, il est clair que :
Zg = Zfo UZf1 UZf2 U--- UZf7,

et puisque nous avons démontré (sans erreur!) dans la question précédente que g = 0, nous
déduirions de toutes ces fariboles une recette farfelue de cuisine géométrique :

D, = U {Nombre fini de points}

finie
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permettant de remplir par magie un disque de rayon > (0 avec un nombre fini de points, ce
qui devient du « Grand n’importe Nawak » !
Contradiction, donc, fatale s’il en est, qui nous permet de conclure que f = 0.

(e) Oui, tres certainement! Il suffit de procéder de maniere entierement similaire, en dé-
coupant :

(b) Le graphe de la fonction # — sinf se trouve au-dessus de la corde (du segment)
délimité par I’origine (0,0) et par le point (g, 1), comme le montre la figure suivante,
générée sur machine.
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1_

(c) Apres I’avoir inversée, on utilise la majoration qui vient d’étre rappelée :

N

d’ou :

2
—sinf < ——0,
T

w/2 )
/ e_’"s'“erde
0

w/2 )
é/ e " =0rd
0
1 w/2
N
_Zo; 0
m
=5 (=e"+1)
e
< -
2

(d) On majore petit a petit, avec des explications précises :

/T h(z) e dz

01,62

[|€ircos(9| _ |i6i9| _ 1]

[0<91 <92§7T]

[sin (m — @) = sin 0]

[Question (¢)]

<

02
‘/ h('rew) e're zre‘edﬁ‘
01

0
max ‘h(reie)‘ . ‘/2 eirc059—rsin9irei9d0‘
01

01<0<02

02
Mh(r)-/ el dp
0

1

M, (r) / e N0y qg
0

w/2 )

My (r)2 / e "0 df
0

My (r) - .
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(e) Avec les choix de ¢#; := 0, de #, := wetder := R > rq, les arcs C(‘}Jr sont des
. . —t
demi-cercles fermés contenus dans H = :
—+
6r={2€C: [z]=R, Imz>0} C H.

Pourvu que :

R > r; ;= 1+ max ‘ak|,
1<k<K

toutes les restrictions de f a ces demi-cercles :
h:=f

sont continues, et alors la Question (c¢) précédente s’applique pour aider a majorer 1’inté-
grale par une quantité :

R Y
CO,W

™ . ) )
/ f(Re?) eiRewiRewd@‘ = (2)e*dz
0 Ch
< i\ | .
< Orgaagxﬂ f(Re )‘ T,
— Y sy
R—0

qui tend vers zéro, grace a I’hypothese faite au début de cet Exercice.

(f) Dans le plan complexe C, soit le contour orienté dans le sens trigonométrique :
[-R,R]UCY,

consistant en le segment réel [—-R,R] C R C C, suivi du demi-cercle supérieur de rayon R,

que nous noterons en abrégé :
Ci = {z€C: |z| =R, Imz>0}.

Des que :
R > 1+ max ‘ak ,
1<k<K
ce contour ne rencontre pas les points (éventuellement) singuliers a4, . . . , ax de la fonction

fe ﬁ(Q\{al, ce aK}) , et donc, le théoréme des résidus donne :

/ f(z)e*dz = 2ir Z Res (f(2)e”, ax).
[-R,RJUCT

1<k<K

Or cette intégrale curviligne se décompose en deux morceaux :

R
/ f(z)e*dz :/ f(ac)eixdw—l—/ f(2)e” z,
[—R,RJUCT —R ony
—_———
—0

R — oo

dont le deuxieme vient d’étre vu comme disparaissant dans les limbes du zéro absolu, quand
R — 00, et donc, nous obtenons bien :

R
lim / f(z)e®dx = 2im Z Res (f(2)e”, ax),
R—00 R 1<hek

toujours sous 1’hypothese principale que :
0 = lim max |f(7’ei9)‘.

r—o0 0<0<T
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(g) En effet :

1 1 1 1
1+ o7 + oy

/N
N

—_
|
—_
|
ml"
—_
|
o
—_
|
N1\

Ensuite, encore griace a ces imbéciles anciens de babyloniens qui n’arrétent pas de nous
rappeler que leurs mathématiques étaient déja tres évoluées, plus de 4 000 ans avant nous,
les deux racines du polyndme 2% + z + 1 sont :

1443 —1—1i3

ce qui fait que grace a eux, on peut encore prendre 0,5 points « gratos » sur un sujet de L3
MFA !

) -1
(h) Tout d’abord, comme f_oo m—lg dr < oo converge et comme floo m—lg dr < oo converge

existe

. . z c12..2 . . T
aussi, I’intégrale considérée sur R =] — 0o, oo[ de la fonction continue z — e —

bien, c’est-a-dire :

R e daf [ e
lim / ——dx =: / ——dx
—oos Joo x4+ 1 oo T2 4T+ 1

R—00

existe, d’ol en particulier en prenant S = — R :

) R eix 00 61'36
i [ e [
rR—oo | a2+ +1 oo T2+ 1

La fonction z — ﬁ possede la propriété a laquelle sont soumises les conclusions
précédentes, a savoir elle satisfait bien :

i 1 ‘ " 1 1
Im max ; - = Im max .
6\2 7] 612 1 1
r—00 0<O<T (7’ e ) +re?v+1 r—o0 0<O<T |7"€7' | 1 —+ iy —+ m
) 1
r—oo 1
= 0.

Donc en observant que seul a = #ﬁ appartient a HI™, on obtient :

[e'e} eix . R eix
/ ——dx = I|m/ ——dx
o B2+ +1 Roo | o a2 4+x+1
e —1—|—i\/§)

242417 2

= 2¢7 Res (
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Il ne reste alors plus qu’a calculer soigneusement ce résidu sans se tromper :

12

Res (f(2)e”, a) = ZH_TZMO (2 — a)e (z—10)
= —

d’ou la valeur recherchée :

* e 2ime 2 L
- dv = ———— (cos§ —sin 5).
oo B2+ 1 i3
Exercice 4. (a) D’apres le cours, le rayon de convergence de >~ a,, 2™ est défini par :

1
2 = limsup {/|an],

n—oo

S

et alors la définition de la limite supérieure fournit bien, pour tout § > 0, un entier N(9) > 1
tel que :

1
n = N(9) — Vlan| < E+5'
(b) D’aprés un théoréme du cours, la distance entre K et le complémentaire C\Dy, est
strictement positive, et il suffit alors de prendre r satisfaisant :
0 < R—r < dist (K, C\Dxg).

(c) En effet, I'inégalité triangulaire suivie de la sommation d’une série géométrique offre :

o0

g an 2"

n=N

o0

<Y a2

N
m| =
+
(o)
N
3

-
3

[re K = |z| <]

<q¢ —.

(d) L attente au tournant de I’étudiant par le professeur était la suivante : il ne fallait pas
oublier de justifier tout d’abord, en vertu d’un théoreme du cours, que toute fonction ho-
lomorphe f € & (]DR) a une série de Taylor en tout point 2y € Dy qui converge au moins
dans le plus grand disque centré en z, qui est contenu dans D;. Au point 2z, = 0, ce plus
grand disque coincide avec Dy, et donc en vertu de ce résultat, la fonction [ est représentée
par une série entiére ) >, a, 2" qui converge dans Dy, ce qui fait que les considérations
précédentes s’ appliquent.
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Soit donc € > 0 arbitrairement petit.
Toujours avec K C D, C D, avec ¢ assez petit pour que (%—1-5) r = q < 1, choisissons
N(0) > 1 et N(e) > 1 assez grands pour qu’on ait :
1 n
nEN0) = Ja] < (3 +6)
1

N > N(g) = qu—ée,
—q

ce qui est possible car ¢ — 0 quand N — oo. En prenant :
N = max(N(d), N(g)),

si on découpe alors la série qui représente f(z) en deux morceaux :

N—1 o]
f(z) = Z anz"—l—z a, 2",
n=0 n=N
=: P(z)

dont le premier est visiblement un polyndéme de degré < N—1, on atteint ’'inégalité conclu-
sive :

o0
J— f— n
max|£(2) = P(2)] = max| 3" a2
n=N
. v 1
[Question (¢)] < qg ——
1—g¢
< e

Exercice 5. (a) D’apres un théoréme du cours, sur I’ouvert () := DR\{CO}, le développe-
ment en série entiere de f converge dans le plus grand disque centré en 0 qui est contenu
dans €. Comme |(o| = 1 par hypothese, ce plus grand disque est {|z| < 1} = D;. Avoir
fait la figure aura certainement aidé a deviner cette petite réponse !

(b) Puisque par hypotheése f a un pdle d’ordre 1 en (p, son développement en série de
Laurent autour de (y ne contient qu’une seule puissance négative de (z — QO) , la puissance

—1. Alors avec o := Resf((y) — oui, bonne réponse ! on appelle cela le résidu de f en
(o ! —, nombre complexe non nul car il y a un péle en (y, quand on soustrait f(z) —
f(z) — T = g(z), les puissances négatives disparaissent (il y en a une seule), et par le

théoreme de Riemann qui caractérise les singularités illusoires, cette fonction « nettoyée »
g(z) devient holomorphe au voisinage de (y, donc partout dans Dy.
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(c) Ce développement converge, d’apres le méme théoréeme du cours déja utilisé en (a), dans
Dy, c’est-a-dire que le rayon de convergence de » | b,2" est au moins égal a R > 1. Or on
sait que ce rayon de convergence se ‘calcule’ en examinant la croissance des coefficients :

limsup v/ |by|

< - < 1
n—00 RCV)\R

Le point-clé, c’est que E < 1, strictement. Car par la définition méme de la limite supé-
rieure :

1
Ve>0 3INE)>1 <n>N(e) — ”|bn|<E+s>,

dans laquelle on prend € > 0 assez petit pour avoir encore q := % + ¢ < 1, la conclusion
tombe comme une pomme :
>N(e)

‘bn‘ < (é—ira)n = 12—,

(d) Dans la relation qui lie notre gentille fonction g a la fonction f qui est a peine un peu

«méchante » :
(e}

9(z) = f(z) = ——=,
z—Go
il reste encore a développer en série enticre convergente ce qu’on a soustrait :

e o @) X G

n=0 n=0 0

ce développement en série géométrique étant convergent pour ‘ % ‘ |z[ < 1, et méme

normalement (donc uniformément) convergent sur tout sous-disque compact D, C ID; avec
0 <r<1fixé.
Grice a cela, dans I’égalité :

ni;(]bnz” = Zanz —i—Z <Cn+l> )

nous pouvons identifier (principe d’identlte) les coefﬁ01ents des puissances z", ce qui nous

donne :
(0%

n+1
0
Regardons alors ces égalités droit dans les yeux : a gauche, b,, tend vers 0, et a droite,

le module du dernier terme reste constant ‘C,ﬁ%‘ = % = |a|, puisque (o est vissé sur
0

b, = a, + (Vn>0).

le cercle unité. Ainsi, grice a I’inégalité triangulaire souvent utile }'y -0 | > H7| —
mais (hélas!) trop peu connue du grand public, qui permet de minorer une quantité, nous
pouvons minorer :

«

on] = | 2
"

o
> ‘gg“‘

= “a‘— §]a| >

par un plancher strictement positif a partir d’un certain rang. Nous obtenons donc 1’ autori-
sation préfectorale (!) de diviser par les a,, # 0 pour n > N > 1 grand.
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Ensuite, apres une simplification astucieuse du quotient :

brn g+1,a

__a_ oG —a
an bn 6L+1 <6L+1 C bn C(?)’L“"l —«
= = P = 0 —2 ,
An+1 bny1 — Cn% W bnt1 6‘* -«
0 CO
la détermination de la limite demandée devient ‘trop facile’ :
, an . by (M —a 0—a
lim = (o lim ———— = (o = (o.
n+2
n—00 (41 n—o0 bn—l—l 0 — 00— «

Or le critere de d’ Alembert énonce que quand une telle limite existe (en module!), on
retrouve le rayon de convergence de f(z) que 1’on connaissait déja :

o ‘ = Ko‘ = 1

Moralité : Quand 1’holomorphie d’une série entiére > a,z" est «bloquée » par un seul
pdle simple — ici (; de module 1 — a peine un peu « méchant », on peut « reconstituer la
trace » de ce pole en « lisant » simplement les coefficients de Taylor a,,.

RCV(f) = lim

n—o0

Ap+1

Exercice 6. (a) L’idée est d’introduire la fonction polynomiale (donc holomorphe) :
1) = I (- w):
1<k<n

Comme |wy, |_: 1, le principe du maximum (vu en cours) appliqué a la fonction f €
oD)NE° (]D)) holomorphe dans le disque unité et continue jusqu’au bord donne :

b= I ol = (O] < max|f(:)].
1<k<n

Ensuite, paramétrons donc les points z = ¢? du cercle unité C' = 9D par la variable
réelle 6 € R, et notons :

o(0) = [f(e)] = [ [e”—e™
1<k<n
Cette fonction > 0 continue s’annule en tous les 6 = ¢;,, donc comme n > 1, elle s’annule

au moins une fois !
Mais par ailleurs, nous venons de voir presque sans nous en rendre compte que :

1 < max ¢(0),
(SIN

et par conséquent, le théoreme des valeurs intermédiaires (niveau L1) fournit bien un réel

0* en lequel elle vaut :
1= (13(9*) = H ‘eie* —wk‘.
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7. Examen 4

Exercice 1. L’objectif ici est de produire une démonstration simplifiée, due a Landau, de
la derniere partie (difficile) de la démonstration du théoréeme de factorisation de Hadamard
pour les fonctions entieres d’ordre fini. Des préliminaires sont nécessaires.

(a) Soit un rayon R > 0, soit un ouvert w O ER(O) — Dy, et soit une fonction holomorphe
¢: w — C. On suppose que ‘gp(z)| < S < oo pour tout |z| < R et que ¢(0) = 0. Montrer

que :
S _
lo(z)| < E|Z| (V2 €Dy).

Indication: Utiliser @.

(b) Soient encore R > 0 et O Dy un autre ouvert. Pour toute h € & () et tout rayon
intermédiaire 0 < r < R, on note :

M,(r) = max!h(z)‘ et Ay(r) = max Re h(z).
On note aussi C, := {|z| = r}. On supposera toujours que h(0) = 0 et que h est non

constante. On admettra la propriété 0 < A,(r) < A,(R) pour 0 < r < R, conséquence
élémentaire du principe du maximum. On introduit :

_ h(z)
Sy Wyl
Vérifier, pour |z| =ret0 <7 <R, que:
Re (2A,(r) — h(2)) = Au(r),

et montrer que ¢ est holomorphe dans un voisinage ouvert de Dp.

(¢) On décompose en parties réelle et imaginaire h(z) = u(z) + iv(z). Montrer que
|<p(z)]2 < 1 pour tout |z| < R.
(d) Montrer que :
2A,(R) |2|
R—[z]
(e) En déduire 1I’inégalité de Borel-Carathéodory, valable pour tout rayon 0 < r < R :

M) < 20 A w).

R—T
(f) Maintenant, on souhaite généraliser cette inégalité aux dérivées de h d’ordre quel-
conque. Soit un rayon intermédiaire quelconque 0 < r < R, et soit z € (). arbitraire.
On pose :

KON

et on introduit :
Cplz) = {CeC: [(— 2 = p}.

Dresser une figure élégante.



424 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

(g) Montrer que :
4R

R—7r

max |h(¢)| <

|(—zl=p

Ah(R).

(h) Montrer que pour tout 0 < r» < R et toutentier n > 0, ona:

2" T2 nlIR

R =)t n(R).

max‘h )} < =

|2 =r
(i) Maintenant, soit f € ¢(C) une fonction holomorphe entiere avec f(0) = 1 dont I’ordre
de croissance py < oo est fini. Soit £ := Ent ps, d’ou k < py < k + 1. Pour ¢ > 0 assez
petit, en posant p := py + €, on a encore K < p < Kk + 1, et il existe par définition une
constante C' > 0 telle que :

}f z ‘ < Cell (Vz€C).

On suppose que f posseéde un nombre infini de zéros isolés {an}n ordonnés par modules
croissants 0 < |a,| < |an41| et répétés v fois aux zéros d’ordre v > 2. Ainsi, f(z) = 0 si
et seulement si z = a,, pourunn > 1.

En cours au tableau, on a démontré que :

> 1
Z |a |n+1 < ©o0.
n=

Ensuite dans le polycopié, en introduisant les facteurs canoniques a exponentielle polyno-
miale de degré « :

E. (%) = (1-2) e tE G ()T

on a aussi démontré la convergence normale sur les compacts de C du produit infini :
oo
=11 2@
n=1
fz)

Comme f(z) et TI(z) ont les mémes zéros, les singularités de fi(;) sont éliminables, cette
fonction n’a aucun zéro, d’ou il découle comme C est simplement connexe que son loga-
rithme existe, et par conséquent on peut écrire :

flz) = Q) ﬁ Eﬁ(i) — ﬁ ean+ (&) 4+ ((fn)“
n=1 / n=1

au moyen d’une certaine fonction holomorphe entiere ) € &(C).

En admettant ces résultats, la fin difficile de la démonstration du Théoréme de facto-
risation de Hadamard consistait a établir que QQ(z) € C|z] est alors nécessairement un
polyndme de degré < k. Les arguments qui suivent, dus a Landau et tirés du traité¢ de
Titchmarsh, offrent une alternative élégante a la démonstration originale vue en cours.

Justifier trés rapidement la formule dans C\{a, }

n=1"

i v (e Rl e i)
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(j) Soit un rayon arbitraire R > (0. On introduit la fonction :

I O
gR( ) . H|an\<R (1 - a%)

Montrer qu’il existe un ouvert w O Dy (0) et une fonction holomorphe hy € €(w) avec
hx(0) = 0 satisfaisant e"*(*) = g, (2).

(k) Montrer qu’en tout point z € w O Dy, ona:

Q) = W)+ Y

|an|>R

k!
(a'n _ Z)H-‘r]. :

Indication: On admettra, sans chercher a la justifier, la dérivabilité terme a terme.
(1) Montrer que pour tout z € C avec |z| < 2R,ona:

|gR(Z)| < OV,

(m) Montrer que pour tout z € D, avec0 < r < R,ona:
213 () 4+ 1)IR
(R —r)rt2

]h}(fﬂ)(z)‘ < [log C' + (2R)"].

(n) Démontrer que Q(z) € C|z] est un polyndme de degré < k.

Exercice 2. Pour deux rayons quelconques Ry > R; > () et deux autres rayons quelconques
R5, > R} > 0, on introduit dans ’espace des z = = + i y et dans I’espace des 2’ = 2’ + iy’
les anneaux ouverts :

Agir, = {z€C: Ry <|2| <R} et ;/17]{,2 = {7z € C: R < || <Ry}.
z N 3 ) z 13 l 4 A y

Les anneaux fermés ou les ‘<’ sont remplacés par des ‘<’ seront notés Ag, x, et AR/1 Ry

A . . A N / N N

Grace au biholomorphisme z — = de C* et grice a 2+ 5, onseramene Ry = 1
1
etaR; =1, etonnote alors R := {2 > 1 etR' := 2> 1.
1

L’ objectif est d’établir qu'un anneau A, ; est biholomorphe a un autre anneau A'LR, si et
seulement si R" = R.

On se ramene évidemment a R > R > 1, et on suppose donc qu’il existe un biho-

lomorphisme f: A;x — A ., d’inverse holomorphe Ay <— A, : f~'. On le note

2z +— f(z) = 2’ et on note son inverse z = [~1(2) +— 2.
(a) Dans I’espace d’arrivée, soient des rayons intermédiaires quelconques 1 < P/ < Q' <
R’. Montrer que 1’ensemble :

KP’,Q’ = {Z GAl,R: P/ < ’f(z)’ < Q/}

est un compact de I’ouvert A; . Indication: Penser a f L

(b) En notant C,, = {z € C: |z| = r}, on introduit les deux distances strictement posi-
tives :

d = dISt (Cl, KP/,Q/> > O et e = dISt (CR7 KP/,Q/) > 07
puis on abrege :

D:=1+d et E =R —e.
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. z 7z 7z . z p— _/ .
Sur une figure de qualité, représenter précisément A, g, f, A’LR,, f 1, AP/7Q,, Ky o, et aussi,
mais dans une couleur distinctive, A; ,, Ag x.
(c) On considere I’application réelle |f|: A; x — ]1,R’[ définie par z — |f(z)], plus
simple a étudier que f. Montrer que 1’ensemble :

1) = {If(2)| €Ry: 1 <|z] <D},
est un intervalle ouvert connexe non vide, contenu ou bien dans |1, P’[, ou bien dans |Q’, R[.

(d) * Montrer que :
lim |f(z)}

|z|—1
z €A1 R

existe, et vaut ou bien 1, ou bien R’. Indication: Quand | f|(A; ) C ]1,P'[, montrer que cette
limite vaut 1.

Rl

(e) Apres un changement éventuel d’application f — % qui échange 1 «— R/, on se

N N 7
ramene a :
lim | f(2)] = 1.
|z|—1
zE€A R
Montrer qu’on a alors :
lim |f(z)| =R
|z| =R
ZEAl,R

et conclure que | f| se prolonge par continuité a I’anneau fermé Ay .

(f) On suppose temporairement pour simplifier que R’ = R™ pour un certain entier n > 1.
On introduit la fonction g: A; ; — C définie par :

9(z) = 27" f(2).
Montrer qu’il existe une constante 3 € R telle que :

9(z) = e’ (VzEALR).

(g) En déduire que n = 1, et donc, que R’ = R.

(h) On traite maintenant le cas général ou R" > R > 1 n’est pas forcément égal a une
puissance R". On introduit :
_ logR’

= t = VzeEAlR).
P g R e o(2) (Vz€AL )

L’objectif est de démontrer que ¢(z) < 1 sur ZLR. Que vaut gzﬁ‘a A, ? On suppose par
R
I’absurde qu’il existe w € A; x avec :

max (z) = ¢(w) > L.

z€AR
Soit le demi-anneau ouvert :
Dt
C’LU - DZU) mAl}R,

ot D est le demi-plan ouvert contenant w qui est bordé par la droite D;,, engendrée par
I’origine 0 et par 1w, de telle sorte que :

max ¢ = max ¢ = ¢(w).

A r C
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+

w?

Dresser une figure contenant 0, A4 , w, w, D;,,, D
simple connexité de C,,.

C.,, puis, justifier intuitivement la

(i) Montrer qu’il existe une fonction holomorphe g € ¢(C,,) telle que |g(z)| = |z|~P pour
tout z € C,,.

(j) Montrer que ¢(z) < 1 sur ZLR. Indication: Dériver une contradiction en examinant ce qui
se passe sur 0A; x N IC,,.

(k) Modifier / adapter les raisonnements pour démontrer symétriquement que ¢ > 1.

(I) Soit maintenant log z la détermination principale du logarithme, fonction holomorphe
sur C\R_ satisfaisant log 1 = 0. Montrer que la fonction :

h(z) = e P18 f(2)
est holomorphe dans ALR\]R_, continue sur ZLR\R_ et qu’elle est de module constant
|h(z)| = 1.
(m) Montrer que h est constante sur ZLR\R_.

(n) Soit un point quelconque 25 € A;x N R_. On note AfR :=A;xN{xImz>0}.En
comparant les deux limites :

Jim h(z) avec Jim h(z),
ZEA;,R zeAtR

montrer que p € Z.

(o) Conclure.

(p) Déterminer tous les biholomorphismes f: Ajx — Aj .
(q) Existe-t-il une application holomorphe surjective D — C?
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8. Corrigé de I’examen 4

Exercice 1. (a) Puisque ¢(0) = 0, la fonction indiquée £G) 3 une singularité éliminable

en z = 0, donc @ est holomorphe dans w O D¢ (0). Le principe du maximum offre alors :

max M < max @
|z|<R z |z|=R zZ
S
< )
R

d’olt en éliminant le dénominateur |¢(2)| < 2 |z|, y compris en z = 0.
(b) Cette question, vraiment donnée, était destinée a tester chez les étudiants leurs capacités
de lecture et d’assimilation de contenu. En effet, aprés soustraction de Ay (r), I'inégalité

demandée revient a :
Re (A4(r) — h(2)) = 0 (VzeCy),
et ceci est une reformulation de la définition de A, (r).

Puisque le dénominateur de ¢ ne s’annule alors jamais lorsque z € Dy, on en déduit que
v est holomorphe dans un certain voisinage ouvert intermédiaire Dy C w C (2.

(c) En effet, I’inégalité que nous venons de démontrer allié a u(z) < A (R) et la définition
nous donnent :
—2A,R) +u(z) < u(z) < 2A4(R) —u(2),
pour tout |z| < R,d’ol:
u(2)? < (244(R) — u(2))’,

et alors il devient visible que :

’go(z)‘z _ u(z) +iv(z) 2 _ u(z)? 4+ v(2)?
2A5(R) —u(z) —iv(2) (2A,(R) — u(z))2 +v(z)?
. (245(R) — u(2))? + v(2)?
(245(R) — u(2))? + v(2)?
= 1.

(d) Avec s = 1, la Question (a) s’applique a la fonction ¢, et donne I’'inégalité :

|90(Z)‘ < %|Z| (V2 € Dg).

Maintenant, dans la définition de ¢(z), on peut éliminer le dénominateur :

p(2) 2An(R) — p(2) h(2) = h(z),

2A5(R) p(2)
M) = 0

afin de résoudre :
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pour ensuite utiliser I’inégalité obtenue :

2A,(R) o(2) 24,(r) 2

eIl = ‘ 1+90(i) 1- L
_ 2A,(R) 7|
R—|z] ~

(e) En effet, en prenant le maximum ci-dessus pour |z| = 7, il vient sans effort :

2A,(R
|z|=r R—r
et il fallait étre capable de voir que 27 = r + 7.

(f) La voici :

(g) Observons tout d’abord que pour ¢ € C,(z) quelconque, on a :
I <IC—2l+1l = ptr =55 +7r = 55 <R

Une application du résultat de la Question (e) au disque fermé en pointillés de rayon RT”

centré en 0 qui contient le disque D, (z) donne :

max |h(¢)] < max |h(¢)]
¢—21=p ¢ < KEr
R+7 R+7
A _l’_ 7
S oo A(®)
2

2R+ 27r
= —— A;(R
R—7r n(R)

4R
- rAh(R).

<

(h) Pour la dérivée n-ieme de h en un point quelconque z € C)., la formule de Cauchy sur
le cercle C,(z) s’écrit :
nl h(Q)

Py = [ M8y
(Z) % Co(2) (C-_Z)n_H Ca
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et donc nous pouvons majorer simplement son module grace a ce qui précede :

nl h(¢)
2im /cp(z) (¢ —z)ntt dt

n! 4R 1

% R—17r h(R> p'rH—I 27Tp
4R 2m

A, (R) ———

R—rn(®) (R — )"
2nt2 nlR

— —(R—r)”+1 n(R).

)] =

= nl

(i) Le produit infini étant normalement (absolument) convergent, cette formule valable pour
oo
=1

z appartenant a C\ { an, }n_

JJCC’((j)):Q,(Z>+§;(_ ! +d%[i+%(i)2+~-+l(i)“}),

ap — 2 an,

signifie que la dérivée logarithmique du produit infini est la somme, convergente normale-
ment sur les compacts, des dérivées logarithmiques des facteurs.

En cours au tableau, on a vu le cas simple ou tous les facteurs du produit infini sont des
fonctions holomorphes ne s’annulant jamais.

Dans une partie du polycopié (non traitée a 1’oral) consacrée au Théoreme de Mittag-
Leffler, on exprime précisément ce qui est entendu par convergence d’une série de fonctions
rationnelles.

(j) Puisque les zéros de f(z) sont exactement les a,,, dans un petit voisinage ouvert w, > z
de tout point z appartenant au disque fermé Dy, les singularités de la fonction gg(2) sont
illusoires, notamment lorsque z = a,. De plus, quitte a rapetisser ces ouverts, on peut
supposer que gi ne s’annule jamais sur w,.

Ensuite, comme Dy est compact, un nombre fini wy, ..., w, de ces ouverts le recouvre
grace a Borel-Lebesgue, et donc 'ouvert w := w; U---Uw, D D convient. On peut alors
méme réduire w de telle sorte que w = Ds O Dy soit un disque ouvert de rayon S > R
légerement plus grand.

L’intérét, c’est que w = Dy est simplement connexe, car alors un théoreme du cours
garantit ’existence d’une fonction holomorphe h; € O(w) avec hy(0) = 0 telle que

ehk(z) — gR(Z)-

(k) D’un premier coté, une dérivée x-ieme de la formule obtenue a la Question (j) fait
disparaitre les nombreux termes polynomiaux de degré < x — 1 situés a la fin :

() 76 - o2 (a2geo)

n=1
| |
— O+ () _ v _
FECID IR
lan|<R lan|>R

la dérivation terme a terme étant justifiée par une convergence normale présentée dans la
section du polycopié consacrée au Théoreme de Mittag-Leffler.
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D’un deuxieéme cdté, partons de la dérivée logarithmique de la fonction g () :

) Fe) 1
() ) 2 a—2

et re-dérivons-la x fois sans modération :

hgn+1)(z> _ (i)ﬁ 9:(2)

- (;) J}'(j) "

Une comparaison « ceil-de-lynx » entre ces deux formules conduit au résultat demandé :

|
QUG = W@+ Y
z K

k!
Z m‘

n
|an|<R

lan|>R (an N
(I) Prenons z € C avec |z| = 2R. Alors pour tout zéro a, de f tel que |a,| < R qui
intervient dans la formule définissant g (z), on a la minoration :
z 2R
——1z2|—-12——-1=1,
ap ap R

d’ou découle la majoration demandée :

£ (2)]
h H|an\<R 1

= |£(2)]

< C P,

£(2)
(2] < ‘H.an@ T

an

Comme g, € O(C) est holomorphe enti¢re, le principe du maximum garantit alors que
cette estimée reste vraie dans Dy (0).

(m) Revenons maintenant & w O Dy — et non pas Dy, — afin de pouvoir travailler avec
hx = log gr. En prenant le logarithme de 1’inégalité de la Question (1), mais vue sur Cg,
nous obtenons :
Rehy(z) = log|gr(z)| < logC + (2R)” (V]2 =R).
Autrement dit :
Ay (R) < logC + (2R)”.

Maintenant, nous pouvons enfin appliquer I'inégalité¢ de Borel-Carathéodory pour les
dérivées, obtenue dans la Question (h), avec I’ordre de dérivation n := x + 1, ce qui nous
donne, pour tout rayon 0 < r < R strictement inférieur tout en tenant compte du principe
du maximum :

253 (k + 1)IR
(R _ ,,a)n+2

[IogC’nL (QR)'D}.

(n) Prenons r := % R dans I’inégalité qui précede :

2245 (1 4 1)IR
Rl€+2

— O(rrY),

et observons, puisque p — Kk — 1 < 0, que ce majorant tend vers zéro lorsque R — oo.

max ‘h,(fﬂ)(z)}
|l21<5

[IogC + (2 R)p]

N
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Ensuite, en revenant a la formule de la Question (k), nous pouvons majorer :

K!

(an _ Z)n—i—l'

’Q(k—&-l)(z)’ < }h§k+l)(z){ + Z

lan|>R
Toujours en supposant |z| = % R, il vient pour les a,, concernés :
’an - Z‘ > an| — |2 = %’anlv
d’oll un majorant utile pour la somme restante :

1 2

|an — 2| h |an|.

Enfin, grace au principe du maximum appliqué a la fonction holomorphe entiere
QU (z) sur D1 nous obtenons pour tout 2] < 3 R une inégalité :

26+ Kl
\an\’”l’

(k+1)( < p—r—1
QH()| < O+ Y

<o lan|>R
R — o0

dans laquelle le deuxieme majorant tend aussi vers 0 lorque R — o0, parce que la série
3 ml%ﬂ < oo converge, comme cela a été rappelé plus haut.

En conclusion, cette inégalité force via Liouville la dérivée Q") (z) = 0 a étre identi-
quement nulle, donc Q(z) € C|z] est un poolynéme de degré < .

Exercice 2. (a) Comme f est bijective, il est clair que :
_ p=1(x N %! _ / Lo / /
KP’,Q’ = f (AP’,Q’> ou AP’,Q’ = {Z c (C P < ‘Z | < Q },

. . —/
et comme f~! est continue, elle envoie cet anneau compact A, ,, — contenu dans I’anneau
ouvert A, s sans effleurer 0A; » — sur un certain sous-ensemble de 1’espace de départ qui
est compact, d’apres un théoreme connu de topologie générale.

(b) L’intérét d’élaborer une figure est de prendre conscience que le premier anneau-tampon
A, , remplit au mieux 1’espace entre le petit cercle bordant C; C 0A; y etle compact Ky o,
et aussi, que le deuxieme anneau-tampon A; ; remplit au mieux I’espace entre le grand
cercle bordant Cy C 0A;y et le méme compact Ky . Un autre intérét, c’est que cela
a permis d’ajouter quelques longues heures-malus de travail supplémentaire au troisieme
correcteur.
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(c) Comme I’anneau ouvert A; , est connexe, et comme |f| est continue, son image
|f] (A1,D) est un ensemble connexe, d’apres un théoreme connu de topologie générale. Il
est non vide parce que D > 1.

De plus, comme f est un biholomorphisme, un théoréme du cours assure que f est une
application ouverte. Il s’ensuit que | f| est aussi une application ouverte, car f est a valeurs
dans C* D A, et car w — |w| de C* a valeurs dans R*, est ouverte. Par conséquent,
| /1(A1,5) est bien un intervalle ouvert connexe.

Par ailleurs, par définition de :

D = 1-+dist (Cl, KP/7Q/),
on voit, comme cela a déja été compris au moment d’élaborer la figure, que :
@ = Al,D N KP’,QH
et puisque Ky o = | f| 71 ([P, Q]), ceci force :

[fl(Arp) € JLR[\ [P, Q]
= ]1,P'[ U ]Q,R[.
En définitive, I’intervalle ouvert connexe non vide |f| (A1,D) ne peut donc étre contenu

que dans un seul des deux intervalles ouverts connexes |1, P'[ et |Q’, R’[, qui sont disjoints,
car P’ < Q' depuis le début.

(d) Supposons comme indiqué que notre intervalle ouvert connexe | f| (ALD) est contenu
dans |1, P'[. Il s’agit de démontrer que :

Ve>0 35=0() >0 (1<\z|<1+5(g) — 1<\f(z)\<1+g).
De maniere similaire a K o, avec € > 0 petit, introduisons 1’ensemble :
L. = {z€Aix: 14+e<|f(2)] <Q}.

. X —/
Des que 1 4+ ¢ < P/, on a clairement L. O Ky . A nouveau, L. = f~'(A; ) estun
compact de A, i, puisque f est continue.
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Ensuite, considérons la distance de ce compact au cercle unité :
d(e) = dist (C’l, LE) > 0.

Si z est un point proche de C dans I’ensemble qui nous intéresse, i.e. si 1 < |z| < 146(¢),
d’ou z & L., on en déduit comme on 1’a déja fait plus haut que :

[f(2)] € JL1+e[ U QR
et ce qui pourrait €tre génant, c’est que cette valeur appartienne au deuxieme intervalle
|Q’, R’[, ce qui signifierait que f(z) est trés loin du cercle C'.
Mais heureusement, comme ce compact L. O Ky o est plus gros, il est clair que :
5(8) < d = dist (Cl,K})/7Q/)7
ce qui implique une inclusion entre anneaux cruciale :
A1,1+5(5) C Aiita
Si maintenant z est un point quelconque dans I’anneau qui nous intéresse :
z € A1,1+6(€) C Aip,
il vient :
f(2)] € [fI(Arp)
[Hypothése en cours] C } 1,p [,
et en comparant avec 1’appartenance obtenue plus haut, nous obtenons :

|f(z)] € JLP[ M (}1,1+5[ U ]Q’,R’D
= ]1,1+¢[.
ce qui offre le résultat en faisant ¢ — 0 :

lim |f(z)| = 1.
z|—1
i
Quand | f|(A1,) C ]Q/,R'[, le méme type de raisonnements (symétriques) permet d’ob-
tenir que la limite en question vaut R’.

(e) En utilisant les compacts alternatifs paramétrés par ¢ > 0 :
H. = {z€Ax: P <|f(2)| <R —¢},
le méme type de raisonnements montre que la limite en question :

lim - [f(z)] € {1, ®"}
z éAl,R
existe et vaut ou bien 1, ou bien R'.
Supposons par 1’absurde que cette limite vale aussi 1. Mais comme f est surjective, il
existe en tout cas une suite {wn}:l1 de points w,, € A tels que | f (wn)’ — R.
- n—oo

Observons qu’il est impossible que |w,| — 1 ou que |w,,| — R, car nous venons de
. oo
supposer que | f(z)| — 1 quand |z| — 1 et quand |z| — R. Donc cette suite {w, }
reste dans un certain compact de ’anneau ouvert A, , et grace a Cauchy, une certaine
. 0o . . .. .
sous-suite {wy, },_, converge vers un certain point intérieur :

k— o0

k
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Mais alors comme f est un biholomorphisme, on a f(ws) € A}, c’est-a-dire 1 <
| f (woo)| < R/, ce qui contredit le fait que la continuité de f en w., donne :

R = lim | f(wn,)] = |f(wso)].

k—o00

Ainsi, |f| se prolonge par continuité 4 ’anneau fermé A, ;, avec | f| | ¢, = 1ainsi que :

/]

(f) Grace aux questions qui précedent, nous savons que g, holomorphe dans A, , est conti-
nue sur A; &> puisque la singularité z = 0 de = n’appartient pas aA, R-
La présence de z~" en facteur force alors les limites des modules au bord a étre égales :

—
C’R_R'

lim |27 f(2)] = 17" lim |f(2)] =

|z]—1 |z]—1
lim (27" f(2 )|: R~ lim | f(z ’ R"R = 1.
|z| =R |z| =R

On en déduit que ‘g(z)} = 1sur 0A; x = Cy U Ck. Le principe du maximum donne alors
l9(2)] < ldans A ;.

De plus, comme g ne s’annule jamais, la fonction % est aussi holomorphe dans A; x
et continue dans ZLR, et son module vaut aussi % = 1 surle bord 0A;x = C; U Cy. Le
principe du maximum — encore lui! — donne donc |ﬁ} < 1 dans ZLR.
z)| = 1 dans ZLR.

Mais alors, le principe du maximum — encore lui et toujours lui! qu’est-ce qu’il est

collant! — montre que g est constante, et comme elle est de module 1, il existe 5 € R tel
que g(z) = €.
(g) Comme ¢’ = g(z) = zln f(2), nous obtenons miraculeusement :

f(z) = ¥ 2m (VzEALR).

Si cet entier n > 2 n’était pas égal a 1, d’ou e " # 1, alors la fonction f ne serait pas
injective, car pour un rayon intermédiaire quelconque 1 < r < R, on aurait :

2im 2im

F) = 37 = o (re®)" = f(re),

ce qui contredirait I’hypothése que f est un biholomorphisme A; , — A’LR,, donc a mi-
nima est une application injective.

(h) La figure suivante contient les 7 éléments exigés :
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Aix

On «voit» que ce demi-anneau C,, n’a aucun «trou» en son intérieur de Jordan, donc
cet ouvert est simplement connexe.

(i) Comme nous venons de démontrer de la maniere la plus rigoureuse qui soit, du point
de vue des mathématiques axiomatiques, que C,, est simplement connexe, et comme la
fonction identité z — z ne s’annule jamais sur C,,, un théoréme du cours fournit un loga-
rithme complexe de cette fonction, et plus précisément, il fournit une fonction holomorphe
G € 0(C,) telle que :

e =z (VzeCuy),
d’ol en prenant les modules :

eRe G(z) G(z)|

et | (& —= |Z’ s
et enfin, en prenant la puissance réelle moins p-ieme :

e PReG(2) _ || 7P,

Ainsi, nous avons construit une fonction holomorphe :
o(2) = e,
qui satisfait bien |g(z)| = |2|~P.
(j) Tout d’abord, on a bien compris que la fonction produit g f € ¢(C,) N ¢°(C.),
holomorphe dans notre demi-anneau et continue jusqu’en son bord, satisfaisait :
|9(2) f(2)] = [P [f(2)| = o(2) (v2€Cu),

et que, d’apres ce qui précede, elle atteignait le maximum de son module en le point inté-
rieur w :

max |9(2) f(2)] = |o(w) f(w)] = ow) > 1.

z€Cy
Mais alors, le principe du maximum la force a étre égale a une certaine constante :

9(2) f(2) = « (Vz€Cu),
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qui est de module |a| = |g(w) f(w)| > 1 strictement supérieur & 1, et par conséquent
aussi :

o(z) = |9(2) f(2)] = |a] > 1 (VzeCu).
Mais cela est impossible ! — car le bord de notre demi-anneau intersecte non triviale-
ment le bord de I’anneau de départ le long de deux demi-cercles :

OALR ﬂ an - [01 ﬂl_);} U |:CR ﬂl—DIﬂ}?

‘{ilzp)l = |« avait été construite exprés pour valoir

le long desquels notre fonction ¢(z) =

identiquement 1 # || — contradiction !
(k) En supposant par 1’absurde qu’il existe un (autre) point w € A,  avec :
min ¢(z) = o(w) < 1.
ZEALR

tous ces arguments se transferent a la fonction inverse :

|2[P 1
P(z) = = :
f() #(2)
et on obtient ¢/ < 1 dans KLR, c’est-a-dire ¢ > 1.
En définitive, nous avons établi que :

[f(2)] = 1=

(1) En effet, h(z) est holomorphe, puisqu’elle est produit de fonctions holomorphes dans
ALR\R_. Elle est continue sur ALR\R_, puisque f I’est d’apres ce qui précede, et puisque
log 2 est continue sur C\R_ D ZLR\R,. Enfin :

|h(2)] = e PReREZ | f(2)] = e PERf(2)] = [o] 7| f(2)] = (2) = L.

(m) Comme !h(z)‘ = 1, le module de la fonction h(z) holomorphe dans I’ouvert connexe

ALR\R_ atteint son maximum en un (en tous les) point(s) intérieur(s) z € A;, donc le
principe du maximum la force a étre constante dans A, . Par continuité, elle est alors aussi
constante sur Ay \R_.

log R’

log R (VZ EZLR)-

Mais attention ! Cette fonction h(z) n’est a priori pas continue sur A g, car cet anneau
est « tranché » par R_ a cause du logarithme.

(n) Gréice a notre connaissance de la fonction log z = log |z| +i Arg z pour z € C\R_ avec
|Arg z‘ < m,1l vient :

Bm A = e ) e lim h() = e P P S ()
ZeAl_,R zeAiR

Comme h est constante ces deux limites doivent s’égaler, et comme |29| P f(zo) # 0, nous
en tirons :
efp(fiﬂ) _ efpiﬂ — ep2i7r -1
— p € Z.

log R’

Toutefois, p = fog K

> 1,donc p € N3;.

(o) Mais quand p = n € N>, nous avons déja travaillé pour obtenir p = 1! C’est terminé !
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(p) Nous avons vu que les deux limites :
¢y = lim ‘f | et lg == lim |f ‘

|z]—1 |z]—R

existent et valent simultanément ou bien ¢; = 1, /; = R, ou bien {; = R, {; = 1.
Dans le premier cas, la fonction ! ( ) est holomorphe dans A; , continue et jamais nulle

sur A, r» €t son module vaut constamment 1 au bord. Une double application du pr1n01pe

du maximum (vue en TD et revue plus haut dans un contexte plus compliqué) a ACINE
f(z) montre alors que cette fonction est constante. Donc il existe une constante § € R telle
que f(z) = € 2.

Une rotation ! Rien qu’une rotation! Ah mais oui, un anneau, c¢a roule un anneau, ¢a
roule tout seul !

Le deuxieme cas se ramene au premier apres avoir effectué la transformation z — % ,
et donc on en déduit que f(z) = ' £,

Dans tous les cas, le groupe d’automorphismes holomorphes d’un anneau quelconque
A,  est engendré par une unique inversion et des rotations d’angle quelconque :

Aut pihol (AI,R) = <Z — E, {Z — eiﬁZ}BeR>‘

(q) Avec la transformation de Cayley w +—— 7 7—= 1 —., = # qui établit un biholomorphisme

du disque unité D = {|w| < 1} sur le demi-plan supérieur {Im z > 0}, il suffit de trouver
une application holomorphe surjective H — C.

Un demi-plan, «c’est déja la moitié d’étre surjectif ! » Une i1dée serait d’étendre cette
demi-nappe. Apres I’essai z — 2% qui dédouble les angles mais ne couvre pas R, puis
Iessai z — 23, qui couvre C\{0}, on a I’idée de centrer non pas en (), mais en un point

) L. , . A2 .
de H, par exemple ¢, et on vérifie que 1’application z — (z — z) est surjective de H sur
C.
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9. Examen 5

Exercice 1. On introduit les deux fonctions définies pour z € C\Z :
72 > 1
1) = Gy e o) = Y
(a) Justifier que f est holomorphe dans C\Z.

(b) Montrer que g est holomorphe dans C\Z. Indication: Avec N > 1 entier, décomposer :

(2) 1 L 1
g z = _— _—
2 (n —2)? 2 (n—2)*
In|<N In|>N41
et en supposant |z| < N, majorer la deuxiéme somme par une série normale convergente.

(c) Montrer que f et g ont des poles d’ordre 2 en z = 0, puis déterminer leurs parties
singulieres “3* 4-“* et bz‘—f + "‘71 dans leurs développements de Laurent respectifs. Indication:
Observer que f est paire.

(d) Justifier que f et g sont 1-périodiques.

(e) Montrer que la fonction h := f — g se prolonge en une fonction holomorphe entiere et
qu’elle est 1-périodique.

(f) On introduit le fermé :
II:= {zEC: —%éRezé%, |Imz|>1}.
Dessiner II soigneusement.
(g) Etablir que f et ¢ sont bornées en module sur IT.
(h) Montrer que h est bornée sur C, puis qu’elle est constante.
(i) Montrer que :
lim f(iy) =0 = yan;og(iy).

Y—00

(j) En effectuant la synthese des questions qui précedent, établir la formule, belle :

2 oo

m 1
(sin(wz))2 Bl nz_:oo (n—2)* wrene

(K) En déduire la valeur exacte de :

=1
P

n=1
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Exercice 2. Soit I' C C un contour %plm de Jordan, et soit 2 O I' U I'j,; un ouvert qui
le contient ainsi que son domaine intérieur [';,;. On suppose données deux fonctions holo-
morphes f, g € O(£2) qui satisfont partout sur ce contour I’inégalité :

l9(2)] < |f(2)] (vzer).
On envisage alors la fonction f 4+ g comme une « perturbation » de f.

(a) On introduit la famille & un parametre réel ¢ € [0, 1] de fonctions holomorphes f;(2) :=
f(z) + t g(z) dans Q. Montrer que la fonction :

est bien définie et qu’elle est continue de [0, 1] a valeurs dans C.

(b) Quelles valeurs peut prendre alors N(¢) ? Indication: Sans chercher a reconstituer une
démonstration, justifier la réponse en une ou deux lignes par un simple appel au cours.

(¢) Montrer, avec multiplicités, I’égalité :
# zéros (f +g) = # zéros (f) (dans Tine).-

(d) Soit le polyndme P(z) := 32" + 428 + 6 2° + 19 2% + 3 2 + 2. Montrer que P admet
exactement 4 zéros dans le disque unité {|z| < 1}.
(e) Montrer que P(z) admet exactement 11 zéros dans I'anneau {1 < |z| < 2}.

Exercice 3. L’objectif est, pour des réels quelconques a,b > 0, d’établir en détail la for-
mule :

arctan —.
a

/°° log dr — log Va2 + b?
o b

T+ a)? 4+ b? v
(a) Soient des réels 9, €, R quelconques satisfaisant :
0<d<ex<l ainsi que max (1, \/a2—|—b2) < R.

On introduit le cercle c. de centre 0 et de rayon ¢, le cercle Cy de centre 0 et de rayon R,
ainsi que les deux segments horizontaux :

Ig,ra,k = {z€C: Imz=90, Ve? — 02 < Rez < VR — 0%},
Ser T {ZGC: Imz = —9, \/52—52<Re2<,/R2_52}'

Enfin, on introduit les deux grands arcs de cercles ¢5. C c. et Csx C Cy définis par :
Cse 1= cg\{Rez >0, =0<Imz< (5},
Csr = Cx\{Rez >0, =6 <Imz < §}.

)

Dessiner tres soigneusement le contour de Jordan I's. en forme de trou de serrure,
orienté dans le sens trigonométrique, que délimitent la succession des quatre courbes Cj g,

I s Cser I gre «» €t signaler I’orientation de chacune de ces courbes sur la figure.
(b) On abrege p := va? + b%. Montrer que :

N

—a+ib = pe'¥t, ou Yp = 7r—arctan( ),
—a—ib = pe'¥, ou Y = 7T+arctan( .

b
a
+)
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(¢) On introduit la fonction :
[log 2]*
z) =
/() (z+a)?+ b’
avec une puissance de log z d’une unité supérieure a celle de 1’intégrale qui nous intéresse.

Ici, la fonction z —— log z est supposée définie dans C\ [0, oco[, étre holomorphe dans ce
domaine, avec log (—1) = i 7. Calculer les résidus de f aux deux points :

w_ = —a—1b et wy = —a +1b.

Indication: On a donc logr e = logr + i pour tout z = re? € C\R, avec r > 0 et
0 < 6 < 27. On calculera ces résidus en fonction de p, p_, @

(d) Trouver, en fonction de a, b, p, la valeur de :
dr = T (4rarctant — 4 log p arctan 2 |.
b a a
Fé £,R

(e) On abrege par A + 7 B la valeur de cette intégrale. Montrer que :
R [Ioga: + 227r ® [logx] ?
A+iB = zdz—/ / dz+/ ————dx.
CRf() . (r+a)? +b2 /= . (r+a)2+0?

(f) Soit K € R une constante fixée. Montrer rigoureusement que :

o R [IogachK}2 oo [IogquK}2

lim lim ————dxr = —————dx

e20 R0 [ (2 +a)? + b2 o (x4a)>+b?

Indication: On pourra utiliser le fait — que 1’on justifiera tres brievement — qu’il existe des
constantes 0 < My, M, M3 < oo telles que :

llog z + K]* < My + M, [log 2]? (Yo<z<1),

[Ioga:—H(f M;
(x+a)2+b ~ 7

O_Ilm/f

0 = lim f(z)d=.

R—00 Cr

(V1i<a).

(g) Montrer que :

(h) Montrer que :

(i) Conclure.
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10. Corrigé de ’examen 5

Exercice 1. (a) Puisque la fonction z — sin (7z) est holomorphe entiére, i.e. définie sur
C tout entier, et puisque son lieu d’annulation est précisément égal a Z, la premiere fonction
f(z) est holomorhe dans C\Z.

(b) Quant a g(z), bien que ses poles z = n soient visibles a 1’eeil nu, il nous faut encore
justifier la convergence de la série qui la définit. A cette fin, fixons un entier N > 1 et
décomposons, pour tout z € C\Z :

1 1
=2 Gt A

[n|<N [n|>N+1
A\ A\

J/

—~ —~

=: gn(2) =: Rx(2)

Ici, il est clair que gy est holomorphe dans Dy(0)\{ = N+1,...,0,...,N —1}.
Pour ce qui est de la série-reste Ry(z) dont tous les éléments sont holomorphes dans
Dy (0), en supposant |z| < N, nous pouvons la majorer par une série normale convergente :

Bz < ) ‘(n_l—z)z

[n|>=N+1
1
<D T
[n|>N+1 (|n| - N)2
1 2
- — =2(%-1) < oo,
|Z|: — :

et ceci garantit, grice a un théoréme magique de Cauchy, que Ry(z) est holomorphe dans
le disque Dy (0). Au final, la somme g(z) = gx(2) +Rx(2) est holomorphe dans Dy (0)\ { —
N+1,...,0,...,N— 1}, et comme N € N* était arbitraire, on a bien g € 0(C\Z).

(c) On sait que la fonction z — sin (72) s’annule a I’ordre 1 en z = 0. Donc f(z) admet
un pdle d’ordre 2 en z = 0. De plus, comme f est visiblement paire, on doit avoir a_; = 0
dans son développement de Laurent en z = 0. Dans ces conditions :

2
a_y = lim 22 f(z) = lim (%) =1> =1

z—0 z—0 (7r z

Pour ce qui est de :
1 1
nez\{0}
le méme raisonnement que dans la Question (b) montre que la (grosse) somme est holo-

morphe dans un voisinage de 0, et ainsi I’unique terme singulier Z% signifie que b_; = 0 et
que b_o = 1. Tiens ! Comme pour f !
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(d) La fonction f est 1-périodique, puisque z — sin (7z) I’est. Pour ce qui est de g, quel
que soit z € C\Z, en effectuant un décalage sommatoire n — 1 =: m, on trouve :
- 1 - 1
z+1) = — = — = g(z
oGt = Y e = X e = 9
n=—oo m=—oo

ces calculs formels étant justifiés par la convergence normale des sommes-restes corres-
pondantes, convergence que nous avons établie dans la Question (b).

(e) Grace a la Question (c), les deux fonctions f et g ont méme partie singuliere en 0. Par
1-périodicité, f et g ont aussi mémes parties singulieres en tous les entiers n € Z. Dans la
soustraction f — g, toutes les singularités en les z = n sont alors éliminées d’un seul coup,
donc & est holomorphe entiere. Evidemment, elle hérite aussi d’une agréable 1-périodicité.

(f) Voici a quoi ressemble 11, ensemble fondamental qui pourrait étre démultiplié par 1-
périodicité.

() Soitdonc z =z + iy € II, ¢’est-a-dire avec |z] < § et [y| > 1.
Premierement, pour majorer la fonction f qui est paire, on peut supposer y > 1, et on
procede comme suit :

)] = 72 |21]? B 4 4 2

& o |ei7rz _ e—irrz‘2 - ’eiwz—ﬂy _ e—iwm+7ry’2 = (ewy _ 6—77y>2
472

(=)’

Deuxiemement, nous pouvons majorer dans II la fonction g comme suit :

o0 o

1 > 1 1
sl < > T S X e X oy

n=—o0o0 |n_$_Zy‘ n=—00 n=-—00 (’ |_ 2

(h) Nous venons de voir que h = f — g est bornée en module sur II, puisque f et g le
sont. Ensuite, sur le rectangle compact {‘Re z‘ < %, [Im z| < 1} étranglé entre les deux
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colonnes verticales de 11, il est évident que h est bornée, car elle est continue sur C. Ainsi,
h est bornée sur la bande infinie {{Re z| < %} puis sur C tout entier, par 1-périodicité.
L’impitoyable théoreme de Liouville force alors h a étre constante.

(i) Pour ce qui est de f, utilisons 1’estimation établie dans la Question (g) ci-dessus :

. . : 472
lim ‘f(zy)‘ < lim———— = 0.
Y—+00 Y—+00 (ewy _ e—ﬁy)
Quant a la série g, puisqu’on peut supposer 1 < y — 00, nous pouvons majorer chacun
de ses termes par des quantités indépendantes de y :

1 1 1

= < ,
In—iyl2 n?4+y2 " n?41

dont la somme complete ), n%ﬂ < oo converge, et alors le théoreme de convergence

dominée pour les séries offre le résultat :

- 1 - 1
lim |g(iy)] = lim — = > lim — =0
)2 — )2
y—00 yooo L~ (n 7 y) i s (n zy)
(j) Nous avons démontré en (h) que la fonction holomorphe h € &/(C), égale a f — g sur
C\Z, est constante sur C. Que vaut, alors, cette constante ?

Puisque la demi-droite verticale {z yry = 1} est contenue dans C\Z et puisque nous
venons de voir que f et g tendent vers zéro quand on prend 1’ascenseur vers I’infini du ciel
imaginaire, la constante en question est forcément nulle. Ainsi, h(z) = 0, donc f(z) =
g(z), ce qui est la belle formule !

(k) Récrivons notre belle formule sous la forme :

DT
(n—2)2 2 2

— [sin (m z)}

n#0
réduisons le membre de droite au méme dénominateur, et effectuons un développement
limité :

7% 2% — [sin (Wz)]z _ = [rz—tm 2+ O(z5ﬂ2 _ 218 24 4 0(29)
22 [sin (7 z)}g 2rz—imdB 4 O(z5)}2 T2zt + 0(29)
= — 4+ 0(z7).
- +0(z?)
Enfin, le théoreme de convergence dominée pour les séries — encore lui! — permet de

justifier que :
2

=1 _ 1 .
22 G =M o tim (5 +06) = 5

n=1 nez

d’ou en conclusion :
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Exercice 2. (a) Pour tout z € I', puisque 0 < ¢ < 1, on peut minorer :

[fi(2)] = [f(2)] = [tg(2)]
z [f(2)] = lg(2)]
> 0.

De plus, comme I’ensemble [0, 1] x T" est compact, cette minoration implique — exercice
de révision en topologie — qu’il existe une constante ¢ > 0 telle qu’on ait en fait :

‘ft(2)| zc>0 (vte[0,1], Vz€T).
Par conséquent, la fonction :
/ t /
Ptz o LI
f(t) +tg(z)

est continue sur le compact [0, 1] x I'. Donc le théoréme de continuité des intégrales a
parametres s’applique comme de la créme solaire sur le capot d’une Bugatti orange.

(b) Un théoréme vu en cours énonce que N(t) € Z, toujours, et méme, que N(¢) compte,
avec multiplicités, le nombre de zéros que la fonction possede f;(z) dans I, sachant que
I’inégalité vue plus haut garantissait sans que nous I’ayons expressément mentionné, que
fi(2) n’a aucun zéro sur I'. Et tout ceci est vrai quel que soit ¢ € [0, 1].

(c) Comme ¢ — N(t) est continue de I’intervalle connexe [0, 1] a valeurs dans C, comme
elle est en fait a valeurs dans Z, et comme Z C C est discret, cette application est nécessai-
rement constante, et donc, I’orange crémée tombe entre nos mains apres avoir rebondi sur
le capot :

# zéros (f) = N(0) = N(t) = N(1) = #zéros (f + 1g).

(d) En effet, prenons f(z) := 19 z* et aussi g(z) := P(z) — f(2), puis, majorons bétement
sur le cercle unité {|z| = 1}

9(2)| = 3215+428+6z5+0+3z+2‘ <3| 4)2F 162 +0+3]2 +2
= 3+4+6+0+3+2
=18
< 19 = 192 = |f(2)],

donc le résultat de la Question (¢) — qui n’est autre que le Théoreme de Rouché démontré
d’une autre maniere en cours — garantit que P(z) = f(z) + g(z) a le méme nombre de
zéros dans {|z| < 1} que f(z) = 19 z*, fonction qui a évidemment 4 zéros !

(e) On sait grice au Théoréeme de d’Alembert-Gauss que notre polyndme P(z) de degré
15 = 4+11 possede précisément 15 zéros dans C, comptés avec multiplicité. Pour conclure,
il suffirait de faire voir que P(z) n’a aucun zéro dans {|z| > 2}, ce qui n’est pas sorcier.
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Etant donné un rayon R > 2 quelconque, et un point z € C avec |2| = R quelconque, il
suffit en effet de minorer astucieusement :

|P(2)| = 312" — 4|2 =62 — 192" = 3|2 — 2
= 3R"” —4R®* - 6R° — 19R* — 3R — 2

8 7 6 19 3 2
=R <3R —4—3—?4—?—@
8 7 6 19 3 2
> 9 (32 —4—§—2—4—2—7—2—8).
o

Exercice 3. (a) Maitre, votre dévoué serviteur vous apporte la picce métallique désirée :

Alm z

F6,5,int

a Rez

-
\J Tiex

(b) Pour a,b > 0, nous savons qu’on peut écrire :

S a : b
CL+Zb - p(\/a2+b2 +Z\/a2+b2)
= p(coscp+isingo),
avec :
b
Va2+b?

Va2+b2
= arctan 2.
a

(¢ = arctan

Par conséquent :
—a—ib= —(a+ib)

iarctan 2
a

:—pe

. b .
1 ( m+arctan — 1P
= p [ < ﬂ) p [ ¥ s
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Rappelons que la fonction :

arctan: ] —oo0,00[ — | —%,%2]

est définie pour tous les nombres réels, et qu’elle est impaire. Donc la formule ci-dessus est
en fait aussi vraie pour b € R de signe quelconque, ce qui nous permet de conclure :

—a+1b = —(a—ib)

iarctan =2
a

A (ﬂ'farctan é)
a pu—

= pe D opetvr

(¢) La factorisation (2 +a)? +b0? = (2 — w_) (z — wy ) montre que ces deux uniques poles
sont simples, ce qui facilite le calcul de :

Resj(w-) = lim (z—w_) (z — w[|°>g i]z —wy)
[logw-]*
[Iogp%—i@f}2

—2ib

puis celui tres similaire de :

Resf(w+) = ZLiTL wo (z — w[lo)g(z]_ ’LU+)

[Iog w+} 2
Wy — W-

. 2
llog p+ iy ]
2ib '
(d) Le Théoreme des résidus de Jordan-Cauchy offre :

/ f(z)dz = ;ib ([Iogp—l—zgm} [Iogp—irz'gp_}z)
Ts.er

- (2 logp (ipy —ip_) — (90+)2 + (90—)2)

2 Iogp — 2t arctan g) — (7r — arctan 2)2 + ( — m — arctan %)2)

= (47r arctan 2 — 4qlog p arctan —)
_|_

(e) 11 suffit de faire tendre 6 — 0, en prenant bonne note du fait que le segment orienté

Is  tend, par en-dessous I’axe réel positif R, vers 'intervalle [R, €| orienté de la droite

vers la gauche, et en faisant bien attention au fait que les valeurs du logarithme log ¢’ = i §
tendent vers 2im lorsque # < 27 tend vers 27, toujours lorsqu’on s’approche de I’axe réel
(strictement) positif par en-dessous.



448 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Enfin, on vérifie mentalement que toutes les intégrales considérées sont continues en
0 > 0, grace au fait que ¢ > 0 et R < oo sont fixés.

(f) L'existence de constantes 0 < M, My, M3 < oo telles que ces deux inégalités soient
satisfaites découle aisément d’une connaissance du comportement de x — log x lorsque

0 zet lorsque © — o0, et aussi, du fait que b > 0.
Ensuite, on retrouve par un petit calcul connu que  — log x a pour primitive x log z —

x:
1
/1-Iog:vdx :xlogx—/x— = zlogx — x,
x

et puisque € loge — 0 lorsque 0 <~ ¢, il en découle que fo* log x dx est intégrable en 0.

On doit en principe avoir déja vu dans sa longue vie étudiante que la fonction z —
log z]? est aussi intégrable en 0, et si on ne ’a pas encore vu, il suffit, en intégrant par
parties, d’en trouver la primitive :

/1- [logx]de = x[logﬂz_/xQIogx

T

=z [Iogac}2 —2xlogx + 2z,

. . 2 s
et de se souvenir qu’on a aussi € [Iog 5} — 0 lorsque 0 < &. (Plus généralement, toutes
les puissances entieres [log x]* sont intégrables en 0.)

En découpant I’intégrale :

/R [logz +K]™ K]” / /
dr —
c (r+a)?+ b2
I’existence et la valeur de la double limite en question est alors une conséquence immédiate
du théoreme de convergence dominée grace aux deux inégalités exhibées.
(g) Paramétrons le cercle c. par z = ¢, d’ott dz = £i¢e? df. En supposant 0 < € < 1,
nous venons de nous convaincre qu’il existe des constantes 0 < My, M5 < oo telles que :
N
||og €+ 0}
: 2
(g€ +a)” +b?

/CE F(2)dz

< My + Ms (Ioge)2 (VO<6<2r),

donc :

o 12
/ loge+i0]” ;o d&'
0 (5 e 4 a) + b2

2m 9 2
:/ <M4+M5 (Ioge)) e db
’ e—0

= 21 (M45—|—M55(Iog5)2> — 0.

(h) De maniere similaire, il existe des constantes 0 < Mg, M7 < oo telles que pour tout
l<Rona:

|IogR+i€‘2 o Mg + M7 (IogR)2
(Rei‘g—l—a)z—I—b2 h R?

(VO <0 <2m),
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donc :
Io R—f—z@ :
f(2)dz| = ‘/ g § Rie? df
Cr (Re? +a) 2 4 p2
2% Mg + My (logR)”
</ 6 72( gR) R d0
0 R
2
Mg + M7 (lOgR) R — 00
= 27 . 0.
R
(i) D’apres ce qui précede :
4 b 4
A+iB = %arctan——z%rarctan—log\/aQ—l—b2
a

o [Iog:)s + 2@7r ® (log :B)2
= | | dz — )d —— 7
i i (st [TREEE o [ e 1D

:0_/ de_o+/ (['Lﬂdm
0 0

(x +a)? + b2 r+a)?+ b2
De maniére cruciale, la puissance (+)? de log x disparait dans la soustraction, ce qui nous

donne :
‘ /°° — 4ir log x + 472
A+1iB = dx,
0 (4 a)? + b?

et en identifiant les parties imaginaires :

4 b 0 |
1 aetan Log i = ar [T 8T
@ 0

(x +a)?+ b2
nous parvenons royalement au résultat demandé !
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11. Examen 6

Exercice 1. La fonction de Bessel de 1°™ espece et d’indice 0 est définie par :

[e.e]
1
— 1\~ 2n
Jo(z) =) (1) ek
(a) Déterminer le rayon de convergence de cette série entiere. Indication: Utiliser la formule
de D’ Alembert; ou utiliser la formule de Stirling qui fournit un équivalent de n! lorsque
n —» 00.

n=0

(b) Montrer que w(z) := Jy(z) est solution de I’équation différentielle ordinaire du second
ordre :

0= 22w (2) + zw'(2) + 22 w(z).
Exercice 2. Soit C' := {z € C: |z| = 1} le cercle unité, parcouru dans le sens trigonomé-
trique.
(a) Calculer, pour n € N quelconque, I’intégrale :

/ < 1 ) 1z

z+ - —.
C z z
Indication: Utiliser la formule du bindme de Newton.
(b) En déduire les valeurs de :

Iy, = / cos*"t dt et Jon, = / sin?"t dt.
(¢) Trouver les valeurs de :
Iopi1 = / cos® it qt et Jont1 = / sin?" Tt dt.

Exercice 3. [Théoreme des trois cercles de Hadamard] Soit f une fonction holomorphe
dans un ouvert connexe {2 C C qui contient un anneau fermé :

Ag = {ZEC: r<|z|<R} c Q,
ol 0 < r < R sont deux rayons positifs fixés. Pour p € [r, R] quelconque, on note :
M;(p) := max|f(2)].

(a) Apres avoir dressé une figure soignée, pour p fixé avec r < p < R, montrer qu’il existe
6 € [0, 1] unique tel que :

et donner la valeur explicite de 6.
(b) Montrer, pour tous p,q € Z avec ¢ > 1 que 'on a :

P’ My(p)? < max {r? Ms(r)?, R” Ms(R)?}.
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(¢) En déduire, pour tout « € R, que 'on a:
p* My(p) < max{r® My(r), R Mf(R)}.

(d) En déduire que :
Mf(p) < Mf(T)BMf(R)l_e (Vp avec < p<R).

(e) Interpréter le résultat obtenu en termes de fonctions convexes.

Exercice 4. Pour un parametre réel t € R, I’objectif de cet exercice est de déterminer la
limite, quand R — o0, des intégrales :

R
sint
I(t) = / —— " dx.
R X
. . . P .__ sinz _itz Lged

(a)‘ On introduit la fonction méromorphe ft(z)..— 0= 7 Vérifier que f € O(C\{0}),
puis montrer que f € €'(C) est holomorphe entiére.

(b) Pour R > 1 quelconque, soit le segment [—R, R]. Soit aussi J; la courbe orientée,
constituée des trois morceaux : le segment [—R, —1]; le demi-cercle unité inférieur, i.e.
situé sous 1’axe des abscisses, orienté dans le sens trigonométrique, contenant —1, —z, 1;
le segment [1, R|. Dessiner trés soigneusement [—R, R}, 0 € C, 3, —R, —1, —i, 1, R.

(¢) Montrer I’égalité :
/ fi(z)dz = fi(2) dz.
[—R,R] Br

1

(d) Pour s € R, on pose gs(z) := €% Vérifier que :

2 =z
L) = Jelt+1) — Ju(t — 1) en posant Juls) = / 0u(2) d.
R
(e) On introduit les deux courbes :
v& := demi-cercle supérieur centré en 0 de rayon R orienté positivement contenant R, i R, — R,
v := demi-cercle inférieur centré en 0 de rayon R orienté négativement contenant R, —¢ R, — R.

Exécuter tres soigneusement une nouvelle figure complete, contenant tous les élément pré-
cédents ainsi que vy, , —iR, V7, i R.
(f) Montrer que :

L [*7 e
Jr(s) = 5/ e *Re db.

(g) Calculer Res, (0).
(h) Montrer que :

Y
Jr(s) = 7r——/ e s} 4.
2 Jo
(i) Montrer que pour tout s < 0,on a:

27 )
0= Iim/ eisRe’ g,

R—00

Indication: Utiliser un théoréme expéditif du cours d’Intégration.
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(j) Montrer que :

s lorsque s > 0,
lim Jx(s) = < /2 pour s =0,
R—00
0 lorsque s < 0.
(k) En déduire les valeurs recherchées :
7r lorsque [t] < 1,
_ Ksine
lim ——e"dr = {m/2 pourt=—1,1,
R—oo [ o T

0 lorsque |¢| > 1.

(1) Montrer qu’il existe une fonction holomorphe f(z) définie au voisinage de 0 € C telle
que 22 f(2)? = sin (2?).

Exercice 5. [Produits de Blaschke finis] L’ objectif de cet exercice est de décrire foutes
les fonctions holomorphes sur le disque unité D = D;(0) = {|z| < 1}, continues sur
sa fermeture D, et dont le module prend une valeur constante au bord, sur le cercle unité
oD = {|z| = 1}.

(a) Plus généralement, soit {2 C C un ouvert connexe borné non vide, et soit h € 0'(€2) N
%€°(2) une fonction holomorphe dans 2 et continue jusqu’au bord 92 = Q\(, dont le
module |h(¢)] = a € R, est constant pour tout ( € 0. Quand a = 0, justifier que
h(z) = 0 dans Q U 0).

(b) On suppose dorénavant que le module | (()| = a € R* est constant non nul sur le bord
pour tout ¢ € 9. Quand h(z) # 0 pour tout z € €, montrer que |h(z)| = a est constant
partout, pour tout z € Q U ().

Indication: Penser & ——.
h(z)

(c¢) Sous I’hypothése de la Question (b), montrer que h(z) = u € C* est alors constante,
partout dans €2 U 0f).

(d) En supposant que h est non constante dans €, toujours avec ’h| o constant, déduire
que h admet alors (au moins) un zéro dans ().

(e) Soit donc une fonction f € (D) N €°(D) dont le module est constant sur ID. En
déduire que f est ou bien constante, ou bien admet une factorisation de la forme :

m m
f2) = (z—a))™ - (2= )" g(2),
ou p > 1 est entier, ou a4, ...,a, € D sont mutuellement distincts, ou m;,...,m, > 1
sont entiers, et ol g € (D, C*) est une fonction holomorphe jamais nulle dans ID. Indication:
Justifier, lorsque f est non constante, qu’elle n’a qu’un nombre fini de zéros dans ID. Dresser
une figure parlante.

(f) On supppose dorénavant que f n’est pas constante. Soit o € D, et soit la fonction-type :
ba(2) =

Montrer que |¢q(z)| = 1 sur le cercle unité {|z| = 1}.

Z—

1—az

(g) Soit la fonction :

ne) = 1) ] m
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Montrer que i définit une fonction holomorphe dans D dont le module |h(z)| = ¢ € R%
est constant non nul sur le cercle unité JD.

(h) En déduire qu’il existe une constante A € C* telle que :

Z— o\ _
= A H <1_al > (VzeD).
1<i<p

(i) Trouver toutes les fonctions holomorphes dans le plan complexe C dont le module est
constant sur le cercle unité.

Exercice 6. [Théoreme de Gauss-Lucas] On rappelle que 1’enveloppe convexe d’un en-
semble fini £/, := {wl, . ,wL} de points w, € C avec 1 < ¢ < L est définie comme :

o~

E, = {>\1W1+"'+)\LWL3 0< AL A< >\1+.”+)\L:1}.

Soit un polyndme holomorphe P(z) = a,2" + - - -+ a1z + ag de degré n > 1, donc avec
a, # 0, et soient z1, ..., z, ses zéros, comptés avec multlphcltes.

L’ objectif est d’établir que les zéros wy, ..., w,_1 de son polyndome dérivé P'(z) =
na,z" "t 4 --- 4 a, sont tous situés dans I’enveloppe convexe des zéros 21, . . ., z,.
(a) Pour un entier quelconque 1 < j < n —1,si w; # z1,..., %, n’est pas 'un des zéros
de P(z), établir la formule :

P(z)

P(z)
(b) Ré-écrire cette identité algébrique de maniere a conclure. Indication: Trouver Ay, ..., A,.

en élément snnples et obtenir —— +--- + 1

Z2—2zn "

Indication: Décomposer
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12. Corrigé de I’examen 6

Exercice 1. (a) En vertu de I'équivalent de Stirling n! ~ (2)" v/2m n lorsque n — oo,
I’inverse % du rayon de convergence de Jy(z) vaut :

(=1)"
221 ()2

1
1 n
— = limsup
R n — 00

= Iimsup1 ! T
n—oo 2 [((%)n1/2ﬂ-n)2]ﬁ
) 1 e

= limsup = .
n—oo £ [27rn}5

= 0.

Donc le rayon de convergence R = oo est infini, ce qui veut dire que Jy(2) est une fonction
holomorphe entiere, définie sur le plan complexe C tout entier.

(b) D’aprés un théoreme du cours, la série de Jy(2) et toutes ses séries dérivées terme
terme a des ordres quelconques sont normalement convergentes sur les compacts arbitraires
K C C. Pour vérifier que 1’équation différentielle est satisfaite, nous pouvons donc déri-
ver gaillardement et effectuer sans inquiétude des manipulations algébriques élémentaires
derriere le signe de sommation infinie :

o

2 TN / o 2 n ]' 2n—2 n 1 2n—1
V4 JO(Z)+ZJ0(Z) = ; (Z (—1) WQn@n—l)z +Z<—1) m2n2
- n 1 n
=Y ((—1) 2n(2n—1+1)W22 )
n=1
s 1
= _z2 -1 n—1 z?(nfl)
;< ) 220-1) ((n — 1)1)?
= — 2% Jy(2),

petites manipulations en catimini de niveau L1* qui concluent !
Exercice 2. (a) En vertu du théoréme facile et crucial maintes fois cité et utilisé en cours :

m g T 0 g 2im pour m = —1,
/|Z|1 == /_7r e |0 lorsque m € Z\{—1},

nous pouvons aisément calculer en développant grace a la formule du bindme de Newton :

1\*" dz 2n ook 1 2n\ .
o) & n - 2.
o) e 2 Q) L= ()

0<k<2n



12. Corrigé de I'examen 6 455

(b) En paramétrant le cercle unité par z = €', pour t € [—7, 7|, d’ou dz = i e dt, puis
4= — 4 dt, nous pouvons ré-exprimer 1’intégrale dont nous venons de calculer la valeur :

(2”) 2ir — / (e +e )" idt = 2% / (cost)™" dt,

n —r -7

/ cos?tdt — =& (<) = / sin?"t dt,
o 22n n x

cette derniere égalité étant immédiate par changement de variable, puisque sint = cos (t —
™

3)-

(¢) En vertu de ce changement de variable ¢t — t — 7, et du fait que ¢ — sin?" 1t est

une fonction impaire, on retrouve, sans aucun calcul, I’Etre le plus séduisant de toutes les
mathématiques, le zéro adoré :

O:/ sin2”+1tdt:/ cos?" 1t dt.

—T —T

pour trouver :

Exercice 3. (a) Onalogp € [Iog r,log R}, donc il existe 0 € [0, 1] tel que :

logR — lo
logp = Ologr + (1 —0)logR = _ BRT 08/
logR — log r
En exponentiant cela, on déduit le résultat souhaité :
p = 6Iogp _ 69 log7+(1-0)logR __ 7,0 leG.

(b) La fonction z —— 2P f(2)? est holomorphe a I’'intérieur de A, ;, continue jusqu’au
bord, i.e. continue sur le compact ZnR, puisqu’elle est en fait holomorphe dans un voisinage
ouvert de ZnR. L’inégalité demandée est alors une application immédiate du principe du
maximum, vu en cours.

(¢) On peut ré-écrire 1’inégalité obtenue en (b) comme :
P11 M (p) < max {rp/q M;(r), R/ Mf(R)}.

Il suffit alors de considérer une suite p,,/q,, avec p, € Z, ¢, € Ns, de rationnels qui
convergent vers o <— P, /qn, et de passer a la limite.
(d) D’une part, si Ms(r) = 0, ou si M;(R) = 0, ce qui veut dire que f est nulle sur
le cercle C). ou sur le cercle Cy dont tous les points sont d’accumulation, le résultat est
satisfait car le principe des zéros isolés force alors la fonction f, holomorphe dans 2 D
C)- U Ck, a étre identiquement nulle, et dans ces deux cas, I’inégalité 0 < 0. M f(R)I*Q ou
0 < My(r)? - 017 est trivialement vérifiée.
Encore du zéro partout ! Beau bareme — merci Monsieur de Margay !
Nous pouvons donc supposer que My(r) # 0 et que M;(R) # 0. En prenant alors la
valeur astucieuse :
 —log My(R) + log My(r)
T logR — log

’

pour laquelle :

r My(r) = R* M¢(R),
nous nous arrangeons pour que les deux termes dont on prend le maximum dans la Ques-
tion (c) soient égaux — donc il n’y a plus a prendre de maximum !
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Cette Question (c) fournit alors I’inégalité :
p* My(p) < 1 My(r),

qui, au prix de calculs un peu exigeants, nous conduit par la main jusqu’a la conclusion

désirée :
M;(p)

N

o My (r)
= 2 (log r—log p) elog Mg (r)

—log My (R)+log My (r)
= e log R—log r

(log r—log p) €|Og My (r)

log p—1 log 7 —|
_ et iogMy(r) |, ((EEEEL 1) log My (r)

log p—log log R—log p

_ [MT(R)] log R—log [Mf(?“)} log R—log T
= My(R) My (r)".

(e) L’inégalité obtenue peut s’interpréter en disant que la fonction H: z — log My(e®)
est convexe, puisque :

HOz+(1—-0)y) = log (M; (eex e(l_g)y))
[z := logr, y = logR] < (9|0ng(69”) +(1—6)log Mf<€y)
0 H(x)+ (1-6) H(y).

Exercice 4. (a) En-dehors de I’origine, la fonction est holomorphe partout dans C\{0},
car sin z et " sont holomorphes dans C tout entier, et car £ € &(C\{0}).

Rappelons que sinz = ) > %, d’ol sin z = z + O(z?), et par conséquent :
. o 2n
sin z 2
2 140(k) = ()
B +0G) HZ:O( G r

est holomorphe au voisinage de 0, grace au théoreme d’élimination des singularités de
Riemann, ou grace au théoréme de Laurent.

(b) Voici la figure demandée.

. EN

—i
(¢) On décompose chacune de ces deux intégrales en trois sous-intégrales :

(2)dz = () dr + () dr + +(x) dz,
/[R’R] f(2) /[] ful) /[] pwdrs [
fulz)dz = / fwyde+ [ fdet [ f@)de,
Br [-R,—1]

c- [1,R]
ou C~ est le demi-cercle unité inférieur parcouru dans le sens trigonométrique. Pour vérifier
que ces deux intégrales sont égales, il suffit par soustraction, d’établir que celles au milieu
sont égales :

2

0 = /[1’1] fi(2)dz — . fi(2) dz.
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Mais la concaténation du segment [—1, 1] avec le demi-cercle inférieur C'~ constitue une
courbe fermée dans I’ouvert () := C, convexe, étoilé, simplement connexe (et tutti quanti),
dans lequel les fonctions holomorphes admettent toujours une primitive. Grace a un théo-
réme du cours maintes fois répété au tableau, 1’intégrale de f;(z) sur cette concaténation
fermée est nulle, ce qui équivaut a 1’égalité en question.

(d) Grace a ce que nous venons de voir, nous pouvons calculer :

sin z sinz e —e %
[R(t) — / ztz dz / -~ eztz dz = / 2— eztz dz
_rp] Z .2 . iz

1 6 i(t+1)z 1 z(t 1)z
= — d
/5 2% 2z / 21z :
1).

= L(t+1)— J(t —

(e) Voici, sans insolence, la figure demandée, O Maitre, O dur Maitre !

(f) Le contour fermé [3; U, ne contient pas, dans son intérieur de Jordan, I’'unique singu-
larité, {0}, de la fonction méromorphe g4(z) = % 67 Donc le théoréeme de Jordan-Cauchy
donne I’annulation de I’intégrale de cette fonction le long de ce contour, et en paramétri-
sant la courbe 7, inverse, ¢’est-a-dire parcourue dans le sens positif, par z = Re? avec
0 € [r,27], d’ou dz = Ri e df, on obtient bien :

6

2 1 eisRe 0
0= s(2)dz = J, — — — Rie” df.
fo etz = o= [ 5 e

(g) Rien de plus aisé, ma Caramelle maternelle !

e 1, 1
Resgs(O) = l[)TE)ZQ—ZT = 2—2,6 = 2_2

(h) L autre contour fermé [3; U ~; posséde maintenant un intérieur de Jordan qui contient
I"unique singularité {0} de g,(z). Nous devons donc appliquer le Théoreme des résidus, vu
lors de I'ultime séance de cours qui précédait cet examen partiel.
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Sans hésitation, grace a une paramétrisation du demi-cercle 77 par z = Re pour
6 € [0, 7], nous obtenons :

1 ™ 1 6i5Rew

= 2T — = s(2)dz = J — ———Rie’db.
T i 5 /ﬁkuﬁg(z) z R(5)+/O 5 o Ri¢

(i) Ona:

. 10
iSRe"
|6

i sRcosf—sRsinf —sRsinf
= ‘6 ‘ = e s

etpour m < 6 < 27 avec s < 0, ce majorant est < 1 puisque trois fois le signe moins donne
un signe moins, et tend vers zéro lorsque R — <.
Le théoreme de convergence dominée de Lebesgue s’applique immédiatement.

(j) Tout d’abord, la Question (i) qui précede donne, pour s < 0 :

2m
‘JR(S)’ é/ %B_SRSinedG — 0.

R — 00

Ensuite, pour s = 0, il est clair que :

1 2T )
Je(0) = 5/ e dp = g

Enfin, une modification légere du raisonnement effectué a 1’instant dans la Question (i)
montre, en revenant a I’identité de la Question (h), que pour s > 0, on a de méme grace a
une convergence trés dominante :

2T

1 .
. < ~ _—5SRsinf
| Je(s) — 7| < /7r 5 € df R 0.

(k) En revenant a la Question (d) :

on vérifie mentalement que le résultat qui précede conclut.

(I) On constate que S"”Z(—QZQ) est holomorphe jamais nulle pres de 0. On peut en prendre le
logarithme, puis une racine carrée f(z)? = 5'"2(—52)

Exercice 5. (a) Un des principes du maximum vu en cours offre sans efforts I’'inégalité qui
force h a étre identiquement nulle :

|h(z)| <0 = Cn;gé|h((’)‘ (Vz€0).

(b) Notons donc a € R’ la valeur constante de |h| sur OS2, et supposons / jamais nulle dans
Q. Alors la fonction —= est holomorphe dans (2, continue sur 2, et de module constant,

h(z)
égal a 1, sur le bord 9. Gréce au principe du maximum appliqué a ﬁ, pour tout z € €2,
il vient :
‘—1 | < ! — Ih(z)| =
< - 2)| = a.
h(z) a

De plus évidemment, |h(z)| < a pour tout z € Q U JS2, grice au principe du maximum
appliqué a h.

Mais alors ces deux inégalités inverses I’'une de 1’autre forcent |h(z)
dans (2, identiquement €gal a a € R,

a étre constant

(c) On peut ré-appliquer le principe du maximum pour conclure directement.
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Voici un autre argument qui effectue un détour. En dérivant I’identité h(2)h(Z) = a? par
rapport A z, en utilisant I’annulation 2 (Z) = 0, puisqu’une fonction antiholomorphe est

Oz
indépendant de z, on obtient :

R (z) h(Z) = 0.
Comme h n’est pas identiquement nulle dans €, cela force la fonction holomorphe h(z)
dans ) a étre identiquement nulle dans un sous-ouvert non vide w C €2, et donc le principe
d’unicité et la connexité de (2 donnent 2'(z) = 0, donc h est constante.

(d) C’est exactement la contraposée de ce que nous venons de démontrer !

(e) Si f est non constante, d’apres la Question (d) qui précede, f admet au moins un zéro
dans D. Nous affirmons alors que f n’admet qu’un nombre fini de zéros dans .

Sinon, si f admettait un nombre infini de zéros dans D, disons une suite {cv, }2° , d’élé-
ments «,, € D avec 0 = f(«,), alors quitte a extraire une sous-suite, on pourrait supposer
que a,, — (o € D posséde une limite dans le compact .

Grace au principe des zéros isolés, on ne pourrait pas avoir ., € I (sinon, f serait
identiquement nulle, ce qui n’est pas). Donc on aurait o, € ID.

Bien sﬁr,_par continuité de f, il viendrait f(a.) = 0, puis f { op = 0, et donc on aurait
f = 0dans D a cause du principe du maximum, ce qui n’est pas.

Notons alors o, ..., a, avec p > 1 les zéros distincts de f, et mq, ..., m, leurs mul-
tiplicités. Rappelons que si « est un zéro d’une fonction holomorphe h(z) # 0 définie au
voisinage de «, alors on a une factorisation locale i(z) = (z — )™ q(z) avec m > 1 entier
et avec ¢(z) holomorphe jamais nulle pres de «.

En effectuant des factorisations locales de f en tous les zéros oy, .. ., a,, on obtient la
représentation demandée.

(f) Vérifions par le calcul que le module de ¢, (¢?) vaut 1 pour tout § € R :
e — o
1—we

e — a B e — a B e _ o

(e —a)] Je?-al  [o0_a| L

}?ﬁa(ew)‘ =

(g) Ce qui précede nous permet d’écrire :

h(z) = g(z) 1] (1-a2)",

1<i<p

et donc h est holomorphe dans D, continue sur D. De plus, pour |z| = 1,0on a {qba(z)’ =1,

et donc |h(2)| = |f(2)| sur OD. Ainsi, h est de module constant non nul sur le cercle unité
oD.

(h) D’apres les Question (a), (b), (¢c), (d), 2(z) est ou bien constante, ou bien admet un zéro
dans D. Mais puisque ni g ni aucun des (1 — al-z) n’admet de zéro dans D, car !ai‘ est de
module > 1, cette fonction h n’a aucun zéro dans D, donc est constante, et cette constante
est non nulle. En notant % = h(z) avec A € C*, on en déduit le résultat demandé sur f en
inversant I’identité suivante :

=9 [T 0-a2)™ = 56 ]

1<i<p 1<i<p

1

(z — )

- H (1 —q; z)ml

1<i<p

(i) Grace au travail qui préceéde, une fonction holomorphe dans D, continue sur ID, et dont
le module est constant sur le cercle unité est ou bien constante, ou bien nécessairement de
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la forme :
Z— oy _
= A H <1—Ozl > (VzeD).
1<i<p

1
(1—az)™i

pomt . Certes, ces pomts 5, sont situés hors de D, puisque \al\ < 1, mais ils appartiennent
tout de méme a C.

Par conséquent, il est nécessaire que p = 0, a savoir que f(z) n’incorpore aucun facteur
de Blaschke ( e ) ', et donc en conclusion, seules les fonctions constantes f(z) = A
répondent a la questlon posée.

Mais comme p > 1, chaque dénominateur pour 1 < @ < p possede un zéro au

Exercice 6. (a) Une proposition vue en cours donne directement :

P'(z) 1
P(Z) B Z Z — ZZ (zec\{zlv'--vzn}),

1<i<n

mais on peut retrouver cette identité en partant de la représentation scindée P(z) = a,(z —
z1) -+ (2 — z,) dont on prend la dérivée dite logarithmique, qui s’écrit de maniére formelle
comme suit, sans se soucier de problemes d’existence :
P'(z)
P(z)

= (IogP(z))/ = %[Iogan—klog(z—zl)+---+Iog(z—zn)]

1
N

=0+ )
zZ— 2 Z— Zy

Un calcul alternatif et rigoureusement rigoureux consisterait a prendre le temps d’écrire,
grace a la regle de Leibniz pour la différentiation d’un produit de fonctions :

E [07% H (Z - Zi');
1<i<n =
puis a quotienter pour obtenir la décomposition rationnelle en élément simples :

P'(z) _ an [z (2 — 20) _ 1
P(Z) a Z ngi/gn (Z_Zi’) B Z (Z_ zz)

X a -
1<i<n 1<i<n

Ensuite, appliquons cette belle identité a z := w; égal a une racine de P'(z), en suppo-
sant w; # 21, ..., %y, et en utilisant le fait que le dieu Zéro (dont la mythologie grecque
ignorait I’existence) est tellement au Centre du Monde — mathématique — qu’il est égal
a son propre conjugué :

_ Plwy) P 1
= Plwy) = Y, =0=0=) ——

1<i<n W3 T A I<ian Wi T %
- |27
1<i<n |w] ZZ’
(b) En mettant w; # 2, ..., z, a gauche, cette identité se ré-écrit sous une forme :

1 1 _ 1 ..
Wi <|wj—21|2+ +|wj—2n\2> - Z Jwj—2;]? Zi

1<i<n
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telle qu’on peut ensuite diviser, et obtenir :
1

fLU'—Z,L'2 .
w; = E 1 o | 1 Zi = E )\z Zl,

1<ign |wj—21]2 [w;—zn|? 1<i<n

ce qui fait apparaitre des nombres 1 < \; < n dont la somme est visiblement égale a 1.
Enfin, il ne fallait pas oublier le cas laissé suspendu ou w; est égal a I'un des z;, cas
ou toutes ces considérations s’effondrent. Mais quand w; = z;, il est évident et trivial que

w; appartient a I’enveloppe convexe de {z1, ..., 2, }, puisque 1’enveloppe convexe £ D E
d’un ensemble quelconque £ C C contient toujours 1I’ensemble (exercice mental).
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13. Examen 7

Exercice 1. Dans C, soient n > 1 points distincts z1, 2, . .., 2, et soit un cercle C C C
dont le disque intérieur A contient tous ces z;, pour ¢ = 1,. .., n. Soit le polynome :

p(z) == (z—21) (z—2) -+ (2 — z),

et soit une fonction f € &(2) holomorphe dans un ouvert 2 D AU C.

(a) Montrer que :
/ ) o) =1C)
T 2r (w) w —

satisfait P(z;) = f(z;) pouri =1, .
(b) Montrer que P(z) € C,,_1[z] est un polynome de degré < n — 1.

(c) On fixe un rayon R > 0. Montrer qu’il existe un entier N(R) > 1 assez grand pour que,
quel que soit n > N(R), le polynome :
2 oM

P(2) = 1—|—z—|—§+ gy

n’ait aucun zéro dans le disque fermé {|z| < R}.

(d) Soit €2 un ouvert connexe borné non vide dans C, et soit une fonction holomorphe
f e o(Q)NE°(QUIN) continue jusqu’au bord de I’ouvert, qui satisfait |f(¢)| = 1
pour tout { € J€). Montrer que, ou bien f posseéde au moins un zéro a € €2, ou bien f est
constante.

(e) On suppose maintenant {2 simplement connexe, a bord 9 de classe ¢ qui est un
contour de Jordan, toujours avec | f(()| = 1 sur 92. Ensuite, on suppose que f posseéde un
unique pdle simple a € €. Montrer que toute valeur w € C avec |w| > 1 est prise par f(z)
avec z € €, une et une seule fois.

Exercice 2. Soit une fonction holomorphe f € ¢(C) avec f(0) = 1, qui est de type
exponentiel minimal, au sens ou :

ve>0  3C <o wlqe ([f(z)] < C.efFl vz e ).

Soient {a,}>2 , les zéros de f, supposés en nombre infini (dénombrable), répétés avec
multiplicités, ordonnés par modules |a,| < |a,1]| croissants.
On suppose de plus que :

o

1
— < o0.
|an’

(a) Montrer que le produit infni H . (1 — i) converge absolument sur tout compact

K C C, vers une fonction holomorphe entiere.
(b) Montrer que z — [, (1 — ai) est de type exponentiel minimal. Indication: Utiliser
l+2x< e pourz € R,.
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(e 9]

(c) L objectif est maintenant d’établir que f(z) < I, (1- i) s’identifie a ce produit
infini, sans aucun facteur supplémentaire, toujours avec f € ¢&(C) de type exponentiel
minimal, satisfaisant f(0) = 1, et ayant une infnité de zéros {a, }>2 ;.

Montrer qu’il existe une fonction holomorphe entie¢re g € &'(C) telle que :

— 902) <1 — i)
fz) = e H -
(d) Pour r > 0 fixé, on découpe :
_ o9(2) _ i) ( . i)
f(z) =e H <1 - H 1 o)
|an|<2r
Montrer, pour z € C avec |z| = r, la majoration :

f(2)
H\anKZT (1 - ﬁ)

Indication: Commencer a raisonner avec |z| = 4r.

der
< Coe™.

(e) Montrer qu’il existe r(¢) > 1 assez grand afin que, pour tout z € C avec |z| = r >
r(e), on ait :

|€g(z)‘ < Og €5€T.
Indication: Utiliser I’inégalité 1 — x > ¢~2%, valable pour 0 < z <
(f) On note :

1
5.
A = R o

(1) max eg(re?),
et on développe g(z) = > .| b, 2™ en série entiere convergente de rayon infini. Montrer,
pour tout n > 1, I’inégalité :

1 2w ) )
b,r" = —/ <Reg(reze) - Ag(r)> e qg.
0

™

(g) Etablir que g(z) = 0, puis conclure.

(h) Soit maintenant h € ¢(C), avec h(0) = 1, satisfaisant, pour certaines constantes
0 < A,B < oo convenables :

()] < AePH.

On suppose h(—z) = h(z) paire, de zéros distincts non nuls +a,, n = 1,2,3,..., et on
suppose que Y~ | - < oo. Montrer que :

h(z) = ﬁ <1 — z—;) (VzeC).

n=1

(i) Obtenir I’identité d’Euler :

sin 7z e 22
= H (1_ ﬁ> (VzeC).

n=1
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Exercice 3. Soit une fonction holomorphe f: D — ID non constante. On suppose que
f(0) est réel, avec :

0 < f(0) < 1.
Soit I’application 7': D — D définie par :

T(w) = = JO0) =: (.

1—f(0)w
(a) Montrer que }T(f(z))‘ < |z|, pour tout z € D.

(b) Calculer I’inverse w = T~1((), aprés avoir justifié que 7: D — D est un biholomor-
phisme.

(¢) On prend z € D de la forme z = r ¢ de module 0 < r < 1, et on note son image par
la composée T'o f :

T(f(2)) = pe*,
de module 0 < p < 1.
On considere le cercle {|(| = p}, et on introduit :

(1-=p)(1+p)

c(p) = fo A= Top) (Lt fop)’

ol on a abrégé f, := f(0).
Vérifier que 0 < ¢(p) < fo, puis, montrer que :

(1—fo)(1+fo) €%+ fop
(L=fop) (L4 fop) 1+ fope

(d) Montrer que 7' ({|¢| = p}) est un cercle, que I’on déterminera.

T} (pe¥) —clp) = p

(e) Montrer que ce cercle a pour diametre le segment [T~ (—p), T7(p)], et que :
—1 < T7Y=p) < T'p) < 1L

(f) Premier cas : on suppose que 0 < p < fo. Montrer que :

Jo—p P+ fo
< f)] < .
1—fop L+ fop
(g) Deuxieme cas : on suppose que fy < p < 1. Montrer que :
P+ fo
z)| < .
‘f( )| 1+ fop

(h) Toujours avec z = re? € D et avec }T( f(2)) ‘ = p, établir I'inégalité :

Jo— 7] Jo+ |2

(i) Sans I’hypotheése 0 < f(0) < 1, montrer que toute application holomorphe f: D — D
satisfait la paire d’inégalités :

SO _ .
=l < Vel s

< |f(z)] <

[fO)] + ]2
L+ [f(0)] - =]

(VzeD).
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Exercice 4. L’'objectif est de déterminer la valeur exacte de fooo sinz?dx et de

Jy° cos x? dx, avec des techniques d’ Analyse Complexe.

(a) Montrer que co = fooo }sin 1’2’ dx. Indication: Effectuer le changement de variable u :=
x2.

(b) Pour R > 0 quelconque, on introduit la courbe fermée simple orientée dans le sens
trigonométrique :

I'y = [O,R} U arc (R, Re”/‘l) U [Rei’r/‘l7 O] =: I'y1 U T U I'gs.
Dessiner 'y, en indiquant I’orientation des 3 morceaux de son bord, ainsi que son intérieur
1—WR,int-

(¢) Que vaut fFR e % dz 7
(d) Montrer que :
w/2 5
0 = lim R/ e Rosint gt
R—00 0
Indication: Utiliser la minoration sint > % t, valable pour 0 <t < 7.

(e) En admettant la valeur de fooo e dy = ‘/77? établir que :

/ sinz?dr = ﬁ :/ cos x2 dz.
0 2v/2 0
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14. Corrigé de I’examen 7

Exercice 1. (a) Remplagons z := z;, utilisons p(z;) = 0:

B fw) p(w) L[ fw) 1
Plz) = 27,7T/ w) w— z —p(Zi)O%/c p—w) W — % tw
1 /

_ L W) .. 4
2 Jo w—z

= f(2),

et réalisons que la formule de Cauchy sur un cercle s’applique directement.

(b) Ecrivons aprés développement :

p(z) = (z—21) (2 —2) - (2= 2,)
= 2"+ a, 12"+ a2+ ag,

avec certains coefficients ay, dont I’expression en fonction de z1, . .., 2, ne sera pas utile,
puis, au moyen de la formule classique :

AN _ BN — (A—B) <AN—1+AN—2B+_“+ABN—2+BN—1>’

éliminons le dénominateur dans le quotient :
w) — p(z w" — 2" wrt -t w? — 22 w—z
plw) = p(=) _ gt toay +a Fag(1—1)
w— 2z w— 2z w— 2z w— 2z w— 2z
= (W ") Fap (WP 2"+t as (W 2) a4+ 0
2 A () 2 A4 A(w) 2t 4 Ag(w),

et observons qu’il s’agit d’un polyndme en z de degré n — 1, a coefficients
Ap_o(w),..., Aj(w), Ag(w) qui sont eux-mémes des polyndomes en w, donc sont
holomorphes dans C D Q.

Par linéarité de 1’intégrale, 1’expression considérée :

P(z):L M{"1+An 0 2" 4 '--—l—Al(w)zl—i-Ao(w)}dw

0T
f w)
m(/ (w) Ar(w )

_ f
227‘(‘
est effectivement un polynome de degré n — 1 en z.
(¢) Comme nous savons que la fonction e* n’a aucun zéro sur C, I’idée est d’appliquer le
Théoréme de Rouché aux deux fonctions P,(z) et e*.

Sur le cercle Cy = {|z| = R}, peut-on avoir :

2>k>0

" = Pu(2)| < |e7] (]2 =),
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de maniere a conclure que P, (z) a autant de zéros — c’est-a-dire zéro ! aucun! — que e*
sur Dy ? Oui, comme suit.
Premierement, comme — R < Re z < R sur le cercle Cy, nous avons la minoration :
€_R < eRez — ‘62‘.
Deuxiemement, comme la série entiere de e converge uniformément sur les compacts
de C, notamment sur Dy, il est clair que ’on peut choisir un entier N(R) > 1 assez grand

pour avoir, quel que soit n > N(R), la majoration valable pour tout z € Dy :

e’ — Pn(z)‘ =

k>n+1

RE
<D

k>n+1

< %e‘R.
Avec un tel choix de N(R), I'inégalité stricte ; de Rouché est bien satisfaite, ce qui

donne la conclusion demandée.

1
(O]
zéros dans (2, elle est aussi continue dans 2 U 02 = (), et elle satisfait aussi |g(¢)| = 1
pour tout ¢ € 0f).

Grace au principe du maximum appliqué aux deux fonctions f et g, nous obtenons :

) <1 et HEIES! ),

(d) Si f(z) n’aaucun zéro dans €2, alors la fonction g(z) := est aussi holomorphe sans

ce qui force |f(z)] = 1 partout dans €2, donc |f| atteint son maximum en un point de
I’ouvert connexe €2, donc f est constante a cause du principe du maximum.

(e) Avec w € C, |w| > 1 fixé, la fonction f(z) — w a aussi un unique pole simple a € €.
Une formule du cours nous donne :

i & d{ = #zérosde f(z) — w dans ()
2im Joq f(Q) —w

— F#polesde f(z) — w dans .

Par ailleurs, avec un parametre réel 0 < ¢ < 1, comme | f(¢)| = 1 < |w/|, I'intégrale :

1 tf
If,w(t> = LO dc < Z,
2im Joo t F(Q) —w
est continue par rapport a ¢t € [0, 1], a valeurs dans Z qui est discret, donc constamment
égale a sa valeur, 0, en t = 0, ce qui nous donne :

0 = Iw(0) = I1w(1)
= zérosde f(z) —w dans Q — 1,
c’est-a-dire la conclusion :
1 = zéros de f(z) — w dans .
Exercice 2. (a) Ce produit infini de fonctions holomorphes est de la forme vue en cours

[T2, (14 Fu(z)), avec Fo(z) := — 2. A-t-on convergence absolue de ) | [F,(z)| sur les
compacts K C C?
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Oui, trés certainement, car avec z € K, d’out |z| < r pour r > 1 assez grand, on peut

majorer :
- z =1 =1
— — | = |z — < 7r — < Q.
0 e LD P R P v

n=1 n n=1

Un theéoréme du cours garantit alors que z — [, (1 — ai) est une fonction holomorphe
entiere.

(b) Soit € > 0 arbitrairement petit, et soit N(¢) > 1 un entier assez grand pour que :

1
> mi<s

|an|

n>=N(e)
Alors avec un certain polyndéme (). (z), et avec = := |i , ous pouvons estimer :
st z N z z
(=)= I 0= I (- )
TH an, ;!‘_‘[ (079 ngg) Qn,
= ‘Qe(z)| H 1_i
n>N(e) On
< Q)] I ]1 +—
n>=N(e) On
[1+z<e€"] < }QE(Z)‘ H e|ﬁ
n>=N(e)
1
el en{ ¥ L)
) n

£ £
g CE ez |Z| e2 ‘Zl’
car I’exponentielle I’emporte, en croisssance, sur tout polyndme.

(c) Le quotient méromorphe sur C :

T he) e o)
Hn:l (1 o a)
n’a que des singularités illusoires aux points z = a,,, puisque f(z) y a aussi les mémes
zéros, donc en fait f;(z) € O(C) est holomorphe dans C tout entier, et ne s’annule jamais.
Comme C est simplement connexe, un théoréme vu en cours fournit une fonction holo-
morphe g € O(C) telle que f1(z) = e9*), d’ou effectivement :
o

f(z) = 9@ H (1— i)

n=1

(d) Afin de majorer 1+i|, il s’agit de minorer ‘1 - = ‘ En supposant comme cela a été
indiqué |z| = 47 sur le cercle de rayon 4 — et non pas r —, il vient :
4dr

—-1> —-1=1,
2r

z
1— =
an

z

Qn

P
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et donc, toujours pour |z| =47 :

1f(2)] < 1f(2)]
Moo (1-2)]
< C. et

Ensuite, comme la fonction considérée :
f(2)
)
zZ
H|an|<2r (1 - E)

est holomorphe dans C, puisqu’elle n’a que des singularités illusoires aux points a,, avec
la,,| < 2r, le principe du maximum implique que cette inégalité est vraie pour tout z € C
avec |z| < 4r, et donc pour tout z avec |z| = r, comme cela était demandé.

z

(e) Grace a la Question (d), nous avons obtenu :

-

2r<|an|

|eg(z)‘ . < Cg 6467"

Il s’agit, maintenant encore, de minorer ce deuxieéme produit (infini).
Puisque par hypothése on a > ﬁ < 00, pour tout £ > 0 comme précédemment, il

existe r(¢) > 1 assez grand pour que :

1 €
Z |_\§‘
<

2r(e)
Alors pour tout » > r(g), pour tout z € C avec |z| = r, en appliquant la minoration
indiquée 1 —x > e~ 2% aux nombres réels z := ‘i| qui vérifient bien |i‘ = <Z=1
an an |an\ 2r 2

c’est-a-dire en appliquant la minoration :

z
an

. _
L=zl > e
il vient apres inversion :

1
1 —

< eflanl,
z

an

ce qui nous permet d’atteindre la majoration demandée :
1

zZ
H2r<\an\ 1- ‘E
4
< Cle®r II 62|E

|€g(z)‘ < Cg 6467‘

2r<|an|
= C.e* exp 2( Z L) ||
|an]
2r<|an|
< O 645r 2

= (C.e*
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(f) Comme la série entiere » b, z" converge uniformément sur n’importe quel compact
K c C, sommation et intégration sont interchangeables. Ainsi :

1 [ . . 1 /2 , ‘ ‘
_/ Reg(r 610) e—m6‘ do = — <g(7, 619) +g(r 619)) e—mﬁ do
T Jo 2 J,
0 1 2 ‘ 1 o ‘
= Z (_/ bk ’I"k ez(k—n)G do + _/ bk Tk e—z(k+n)9 d@)
2m Jo 21 Jo
k=1
[/27r e"? dh = 0 pour £ € 7" = b, r"
0

2m —q sz 4
Enfin, comme fo constante e~ df) = 0, nous pouvons insérer un terme supplémen-

taire et obtenir effectivement :
1 27 ) )
— / (Reg(rew) — Ag(r)) e dh = b, r".
0

T

(g) Tout d’abord, d’apres la Question (a), pour tout |z| = r > r(¢), nous avons :
Reg(re”) < logC. +5er.

Ensuite, puisque :

Ay(r) = max Reg(z),

|z|=r

nous connaissons la valeur absolue de :
Reg(re) = Ay(r)| = A4(r) ~ Reg(re”) o),

et donc en appliquant I’inégalité triangulaire intégrale depuis I’identité obtenue a la Ques-
tion (f), nous pouvons estimer :

1 27 ”
b, 7" < ;/0 (zélg(?”)—Reg(reZ )>d9
1 27 ] _ ]
= 2A,(r)— o / (Z bpr” e + Z by, 7 e‘“’“a) do
TJo k>1 k=1
= 2Ag<r)

< 2logC. 4+ 10er.
Alors pour tout n > 2, I’inégalité :
QIOgCE—i—lOST 7 — 00
rn

|bn| < 0,

force I’annulation b,, = 0. Ainsi, g(z) = by z est un polyndme de degré 1, mais a nouveau :
2log C.
r

7 — 00

+10e —=2 5 10,

|b1] <

force by = 0 car € > 0 était arbitrairement petit.
En conclusion, g(z) = 0, et nous avons bien démontré que :

i@ =T (-0

est un produit simple sans facteur exponentiel.
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(h) Soit le développement en série entiere h(z) = 1 + > 77| ¢ z*. L'hypothése h(—z) =
h(z) force I’annulation co,1 = 0 des coefficients d’indices impairs. Donc nous avons
h(z) = hy(z?) avec :

o0
=1+ E CQ@Z%.
=1

Les zéros de hy(z) sont les a?. De plus, pour tout € > 0, nous avons :

1/2
’hl ‘ < < Ae? 2]
< C.efl.

La Question (g) précédente s’applique :

d’ou la conclusion :

(i) La fonction h(z) = $072 = p,(22) est paire, a pour valeur h(0) = 1 (singularité

Tz

illusoire) a I’origine, est holomorphe entiere, a pour zéros { +tn:n € N*}, et satisfait

I’estimation :
1 eiwzt 1
= 5| }

1Tz

— ‘/ 'mztdt‘
< _/ ezl gt
2J4

= ¢4l

exponentielle d’ordre 1, donc la Question (h) s’applique, et nous offre une démonstration
alternative (par rapport a celle du cours) de la magnifique formule d’Euler :

2

sinmz s z
= H (1 — —2) (VzeQ).
TZ n

n=1

Exercice 3. (a) Comme il est visible que 7’0 f(0) = T'(f(0)) = 0, et comme T'o f: D —
D est holomorphe, le Lemme de Schwarz s’applique, et donne ‘T of (z)’ < |z], pour tout
z € D.

(b) D’apres le cours, un biholomorphisme général D — D est de la forme :

1-—aw’

ot § € Ret o € D sont des constantes quelconques. Ici, avec 6 := wet a := f(0) = @, on
retrouve bien 7'(w).
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Ensuite, pour trouver I’expression de ’inverse 7~!(.), résolvons w en partant de :

w—f(0)
0w~ © — w— f(0) = ¢ — F(0)w¢
— —¢- <0>=—w(1+f<><)
C+rO) W
A T+ fo¢ "
dOHC nous trouvons : C f(o)
_1 B +
O = Ty ¢

(c) T est visible que 0 < ¢(p),car0 < p < let0 < fo < 1.
Ensuite, comme 0 < fy < 1, pourtout 0 < p < l,ona:

2> fi 0 — 1—p* < 1—f3p?
= (L=p)(L+p) < (L= fop) (14 fop)
(1—p)(1+p)
- (1= fop) (1 + fop) <!
(1-p)(A+p)
- o (L= for) (1 + fop) s o<t
Apres avoir vérifié cela, calculons :
T (pe) — clp) = /)ew‘i‘fq _f (1=p)(1+p)

1+ fope (1= fop) (1 + fop)

(pe®+ fo) (L= f30*) — fo (1 —p*) (L+ fope™)
(L= fop) (1 + fop) (1 + fopei?)

pe'? —fop*e? +fo, = [50" = fo, = [ipe + fop® + fop® e

(L= fop) (1 + fop) (1 + fopei?)
_ ple—fp—fie + fopl
(L= fop) (1 + fop) (1 + fope'#)
(1=/3) €%+ fop
1= f§p%) 1+ fope's

(d) Grace aux calculs qui précedent, nous allons constater que 1’image inverse 7'~ ( {I¢] =

p}) estle cercle, contenu dans {|w| < 1}, de centre ¢(p), et de rayon p Tfop

0
En effet, nous savons que pour @ € D fixé, le quotient = e 1= est constamment de
module 1 pour e sur le cercle unité, et ici, de manieére 51m11a1re, nous constatons que :

¢+ fop wl—l——fope_w :1.@
1+ fope 1+ fope 5]

avec 8 # 0, puisque | fo pe'?| = fop < 1.
De plus, I’application :

OUL

=1,

ei@ I \ €Z¢+f0p
L+ fope’
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a—ew
1—aei? "

est bijective du cercle unité sur lui-méme, comme c’est le cas de e/ —
Par conséquent, quel que soit ¢ € R,ona:

_ ; L—f5 | ¥+ fop
1 7 _ 0
‘T (pe‘P) —C(p>‘ - pl—fgpQ ].+f0pei@
1-f3
=P Fm= o b
1— f3p?

donc T ({|¢] = p}) est le cercle :

) 1—p? 1-f3
{wE(C. ‘w_fol—f§p2’:p1—f§(;2}'
(e) Vérifions I’inégalité centrale 2 :

—p+fo ; p+ fo
~X 9
L—fop 1+ fop

c’est-a-dire :

?
—ptfo =0 fo 0 fi < ot fo, =0 o, 01
qui équivaut a I’inégalité effectivement satisfaite :
2012 '< 2.
Les deux inégalités 1 et 3 se vérifient de maniere similaire.

(f) Nous venons de comprendre que 7 ({|¢| = p}) est le cercle de centre c(p) et de
diametre [T~ (—p), T7'(p)] C Ry, contenu dans I’axe réel positif.
Par construction, le point f(z) appartient a ce cercle, puisque 7'(f(z)) appartient au

cercle {[¢| = p}.
Or une figure élémentaire montre que ce cercle est forcément contenu dans I’anneau

centré en 0 dont le cercle-bord intérieur intersecte R, en le point 7~!(—p), et dont le
cercle-bord extérieur intersecte R en le point 7!(p). Par conséquent :

T~ (=p) < |f(2)] < T7Hp),
ce qui est exactement 1’inégalité demandée.
(g) Cette fois-ci :
_ p—Jo
T —p) = — <0,
(=p) T fop
est négatif, tandis que 7! (p) reste toujours positif. En valeur absolue, a-t-on :

c’est-a-dire, est-il vrai que :
p— fo ; P+ fo
1—fop L+ fop’
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Le.:

p,~fothor’=fop, < p +h-for’=fir,

2 fo—2 for?
2 fo (1= p?).
Une figure élémentaire montre alors que f(z) est situé sur le cercle centré en c(p) et de

_f2 . A . _ . 9 2 .2
rayon p %, lui-méme contenu dans le disque {|w| < T7!(p)}, ce qui donne I’inégalité
demandée :

VARSIV

N

OUI

iy PH o
1f(z)| <T @>_1+hp

(h) Commencons par observer que dans les deux cas qui précedent, nous avons obtenu la
paire d’inégalités :

Jfo—p fotp
< 2)| < ,
L+ fop 7] < 1+ fop
puisque, dans le Cas 2, le membre de gauche est < 0, de toute facon.
Ensuite, observons que les deux fonctions :

0,1] — Ry 0,1] — Ry
o —s fo—p ’ p —s fot+p ’
1L—fop 1+ fop
sont, respectivement, décroissante et croissante, parce que leurs dérivées valent :
_ 1 2 1 _f2
(1— fop) (1+ fop)

Et comme nous avons vu grace au Lemme de Schwarz que :

p=|T(f(2)] < |2,

nous obtenons bien 1’inégalité demandée :

1— folz| L—Jfop 1+ fop 1+ folz|

(i) Si f(0) =0, cela est le lemme de Schwarz :

Trivial Schwarz
—l2l < |fR)] <l

Supposons donc que f(0) # 0. En remplagant f(z) par ¢ f(z) =: f1(z) avec 'argu-
ment ) opposé a celui de f(0) de maniere a garantir que f;(0) est réel avec 0 < f1(0) < 1,
nous pouvons appliquer a f1(z) les inégalités obtenues a I’instant dans la Question (h) :

f1(0) — |#| B f1(0) + |2|
1 — £1(0) |z| < @) < L+ f1(0) 2]

et constater que cela est la paire demandée d’inégalités, puisque f1(0) = |f(0)].
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Exercice 4. (a) Pour z € ]0, oo, en effectuant le changement de variable indiqué = =: \/u,
d’ ot dz = f“r et en découpant de maniere appropriée I’intervalle |0, oo, nous pouvons
calculer et minorer I’intégrale en question par une quantité divergente :

/000 ’sinx2|dx = /000 }smu‘ \/_

(k+1)m . du
= Z/ |Sln Ul m

(k+1)7

WV

inu|d
kzo QW/k ‘smu‘ zi

Jo smudu: 2

Zm

= Q.

Ainsi, la fonction x —— ’sin xz} n’est pas Lebesgue-intégrable sur |0, co].
z . 7z . 7 o .
Nous allons néanmoins démontrer que 1’intégrale sans valeur absolue fo sinx? dx
existe au sens des intégrales généralisées de Cauchy ou de Riemann, a savoir que

lim fo sin 22 dz existe.
R—00

(b) Voici une représentation graphique complete et soignée :

(c) La fonction exponentielle étant holomorphe dans C, il est clair que z —— e~ est ho-
lomorphe entiere, définie dans C tout entier. Comme C est convexe, I’'un des tous premiers
théoremes de Cauchy nous donne immédiatement :

O:/ e dz.

(d) Grace a la majoration suggérée :

—sint < —=1 (telo,m/2)),
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nous pouvons estimer et conclure :

w/2 5. w/2 -
0 < R/ e} s'"tdth/ e R Etdt
0 0

2R 0
— _1<6*R2_1> _RZx
2R

(e) Ainsi:

0= / e dz + / e dz + / e dz.
Tr,1 g2 g3

Admettons donc, pour la premiere intégrale, que :

R o0
2 R — 2 T
/ewdx—oo> exdxzi.
0 0 2

Ensuite, regardons la deuxieme intégrale, en paramétrant I’arc de cercle z = R e avec

0<t<n/4:
2 71—/4 1t\2 .
/ e dz = / e~ ReD iRt dt
e 0

_R2 S n2
e R cos2t ez(t R? sin 2t) dt,

et majorons :

/ e % dz < R/ feos2t 1 gt
e 0
R
[u = 2] = 5/0‘ 2 cosu du
R
['U o= 71'/2_u] = §/0 2sinv dv

[Question (d)] R _> >
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Enfin, sur le dernier segment orienté négativement et paramétré par z = e'™/* ¢ :

R
/ 6—22 dz = _/ —(te”/4 17r/4 dt
T'r,3 0

R
_ ez (1
= /0 ¢ (75 + 75) dt

1 e
= ——= [ e (1+0)dt

V2 Jo

R

1
= —— <cost2—zsmt2>dt——/ cost2—zsmt>dt
V2 Jo

En revenant a I'identit¢ 0 = [, + [+ [ = donnée par le théoreme des résidus, et
. FR,I FR,Q FR,S
en faisant R — oo, nous obtenons :

0 —/ e " dx+0——/ cost2—25|nz€2 t——/ costz—zsth) dt,
0

puis en prenant les parties réelle et imaginaire :
1 o0
0= ﬁ——/ <cost2+sint2) dt,
2 V2 Jo
1 oo
0= —/ (sin t? — cos t2> dt,
V2 Jo

/ cost’dt = ﬁ :/ sint? dt.
0 2v/2 0

ce qui conclut :
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15. Examen 8

Exercice 1. On définit la branche (non principale) de la fonction logarithme par :
logr e = logr + i,
lorsque r > O et —% < 6 < 2.

Pour 0 < r < 1 < R, soient 7, et yi les deux demi-cercles fermés de rayons r et R
contenus dans le demi-plan supérieur fermé {Im z = 0}, et orientés dans le sens trigono-
métrique positif.

(a) Elaborer une figure compléte et soignée incorporant les éléments suivants :

e —R,—1,—r,0,r, 1, R, ainsi que les quatre courbes orientées [—R, —7], v, [, R], Vr;
° i

e I'axe de coupure {iy: y € R_}.

(b) Montrer que :

B (log x)? i+ (log 2)? s+ " (log || + im)® dr (log 2)? &y = _7T_3.
2 2 2 2
. ro+1 e ot _R ¢+ 1 b 22+l 4

(¢) Montrer que :
|
_ / 187 .
0 T+ 1

| 2
0= Iim/ (log 2) dz
v

R—o0 R 22—|—1 '

< (] 2 3
/ ((;gaj) dr = =
o x°+1 8

Exercice 2. On pose Fy(z) := 1 — z, et pour p € N5, on pose :

(d) Montrer que :

(e) Etablir la formule :

E,(z) = (1—-2) SRR

)

et on abrege :
P

Ly(z) == z4+ 5+ + 2.
(a) Montrer que :
—E(z) = 27 elr(®) — Z ay 2",
k>p
avec des coefficients a; > 0 tous positifs.

(b) Montrer que :

~p+1

1-FE >
P(z) — Z bk ij
k=0
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définit une fonction holomorphe entiére, i.e. un élément de &(C), avec des coefficients
br = 0 tous positifs.

(¢) Montrer que :

|Z| < 1 — o+l

‘1 ~ E,(2)

(d) Soit une suite {z,}>°,, de points z, € C\{0} pas nécessairement distincts entre eux,
avec |z,| — oo lorsque n — oco. On abrege :

Tn = |za| > 0.
Montrer que, pour tout rayon > 0 fixé, on a :

00 ran

Z <—> < oQ.

n=1 'n

(e) On suppose dorénavant donnée une suite {p, }°°, d’entiers p,, € N tels que, pour tout
r>0fixé, ona:

Montrer que le produit infini :

ad z

T 2. (),

n=1 "

converge normalement sur les compacts de C, et définit une fonction holomorphe dans C
tout entier.

(f) Maintenant, on suppose que les z, € C\{0} sont mutuellement distincts :
Zny F Zng pour ny # na.

Montrer qu’il existe une fonction holomorphe entiére g € &/(C) satisfaisant :

o {weC: g(w) =0} ={z}72s;
e 0 # ¢'(zn) pour tout m > 1.

(g) On pose :
_ 9(2)
A P A
M, = | |mia‘x ||fn(z)|

Etablir I’existence de constantes appropriées ¢,, € C telles que :
h(z) = Z Wy, fo(2) €773,
n=1

constitue une fonction holomorphe entiere h € ¢'(C) résolvant le probléme d’interpola-
tion :

h(gm) = W, (Vm>1).
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Exercice 3. Dans un plan C > w, soit la bande B, et dans un plan C > s, soit le demi-plan
droit, définis par :
B = {wEC: —1<Rew<1},

H = {seC: Res>0}.

(a) Montrer que I’application :

s = p(w) = 2",
constitue un biholomorphisme B — H.
(b) Soit un disque unité :

A= {¢eC: [¢|<1}.

Montrer que 1’application :

s—1
constitue un biholomorphisme H — A.
(¢) Montrer que I’application :
¢ = tan T w,

constitue un biholomorphisme B — A.
(d) On se donne maintenant une application holomorphe f: D — B avec f(0) = 0, ou
D := {]z|] < 1} est un disque unité.
Soit g := 1 o p o f. Dresser une figure soignée incorporant les éléments suivants :
e D, 0 €D, un élément z € D, I’application f;
e 3,0 € B, unélément w € B, 'application ¢, les points —1 et 1;
e H,1 € H,unélément s € H, I’application v;
e A, 0 € A, unélément ¢ € A, I’application g.
(e) Montrer que pour tout rayon 0 < r < 1,ona:

g({lzl <r}) < {lKI <
(f) Montrer que pour tout rayon 0 < r < 1, I’image inverse :

v {I¢ =1} = Can (H3),

2r
1—r2

est un cercle dans le plan des s :

2
e de centre 175 ;
2r .
e derayon ;=5 ;
e de diametre le segment H—;:, ], contenu dans I’axe réel.

Indication: On pourra poser s = o + i t.

(g) Vérifier que v~ ({|¢] < r}) est le disque ﬁ% (323) dans le plan C,, contenu dans
H.

(h) Redessiner la figure de la Question (d), en y ajoutant le cercle {|z| = 7}, avec f(C,),
avec (f(C,)), avec ¥ (p(f(C,))), avec le cercle Cz._(1£53), etavec {|¢| = r}.

27r
1—r2
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(i) Pour tout s € E% (}J_r:j ), montrer que :
1—r

1+r
T
(j) Montrer que pour tout |z| < 1, toujours avec f: D — B satisfaisant f(0) = 0,on a:

‘Im f(z)‘ < %Iog ijzl

}Im ¢ '(s)| < Zlog

Indication: Observer que ¢~ '(s) = —i2(log|s| + iargs), pour s € H avec |arg s| < 5.
(k) Montrer que pour tout |z| < 1, toujours avec f: D — B holomorphe satisfaisant
f(0)=0,o0na:

IRe f(2)| < 2arctan|z.
Indication: En dessinant une figure soignée, on pourra déterminer I’angle minimal «(r) tel
que :

D2 (35) C {s€C: Res>0, |args| <a(r)}.

1—72 1—r?
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16. Corrigé de I’examen 8

Exercice 1. (a) Voici la figure demandée :

YR
i
Yr
TN
—-R -1 -r|r 1
Coupure
(b) Le seul pdle de la fonction
_ (log 2)?
f(Z) - 22 +1 )

méromorphe dans le domaine :
Q= C\{iy: y € R_},
et qui est contenu dans I’intérieur du contour de Jordan :
Ivg = [rRIUygU[-R,—r|U~,,

est z; :=1, etil est d’ordre 1, avec un résidu égal a :

N , (logz)*  (logi)® © %)2 2
Resf(l)_m(z_l)(z—z‘)(zﬂ) 2020 8i
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L’identité visée est alors une expression du théoreme des résidus appliqué a f(z) sur le
contour I, i :

— — = 2im Resy(7)

_ /n,R f(2)dz

(¢) Apres découpage [ = fol + J{ et changement de variable z = _, il vient :
> logx U logax > loga
dr = d d
/0 21 /0 2?2 +1 x+/1 221
Llogy , d
= / ( y) + idem
o 1IN Y2

= d + idem
/1 y2+ Y
= 0.

(d) Sur yg,avec z = Reet0 < 0 < m ona:

|Iogz‘ = ‘IogR—l—zQ‘ log R + ,

d’ou : )
/ (log 2)* - (log R + )
< — 7
22+1 R?2 -1
R— 00 O
(e) Tout d’abord, sury,,onaavec z =re?et0 <0 < 7:
‘Iogz| |Iogr+z7r] log r 4 T,
d’ou : )
(I I
/ og z)* < (logr + m) .
z2+1 1 — 72

r—0 0.

Par conséquent, en faisant simultanément » — 0 et R — oo dans I’équation de la
Question (b), nous obtenons :

. 2
> (logz)? /0 (log |z| + i) 73
d 0 —d 0=——.
/0 o B R 1

Il reste a changer x —— —x dans cette deuxieme intégrale :

0 . \2
[2:/ (log +im)”
0

2 +1
[e%e] | 2 ) | 0 d
:/ (ozgx) dx+2i7r/ 08T dx —72/ v
o r?2+1 o v*+1 o x2+1
3
—n+0-=,

2



484 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

d’ou :
3 73
L+ —— = ——
1+ 14 5 1
et enfin :
0o [ 2 3
L/‘ (:glﬂ gr = T
o x°+1 8
Exercice 2. (a) Dérivons :
1—2?
/ — p=1 _
L(2) =14+z2+ - +=2 T,

puis calculons :
—El(2) = e [1 - (1-2) L;(z)]
= el [1 — (1 — zp)}
= P eLP(Z).

Ensuite, comme e¥ = > °° L ! a des coefficients positifs, et comme les coefficients
=0 o " 7 . i
du polyndéme L, (z) sont aussi positifs, il est clair qu’il en va de méme pour la composée :
p

1 2 ¢
Ly(z z zP
2P elr(®) = 2P E E(z—l—?#—---#-?)
=0

=: E ay 2.

k>p

(b) Observons que £,(0) = 1. Donc par intégration :

CE(2)+1 = /M—E;,@)dc

_ Ak k+1
2 iri”

o
=: Pt! E by 2%,
k=0

sont positifs, puisque les ay le sont.

A
k+1

(¢) Pour |z| < 1, majorons :

oules b, =

1 —E,(2) o k - k
e NP A
<X bt

k=0
— 1_Ep(1)
G

= 1.
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(d) Fixons r > 0, éventuellement arbitrairement grand. Comme |z,| — oo, il existe un
entier N(r) > 1 assez grand pour que :

n > N(r) = T = 27

Par conséquent :

ce qui assure la convergence de :

n=N(r)

(e) Comme |z,| = r, — oo, il existe N(r) > 1 tel que :

n > N(r) = Tpn =T
Ecrivons :
z
E,, (—) = 14 a,(2).
ZTL
Grace a la Question (¢), pour z € D,., il vient :
z 1+pn
(n > N(r) et |z < 7“) = |an(2)] < (—) -1

Zn

< r > 1+pn
< - )
Zn

) N L . . 0o
donc avec I'hypothese de convergence de la série ci-dessus, nous voyons que doniy |an(z) ‘
converge normalement sur ID,,, donc sur tout compact K C C, puisque r > 0 était arbitraire.

Enfin, un théoréme du cours assure que le produit infini :

ad z
IT 2. ()

converge (normalement, par définition) vers une fonction holomorphe définie sur C tout
entier, dont les zéros sont exactement ceux de ses facteurs, a savoir les {z,}°° ,, avec répé-
titions éventuelles.

(f) Avec p,, := n — 1 comme a la Question (d), la fonction construite a la Question (e) :

g(z) = ﬁ E,_1 (i),

a pour zéros exactement la suite {z,}>°; de C\{0} dont les éléments sont distincts.
Ensuite, d’apres un théoreme du cours :

q'(2) - 1 E;zfl(i)
“ Zn Eya(£)]

n=

d’ ol :

gz = iEIH(i) IE Ek_l(fk>,

n=1
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puis pour tout m > 1 fixé :

1 z Z
/ . / m m
9 (2m) = 4 ZETH(Z) 11 Ek_l(z_k>

Cette dérivée ¢'(z,,) est non nulle, car les Ej_1(Z) avec k # m ne s’annulent qu’en

%
z = 25, nulle part ailleurs, et car, d’apres la Question (a) :

Bpyoa(2) = — 2"t ebnai),

E (1) = —1mtelma £ g,
(g) Tout d’abord, on peut bien diviser par ¢'(z,) # 0. Ensuite, comme :

0(2) = 9(m) + (= — 2) g/ (zm) + O((2 — 2)?).
L) — (z = 2m) §'(2m) + O((Z - Zm)2)
fml2) = (o) 9o ’

il est clair que :

tandis que pour m # n :

G g o) O

Donc formellement, nous avons bien, pour tout m > 1 :

h(zm) = Wm fm('zm) 60 + Z W, fn(zm)o Gcn(z'"_’z")
n#m

fu(zm) =

= Wp,.

Mais nous devons encore assurer que cette somme infinie converge normalement sur les
compacts K C C!
A cette fin, choisissons des constantes ¢,, € C de telle sorte que :

arg z, : Cr Zn = ‘cnzn|,
1
. —len| 5 |2 1
|2al: |wp| My e~ ezl L

Ensuite, soit X C C un compact quelconque. Comme |z,| — o0, il existe un entier
N(K') > 1 assez grand tel que :

n > N(K) — max 2| < 4|2

d’ou :
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donc pour z € K etn > N(K), nous pouvons majorer :

Wy ful2) )

< |wn| M, }eC"Z e’C”Z”|

= | M, [en| e7len =

< || M, elenl 1l =lenl Iz
= |wTL|Mn e_|C"‘(|Z"|_‘Z|)
_ 1
< | M, elent 150
1
< L

Ceci montre que la série :

h(z) = Z Wy, fo(2) €n72n),
n=1

converge normalement sur tout compact ' C C, et donc constitue, d’apres un théoreme de
Cauchy, une fonction holomorphe entiere h € ¢'(C) qui résout complétement un probleme
d’interpolation analogue a I’interpolation polynomiale de Lagrange.

Exercice 3. (a) Ecrivons w = u + i v. Dans labande B, avec —1 < u < 1, avec v € R, on
a:

Tov

i Ty —
2% e 2 7

S =

donc |arg s| < 7, et |s| € R} peuvent prendre des valeurs quelconques, et il est clair par
cette formule que ¢ est bijective.

D’apres un théoreme du cours, la dérivée d’une application holomorphe injective est
automatiquement non nulle, ce que nous vérifions :

d .
T =iz 2
(b) Comme Res > 0, comme 1 € {Res > 0}, comme —1 ¢ {Res > 0}, il est géométri-
quement clair que :

9

s —1] < |s—(-1)

donc :
[s = 1]
S < 1,
ce qui montre que 1 est a valeurs dans A.
De plus, v est surjective, car :
-1 -
i =( — 5 = Z C,

i(s+1)
d’ou : 3 3
. L 1_
O Sl S el (Y
i+C¢  —i+C 14¢C
Ces calculs et ces formules montrent d’ailleurs que 1 est bijective, donc injective, donc

de dérivée jamais nulle d’apres un théoreme du cours.

2Res = > 0.
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On peut méme vérifier directement la non-annulation de la dérivée :

(c) 1l suffit de composer les deux biholomorphismes précédents :

ce qui donne un biholomorphisme ) o ¢, dont I’expression explicite est :

voulw) = v(e™) = s

(d) Voici la figure demandée :
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go

®wo

(e) La composition g = 1) o p o f est une application holomorphe D — D satisfaisant
g(0) = 0. Donc grace au Lemme de Schwarz :

l9(2)| < |7] (VzeD).

Donc si |z| < r, onabien ¢ := g(z) qui satisfait |¢| < r.

(f) Ainsi, décomposons s = o+t en parties réelle et imaginaire, et explicitons la condition
|w(s)| = r, & savoir :

comme Ssuit :

lo+it—1" = o +it+1["



490 Francois DE MARCAY, Département de Mathématiques d’Orsay, Université Paris-Saclay, France

Par conséquent :
0= (c—12+t*—r*(c+1)* —r?¢?
=0 —20+1+t—1*0>=2rc -1’ —1r*t?
=0 (1-7*) =201+ +2(1 =1 +1—1%
d’ou apres division par 1 — 72 # 0 :

0202—20<1+ r
1

>+t2+1
—7“

Ensuite, faisons apparaitre un carré :

T+72\? /14722
0= — —( ) 1+,
(U 1—r2> 1 —r2 Tt

sachant que les termes soulignés deviennent :

—1-2r2 =yt 412240  —4r? <2r )2
a 1—7r2) "7

(1 —1r2)2 (1 —r2)2

ce qui nous permet d’écrire I’équation algébrique du lieu ¢~ ({|s| = r}) :
2r \2 1+72\? 2
(1—7«2) - (U_ 1—7«2) +(E=0)

comme étant visiblement I’équation d’un cercle, de centre situé sur I’axe réel R, = {t =

0} :

1+ 72
1—172

140,

et de rayon :
2r
1—r2

Enfin, les deux points-extrémités du diametre contenu dans 1’axe R, sont :

27 I ot 1—1—7“2+ 2r 147
1—72 1—72 147 1—7r2 1—72 1—7

(g) Comme ¢ est un biholomorphisme H — A, I'image inverse ¢! ({|¢| < r}) est un
+r2

domaine simplement connexe contenu dans H de bord C 2r ( ) qui ne peut alors étre
1—r

que le disque ouvert ]D) 2r (ﬁ) grice au théoréme Jordan.

1
—r2

Clairement, le dlsque fermé D _2r, (1 7

1z ] et

) est contenu dans H, car son diametre réel

(h) Redessiner la figure de la Question (d), en y ajoutant le cercle {|z| = r}, avec f(C,),
avec ¢(f(C,)), avec ¢ (¢(f(C;))), avec le cercle Car, (1” ), etavec {[¢| =7},

1—r2

(h) Voici la figure demandée :
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C, _
D B
14r
1—r
7‘2
)

(i) D’apres I’expression de ¢ :

Ime~'(s) = — 2log]s|.
1472

{Icl 73

Or pour s dans le disque D  2r (I_TQ), il est géométriquement clair que le module |s| de s
1—r

est compris entre les valeurs du diametre réel calculé plus haut :

1—r < Is| < 1+7r
1+7r 1=
11 suffit alors de prendre le logarithme :
1—7r 1+r
I < | < | ,
Ogl—i—r og|s| €1

puis d’observer que le majorant a droite est I’opposé du majorant a gauche.
(j) Si z = 0, I’inégalité est triviale. Fixons donc z € D\{0}, avec 0 < r < 1 et avec :

ro= |zl

Travaillons avec le cercle C, comme ci-dessus. Alors f(z) est contenu dans I’'image f(C,.).
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Puis, 1 (¢(f(2))) est contenu dans ¢ (¢(f(C;))) = g(C;). Mais cette image est aussi
égale a g(C,.), et grice au Lemme de Schwarz a la Question (e), elle est contenue a 1’inté-
rieur de "autre cercle C, = {|¢| = r} de rayon 7.

Autrement dit, 1 (¢(f(z))) est contenu dans {|¢| < r}.

Mais comme ¢ est un biholomorphisme, ¢ (f(z)) est contenu dans ¢~ ({|¢| < 7}). Et
comme ¢ est aussi un biholomorphisme, f(z) est contenu dans :

e (T ({ICI < 1})),

et nous venons de voir que cette image inverse est contenue dans :
: 2 15 Lt
{w e C: |Imw| < Zlog 1_T}.
Comme |z| = r depuis le début, nous avons bien démontré 1I’inégalité :

‘Imf(z)‘ < %Iog}f—tl.

242 « sz . —~ 2
(k) Comme cela a été anticipé sur la figure, observons que notre disque D _2» (1) dans
1—r2 1—r

le plan des s € C est contenu dans le secteur angulaire :
{s€C: Res >0, largs| <a(r),}
ou ’angle a/(r) est déterminé par :

2r/(1—r%)  2r
(1+7r2)/(1—7r2) 1+

sina(r) =

d’ol:

cos? a(r) = 1 — sin2a(r) = (1-#)27

14 r?
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puis :
2r

1—r2

tana(r) =

Ensuite, comme :
Reyp™'(s) = 2args,

comme :

largs| < Za(r) (vseD a, (),

1—r

et comme :

il vient par conséquent :

Re f(2)| < Za(r)
_ 2 2
= Zarctan =
Enfin, la formule :
2tan 3 2r
tan2f = ——— <= 2arctanr = arctan ——
b 1 — tan?p3 1—7r2’
permet de conclure :
}Ref(z)| < 22arctanr
= Zarctan |z|.
™



