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Feuille d’exercices no. 1

Exercice 1.1 : critéres de compacité
Soit A un opérateur continu sur un espace de Hilbert .. Montrer que les affirmations
suivantes sont équivalentes :

1.

il existe une suite (A,) d’opérateurs de rangs finis, tels que |4, — A| "= 0

. A est un opérateur compact

2
3. l'image A(B(0,1)) est compacte
4.
5

. pour tout systéme orthonormé (e,), € N, on a ||Ae,|| — 0.

pour toute suite (¢, € ) telle que 1), — 1 faiblement, on a A1, — A1) fortement

On montrera les équivalences dans l'ordre 1 -2 -3 -4 — 5 — 1.
Indications : 2 — 3 : il suffit de montrer que 'image est fermée. 5 — 1 : raisonner par
I’absurde.

Exercice 1.2. Convolution et compacité.
Soit 7 = L*(R?) et k € L*(R?) N L'(R%). On considére opérateur de convolution

Aki

Afte) = [ Ka—nf)dn fe .

1. Montrer que Ay € L(J2) avec ||Ax| < ||kl L1

. Montrer que A, est compact ssi k = 0 presque partout.

3. Soit U € L*(R%). Montrer que l'opérateur A défini par

(Af)(x) == U(x)(Arf) ()

est compact.
Soit V' € L*(R?) avec lim,_, o SUP|,s, |V(.CE)‘ = 0. Montrer que 'opérateur B
défini par
(Bf) (@) = V(2)(Auf) (z)
est compact.
Indication : représenter B comme limite d’opérateurs de la forme en 3.



Exercice 1.3. opérateur de transfert sur S'.

Soit T : x + T(x) une application lisse sur le cercle S' = R/Z. Afin d’é¢tudier
le systéme dynamique engendré par 7', on peut se servir de l'opérateur induit par la
transformation, agissant sur les observables : ¢ € C*(S') — p o T, ou de 'opérateur
de transfert .Z, qui représente I’évolution d’une densité ¢(z) par la dynamique :

(0, ZY) = (poT,¥)r2s1).

Dans cet exercice on va étudier le spectre de 'opérateur de transfert associé a 'application
T(xz) = 2z mod 1.

1. Ecrire I'expression de £ (x). Vérifier que .Z est borné sur C°(S') et sur L*(S1).
Donner sa norme dans ces 2 espaces.

2. Identifier une valeur propre simple de ., et en déduire son rayon spectral sur L.

3. Afin de poursuivre I'analyse spectrale de .2, représenter 'action de cet opérateur
sur les modes de Fourier ey(z) = €™ k € 7Z. Montrer que . agit indépen-
damment dans différents "secteurs de Fourier", chaque secteur étant indicé par un
entier impair k.

4. Montrer que tout z € {|z| < 1} est valeur propre de .Z sur L?, et décrire les
fonctions propres correspondantes 1, k().

5. Décrire le spectre de lopérateur ¢ — ¢ o T sur L?(S!). De quel type de spectre
s’agit-il ?
6. On cherche a décrire le spectre de . dans les espaces de Sobolev H™(S'), m >

1. Quelle est la régularité Sobolev d’une fonction propre ¢, x,(x)? En déduire le
spectre de & sur H™(S%).

7. Chercher a borner le spectre de . agissant sur 'espace C™(S') N {1}+.



