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Agrégation
Exercices: Lecon ”Prolongements de fonctions”

Exercice 1 Soit f € L?(0,1), on pose

Tf(z) = 1/wa(t) dt, «€0,1].

T

Montrer que T : L?(0,1) — L?(0,1) est continue.

Exercice 2 Soit [ intervalle ouvert de R et une suite de fonctions f,, : I — R croissantes
telle que pour tout = € I, (fy(z))n est bornée. Montrer qu'il existe une suite extraite (f,(n))n
telle que pour tout z, fy,)(x) converge.

Exercice 3 Soit u € §'(R). Montrer que les deux propriétés suivantes sont équivalentes:
i) u € C(R) et Suppu C [-R, R].

ii) u se prolonge en une fonction entiere sur C telle que
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Exercice 4 (Théoréme de Hahn-Banach cas séparable) Soit X un espace vectoriel
p: X — R, une application positivement homogene et sous-linéaire.

1. Soit f: F — R linéaire telle que
f(x) <plx), VeeF (1)

avec F' sous espace vectoriel de X. Montrer que l'on peut trouver un prolongement de
f défini sur Y = F' + Ra tel que la propriété (1) reste vraie sur Y.

2. On suppose que X est un espace vectoriel topologique séparable, que p est continue et
que f, linéaire vérifie (1) sur un sous-espace vectoriel Y. Montrer que f possede un
prolongement & X tel que la propriété (1) reste vraie pour le prolongement. (On pourra
écrire X = Uy (eq,---ep).)

3. Soit F un Banach, montrer que pour tout = € F,

|zl = sup{¢(z), ¢ € E', [|¢] < 1}.






