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TD2 : Tribu

Question 1. (a) Est-ce que l’ensemble des ouverts de R est une tribu ?

(b) Montrer qu’une intersection quelconque de tribus est une tribu, mais
qu’une union de tribus n’est pas forcément une tribu.

(c) Pour chaque entier n, soit Fn la tribu de N engendrée par l’ensemble
{0}, {1}, . . . , {n}. Montrer que (Fn) est une suite croissante de tribus
mais que

⋃
nFn n’est pas une tribu.

Solution 1.

(a) Non. Parce que ce n’est pas stable par prise du complémentaire.

(b) Soit E est un ensemble. Une intersection quelconque de tribus sur E
contient E, est stable par prise du complémentaire et par union dénom-
brable. Donc elle est une tribu par définition. Pour E = {1, 2, 3}, F =
{∅, {1}, {1}c, E}, G={∅, {2}, {2}c, E}, F ∪ G n’est pas une tribu.

(c) Comme une tribu est stable par union dénombrable et par prise du complé-
mentaire, on na Fn = {A ⊂ N|A ⊂ {0, 1, ..., n}ouAC ⊂ {0, 1, ..., n}}, alors
Fn ⊂ Fn+1, donc (Fn) est une suite croissante de tribus.

⋃
nFn contient tout

nombre pair mais ne contient pas 2N, c-à-d elle n’est pas stable par union
dénombrable, donc elle n’est pas une tribu.

Question 2. (a) Soit F une tribu sur E et B un élément de F . Montrer
que FB := {A ∩B : A ∈ F} est une tribu sur B.

(b) Soit (E,A) un espace mesurable, soit F un ensemble et soit f : E →
F une application. Montrer par un contre-exemple que la classe des
images directes {f(A) : A ∈ A} n’est pas en général une tribu sur F .

Solution 2.

(a) On prend A=E, alors FB contient B. (A ∩ B)c ∩ B = Ac ∩ B, comme
F est stable par prise du complémentaire, FB l’est aussi.

⋃
n(An ∩ B) =

(
⋃

nAn)∩B, comme Fest stable par union dénombrable, FB l’est aussi. Par
définition, FB est une tribu sur B.

1

ok

ok

ok

ok

Bon travail globalement, bonne rédaction. Revoir quelques arguments dans la question 4.
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(b) On prend l’exemple du solution 7.

Question 3. Donner des conditions sur l’ensemble E pour que les classes
suivantes soient des tribus :

(a) {∅, {x}, E} où x ∈ E est fixé.

(b) {∅, {x}, {x}c, E} où x ∈ E est fixé.

(c) La classe des singletons de E.

(d) La classe des parties finies de E.

(e) La classe des parties dénombrables de E.

(f) La classe des parties finies ou cofinies de E. (On dit qu’une partie est
cofinie si son complémentaire est fini).

(g) La classe des parties dénombrables ou codénombrables de E. (On dit
qu’une partie est codénombrable si son complémentaire est dénom-
brable).

Solution 3.

(a) E est un singleton.

(b) C’est la tribu engendré par x, donc E est quelconque.

(c) E n’exsite pas parce que ∅ n’est pas singleton.

(d) E est fini parce que une tribu dois être stable par union dénombrable et
contenir E.

(e) E est dénombrable de la même raison du (d).

(f) E est fini. Elle contient E et elle est stable par prise du complémentaire.
Donc il suffit qu’elle est stable par union dénombrable.

(g) E est quelconque par définition.

Question 4. Le but de l’exercice est de montrer qu’il n’existe pas de tribu
infinie dénombrable. Soit E un ensemble et soit A une tribu sur E. Pour
tout x ∈ E, on introduit l’atome de x relativement à la tribu A par :

ẋ :=
⋂
A∈A
x∈A

A.

(a) Montrer que les atomes forment une partition de E.

(b) Montrer que si la tribu A est dénombrable alors elle contient tous les
atomes et que tout élément de A peut être obtenu comme une union
dénombrable d’atomes.

(c) En déduire que si A est dénombrable alors A est finie.

Solution 4.
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mieux expliquer pourquoi
E doit être fini

ok, mais explication pas claire.
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(a) E est l’union de les atomes. Il suffit de montrer que les atomes ne s’in-
tersectent pas 2 à 2. Si y ∈ ẋ, par définition, ẋ ⊂ ẏ. Comme x ∈ ẋ, on na
x ∈ ẏ, alors ẋ = ẏ. Donc pour ẋ ̸= ẏ, il existe A ∈ A tel que x ∈ A mais
y /∈ A. Si z ∈ ẋ ∩ ẏ, on na z ∈ ẋ, alors z ∈ A. Mais z ∈ ẏ, alors z /∈ A.
C’est une contradiction.

(b) Si A est dénombrable, ẋ est engendré par intersection dénombrable d’éle-
ments de A. Comme A est stable par intersection dénombrable, elle contient
ẋ. Pour A ∈ A, on a toujours A ⊂

⋃
x∈A ẋ. Pour y ∈

⋃
x∈A ẋ, il existe

x ∈ A tel que y ∈ ẋ. Comme ẋ ∈ A, ẏ ⊂ ẋ, alors ẏ = ẋ. Par (a), y = x ∈ A.
Donc A =

⋃
x∈A ẋ. A est dénombrable, donc A est une union dénombrable

d’atomes.

(c) Si A est dénombrable, par (a) et (b), E est l’union dénombrable d’atomes.
Soit A infinie, A contient atomes dénombrables. Une tribu est stable par
union dénombrable, donc elle contient au moins 2N d’élements. Mais 2N est
indénombrable, c’est une contradiction.

Question 5. Soit f : E → R+ ∪ {+∞} une fonction. Pour tout n ≥ 1 et
tout i ∈ {0, 1, . . . , n2n − 1} on note

An = {x ∈ E; f(x) ≥ n}, Bn,i = {x ∈ E; i2−n ≤ f(x) < (i+1)2−n},

et pour un entier n ≥ 1 on pose

fn =
n2n−1∑
i=0

i

2n
1Bn,i + n1An .

Soit x ∈ E fixé. Que dire de la suite fn(x) lorsque n → ∞ ?

Solution 5.

Si f(x) = +∞, fn(x) = n pour tout n. Alors fn(x) → +∞ lorsque n → +∞.

Si f(x) ∈ R+, quand n est assez grand, il existe i tel que fn(x) =
i
2n ≤ f(x) ≤

i+1
2n = fn(x) +

1
2n , c-à-d f(x) − 1

2n ≤ fn(x) ≤ f(x). Donc fn(x) → f(x)
lorsque n → ∞.

En conclusion, fn(x) → f(x) lorsque n → ∞.

Question 6. Soit (E,A) un espace mesurable. Soit C une famille de parties
de E, et soit B ∈ σ(C). Alexandra dit : alors nécessairement, il existe une
famille dénombrable D ⊂ C telle que B ∈ σ(D). A-t-elle raison ?

Solution 6. Oui. Il suffit de montrer que

G :=
⋃

D⊂C,Ddénombrable

σ(D)

est une tribu.
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On prend D = ∅, alors E ∈ G.

Si A ∈ G, il existe D dénombrable tel que A ∈ σ(D), alors Ac ∈ σ(D) ⊂ G.

Si A1, A2, ... ∈ G, il existe (Dn) respectivement. On prend D∞ :=
⋃

nDn,
c’est une famille dénombrable. Pour tout n, An ∈ σ(Dn) ⊂ σ(D∞), donc⋃

nAn ∈ σ(D∞) ⊂ G. Par définition, G est une tribu.

Question 7. Soit (X × Y,F) un espace-produit mesuré et π : X × Y → X
la projection canonique. L’ensemble

FX := {π(F ), F ∈ F}

est-il une tribu ?

Solution 7. Non. On prend X = Y = {1, 2},F = {∅, {(1, 1)}, {(1, 1)}c, X×
Y }, alors FX = {∅, {1}, {1, 2}}. Par Question 3 (a), ce n’est pas une tribu.
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