Bon travail globalement. Quelques points sont a revoir.
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TD1 : Limites d’ensembles

Question 1 (Ensembles dénombrables). On rappelle qu’un ensemble E est
dénombrable s’il existe une application injective i : E — N. Montrer que les
ensembles suivants sont dénombrables, en exhibant une application injective
correspondante :

(a) E =7 l’ensemble des entiers relatifs.

(b) E = N2. Indication : on pourra représenter les points de N? par un
réseau dans R?.

(¢) E=QnNRy l'ensemble des nombres rationnels positifs. Indication : on
pourra se servir de la question précédente.

(d) L’ensemble des points de discontinuité d’une fonction croissante f :
[0,1] — R.

Solution 1. (a) On a une bijection entre Z et N :

f(n) = 2n, nz0 ok (justifier un peu l'injection)
—2n—-1, n<0

(b) On a une bijection entre N? et N :

(m+n)im+n+1) S
w(m,n) = 5 +n justifier I'injection

(c) On a une injection de Q NR, a N2 :
p
9(=) = (p,q)
q
ot pAq=1. Alors mo g est une injection de Q N R4 a N. comme composée de 2 injections

(d) Pour chaque point xo de discontinuité de f, on va montrer que f(zoy) =
lim f(x) et f(zo—):= lim f(x) existent.
T—>To—

T—T0+
Soit (xpn)n>0 une suite decroissante avec lim x, = x. Alors car f est
- n—o0
croissante, f(x,) est decroissante et bornée. Alors f(xo4+) := lim f(x) les x_n n'apparaissent
TT0+ plus ici?



existe. Il est trivial pour montrer qu’elle est bien defini. On peut mon-
trer le cas f(xo—) de la méme fagon.

Alors car xq est un point de discontinuité de f, on a f(xo+) # f(zo-),
donc il existe un nombre rationnel §(xo) dans f(@ox) et flxo-).

On va montrer que q est injectif. S’il existe Xy et Xy satisfaissant

r1 < m2 et q(x1) = q(x2), alors f(z14) > q(z1) = q(z2) > f(z2-).
Contradiction avec la croissance de f! Alors q est injectif. Donc q est ok
une injection des points de discontinuité de f a Q. On a une injection

de Q a N? comme (a) et (c) :

q (_2p_17Q)7 p<0

ot pANqg=1¢etqg>0. Alors mo g’ o q est une injection des points de notation problematique
discontinuité de f a N.

72 = {(QP,Q)7 p=0

Question 2 (lim sup et lim inf de suites). Soit (an)n>0 une suite de réels,
on pose

limsupa, = lim sup ag, liminf a,, = lim inf a.
n—o00 n—=00 p>p n—00 n—oo k>n

(a) Montrer que limsup,,_, . a, et iminf, , a, sont respectivement la
plus grande et la plus petite valeur d’adhérence de la suite (an)n>0, €n
autorisant les valeurs d’adhérence infinies.

(b) Vérifier que (ay), converge vers £ € R := RU {—o0, +00} si et seule-
ment st
limsup a,, = liminf a,, = ¢.
n—o0

n—oo

(c) Soit (bp)n>0 une autre suite de réels. Montrer que

lim sup(a,, + b,) < limsup a,, + limsup b,,.

n—oo n—oo n—oQ

A-t-on toujours limsup(a, + b,) = limsup a,, + limsup b,, ¢
n—o0 n—o0 n—00

Solution 2. (a) Il suffit de montrer le cas de limsup a,,.
n—oo

Si la limite est infinig alors pour tout M € R, il existe N € N tel

que sup ay > 2M (Propriété de limite). Alors il existe kg > N tel que
k>N

ag, > M (Propriété de sup). Donc oo est une valeur d’adhérence. Elle
est (strement) la plus grande. ok

Si la limite est fini (on la note a), alors pour tout e € Ry, il existe

N € N tel que sup ar, < a + € (Propriété de limite). Alors il existe
k>N

ko > N tel que a — € < ag, < a+ € (Propriété de sup). Donc a est une
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(b)

a'—a
2

. Alors il n’existe pas

valeur d’adhérence. Pour chaque a’ avec a’ > a. On prendre € =

et il existe N € N tel que supag < a+¢= %“,
k>N

un ax(k > N) avec %’1/ =d —e<a,Ld ¥ e doncad nest pas une

valeur d’adhérence et a est la plus grande valeur d’adhérence.

= : Supposons que (a,) converge vers { dans R.

Cas 1 : ¢ € R. Pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout
n> N, |a, —¢| < e, c’est-a-dire

f—e<a,<l+e.
Alors pour tout n > N,

{—e < inf ap <supap </l +e¢.
k>n k>n

En passant a la limite n — oo, on obtient

{— e <liminfa, <limsupa, </{+c¢.

n—o0 n—oo

Ceci étant vrai pour tout € > 0, on a

liminf a,, = limsup a, = ¢. ok
n—00 n—00

Cas 2 : { = 4+00. Pour tout M € R, il existe N € N tel que pour tout
n>N, a, > M. Alors pour tout n > N,

inf ap, > M et supag > M. ok
k>n k>n
En passant a la limite, lim inf,,_, a, = limsup,,_,,, an = +00. ok

Cas 3 : { = —oc0. De méme, pour tout M € R, il existe N tel que pour
tout n > N, a, < M, donc

supar < M et infar <M, ok
k>n k>n
d’ot liminf, . an, = limsup,,_, ., ap = —00.

< : Supposons que liminf,,_, a, = limsup,,_,, an = £.

Cas 1 : (¢ € R. Notons i, = infy>par et s, = SUpy>p ak- On a
in < ap < s, pour tout n, et par hypothése i, — £, s, — £. Pour tout
e > 0, il existe N tel que pour n > N,

l—e<ip<a,<s,<l+e.

Donc |a, —l) < & pourn > N, i.e. a, — (. 0K

ok
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Cas 2 : { = +o00. Alors liminf, . a, = +o0o. Par définition, pour
tout M, il existe N tel que pour tout n > N, infy>, ar, > M, donc en

particulier a, > M pour tout n > N. Donc a, — +00. ok
Cas 3 : { = —o0. Alors limsup,,_, . ap, = —00. Pour tout M, il existe
N tel que pour tout n > N, supgs, ar < M, donc ay, < M pour tout
= ok
n > N. Donc a,, — —00.
Dans tous les cas, (an) converge vers £.
(¢) Pour tout n >0, on a l'inégalité suivante sur les bornes supérieures :
sup(ay, + by) < supay + sup by. justifier
k>n k>n k>n
Alors on obtient
lim sup(a, + b,) < limsup a,, + lim sup by,.
n—oo n—oo n—oo
L’égalité n'est pas toujours vraie. Prenons a, = (—1)" et b, = (—1)"1 .
)

Alors
limsupa, =1, limsupb, =1, an+ by =0 pour tout n,
donc limsup(a,+b,) =0. On a0 < 141 = 2, mais l’égalité est fausse. ok

Question 3. Soit (1,),>1 une suite d’éléments de R et soit f : R — R une
fonction continue. Montrer que si f est croissante alors

f(h;n_}sgp Tn) = h;r:solip fzn) et f(hnn_1>1£f Tn) = 11nrr_1>1£ff(xn)

Que dire si [ est décroissante ?

Solution 3.
f(lim sup :Un) = f( lim sup xk)
n—00 n=0 k>n

= lim f(supxg) (continuité) ok
n—o0 k>n

= lim sup f(ack) (croissance et continuité) ok
n—oo k>TL

= limsup f(x,) ok

n—oo

Si f est décroissante, on a
f(lim sup xn) = f( lim sup xk)
n—00 n—=00 p>n

= nlgrolo f (zlig x)  (continuité)

= lim infk > nf(zx) (decroissance et continuité)
n—oo

= liminf f(x,) ok

n—oo



Question 4 (Limites de suites d’ensembles). On considére un ensemble E,
et (Ap)n>1 une suite de sous-ensembles de E. Si A C E, on note 14 sa
fonction caractéristique. On définit les deur ensembles

ligr_l)ngn = U ﬂ Ag, hmsupAn = ﬂ U Ag.

n>1k>n n>1k>n

(a) Décrire "en mots" les propriétés caractéristiques des éléments de (), An
et |U,, An, puis "en mots" les propriétés caractéristiques des éléments
de liminf A,, et limsup A,,.

(b) Ezprimer les fonctions caractéristiques Liiminf A, €t Liimsup 4, €1 fonc-
tion des fonctions {14, ,n > 1}.

(c) Montrer que (liminf A,,)¢ = limsup A¢.

(d) Montrer qu’on a toujours liminf A, C limsup A,. Dans le cas ou les
deuz ensembles coincident, on les appelle lim A,,.

(e) A partir d’ici, E = R. Montrer que la suite A, = [—%, 1] admet une
limite, et calculer cette limite. Faire de méme pour Al = ]—%, 1].

(f) Trouwver une suite A,, admettant pour limite 0, 1].

(9) Calculer lalimsup et la liminf de la suite (By,)n>1, pour les ensembles
Bono1=]-2— 1], Bapp=[-12+5[, n>L

(h) On suppose que a, — —1 et b, — 1 lorsque n — oo. Ces convergences
impliquent-elles que [ay,by] a une limite quand n — oo ?

Solution 4. (a) (), Ay, est l’ensemble des éléments dans A qui est contenu
dans tout les A,,.

U,, An est lensemble des éléments dans A qui est contenu dans n'im-
porte quel ensemble A,,.

Ensuite, liminf A,, est [’ensemble des éléments dans A qui est contenu
dans presque tout les Ay (i.e. a € liminf A, & #{n,a & A,} < 00). 0Ok
limsup A,, est l’ensemble des éléments dans A qui est contenu dans un
infini nombre de Ay, (i.e. a € limsup A,, & #{n,a € A,} =o0) ok

(b) On sait que Lynp =14-1p et 1yup=1—((1—14)-(1—1p)). Alors
on a

Liminfa, =1— H 1— H 14,

n>1 k>n

on peut obtenir des formules
Liim sup A, = H 1— H (1-14,) plus compactes en utilisant les

n>1 k>n \limsup et \liminf des fonctions 1_{A_k}


nonnen
Commentaire sur le texte 
vocabulaire inadapté ("presque tous" indiquerait qu'il y a une mesure sur les indices n, et que les "mauvais" n correspondent à un ensemble négligeable pour cette mesure.).
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(c) On calcule les fonctions de caractéristique :

lgiminf A,)e =1 — Liiminf 4,,

=TI (1-]]1a
n>1 k>n
]-limsupAf1 = H 1- H (1 - 1A2)
n>1 k>n
=TI (1] 1
n>1 k>n
= L(iminf A,)° ok

Alors on a (liminf A,,)¢ = limsup A¢.

(d) On s

ait que
a € liminf A, & #{n,a ¢ A,} <

a € limsup A, & #{n,a € A,} =0

On fait les calcules

#{n,a ¢ Ay} < oo = #{n,a € Ay} =00 — #{n,a & Ay} = 0o

alors

donc

a € liminf A,, = a € limsup 4,

liminf A,, C limsup A, ok

(e) Pour A, =[-11] : Soit z € R.

St x < 0, alors pour tout n suffisamment grand, —% > x (car
—1 5 07). On a donc x ¢ A, a partir d’un certain rang. Par
conséquent, x ¢ liminf A,, et z ¢ limsup A,,.

Six=0,onal€ [—%,1] pour tout n > 1 car —% < 0. Donc 0
appartient & tous les Ay, donc a leur intersection et a fortiori a
liminf A,,.

S0 <z <1, alors pour tout n > 1, on a x > 0 > —%, donc
x € A, pour tout n. Ainsi, v € liminf A,

Si x > 1, alors pour tout n, x > 1, donc x ¢ A, pour tout n.
Donc x ¢ limsup A,,.

On a donc liminf A, = limsup 4,, = [0,1]. La limite de la suite A,
eziste et vaut lim A,, = [0, 1].
Pour Al, =]-11] : Soit z € R.
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Sixz < 0, le raisonnement est le méme que pour A, : x ¢ limsup A/,.

Stz = 0, pour tout n, on a —% < 0, donc 0 € Al, pour tout n.
Donc 0 € liminf AJ,.

S0 <z <1, pour tout n, © > 0 > —%, donc x € Al, pour tout
n. Donc z € liminf A

Si x> 1, pour tout n, x ¢ Al,. Donc x ¢ limsup A/,.

On a donc également liminf A}, = limsup A}, = [0,1]. La limite de la

suite Al existe aussi et vaut lim A!, = [0, 1]. ok
(f) Soit
A= } L 1] |
n
Vérifions :

St x < 0, alors pour tout n, © < 0 < %, donc x ¢ A,. Donc

x ¢ limsup 4,,.

Si0 < x <1, alors il existe un rang N tel que % < x. Pour tout
n > N, ona%S % < x, donc x € A, pour tout n > N. Cela
signifie que x est dans tous les A, & partir d’un certain rang, donc
x € liminf A,.

Si x > 1, alors pour tout n, x > 1, donc x ¢ A,. Donc x ¢
limsup A4,.

On a donc liminf A,, = limsup A, =]0,1]. D’ou lim A,, =]0, 1].
(9) Soit x € R.

Si x < =2 : Pour n pair (Bay), on a Ba, = [—1,2 4+ #[, donc
x ¢ Bay, pour tout n pair car x < —2 < —1. Pour n impair
(Bap—1), on a Bap—1 =] —2— %, 1]. Puisque x < —2, pour n assez
grand, —2 — % >x? Non, si x = —3, —2 — % est environ -2,

donc x n’y est pas non plus. En fait, pour tout n, x < —2 — %

(carx < —2 et =2 — L1 > —2). Donc = n'appartient ¢ aucun B,.
Ainsi, x ¢ limsup B,,.

Si x = —2 : Pour n impair, Bop—1 =] — 2 — %, 1]. Pour tout n,
2> -2 %, donc —2 n’est pas dans Boy,_1 car lintervalle est
ouvert en —2 — % Pour n pair, By, = [-1,2 4+ #[, donc —2 n’y

est pas non plus. Donc x ¢ limsup B,,. faux

St —2 < x < —1 : Alors x > —2. Pour n impair, on a x >
-2 > =2 - % pour tout n, donc x €] — 2 — %,1] pour tout m
impair. Pour n pair, x < —1, donc x ¢ [—1,2 + 7712[ pour tout n
pair. Ainsi, x appartient a une infinité de By, (tous les impairs).
Donc x € limsup B,,. Mais x n’appartient pas a tous les By a
partir d’un certain rang, car il manque toujours les pairs. Donc

x ¢ liminf B,,.

ok
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— Si x = —1 : Pour n impair, —1 €] — 2 — %,1] pour tout n car
-1 <1et—-1>-2- % Pour n pair, —1 € [-1,2 4+ #[ car
lintervalle est fermé en —1. Donc = appartient o tous les By,
(pairs et impairs). Donc x € liminf B,,.

— 8t -1 <x <1 : Pourn impair, x < 1, donc x € Bo,_1. Pour
n pair, x > —1, donc x € Ba, pourvu que r < 2+ n%, ce qui est
toujours vrai. Donc x appartient o tous les By, (pairs et impairs).
Donc x € liminf B,,.

— Si 1 <z <2 : Pourn impair, x > 1, donc x ¢ Ba,_1. Pour
n pair, © € [—1,2 4+ %[ car x < 2 et l'intervalle est ouvert en
2+ 7712 qui est > 2. Donc x appartient & tous les Bay, (les pairs).
Ainsi, x appartient a une infinité de By, (tous les pairs), donc
x € limsup By, mais pas & liminf B, car il manque les impairs.

— Six > 2 : Soit x > 2. Pourn pair, By, = [—1,2—1—#[. Six =2,
alors 2 < 2+ n% pour tout n, donc 2 € By, pour tout n pair. Si
x > 2, pour n suffisamment grand, 2 + # — 2, donc il existe un
rang N tel que pour toutn > N, 2 + n% < z. Donc x ¢ Bay, pour
ces n grands. Pour n impair, x > 1, donc x ¢ Ba,—1. Considérons
x = 2 : il appartient a tous les Bay, (les pairs), donc a une infinité
de By, donc 2 € limsup B,,. Pour x > 2, il n’appartient & aucun
By, pour n assez grand, donc x ¢ limsup B,,.

En résume :

liminf B, = [-1,1].

n—oo

limsup B, =| — 2, —1[ U [—1,2] U {2}? Reprenons plus proprement :
n—oo

limsup B, =] — 2,2].

En effet, pour x €] — 2,—1[, x est dans tous les impairs, donc dans
limsup. Pour x € [—1,2], x est dans tous les B, (pairs pour x = 2,
tous pour x € [—1,2[). Donc limsup B,, =] — 2, 2].

(h) Siap, =—-1+ # et by, =1+ (_i)n, alors ay,, oscille autour de —1 et
by, autour de 1. Dans ce cas, la iminf sera | — 1,1[ et la limsup sera

[—1,1]. Donc la limite n’existe pas.

Question 5. Soient X un ensemble non vide et une suite (fn)n>1 de fonc-
tions fp : X — R bornées, qui converge simplement vers f : X — R bornée.

(a) Montrer que

sup f(x) < liminf sup fy,(z).
zeX =0 zeX

Etablir une inégalité analogue pour l’inf.

(b) Donner un exemple ot l'inégalité est stricte. Montrer qu’il y a égalité
si la convergence de la suite (fn)n>1 est uniforme.
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Solution 5. (a) On a

(b)

lim inf sup f,(x) > sup liminf f,(z)
n—oo reX reX n—oo

= sup f(x)
zeX

en analogue, on a

inf f(z) > limsup inf f,(z).

zeX n—oo TE

justifier cette inégalité

idem

Soit X = R, et soit f,, = arctan (%) Alors f,, converge simplement

vers f(xz) = 0. Alors on a

sup f(z) =0
rzeX
lim inf sup fo(2) = =
iminf sup fu(2) = 5

Dans ce cas, linégalité est stricte. ok

St fn, converge uniformément, alors on a la limite

lim sup | fn(2) — f(2)] =0

n—oo zeX
alors on a
lim |sup fn(z) —sup f(x)] =0 justifier
n—=00  geX zeX
donc

sup f(x) = lim sup f,(x).
zeX N0 geX





