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Ex de (M .
A) : physique statistique : studier te trajectoires

d'une petite particule soumise à des forces aléatoires.

Liquide , patik particule /grains de pollen dans t'eau).

t Ewit9

On ne cornait pas te détail des forcesS

exercées par les molécules & eau (H20)
sur le grain de pollen. On connait fa

température de l'eau> idée de la vitesse

typique desmoteles dlean .

Modéliser ce phénomène de fagor attatoire.



-> definit 1 espace de probabilité : espar destrajectoires

possibletoutetrajectoirestct wit) e
↑
temps t

- c ([0, 1 ,
1) .

Tribu ? L'observateur peut observer to particle a chaque-

! temps EtTo,]
mesurersa position

fe :1-> IR
w- w(t)

On ment Ut + To, 17, le fonctionfr soitmesurable-
-> tribu : A = la plus petite tribu telle

que
toutes te

fonctions fo soient mesurables. A = 0 ((ft ; Eto, 1)



IP sur t ? Compliqué à décrive (mesure sur un espace

fonctionnet () .

ex : /P = mesure do Wiener us mouvement

brownien.

· Processus stochastique
-

·
Variable aléatoire et sa foi.

&: Soit (E, E) un espace
mesurable. Une application

mesurable X :(
, A)-> (E

,
E) est appeler une variable

aléatoire /v . a
. ) à valeurs dans E.

Si E = 1
,

un parte de variable aléatoire réelle
.

SiE = IN, L aléatoire discrete
.



En général ,
une v. a

. peut être mesurée par l'expérimentateur
Ex : X : températurea continue

= nombres de particules - discret
= pression du gaz

Ex :1) &
=

= (1,
2

,
0 . 632- va .

discite X((i,j) = i +jeN
E = 72,

3..., 123 .

2) Tirage de des jusqu'à obtenir un 6.
INE

- = 212 ... 63 Ai .. in = 3w = i in -- in Wat s Wnt--S

*/c) - inf (n > N
*

+g · Wn = 6) . "temps d'arrêt"

prend res valeure dans IN* on (+ cl=
espace discret



* est-elle mesurable plr à ta tribut= o 12 Ai... in) ?
VkeNt X (((3) = 3 w = w

.
-... wh Whew--- telles

gue

w
. + 6, 22 + 6,

-- wh. 6, wh = 6)
= Air--ik-

,
6
Et

in , in ., ih+6

it-mesurables
* (10b) =

enW Ainet

nombrable

Application 4 :2 + 50, 17
wi x = 0

,
w

,
wn --- en base 6.



X" (203) = 300 qui ne combiennent pas de 63
C

4 (X
*

(1031) ->
Ensemble de Cartor Construct

en retirantfen intervalles Fin-in dont

un de indices est un 6
.

To, 13
,

on retir Ig ,
on garde E ,

Ez ... #5

ontire [16 ,
Fe ,

. .., 756

-> C6 conter
,
done it et compact s don s boralien.

x
+

(20)) = y
=

(C)-
borlien

I mesurable et- B(50, 17)



Ex3) partiente quantique dans or boite

- =
boite

,
we point de la boite

Variable aléatoire naturelle = position de fa particule fors
d'une observation.

Fly va : X (w) = w.

X : (7
, B) -> (M

, B) est mesurable.
W -- W

4) Particule dans 1 liquide .
Variable attatal naturelle :

position de la particule an temps t.
-- R

Xt = fe : w +w(t)

Par construction de fa tribu of
,

cen fonctions sort
mesurable

,
donc ce sont bien des va.



·
X- loi de X

&> La toi d'une v. a .
X à valeurs dan/E

,
E) est

la mesure image de P par X. -E
,
S)

On note Px = Xa (1) Iatte mesure de probabilite
surt'espace (E ,

E) .

⑭
↓ Be E

,
Py(E) = 1P(X(B) .

= PP(X = B) = 1P((w + 2 +
q- X(w) = B])
X - B

Celts mesure P contient moins d'informations que IP.
Px permet de décrir tous tes évènements qui ne dépendent
que de fa r

.
0

.
X

,
i

. n . A-X" (B).



Py décrit lor distribution de probabilité des valeurs de X.

· Dx dient la toi de quantites mesurable experimentatement
=> en pratique ,

Px est plus importante que
IP

.

.
Apartir d'une mesure de proba ju sur/E9)je peut&

fabrique un espace probabilisé (r,t, IP) et une

variable aléatoire X : M + E tels que Px =

M.
On peut prendre - = E IP -

y
t = E

X(w) = w "v
. a

. tantologique".
if. ex

.

3
= Px =

y
VBeE
,mit P(x'(B)) = ju(B) -- definit Pour X(E) .



x(9)ct
.
to B

Sije comain p eur B
, puil- je etendre a touteo

F Be B
, je connais in

(B).⑫ Je veuxtrouve to nefes dyn (BNA)Act)
A 1 B - Ai
--demon

en s

1 .

V
.
a

.
discrètes E = IN

,

E = P(N) .

Px = mesure de probe sur N.



Px =IP p = Py /(3) = 50
, 13

On = mesure de Dirac en 2.

Px deprobab = 1
. P = P(X= n) .

* Bc N

* (B) = 1P)h(n))= Px((n)) =EP(X=n)1t()

1 (n)= (B) = \b
= [(P(X=n)G(B)

ex-Ex 2
,
Xz tempe d'arret. X (w) - inf)n+g Wn = 63

PP

Kont
,
X (2k])=in



=> P(X((13) = [IP(Ai...... 6)=
= P(X = k) in -- it-146

↓
1

5 (
i = 1 --

5

kk
- 1 in - 11 -

5

cas ik- =
1 -- 5 P(X=) = 1

=> P(X = 0) = 0 .

Il
C Cartor

,
Y
. (C) - 0.

V . a .

â densité X v. a .
vectorielle
-

# Une variable atrative à valeurs dans (1RP
,
B(RP) et opette

~. a
.

à densité si saloi Px est absolument continue pr ad



Thore de Radon-Nikodym ->
71 fonction berstienne

p
: RP- 1+, telle que Px = p(x)diq(x)

E +BEB(it)
, Px(B) = Jp(x)dxq(x)

B

er particulier. Px(11) = 1 = (p(x) dxg(x)
ind

=> ped' (Ir &, X1) ,
est appetet fa densite

della loi de)X
ex = d = 1 = +(GB ,

IP(x6X(B) = /Pp(x)da↑
X v

.
a .
réelle.

Rem : même torque E=
19

,
il
y

a desv
.
a

. qui ne sont

pas à
densité : si P

,
n'estpas a. c . pla Xd.



Ex = Px = &En + 2 p(x)dx(x) n'et
pas a .

c .

pr à Xd.

· Esperance d'1 variable aléatoire rectorielle.

E = R
&

-f : Sort X une va. relle. On note alors

E[X] = (X (w)diP(w) ·

2

Cette intégrate est bier définie si :

1) si X30 ,

alon E[X] e [0
,

+ 0] .

2) si X est intégrable (pIra IP), ELIX1] = JIXIdIP L
=> (XdIPER-

5. X est une v. a .
à valeure dans 18 : X= (X1, , Xd)



awes Xj des v. a .

relles
.
Alors

#[X] = ( E[X,]
,
E[X]

, .., E[Xd]) ,
existe

e toutes ter E[X;J existent .

ex : in X = AA pour
Ac

,
alors ETLA] = IP(A)

ETX] est interprofe comme la moyenne
de X plratati.

#Soit X une va.

dans (E
,
2). Pour toute fonction

mesurable f : (E, E)++, la v
. a . f(x) a comme

espérance ETf(x)] - /(2) () ,
he depend

que
de la loi PX .



Prence : si fe Ap , pour BEE ,
on obtient

ETf(x)] - E [Hy(x)] =P(X (B) = P
,
(B)

-> JAs(x)dPx()
-> marche pourf étagée 30,

TCM
-
marche pour f mesurable >0.

Rema si f change de signe ,
la proposition vente vraie si

E(If(x)1] <0 ( f(x) e L'(M , iP)
E fe L'(E, Px) .

=> la loi Px permet de décrive toutes fe v
.
a

.

de la forme f(x),
on les appelle les va.-talement dépendantes de X



Inversement
,
si

, pour
toute fonction f "assey generate" , on

peut écrire # [f(x1] =(f di pour o une certaine

E
mesure de proba sur E,

alors on aura U = PX
&ps Soit X= (X1

, .., Xd) une v . a .
à valeurs dans IR9

,

suppose à densité plan-ed) .
Alon

, Vjel, ..,
d
,
le toi de

la v. a .
réelle Xj est aussi à densité, et sa densité est

donnée par
PiC) =S ,

Pla, xd) de d,
dajy -- dad

↑
intégrale partielle le long des
directions un . -j = 1 . jH)--ad



La Loi Pxj = p(x) de est appelet une feimarginale de X.

+ générat : regarder to toi de (X1
, X2) ,

en intégranteur

Ry ,
--

, ad

Preuve : soit itj ta projection de R
&

vers fa j- iime composante :

ij(x , .., 4d) = xj .

ff :=R
+
borélienne,

E[f(x; )) = E[7o(X = /faj7de

Fubini-T
.

=(f(25)plan -- ea) das-da , dajid) da,
P(xj)

F-T
=>
la fonction pest fine 41-pip, et est X

, -integrable



·
En utilisant la projection itj : Pxy = *

PX

La boi globale Px /ouvRM) determine
, par projectio,

toutes fe tois Pxj our IR.

① La réciproque est fousse ! Connaître ten Lois Px
;

un

suffit pas à retrouverfa toi globale PX.

Ex : considerons une v
. a .

X2 (X1
,
Xz) ayant une foi a

densité p(x, Xn) à symetric circulaire :

P(X- x)= (m) pour une fors positive ↑

-> on calcule p , (m) =Jp(x, xz) da
la densité de la la marginale



aXz

P(x) p(x , Xz) Pr(
- X

, Pi
&

P(X ,)

Il
y

a um autre toi Px , qui satisfact Px = P
, , P, B

Px) = p(m ,)
=eu

(pas une fei a densité

Our IR I
Les 2 0 .

a
. X et X'sert trisk ,

mais on tes mêmes marginales.



"Paradoxe" de Bertrand : considérer de 2 fagous différente
un phénomène afeatoim ,

entrouvant alors des résultats +

B

A
5) cerce unik.

= On choisit an hasard une mode.
Quelle est le probe que

la corate

sort de longueur > 5 ?
↳ côté de

Que vent dire "choisir an hasard 1 cord") triangle equilateral

1) Choisir an hasard A et B sur le cerate , awes fa

mesure de Lebergue sur le cercle ↓ do
2π

De to
,
zit



On Choisit A anhasard
,

on Choisit B an hasard

Si Par In e labi E

=> IP(/ABI > 5) = 1 - TAB + JET, Et)
2) Choisir an hasard la position du centre d la corde x .

-
dansfa bouk unife avec to mesurec)Si (x) < = (ABI > 5 .

IP((x) <)=
Paradoxe ??

NON
.
Les 2 espaces de probalité utilisés sont f

,
et



les v. a
.
induites par in 2 choix sort differente.

X : fongueur de la corde.

M. (S' S' ,L #. [0
, 2]

r.. (p ,) .

1
, To

,
2]

On peut faire te calcul explicite des Lois Px
,

et Pxz ,
et

or trouve des Lois différentes.

* = p
,

(m)da ,
avec ta densit p(x)=

1,

Px = p(u)da ,
n P. (x) = * eur10, 2]



i Prenforce te

" grandes longueurs,
o

7 pr Pz

P ,
donne plus de poids que paux petites longueurs .


