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Lois classiques de probabilité.
a) Sie est de cardinati (E = 21

, .., n3),
lai uniform sur E est la Loi telle

que

VxtE
,
IP(x = x) = m -

Tous les points de E out la même probabilité.
6) Loi de Bernoulti sur E = 10 , 13 on E = Spile , faces

2

paramètre de la tou : pe [o ,
13. ! !1P(X= pib) = P(X = 1) = p, ((X

= 0) = 1 - p -

C'est le Loi uniforms i p
= t ,

sinon cette loi

~est pas uniforme .

) Loi binomiate B/n
, p) ,

neN *, peto, 1 .

E = 20, 1,
.., 23



P(X = k) = (1)pt(1 - py
- t

,
osken

Cette lei binomiale est refiés à la Coi de Bernoutfi :

si on tire a fois une loi de Bernoulli aree parametup,
IP(Xzk) = probabilité d'obtenir k fois "pile" .

et done In-k) fois "Face"-
& = 10 , 13 "l'espace probabilité pour n tirage de la

pièce .

Parmites 2" enites possibles, compter combien
de suites contiennent exactement p "pite".

4) Loi géométrique de paramètre peJo ,
1 [.

V. a . à valeur dans N
,

de loi :



P(X = k) = ( - p)pt ,
VkEN

.

Lieu ave la toi de Bernoulli : si on tire une infinite
de fois une pièce de Bernoulli-p, fa Loi géométrique
derit te nombu de "pil" avant to premier "face"
Même question que pour te titage dude : combien

de tirage faut -

if effectuer avant d'obtenir te

premier "face" ?
·

géométrique" car lasuite/(ph) est
↳0

appelée une suite géométrique
de paramètre pr

fre XE IR2) Loi de Poisson de parame
v - a .

dans N
,

de probabilite



IP(X = k)= eX ,

Cett lei décrit les "Evinements rares
"

pendant un

grand nombre de tirages /on pendant une longue période).
Lieu avec la boi de Bernoulli : suite de v . a.

Xn de tois binomiales &/n / P =)
-

évinement rare :

obtenir "pile" a

à chaque fois, le probabilite
↳ k

WIP(X = k)=(n)(1 - *) *

Stifinget n I



~
-Fl

Lois de variables cortinue ~
Ek .e

(ex = surIR)

a) Loi uniforme sur ur intervalle borné [a
,
b] : for

de densité p(x) = Fa Fa
,
by (2)

↳
E E 3

IP([c
, PD= un depend que

de lo fongueur
de [BT,

et non de
eapositionne



b) Loi exponentielle de paramètre X e R : loi de
- Xxdensit p(a) = X e sur+ :

= X exe A sur

Propriete intéressante de cette foi : - a
,

b > 0,

IP(X(a + b) = (P(X > a) .

1P(X > b) ·
7a

- X(a + b)
= e

- Xa
.

e

-
Xb

(p(x)dx = e

a + b

Interpretation : pour que
X dépasse/a + b)

,
it fact d'abord

depasser a
,

ce qui est fait ave proba e-Xa
, puis

if fact en com franchir une distance b pour atteindr

a + b . Cette 2 étape
,
est indépendante de la 11,



et elle a fa mime probe-bilite que pour aller o 0 ab.

O

-a
-

D b

Propriéta de factorisation reflète l'indépendance des
2 parties du stemin. Absence de mémoire de la partiente.

xemple d'application en physique atomique : processus de

lintegrationdnoyau atomique radiaton
désintégration an bout of
temps aléatoirs

.



La loi dec temps de désintégration et
unetoi exponentielle .

Le parametr X depend
du type de

noyan
considers: - temps de

X demi vie de
l'atome

.

1) Loi gaussiens ,

on toi normate M(m
,
a)

·
un e R le centre de la gaussienne

~ ER
, l'écart-type de la gaussienne.

~. a
.

sur I
,

de densit
-

((-m)

p(x) = et 2az

-↑
&



~ = E[X] =2x e Z
= c(( + m) e
-
dy

+me
c

= E[(X -m)"] la variance de la foi.

~=[IX-mi] distance typique entre a et m .

aussienne très
= Ecart-type .

~ Getroite
,
a 1

.--
↑ I 9

ganseine
-1

.



5 X sutla toi /m
,
el)

,
(X-m) suit fa

-Loicentrée /0
,
r

2) .

La v
. a .

X-m sut la Coi P(0
,1) - la loi normat

1 centrée réduite
M(0 , 1)

mer
j in

·
Si X suit la toi M/m2)

,
alors la 0

. a.

Y XX + /
suit ta v

. a
.
normate (Xm=,

X 27) ·

· La Coi normale est très importants :
to théorème

central Limite décrit la somme de Nvariables



aléatoires indépendantes et identiques .

·

Fonction de répartition d'1 r. a . réelle X

Fx(t) = P(x = +) = Py(j - oit) ,
VEe

.

# It+ : 1 Loi de probabilité .

· F fonction FI8 ,

↑ ,
continue à drout

F + 1
1+

-> correspond une unique toi de probab . sur 1R.

P(a[X(b) = F(b) - Ex(a -)
P(acxcb) = Fx(b -) - Fx(a) .



Points de discontinuité de Fx = atomes de Px .

·
Tribu engendred par une v

. a

e
,
A =? Pour choisir fatribu it

,
on

demandant que certaines fonctions
f : 2 + IR soient mesurables

SiX: /E,
E), la tribu engendrate par X,

notée 2 (x)
,
est la plus petiti tribu tells que

X sat mesurable entre (52
,
r/x)) et (E, S) .

On trouve que
< (x)=XBBE



· Wibiee famille de fonctions - + Ei
,
Ei)

,

a fors on peut définit to tribu engendred par ta famille
deen fonctions :

A - r ((Xi) :c) = -((X,(B) ; Be S:, vie=])M

-

La plus petiti tribu telle
que tous tes Xi soient

mesurables A- Ei

·positionStXuznavaleurdanset
1 ta r . a

. Y est +(x)- mesurable
·

#> w(Y) est une sous-tribu de o (X)
.



ii) if existe un fonction J: (E
, E) +IR .

B(II) mesurable,
telle

que Y = f(x)
-E

if
IR

On dit alors que y
est totalement dépendante de X.

"

si je convais la valeur de X
,

alor to vateur de Yest
fixer .

Pense : ii) i) in Y = fo X ,

alon, At B/M),
~ (Y) = Y (A) = (fox)" (A) = X(A) (x)

i => ii)supposons que Y est +(x) - mesurable ·



cas : 1 : Y est étagée : Y= X
: Ha ,

a

Aitr(X) disjoints 2 2 .

=> F BicEtg Ai = X" (Bi) .

Bi disjoints 2 2

=> y= 4 :Hx(i) Xi His X

-arable
.

E B(IR)
· Y une fonction quelconque ,

-(x) - mesurable

Y = Y
+

- y
-

,

Y
=him Y - fonctions Stagéo

-(x)- mesurables

Chaque Yn = fno X pour une fonction étages >0fr,
mesurable E- BIR) -



Twee
,

Yuw]- Mol simplement =>

fr(l.
=>Axe Ran(X) , fo (2) a une limite

.

=> definissons to fonction f sur E, &g .

Eurable- f(x) -) tim fr (2)
si la Limite existi

O sinon .

Or sait que la limite exist si xe Ran (X).

=> Twee
, f(x (w)) = Lim fr(X(w) = Y (w)

-

n -0

=> Y = foX .

D
.



· TCM : X130,
XIX = EIXn] 1 ETX]

.

Fatou : Xn(,0 => [liminfXn] < Liminf E[Xn]
U

TCD : (Xnl = E et ELE] <O
, Xn- X

pp-

=> E[X] -+ E[X]
.

· Une v . a
.

véellXest centrée si elle et integrable
(Elix1] <a) et E[X] = 0.

·
En théorie des probabilités, " presque partout" se dit

"presque surement" (p . s.)
U

= awe probabilité 1".



- de Holder : ElIXYDE ELIXIJ' EINBYY
- -

9, p conjugues .

11 X/
(p

11 Y1/29

· IX11 &1 XIIpoi par
· Cauchy-Schwary : ETIXYDS E[X

*
ES2Y'

(= 1) => EliX12 = E[X2] .

·
Variance et matrice de covariance

.

Ref: Sort Xe (E
,
1P) une . a

.

veelle. On

définitsa variance par :

var (x) = E[LEXY



tron scord-type rx : Fit-

disargeurden ex~
--

dispersion de X -

Si Var(x) =
0 => X = E[X] p .

s
.

·
Si X suut fa foi normale Plu

,
23) ,

alors 2 = a

représents la "largeur à mi-hauteur" de la gaussienne :

- p(x)

· (e -mld +(p(x)Pmax
⑨

M refn2
j 0

,

606. --



Proposition
-
> X [ (2

, iP) ·

Alors

var(x) = E[X] - LEIX])
[ moment d'ordre 2 de la v

.
a

.
X.

Va +I
, E[(X-al] = var(X) + (EEX] - a)
-

30

=> var(x) = inf EliX-al] ,
aree fe

aEIR
minimum atteint

pour
a = E[X]

-

Preuve : déveloper les carres
#[(X - a)) = E[X2- 2aX + a2]

-> E[X] - 2aE[X] + a E[1]

: Ex]- E[X] + (E[X] - a)2
var(X)



· Frégalités :

· Inégalité de Markov : Xv . a. 0 ,
Fas o

=> P(Xa)= [X]
.

· Inégalité de Bierayme-Chebycheo :

siXe2"(2
,
1)
,

a > 0,

IP((X-E[X](a) < + var(X) -

a

pr : utiliser Markor pour faca .
Y = (X- E[X])

Ces E permettent de borner le probabilités de

grandes doviations en terme d'espérances.



. Covariance entre plusieurs 0
. a

.

réelles.

R: soit X,
Ye/5,) . La covariance de XetY

est définie par :

cow (X
,
Y) = #[(X_E[X]) (Y- E[Y3)]

va ,
centr

= E[X(Y - E[y])]
= E[(X - E[X]) Y]
= E[XY] - EIX]ETX]

Soitun vecteur aléatoire X = (X1
,
Xz,Xd)

v
. a .

à rateurs dans IR9
On suppose que Xie

L'(2,)
,
Viel , . ,

d
.



En définit alors la matrice de covariance de X :

kx = (cor(Xi- Xj)
ij es, --

,

d

Propriétés de cow(X,X) :

1) Six = Y
,
cor(XY) = var (x)30 .

Par contre
,
in XfY

,
on peut avoir cor (X

, Y) = 0.

ex = Y=
- X => cor(X

,
-X) = - var(X)60 .

2) Causty-Schwary : (cov(X,
Y)1 < Fark) Vray)

) (X
, Y) -> cor(X

, Y) est une forme bilinea
meting

-ur (3 (M) .



4) Pour X = (X1, ..,X1) ,

la matrice de covariance

Kx est pymetrique positive :

(kx)ij = (kx)ji
,

)
#X = (xx ,

.

-, Xd) e IRd
,

I

<
, kxx) = iitj(kx)j = var/: X:), 0

Exercice : si A matrice nxd
,
et X= AX une

r . a .
dans IRh

,
alors la matrice Your&

de corariance kx, = Ak,A
- -

uxddxddyn
nxu

La covariance donne une mesure de la dépendance,



on la correlation
,
entre fes o

. a . X et Y.

siY= X = cor(X
,
Y) > 0

Y= -X - -O

5) Yet X sort indépendantes = cor(X
,Y)= 0.


