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Loi d'1 0. a
.
elle X

, Px > utiliser ses moments

#[XP]
, peN ,

n'its existent
.

Variance et coraviance entre plusieurs var · aléatoires

X - (X1 1

--

,
Xn] IRY réelles

.

-> matrice de covariance Kx = /cor(XXi)
inKy contient -

tes variance ---n

de cheque Xi : cor(Xi
, Xi) = var(Xi)

~ fee corariances cor(Xi
, Xj) en ifj .

· Régression linéaire /utilisé en statistique : essayer
d'obtenir des informations sur une

~ a . inconnue X
,

en faisant des
observations/expériences)



Jesuppose que toutes fes r
. a . sont dane &(5

,
PP)

=> elles admettent des moments &ordre 1et finis .

d
E varianze

·
Idée : on dispose d'un insemble de va. de référence,

(2
,

t
, iP)

Y

-. Yn

· X v ... inconnue sur /M , P) .

On vent approcher an mieux fav .
a . X par une combinaison

affine des (Tj) : or cherche des rofficients reets
Po, Pr, y Pr , ta .

X est te plus proche possible de fa

V . C.#B-(2
,
IP)



"la combinaison la + proche possible de X" : celle qui

minimise #Se
Problème d'optimisation : minimiser le foration

(Bo .
... pri-> E[( (2]

Problème de régression linéaire.
I C problème de minimisation admet une solution unique :

inf # [(X- B.-BiYi)]= [IX- 23] ,
où

(Bi) c IR"
+ 1

la v
. a .

Z = E[X]+E



et fee Kj)jul, .., n

sont solutions de l'équation linéaire

Vkel
, ..,

w

, cor(Y, ) = cr (X
, Yt)

a(i)= [( +
x) ky]y = cor(X

, Yb)

Done si on connait ETX] et cor (X
,
Yb)

,

on peut
résoudre ce problème de régression linéaire.

Preuve Y= (, ..,n) + 0
. 9 ·

constante = 1 .-

-> je cherche 1 approximation de X dans t'espace
rectoriet H =

Vest (1,-/ in
dim H En + 1

.

Y-
> var centrie Y = Y: - ETY

.]



H =
Veet (1

,

Y
,

,
. . ,) .

L (M
,
IP) : be product rectoriel (1

,

7,
y

=(1 .7 diP

=
E[1 . 5]

=> la via .
constante 1 est 1 aux y .

= E[] = 0

H = R1 Vent (
,
..,n) .

L'ensemble des combinaison alline !Bo + p, Y, + + PaYn , 3
=
H

.

BIER

= problème de minimisation : troucer inf ET(X- *12]
VeH

=if JIx-vPdp = infX-VVel

= dist(X
,
H)2



DM ?: utte distance est obtenue -
·Fr .

L/5
, IP)

·
Z S

8forsque V = E le projeté
H ·

1 -Y,
orthogonal do X sur H

.

77. ZeH tg (X-z) 1 H . dist(X
,
H) = 11 X-z1l

=> on a bien un unique et qui minimise cette distance.

z + H = E = c
. +di Yi pour certains

coefficiente &j.
Pour trouver les equations satisfaites par les (x) :

on utilise la propriété que (X-z) 1 H
.

-

H =
Vest (1 ,

Y
, ,

. . Ye /



-> n + 1 équations : (X-z) + 1 : <X+
z

, 1) = 0

-
#[(X- z) . 1) = E [X- z] = 0

=> ElE] = EIX)

· " =>Co = E[X]
.

#=1
, -

n
, j'écris <(X-z),+ & = 0

c = E[(X -z)] = 0

= E[(X- co - [a : Yi) Yn] = 0

=] = Elo+ E[F]
Il

O

Yk)=5
Uk



Si Ky est inversible => on a une solution unique

-ky= j
c= kyc =w

(= c = (ky) V .

Si Ky n'est pas inversible (elle admet 1 noyau nortrivial),
alors if n'y a pas une unique solution (2i) .

So Kyc = W et ac Ker (ky)
=> ky(c + a) = w , I .

Ex : Sin = 1 : on went approcher X par Bot B ,
Y, pour

une certain v
.

a
.
Y
, que je suppose non constante

p .
s-

= Var(Y) > 0 .

=> on troum E = EIX]+Y-E



En général, te via. de référence sont des 0 . a.

~

lassiques" ,
du type gaussiennen, Lois de Poisson, etc

·
Fonction carmetéristique d'1 loi d'1 v . a .

réelle
.

#et: Sort X une v
.
a

.
à valeurs dans IRP

. La fonction
caractéristique de X est la Jonce Ex : R -> K

, définie par
3EIR

, Ex(3) = E Texp(i3 . x)]
-> ETexpli , 3; Xi)]
= Jexp(i3 . x)dIP
-

= Sp(ison) dPG



#
,
est la transformés de Fourier laves te signe +) de
la loi Px .

-> en cent Ex=x

Ex et bien définie ,

et FSER! (3) 111 .

TCD on th
.
de continuité de l'intégrate p/r au paramètre 3

-> Ex est une fonction continue .

3. = paramètre de Fourier
.

* on n'a pas forcement/% 8
!

ex = Px = Gop) = (3) = 1,V3e !

On remplace une mesure de proba Px par un fonction
bornée continue Ex



·
On va monther

que Ex contient toute l'information de P.

Cette fonctioncaractérise to for Px .

Lemme sur les gaussiennes :
-

X v
.
a .
normate de for $10

,
27 Alors

3)= exp)-3) ,
VER

- ien· Tassin
!
impair

-> Je sin (Sx)da =
0



↑ (3) =Je- cos(3x)dx

(3x) = -
2 Sir (x)

e
-
xx(3x) L'(dx)

thm- de dérivation sous I'f
#SER - (3) = -(xésin(x)
IP.

P
.

=-Je* 3cs(3x)(x = - 3[(3).

= ne
--

=> la fonci Ex est C', et vérifie l'équation différentielle

f'(3) = - 37(3) .



Cette

équation admet poursolutions
be gaulinese

CEIR.

f(0) = C

On not que Ex(0) = J &P
,
(x) = 1

=> Ex(3) = e

-3

·-
(3)Je

y= =Je
- * + iw38dy = e-



Conil : la famille de gaussiennes centrées en O est

invariante par ta transformée de Fourier.

#héém La fonction caractéristique Ex d'une u.

caractérise laloi Px.
Si

, pour
20

. a
.

X et Y sur Rd
,

one Ex = #y1
alors Px = Py .

* it faut différencer tesu
. a

.

X
,
Y

,

et fee Lois E
, R.

On peut avoir des v
.
a . différentes /et quisont

définies sur des M différents),mais qui ont le mêmeCoi
Ex caractérise la biPX

,

mais pas X elle-même .



Preuve
-

Cas d = 1
.

90)=
- la densità de la Lei

↓ P(0
,
2)

.

noyau
de convolution

, d'approximation de 8.

A
ju

mesure de probe sur 1R .

On

rent reconstruit
ju

à partir de fafonction /(3) =

0

Lesdx
↑ -> mesure regularisée y(dx) = fr (e) di , a wee

fo (x) = (g+
(2 -y)d, (y)

(fok) Ellgr = (gr * ()(x)



Les dérivées de ga (1) sont de laforms Pf(x) e -
-

polynôme

=> Aime de dérivée sous elintégrate
- Jonatrons L'(u)

=> fa + 28 (1)
.

On va menter que :

1. Mr
est déterminat pary

2. 40Cb(1)
,
les integrales J4drTo J444

3.
je , mesure de proba sur R

,
est eguliere => pour

connaitre
po,
il suffit de connaître for intégrate

Judge,
avec 4 <b (1)

#A - 10 - 1x d ent que/ = /ody.



1 : ~ E ge(x) =
e

= (g(3)e
=3243

fr() = (gr(x -y)dp(y)

-(13) en-3103) &
, ()

Fubini S (g . 3) + g (3)
e * -33

= 21[R
, jusdy) &3)

- Je ge() (3) as

On calcule done fo
,

done
Mer ,

a partir de je



2
.Y = ((R)

(4 ( = Jy(x)fo(x)dx =(y(x)(g -

(x -3)4, ())dx
Fubini /(g+ * 4) (2) dy()

le
noyaux

de convolation (90/ jo
, is

aut for propriétés de

approximations de so

(gr(x)(x = 1 R
· EsoJgid -00

. Sr- 0

((x( > 5)

supp go = IR , - > 0.



On montre
,

comme pour
ter approximations do So , que

Vy E , gr*4 (y)2 pY(3) ,
et te

convergence
est uniforme sur fout

compact.

JY(y - a) ge() das1141mp J90/4)da
1413E (x)t
-

-> p

r- 0

· Ige/5141mp
= TCD :

yn
mesure de probe

Je &
%

=(1944)/.Je do.
thme ok on dimension 1

.

①



En

dimensiondi on edesgauseen se
Anti ! (2) (a) = exp1-

=JeSon 13
Il

La fination Ex permet d'encoder te informations
surfa toi Px.

Ex : Ex permet de retrouver les moments de Px
&dits sont bien definit .

Ex : supposons que
X soit dans [/2

, 1) : admet des

moments finis d'ordre 1 et 2.



Prope Soit X = (X
,

- Xa) v . a .

dans RP
,

de carré intégrable
.

Alors E est de classe (2
,
et admet un développement

limité (de Taylor) à l'origine :

&

(3) = 1 + i3[X]]- 1536E[XX]
+· (1131) .

&

feuve hypothes : JIx/dP, (2) < 0.

Il : R => Jkixjd() <o. i,j

12;/ah Jki/dEx(2) Co, i

12 :1? #13) = J et e dPy(x)



& :30x
= ixpe*3 . 2

ell(Px) ,
domine

03 par 13t

· bo = -(P) ,
doi le

par 12 a

; /
=> thme de dérivé sous l'intégrale

-> Ex est 2 fis derivalites avec

·/in ebd(
i 3 . 2

&Px(x)(3)=Je
↳ continue p/rà 3 -

- -Ele
-> E admet un développement de Taylor d'ordre 2 ,

en



particulier an point 3 =
0

m on
retrouce toformule.

Ex[m) = #[X] = E[Xh]

Ep[njar] = E[XiXk]

Remarque : si IXIP est intégratie pour p > / entiers

alors Ex est CP
,
et son développement de Taylor

a l'ordre p au point 320 fournit tous te moments
d'ordres sp de X.

#[Xi
,
Xiz -- Xip]

E[Xi
,

-- Xig] , ja p
.



·
Cas d'une variable aléatoire a valeurs dans IN.

-> or remplace la fonction caractéristique EX par
la fonction générative de X.

&f Soit X une v. a . à valeurs dans IN
.
Lafonctiongénératrice

& X est la fonction gx définie eur ve[-1
,
1]

, par
:

g) (r)= P(X = n)r" = E[rX]

· gx est
bien définiesur El

,
17.

croissanteour To
,

13.

continueeur [-1
, 1] (parte TCD) ·

(P(X=n)r" / < IP(Xzn) , sommable r->-
r-



igx(r) - gx(r) + iver!

Développement de Taylor de gx en v = 0 => on retrouve tous

le poids P(X= n) -

=> gx
contient toute t'information sur ta toi PX .

& (r) = un sik1
=> gx

est dérivable en fort pour ve J-1, 11.

9x
co

C e rej- 1, 1 .

r = n(n -1) wh -
0 vi (r)4)

n - d

Quid du point v= 1 ?



[P(X-n)n = E [X]e [0
, 0] .gi (r =

1)mellt>0

Si FIX,abg de
him( = E[X(X-1-(x-pl

comme de moments d'ordres Et
Si ce moments sont Jinis es glp (1) est finie

Conit : tes propriétés de la fonction gx autour de r=1

nous informentpur les moments do X.

Per : Lien awes to fonction gondratives or peut etendre

& an disque unit 2ze11/13=T



gx(z)= (x=) conveye
et est continue

dansD.

sur le cercle unite z = e

iQ

9 (eid) = [ PP(X n)eind = ET ei0 .X]
=JeiondP() = E(0) .

Régularité de g ,
en v = 1 = regularity en 17 = 13

I - · 10 = 03 .

②
.
in

-1--1

Il


