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Chapter 1

Présentation générale

Ce chapitre introductif poursuit un double but. D’une part, il vise a expliquer comment les
algorithmes d’apprentissage peuvent bénéficier des méthodes de statistique théorique. Des
liens étroits entre les domaines du machine learning et de la statistique classique seront
exhibés. D’autre part, il résume les contributions de la présente these :

1. Etudes statistiques d’un algorithme de réduction de la dimension : ’analyse en com-
posantes principales a noyau (chapitres 3 et 4).

2. Conception d’un nouvel algorithme de classification : la Kernel Projection Machine.
Evaluation de ses performances et analyses statistiques (chapitres 5 et 6).
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6 Chapter 1. Présentation générale

1.1 Apprentissage et statistique.

1.1.1 Apprentissage.

Un probleme d’apprentissage, aussi appelé apprentissage a partir d’exemples, se formule
de facon formelle comme suit : un objet X est observé et le but est de lui associer une
sortie Y. Le qualificatif de “sortie” provient de ’anglais “output” utilisé par la communauté
informatique. On suppose pouvoir effectuer des mesures sur I’objet. Dans le cas le plus simple
de la classification binaire, l’étiquette Y peut prendre deux valeurs notées arbitrairement —1
et +1. Ce cadre abstrait de I"apprentissage englobe de nombreuses applications. Par exemple
(cette liste est loin d’étre exhaustive),

e 'aide au diagnostic médical,
e la classification des e-mails,
e la catégorisation de textes,

e la bio-informatique : analyse de données biologiques, compréhension de la fonction de
certaines parties de séquences d’ADN.

Dans le cas de I'aide au diagnostic médical, si on cherche & étudier une certaine maladie,
X représente un patient sur lequel on fait des relevés médicaux (examens sanguins, taille,
poids,...) et le fait qu’il ait contracté la maladie est représenté par I’étiquette : elle vaut +1
s’il est sain et —1 s’il est malade. De facon générale, la qualité et le type de mesures prises
sur X sont importantes : leur pertinence favorise une détermination fiable de Y. Dans ce
travail, nous ne traiterons pas directement de ce probleme. Toute I'information dont nous
disposons sera toujours sous la forme d’un nombre fini d’exemples Xy,..., X, représentés
par leurs différentes mesures ainsi que les réels Y7, ..., Y, qui leur sont associés. Les n couples
(X;,Y;),i=1...nforment [’échantillon d’apprentissage noté L,,. Le but est alors de pouvoir
prédire la sortie Y associée & un objet X ne faisant pas nécessairement partie de I’échantillon
d’apprentissage : pour cela, les méthodes doivent apprendre la structure sous-jacente entre
objets et sorties en utilisant uniquement le nombre fini de données fournies par I’échantillon
d’apprentissage. De plus, afin de pouvoir utiliser ces méthodes pour des problemes concrets,
elles doivent étre réalisables de facon automatique, c’est-a-dire programmables sur une ma-
chine sous forme d’un algorithme d’apprentissage. Le principe d’un tel algorithme est donc
le suivant. L’entrée est uniquement composée des données d’apprentissage et la sortie est
une fonction f dont I’évaluation en X donne une prédiction de la sortie qui lui est associée.
Dans le cas ou on connait aussi la valeur de la sortie en question, on dit que ’algorithme a
appris (ou qu’il généralise) si sa prédiction est suffisamment proche de la véritable valeur.
La qualité d’un algorithme se mesure donc uniquement par la qualité de ses prédictions sur
des données qu’il ne connaissait pas : les données de test. Ces données sont une facon de
reproduire la structure qui lie les objets aux sorties Y et permettent de savoir si 'algorithme
a appris a la reconnaitre. Le fait que I'algorithme retrouve les bonnes sorties de 1’échantillon
d’apprentissage ne garantie pas de bonnes performances sur les données de test. En effet, les
données d’apprentissage ne sont que des exemples : elles comportent leur part d’incertitude.
Si ’algorithme la prend en compte, il accorde trop de confiance aux données d’apprentissage
et généralise moins bien : c’est 'overfitting. Cependant, s’il n’est pas assez fidele aux don-
nées (son unique source d’information), ses capacités de généralisation en seront aussi affec-
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tés : c’est Uunderfitling. L’algorithme d’apprentissage doit donc rester fidele a 1’échantillon
d’apprentissage sans donner trop d’importance a chaque donnée prise individuellement.

Il est intuitif que les performances de l'algorithme seront meilleures si on lui présente
de “bonnes” données. Leur mise en forme est un aspect a la fois essentiel et difficilement
quantifiable mathématiquement : de nombreuses expériences ont montré qu’un algorithme
d’apprentissage est plus efficace s’il est précédé d’une étape de compression des données.

Les performances d’un algorithme seront comparées a celles d’un cas idéal ou on pos-
séderait une infinité de données et ou on pourrait explorer toutes les fonctions possibles. Une
des difficultés réside dans le fait qu’on ne connait pas la fonction de sortie de ’algorithme tant
qu’il n’a pas fonctionné sur les données : les études générales de ses performances nécessitent
donc des controles valables uniformément sur ’ensemble des fonctions possibles considérées
par lalgorithme en question. Il est important de respecter le principe de fonctionnement
de Palgorithme et, en particulier, de faire le moins possible d’hypotheses pour obtenir ces
controles.

La partie suivante vise & introduire le cadre statistique général de cette these tout en
montrant qu’il est adapté aux spécificités des problemes d’apprentissage.

1.1.2 Cadre mathématique.

Le cadre statistique classique d’un probleme d’apprentissage est le suivant : les données
d’apprentissage sont modélisées comme étant n couples de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées (X;,Y;), ¢ = 1...n. C’est la base méme des statistiques : on
suppose pouvoir tirer infiniment de données suivant une loi fixée. Les données X; sont les
variables de position (ou variables d’entrée) : elles appartiennent a l’espace des entrées X
et sont toutes distribuées suivant la loi P. Y; désigne la sortie associée a chaque X;. Afin
d’évaluer la performance de 'algorithme, on introduit une variable aléatoire générique (X,Y)
indépendante et de méme loi ¢ que les données d’apprentissage. Elle représente une donnée
de test quelconque. Ainsi, les données de test et d’apprentissage sont des tirages aléatoires
d’une méme loi de probabilité.

Le controle de la qualité de 'algorithme se traduit mathématiquement par 1’évaluation la

plus fine possible de son erreur de généralisation E {'y(f, (X, Y))} Elle est définie relative-

ment & un contraste v mesurant [’écart entre la prédiction f(X) donné par I'algorithme et
la véritable sortie Y. Sa forme dépend du type de probleme d’apprentissage considéré. Elle
représente la moyenne des erreurs de ’algorithme sur toutes les données de test possibles.
Les contrastes utilisés ici seront toujours choisis positifs et nuls si la sortie de 'algorithme
prédit la bonne valeur. On quantifie mathématiquement le fait que ’algorithme soit capable
d’apprendre par le fait que sa fonction de sortie ait une faible erreur de généralisation.

La loi sous-jacente des données étant inconnue, on ne peut qu’approcher cette erreur.
Dans les expériences numériques, il suffit d’avoir préservé des données de test : elles serviront
a quantifier la performance de l'algorithme en approchant I'intégrale définissant son erreur
de généralisation par la moyenne empirique prise sur ces données de test. D’un point de vue
théorique, on peut obtenir des bornes supérieures sur 'erreur de généralisation : idéalement,
si ces bornes sont optimales (c’est-a-dire qu’on posséde aussi des bornes inférieures du méme
ordre), elles doivent permettre de mettre en lumiere des quantité-clés dans le controle de la
performance.

C’est pour ce type de raison que les travaux de Vapnik (entre autres) visent & obtenir des
bornes en généralisation, c’est-a-dire des bornes supérieures sur ’erreur de généralisation.
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La vision statistique est légerement différente : de ce point de vue, la sortie de I’algorithme
est un estimateur de la meilleure sortie possible notée s. Elle est définie comme étant celle
qui possede la plus petite erreur de généralisation parmi un tres gros ensemble de fonctions

S

s = argmink [(f, (X, V)] . (1.1)
fes

Ainsi, les probléemes d’apprentissage suivent la problématique générale de la statistique qui
consiste a obtenir des informations sur une distribution inconnue a partir de ’observation d’un
nombre fini d’exemples. L’idée fondamentale de "apprentissage consiste a ne pas chercher
a expliquer entierement le phénomene sous-jacent : on souhaite simplement étre capable
de faire de bonnes prédictions sans chercher & estimer la distribution elle-méme. La perte
statistique naturellement associée a ce probleme,

-~

L(F,8) = Exy [v(F, (X,)| = Exy (s, (X, V)], (1.2)

traduit bien cette préoccupation en ne considérant que les erreurs de prédiction commises
par la sortie fde I’algorithme. Ey y désigne ’espérance par rapport a la variable aléatoire
(X, )

Le risque est défini comme étant I'espérance de la perte L par rapport a ’échantillon
d’apprentissage (notée E. ). Si S,, désigne un sous-ensemble de S, les bornes de risque
obtenues sont de la forme :

Ec, [L(F,9)] < eLfmy8) + C(Smy ),

ou f,, désigne un élément particulier de S,, et C'(5,,, n) est une quantité reflétant la taille du
sous-ensemble S,,. Si la constante c est égale a 1, cette inégalité est une borne en générali-
sation comme celles obtenues par Vapnik. Cependant, certaines bornes de cette these seront
obtenues avec ¢ > 1.

Introduisons maintenant la notion de risque minmax : c’est une mesure de la meilleure
performance possible dans le pire cas.

R(A) = infsupEg, [L(Z,s)]
i Q

ou l'infimum est pris sur tous les estimateurs possibles t construit & partir de ’observation.
Quant au supremum, il est considéré sur toutes les distributions ¢) du couple (X,Y) pour
lesquelles s appartient a A. On note

R(]?, A) = sgp E., [L(]?, s)} ,

la plus mauvaise performance d’un estimateur f pour une cible s appartenant a ’espace A.
Le supremum est pris sur le méme ensemble de distribution que précédemment. En utilisant
la terminologie de [BBM99], 'estimateur fest approzimativement minmaz (de facon non-
asymptotique) par rapport a A s’il existe une constante universelle O telle que R(f, A) <
OR(A).

Quelques situations englobées par ce cas général sont maintenant décrites. Dans le cadre
de la régression, le contraste est celui des moindres carrés v(f, (X,Y)) = (Y — f(X))? ou
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Y = R. S est 'ensemble des fonctions mesurables de carré intégrable. La cible s est la
fonction de régression s(z) = E[Y|X = z] et, de par le Théoreme de Pythagore, la perte
vérifie
E[(Y — (X)) —E[(Y - 5(X))?] = E [1(X) — s(X))?] .

Dans le cadre de la classification binaire supervisée, Y = {—1,41}, S est I'ensemble
des fonctions mesurables de A & valeurs dans Y, c’est-a-dire ’ensemble de toutes les fonc-
tions de classification possibles. Le contraste est la fonction de perte dure (ou “hard loss”)
([, (X,Y)) = Lyspx) qui est la fonction de perte naturelle du probleme. La cible s est
alors la fonction de classification (appelée de Bayes) minimisant la proportion d’erreurs de
prédiction. Une notation spéciale f* lui est réservée. On montre facilement qu’il s’agit de la

fonction
. 1 sin(z) >3,
pw=t oz
-1 sin(z) < 3,
ou n(z) = PIY = 1|/X = =z] joue un role analogue & celui de la fonction de régres-

sion du probleme. On peut aussi remarquer que si f est & valeurs dans {—1,+1}, on a
E[(Y - J(X))2] = 4P(Y # [(X)).

L’erreur de classification est la perte associée. Afin de ne pas perdre de vue que c’est
la quantité a contréler dans un probleme de classification, une notation spéciale £ lui est
consacrée et sera conservée tout au long de cette présentation. Elle vérifie ([DGL96]),

LT =P # O] -FY # [7(X)] = E[29(X) = 1Lp(x)p0x)]
= SEI2000) - UIJ(X) - SO (13)
Dans la suite, on dira qu’on est sous 'hypothése de marge s'il existe A > 0 tel que
Vo e X, [2n(z) -1 > h.

C’est un cas particulier de la condition de marge de Tsybakov qui permet de quantifier la
difficulté d’un probleme de classification et d’obtenir des vitesses rapides de convergence
([MT95]).

Pour des raisons explicitées dans la partie 1.5, "algorithme des Support Vector Machines
(SVM) exploite la convezification du risque. Dans ce cas, le contraste se met sous la forme
(g, (X,Y)) = o(=Yg(X)) ou ¢(z) = (1+2)4+. La fonction ¢ est appelée hinge-loss. La cible
reste la méme que pour la perte dure puisque f* vérifie toujours ([Lin99])

J[r=arg  min Elo(-Yg(X))],

g mesurable

De plus, on a L(g, f*) > £(signe(g), f*) et
L(g, [*) 2 E[12n(X) — 1][¢(=Yg(X)) = (=Y f*(X))]] . (1.4)

1.2 Analyse en composantes principales a noyau.

1.2.1 Objectifs.

Comme évoqué dans la partie 1.1.1, la mise en forme des données fournies a ’algorithme est
un élément essentiel de apprentissage. Imaginons que ’on dispose de “beaucoup* de données
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dans le sens ou de nombreuses mesures ont pu étre prises sur les objets. Chaque variable de
position X contient alors une quantité importante d’information sur I’objet. Cependant, les
différentes mesures sont probablement liées entre elles et I'information qu’elles apportent est
alors globalement redondante. Elles contiennent aussi du “bruit“ provenant, par exemple,
d’imprécisions dans les mesures. Cette redondance et ce bruit masquent la structure qui
relient les objets a leur sortie. Afin de permettre un bon apprentissage, il faut donc extraire
“I'information essentielle“ contenue dans les données. Cela peut aussi étre une nécessité liée a
la place que celles-ci occupent dans la mémoire de la machine. Les algorithmes d’apprentissage
sont donc souvent précédés d’un pre-process visant a compresser 'information contenue dans
les variables de position. Un des pre-process les plus utilisés est ’analyse en composantes
principales a noyau (KPCA, en abrégé). La version d’origine de cette algorithme est I’analyse
en composantes principales (PCA, en abrégé) qui fit beaucoup utilisée comme outil d’analyse
descriptive des données en grande dimension. La KPCA permet de dépasser les limites dues
a la linéarité de la PCA. La partie suivante décrit les critéres que la PCA cherche a optimiser
afin de donner un sens mathématique a ce que signifie le terme “information essentielle®.
L’algorithme de la PCA sera ensuite décrit . On en déduit aisément celui de la KPCA.
Finalement, la derniére partie concerne les contributions originales de la theése pour la KPCA.

1.2.2 Criteres.

L’analyse en composantes principales (PCA) a étéintroduite par Pearson ([Pea01]) et dévelop-
pée indépendamment par Hotelling ([Hot33]). Bien que simple, son principe est utilisé dans
des domaines extrémement divers (météorologie, économie, ...). Elle considére uniquement
les objets X. Pour le moment, ils sont supposés appartenir a un espace vectoriel de dimension
finie RP. Une variable représente une mesure effectuée sur 'objet : p désigne le nombre de
ces variables. La PCA vise a réduire le nombre de variables, c’est-a-dire la dimension du jeu
de données, en exploitant la corrélation potentielle entre les variables initiales. Pour cela,
elle propose de nouvelles variables décorrélées et ordonnées de telle facon que les premiéres
retiennent le plus possible la variation présente dans les données initiales. Si les variables
de départ sont tres corrélées entre elles, I'information qu’elles donnent est trés redondante
et il suffira de considérer peu de nouvelles variables pour prendre en compte la plus grande
partie de cette information. Formalisons maintenant ces idées avec un point de vue math-
ématique. Sauf mention explicite du contraire, cette partie utilise la norme et le produit
scalaire euclidien.

Pour commencer, on suppose connaitre la loi de la variable aléatoire X ; son espérance
est notée u = E[X] et sa matrice de covariance est ¥ = E[(X — u)(X — p)’]. 1l est ici naturel
de considérer la matrice de covariance puisque on veut étudier les liens entre les variables:
en effet, le coefficient ; ; est la covariance Cov(X*, X7) = E [(X* - E [X*])(X? - E [X?])]
entre la ° et la j© variable (notées X* et X7). Pour rendre Iexplication suivante plus simple,
on suppose que toutes les valeurs propres de X sont strictement positives. Afin de considérer
simultanément toutes les variables, la PCA étudie les combinaisons linéaires (X — p)'a ou
|la|| = 1. D’un point de vue géométrique, sa valeur absolue représente la longueur de la pro-
jection de la variable aléatoire recentrée sur la droite vectorielle engendrée par a. Le vecteur
a maximisant E [(a, X — p)?] sous la contrainte ||a|| = 1 correspond donc & la direction de
plus grand allongement des données. D’un point de vue statistique, cela revient a chercher
la combinaison linéaire ayant une variance maximale afin de rendre compte de la variation
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des données. L’expression de cette variance est :
Var({a, X — p)) = a'Sa.

Algébriquement, il faut donc maximiser la forme quadratique induite par la matrice de covari-
ance sur la sphere euclidienne. La diagonalisation de ¥ implique que le maximum soit atteint
pour @ = vy; un vecteur propre de 3 associé a sa plus grande valeur propre A;. La nouvelle
variable z; = (X — u)’y; est la premiere composante principale : elle vérifie Var(z;) = A;. La
deuxieéme composante principale est de la forme z; = (X — u)’b. La corrélation linéaire entre
deux variables aléatoires réelles Wy et W5 est mathématiquement définie par :

. COV(Wl, WQ)
Corr(Wy, Wy) = INar (W \Var(73) (1.5)

La covariance entre z; et z9 vérifie
Cov(z1,29) = E [b'(X — p)(X — w)m1] = b'Sy1 = Ab'y1 .

La PCA cherchant des variables décorrélées, z; doit donc étre décorrélée de z;. Ainsi, elle est
choisie de variance maximale sous les contraintes ||b]| = 1 et b’y; = 0. La diagonalisation de X
fournit que la maximisation de b'Xb sous les contraintes précédentes est obtenue pour b = v,
un vecteur propre de 3 associé a sa deuxieme plus grande valeur propre A;. La deuxieme
composante principale z; = (X — p)’'v; satisfait Var(zy) = Asg.

En itérant ce procédé, les vecteurs propres de la matrice de covariance fournissent une base
orthonormée de R? adaptée aux données. Elle est obtenue par rotation du repére d’origine et
représente les directions de plus grandes variances. La quantité de variance représentée par
chacun des vecteurs de base est mesurée par les valeurs propres de la matrice de covariance.
Cette base est ordonnée pour que les vecteurs prenant en compte le plus de variance soient
les premiers de la base.

1.2.3 Algorithme de la PCA.

En pratique, la loi de X est inconnue. On ne dispose que d’un échantillon Xy,...,X,
de variables aléatoires indépendantes et toutes distribuées suivant la loi de X. En anal-
yse multidimensionnelle, chaque X; est un individu et leur ensemble forme le nuage des
individus. La 1° coordonnée de X; est notée X]Z: : elle représente la mesure de la ¢ vari-
able sur le j¢ individu. Par analogie avec la partie précédente, la i variable est le vecteur
Xt = (Xf, ..., X?). Par abus, un vecteur de R" sera appelé variable. L’espérance y est alors
estimée par g = 1/n 2?21 X; et la matrice de covariance ¥ par la covariance empirique,

S= 13 (X - 9)(X;—g)'-

Le coefficient 3; ; est la covariance empirique entre la ¢ et la j° variable :

~ o R :
3ij = Cova (X', XY) = — > (X0 - gi)(X] - g5)-
=1
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Dans la suite, les données seront regroupées dans la matrice T a p lignes et n colonnes. La
J¢ colonne est constituée des coordonnées de I'individu X;. Elle est donc définie par

Ti;=Xipourl <i<pet1<j<n.

Le nuage recentré est constitué des nouveaux individus X; = X; —¢,7 =1...n. Son centre
. s e . noo . .

(jlve gravité est 'origine puisque 1/n ) " ; X; = 0. La matrice des données correspondante est

T : c’est une matrice a p lignes et n colonnes ou la j¢ colonne est constituée des coordonnées

de l'individu X;. Les deux matrices 1" et T sont liées par la relation

~ 1
T=T(I, - ~1,,), (1.6)
n

ou I, et 1, , sont deux matrices carrées de taille n : I, est la matrice identité et tous les
coefficients de 1, ,, valent 1. De plus, la matrice de covariance satisfait :

PO
S =TT, (1.7)
n

Pour la PCA, les vecteurs propres de la matrice de covariance > sont approchés par les

vecteurs propres de la matrice de covariance empirique X. Ces derniers sont notés ¥,...,7,
et appelés directions principales. lls sont associés aux valeurs propres A\; > Ay,... > A,

de > ordonnées par valeurs décroissantes. Comme expliqué dans la partie précédente, ils
représentent les directions de plus grande variation du nuage des individus. Les nouvelles
variables proposées par la PCA sont les composantes principales : la ¢® composante principale
est maintenant le vecteur des projections de chaque individu X; sur la droite engendrée par
¥;. D’apres le paragraphe précédent, la ¢® composante principale est de variance empirique //\\Z
maximale sous contrainte de décorrélation empirique avec les autres composantes principales.
On retrouve aussi I'interprétation géométrique : la projection de chaque individu X; sur la
droite engendrée par a avec ||a|| = 1 est le vecteur

(X!a,...,X'a).

La variance empirique de cette variable est

La maximisation de la variance empirique a'Xa revient donc a chercher la direction de R? ou
la somme des carrés des longueurs des projections de chaque individu est maximale.
L’espace choisi par la PCA est I'espace vectoriel engendré par les directions principales :

Vi=(F1,...,5).

L’erreur quadratique de reconstruction associée & un sous-espace V est la quantité
Iem, ~ = 2
= I = v (X)),
n <
J=1

ou Ily désigne la projection orthogonale sur V. Elle représente ’erreur commise en projetant
le nuage des individus sur I’espace V. On peut montrer (voir chapitre 3) que l'espace de
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dimension d choisi par la PCA minimise 'erreur quadratique moyenne parmi tous les espaces
vectoriels de dimension d :

V= X; — Oy (X;)))? 1.8
p=arg min ZH V(X512 (1.8)

De plus, 'erreur de reconstruction commise par ce sous-espace vectoriel est donnée par la
somme des petites valeurs propres de la matrice de covariance :

I e, =~
LS g, (B = Y R (1.9)
7=1

{=d+1

La quantité de variance d’un nuage d’individus est définie comme étant la somme, normalisée
par 1/n, des carrés des normes de chacun de ces individus. Elle représente la variation totale
du nuage. La relation de Pythagore implique que

Dol (X)) = ZH Xill* - —Z 1X; = Ty (X;)]?
7=1

La relation (1.8) montre donc que espace choisi par la PCA contient un maximum de
la variation initiale des données. En effet, la quantité de variance du nuage projeté sur
cet espace est maximale parmi celles obtenues par projection sur les espaces vectoriels de
dimension_d. La variation initiale (c’est-a-dire obtenue sans projection) des données est
Iy, HX II*> = trs = i 1}. Celle prise en compte par Vj est la somme des d plus
grandes valeurs propres de la matrice de covariance. En effet, de par les deux relations
précédentes et 1’égalité (1.9),

ZHHVd * = ZM (1.10)

La somme cumulée des grandes valeurs propres de la matrice de covariance détermine donc
la quantité de variance prise en compte. En pratique, la qualité de Vy est souvent mesurée
par cette quantité relativement & la variance totale : des critéres purement empiriques de
choix d’une dimension d’arrét pour la PCA exploitent le pourcentage 100 22121 e/ D0 M
de variation conservée.

Question ouverte : sous quel critére la variation non-conservée peut-elle étre
considérée comme négligeable 7

Cette question n’est pas résolue par les criteres fondés sur le pourcentage de variation con-
servée puisque plus d est grand et plus cette proportion est élevée. En pratique, on est donc
amené 3 fixer arbitrairement un seuil pour choisir la dimension de la PCA.

L’étude de 'erreur de généralisation de 'espace choisi par la PCA repose sur son erreur

quadratique moyenne E [HH‘;L (X —p) HQ} . Elle représente I’erreur commise en projetant une

données de test sur I’espace choisi par la PCA. Elle est étudiée dans le chapitre 3 mais ne
permet pas de donner directement un critére pour le probleme du choix de dimension en PCA
puisque c’est une fonction décroissante de d (les espaces Vy sont emboités).
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Soit Vy D'espace ayant la plus petite erreur quadratique moyenne parmi tous les sous-
espaces de dimension d :

Va=arg min E[||IIy (X —p)|?] . 1.11

o= arg min_ B [[Tys (X - ) (1)

La qualité de ’espace ‘7d choisi par la PCA peut se mesurer par rapport a celle de V. Ce

dernier est engendré par les vecteurs propres de la matrice de covariance associés aux d plus
grandes valeurs propres de X :
Va= 1,00, 74) -

La PCA n’est pas invariante par changement d’échelle : si on change 'unité dans laquelle
est exprimée une variable, cela modifie artificiellement sa variance. C’est pour cette raison
qu’en pratique, les PCA ne se basent pas sur la diagonalisation de la matrice de covariance
mais sur la diagonalisation de la matrice des corrélations linéaires (matrice carrée de taille
p dont le (¢,7)¢ coefficient est Corr(X;, X;) définie par I’équation (1.5)). Elle permet de
considérer uniquement des variables de variance 1. Ce probléme ne sera pas abordé dans
cette these.

1.2.4 Algorithme de la KPCA.

L’intérét porté ala PCA pour résoudre des problemes d’apprentissage a été récemment relancé
par l'obtention d’une version non-linéaire de cet algorithme ([SSM99]) : la KPCA. En effet,
tel qu’il a été présenté ici, il ne s’appuie que sur des dépendances linéaires entre les variables
et cela restreint considérablement son efficacité. La KPCA permet d’exploiter des relations
potentiellement non-linéaires entre les variables. On décrit maintenant comment la non-
linéarité est introduite.

Les objets ne sont plus supposés de nature vectorielle : ils appartiennent a ’espace des
entrées X' qui est quelconque. La version non-linéaire de la PCA repose sur un principe
général permettant d’obtenir des versions non-linéaires d’algorithmes : ’astuce du noyau. Ce
principe est aussi utilisé pour 'algorithme des SVM (voir partie 1.5 ci-dessous). Il consiste a
envoyer préalablement les données X; par une application ¢ : X — H (appelée feature map)
dans un espace linéaire de grande dimension H muni d’un produit scalaire. Les nouveaux
individus sont alors les vecteurs ¢(X;), j = 1...n. La KPCA agit sur les ¢(X;) de la méme
facon que la PCA agissait sur les X;. Ainsi, la KPCA correspond a une PCA dans un espace
de grande dimension H.

Les colonnes de la matrice 7" sont maintenant constituées des coordonnées des ¢(X;) et

e ——

celles de la matrice T des coordonnées des ¢(X;) = ¢(X;) — %2?21 ¢(X;). La matrice de
covariance a diagonaliser est

£= 23 (6(X,) - ) (6(X,) - 3, (1.12)

3

oll ¢ = %2?21 ¢(X;) est le centre de gravité du nuage des individus envoyés dans . Par
souci de clarté, ’espace H est supposé de dimension finie mais le principe reste le méme s’il
est de dimension infinie. Il suffit de considérer des opérateurs a la place des matrices.

La “feature map” ¢ n’est pas connue explicitement : on ne la connait que par ses produits
scalaires

(@(21), ¢(22)) = k(z1,22) , (1.13)
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ol k est une fonction connue a ’avance et appelée noyau. Afin d’obtenir ’algorithme de
la KPCA, il faut donc pouvoir calculer les vecteurs propres de 3. Par extension du cas
linéaire, ces vecteurs propres sont encore appelés directions principales : il est important de
noter que ce sont des vecteurs de H. Cette diagonalisation engendre deux difficultés d’ordre
algorithmique. D’une part, 3 est une matrice de grande dimension et sa diagonalisation peut
donc étre difficile. D’autre part, la matrice S nest pas connue explicitement puisqu’elle fait
intervenir la feature map. Ces problemes sont résolus en introduisant la matrice noyau.

Soit K = 1T T. Un résultat classique d’algebre linéaire stipule que K et S = 1TT’ ont
les mémes valeurs propres non-nulles. De plus, si @; est un vecteur propre de K, ¥; = Tw; est
un vecteur propre de 3. Si on considere des vecteurs propres orthogonaux de K, les vecteurs
propres correspondants de S sont eux aussi orthogonaux. Finalement, pour diagonaliser

¥, il suffit de diagonaliser la matrice symétrique K de taille n. La relatlon (1.6) implique
K=2X(1I,-11,,)T"T(I, — 11,,) ol le (i,)° coeflicient de K = T"'T est

Kij = (o(Xi),0(X;)) = k(Xi, X;) . (1.14)

La matrice noyau (ou matrice de Gram) K est une matrice carrée de taille n accessible
uniquement a partir du noyau et des données dont la diagonalisation permet accéder aux
vecteurs propres de Y. Précisément, on a :

5= @lo(X)), (1.15)
7=1

ou {5;7 désigne la j° coordonnée du vecteur w; et 4; est un vecteur propre de S associé i la i
plus grande valeur propre non-nulle de 5 L’expression (1.15) fait encore intervenir la feature
map. Cela ne pose pas de difficultés puisque qu’on peut exprimer la projection de n’importe
quel élément de la forme ¢(z) — ¢ sur la droite engendrée par 3; uniquement en fonction des
valeurs de la fonction k grace a la relation (1.13). Soit f;(z) = (¢(z) — ¢,7;) la projection de
I'image d’un point z quelconque de 'espace X’ sur 7;. Contrairement & la PCA, les courbes
de niveau de f; dépendent non-linéairement de z.

La KPCA nécessite la donnée a priori d’une fonction k liée a une application ¢ par la
relation (1.13). La section 1.5 donne une condition nécessaire et suffisante sur k& assurant
I’existence de la feature map ¢.

Formellement /lef/propriétés de la PCA se généralisent & la KPCA en remplacant les

individus X; par ¢(X;). L’espace choisi par la KPCA est celui engendré par les d premiéres
directions principales :

Va= (1,94, (1.16)

ou ¥; désigne un vecteur propre associé a la ¢ plus grande valeur propre non-nulle de
l’opérateur S défini par I’équation (1.12). La somme des grandes (resp petites) valeurs pro-
pres de la matrice noyau recentrée K permet de quantifier la quantité de variance prise en
compte par ’espace ‘A/d (resp. l'erreur quadratique de reconstruction). En effet, les relations
(1.10) et (1.9) se traduisent ici par:

ZHHV (X)) = ZM (1.17)
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et

LS 165 - 1, G = 3 (1.1

£=d+1

olt (A;);>1 désignent les valeurs propres de K rangées par ordre décroissant.
D’autre part, I’erreur quadratique de reconstruction associée a un espace vectoriel V est

maintenant R, (V) = 1 ) D Hqﬁ(X ) — Hv(qﬁ/(?X{j))HQ. Son erreur quadratique moyenne est

R(V)=E][||ly.(¢ (X) E[¢(X)])||?]. Les équations (1.8) et (1.11) impliquent que
V, = inR,(V
Vi =arg ‘grél‘I/lan(‘ ),

et

Vi = arg ‘rfréiéldﬁ(‘/) )

ol Vj est ’espace vectoriel engendré par les vecteurs propres associés aux d plus grande valeurs
propres de la matrice 3 = E[(¢(X) — E[¢(X)])(¢(X) — E[¢(X)])'] et Vy désigne ’ensemble
des sous espaces de dimension d de H. Les études statistiques menées dans les chapitres 3 et

4 consistent en partie a étudier le comportement de ’espace YA/d choisi par la KPCA vis-a-vis
de Vj.

1.3 Contributions concernant I’analyse en composantes prin-
cipales a noyau.

Le chapitre 3 donne des controles non-asymptotiques sur les sommes des grandes et des petites
valeurs propres des matrices de Gram K (dont chaque coefficient est défini par la relation
(1.14)) et K. Les études précédentes s’étaient focalisées sur les valeurs propres de K alors
que l'algorithme utilisé en pratique repose sur K. Cela revient & négliger le centrage, c’est-a-
dire le fait que, afin d’étudier la variance, le nuage des individus soit préalablement recentré.
Concernant les valeurs propres de K, des résultats avaient déja été obtenus par [KGOO]
dans un cadre asymptotique. Les résultats non-asymptotiques obtenus dans le chapitre 3
améliorent ’étude de [STWCKO05]. Comme indiqué par les relations (1.17) et (1.18), la somme
des grandes (resp. des petites) valeurs propres de cette matrice s’interpréte en KPCA comme
étant la quantité de variance prise en compte (resp. l’erreur quadratique de reconstruction) de
I’espace de dimension d choisi par la KPCA. Ainsi, ces résultats traitent de la stabilisation de
I’erreur commise par la KPCA. Ils pourraient également servir a analyser d’autres algorithmes
obtenus grace a ’astuce du noyau comme par exemple les Support Vector Machines décrit
dans la partie 1.5.

Les propriétés de généralisation de la KPCA sont explorées dans le chapitre 3 sous forme
de bornes sur 'erreur quadratique moyenne. Dans le cas ol on ne tient pas compte du cen-
trage effectué en pratique, ce chapitre améliore les résultats de [STWCKO5] en fournissant des
vitesses de convergence rapides de l'erreur quadratique moyenne de la KPCA. Précisément,
il montre que cette vitesse de convergence dépend de la vitesse de décroissance des valeurs
propres et est typiquement meilleure que 1/4/n. De plus, il utilise un cadre fonctionnel per-
mettant de traiter rigoureusement le cas ou ’espace H est de dimension infinie. Il donne aussi



1.4. Sélection de modéle type Birgé et Massart. 17

des résultats originaux de convergence de I'erreur quadratique moyenne en tenant compte du
centrage. Ainsi, le Théoreme 3.4.4 montre que sous certaines hypothéses peu restrictives,
pour tout € > 1, avec probabilité au moins 1 — e~¢,

R(V;) —R(Vy) <O (\/g + \E) :

ol [0 désigne une constante universelle. Ce résultat s’interprete en terme de stabilité de
Ierreur commise par la KPCA : il assure la convergence de I'erreur quadratique moyenne a
vitesse 1/4/n.

Le chapitre 4 fournit d’autres contributions originales concernant les propriétés statis-
tiques de la KPCA en les étudiant avec un point de vue différent de celui du chapitre précé-
dent. Au lieu de considérer I’erreur quadratique moyenne comme critére, il étudie directement
I’erreur d’approximation entre les espaces propres ‘A/d et Vy. Par souci de clarté, supposons
que les valeurs propres de la matrice 3 soient simples. Dans ce cas, le Théoreme 4.3.2 stipule
que lerreur d’approximation ne dépend de d que via I’écart §,4 entre la d° et la (d+ 1)®valeur
propre de 3. Plus précisément, pour n assez grand et pour tout & > 0, avec probabilité au

1 1 [¢
Mo — My, || <O( ——4 =/ .
Ittg, = vl < (5d\/ﬁ+5d n)

Ce résultat a une conséquence géométrique : pour tout vecteur de Vy, la tangente de son

moins 1 — e~ ¢,

angle avec sa projection sur Vy est majorée par é\/g Cela peut s’interpréter comme une
propriété de stabilité.

1.4 Sélection de modele type Birgé et Massart.

Revenons maintenant au cadre mathématique général de la partie 1.1.2. On souhaite estimer
la caractéristique s (définie par la relation (1.1)) de P qui se trouve dans un grand mod-
ele S. La communauté informatique sait depuis longtemps qu’un algorithme qui explorerait
tout ’ensemble S ne peut étre performant a cause du phénomene d’overtitting. La taille
de I'ensemble des fonctions considérées par l'algorithme doit donc étre restreinte. Il existe
beaucoup de notions pour mesurer cette taille : ce sont des mesures de complezité (ou ca-
pacité). D’un point de vue statistique, cela revient a considérer un modéle en argumentant
que D’estimation est trop difficile a faire dans S. Dans les deux cas, la raison fondamentale
réside dans la structure méme du probleme et, plus particulierement, dans le fait qu’on ne
possede qu’un nombre fini de données. On dispose donc de trop peu de données pour pouvoir
travailler dans des modeles de taille importante.

Afin de se donner plus de liberté, on considere généralement une collection (Sy,)mem de
modeles (des sous-ensembles de S) telle que la complexité de chaque S,, soit controlée. Le but
de la sélection de modele est de choisir le “meilleur” d’entre eux puis d’y faire l'estimation.
Usuellement, chacun est représenté par un estimateur f,, et le probleme revient donc a choisir
le “meilleur” estimateur a partir des données limitées dont on dispose. Naturellement, on
souhaiterait sélectionner l'estimateur f,,» ayant le plus petit risque possible. La loi sous-
jacente des données étant inconnue, cette quantité est inaccessible et on va chercher a définir
une procédure de sélection de modeéle ne dépendant que des données. Cette procédure adap-
tative de sélection doit fournir un modele 7 qui pourra se substituer efficacement au modele
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idéal m*. L’estimateur sélectionné fz devrait donc avoir un risque comparable a celui du
modele idéal. Cette condition est assurée s’il vérifie une inégalité oracle :

E|L(Ja9)] < ¢ inf E L(Fr9)] - (1.19)

De par la définition de la perte par I’équation (1.2), le risque de chaque estimateur se décom-
pose sous la forme suivante :

E[L(Tns )] = LU, ) + E[L(ms )] -

ou f,, = arg fmgn E[v(f, (X,Y))] est la meilleure approximation de s dans le modeéle S,,.
€Sm

Le choix d’un modele comporte donc deux sources d’erreur : la premiere est [erreur
d’approzimation de s par f,, — L(fn,s) — et la seconde a Uerreur d’estimation de f,, par f,

dans le modele S,, - E L(}\m7 fm)} —. L’erreur d’approximation est une quantité déterministe

reflétant la distance du modele 5, a la cible s. On peut aussi remarquer qu’elle dépend
explicitement de s : son traitement nécessite donc généralement des hypotheses sur la cible.
L’erreur d’estimation reflete quant a elle la difficulté a estimer dans le modele S, : elle
dépend essentiellement de la complexité de ce modele et de la quantité de données disponibles.
Finalement, la procédure de sélection de modele vise a réaliser le meilleur compromis entre
ces deux sortes d’erreur : typiquement, plus le modele choisi sera de complexité importante,
plus I'erreur d’approximation sera petite mais plus I’erreur d’estimation sera importante. En
particulier, méme si on sait a priori que la cible s appartient & un modele 5, on peut avoir
intérét a en choisir un qui aura de bonnes propriétés d’approximation tout en ayant une
complexité plus petite.

Le compromis idéal étant inconnu, il faut définir une procédure de sélection uniquement
a partir des données et fournissant un modele aux propriétés proches de celui réalisant le
meilleur compromis entre les erreurs d’approximation et d’estimation.

Au regard de la propriété (1.1) de la cible s que l'on cherche & estimer, on consideére
maintenant le cas ou I'estimateur représentant le modele est obtenu par la méthode de min-
imisation empirique du risque :

Jrm = arg min 7, (f),
ou v,(f) = %E?:l v(f, (X, Y:)). La procédure de minimisation pénalisée de la perte em-
pirique consiste alors & choisir le modele par le critere

-~

m = arg mmeijlxl/((%(fm) + pen(m)) . (1.20)

ou pen est une fonction a choisir convenablement. Elle est appelée pénalité . L’estimateur
final de s est fﬁ Les propriétés statistiques générales de ce type d’estimateur ont été étudiées
par Birgé et Massart dans [BM98, BBM99, BM97]. Le premier terme est connu et ne dépend
que de 'observation: la procédure de sélection de modele est donc maintenant entierement
déterminée par la fonction de pénalité pen. Celle-ci controle la complexité du modele choisi:
d’un point de vue apprentissage, elle évite 'overfitting c’est-a-dire ’obtention d’un estima-
teur s’ajustant trop sur les données d’apprentissage au détriment de ses performances en
généralisation.
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Afin d’obtenir un bon estimateur final, le représentant fm doit étre approximativement
minmax sur le modele 5,,, c’est-a-dire étre optimal si la cible s appartient au modele S,,.
Dans ce cas, la pénalité pen(m) doit étre de l'ordre du risque minmax sur S,.

La problématique de la classification est introduite ala page 9. La partie suivante décrit un
algorithme de classification renommé : les Support Vector Machines (SVM). Cet algorithme
sera ensuite décrit comme une procédure de régularisation qui s’interprete dans le cadre de
la sélection de modele de Birgé et Massart.

1.5 SVM et régularisation.

La classification est introduite a la page 9. D’un point de vue statistique, elle vise a d’obtenir
une fonction de classification qui soit la meilleure estimation possible de la fonction de
classification de Bayes a partir de I’échantillon d’apprentissage ((X1,Y1),...,(Xn,Y,)) €
(X x {—1,41})". L’évaluation en un point & appartenant a X de cette fonction de classi-
fication donne une prédiction de I’étiquette de z. Obtenir une telle fonction revient donc a
scinder 'espace A des entrées en deux régions : I'une pour les variables d’entrées associées
a I’étiquette +1 et "autre pour celles associées a I’étiquette —1. Supposons pour le moment
que X = RP. 1l est naturel de considérer des régions linéairement séparées. Ainsi, la fonction
de classification est cherchée sous la forme f,, ;(z) = signe((w, ) 4 b) ou sign(a) = 21450 — 1.
Les régions de X" sont définies par le signe de (w, z) 4 b et elles sont séparées par I’hyperplan
(w,z) +b=0.

Il est maintenant naturel de déterminer le vecteur normal w et l'ordonnée a l’origine
b de I’hyperplan séparateur, en minimisant le nombre d’erreurs commises sur 1’échantillon
d’entrainement :

n

-~

(w,b) R .
w, = arg min — signe({w,X; - ‘
lw||=1,beR7 — gne({w,X;)+b)#Y;

La fonction de classification finale sera f(;v) = signe((w, z) —I—Z)

Cependant, cette méthode d’obtention d’une fonction de classification n’est pas satis-
faisante pour plusieurs raisons. Tout d’abord, une solution de ce probleme d’optimisation
n’est pas nécessairement unique. De plus, sauf situation particuliere, elle n’est pas accessi-
ble en temps polynomial. Ce probléeme d’optimisation fait partie d’une classe de problemes
connus en informatique : il est NP-complet. La partie suivante explique briévement une
solution, proposée en partie par Vapnik. L’algorithme des Support Vector Machines (SVM)
correspondant permet un acces automatisé a une fonction de classification.

1.5.1 Algorithme SVM.

La théorie de Vapnik a connu un grand succes grace aux bonnes performances des algo-
rithmes d’apprentissage qui en découlent et en particulier les SVM (présentés dans [CV95] et
[Vap95]). Cependant, méme si ces algorithmes justifient en partie la pertinence de ’approche
Vapnik pour apprentissage, ils ne constituent pas une validation empirique de ses résultats
fondamentaux.

Ce paragraphe est trés inspiré de la présentation des SVM de [CSTO00]. Initialement,
la solution proposée par Vapnik pour échapper aux problemes inhérents de la minimisation
empirique du risque associé a la fonction de perte dure (équation (1.21)) repose sur le concept



20 Chapter 1. Présentation générale

de marge : la marge d’un hyperplan est définie comme étant sa distance a la donnée X; la
plus proche. Le fait de choisir un hyperplan qui ait une marge mazimale permet de régler le
probleme d’unicité tout en accédant a une frontiere de classification robuste : intuitivement,
on peut penser que la fonction de classification correspondante aura de bonnes propriétés de
généralisation. De plus, en considérant une normalisation adéquate du vecteur normal de
I’hyperplan, on constate que la marge d’un hyperplan est inversement proportionnelle a la
norme euclidienne de son vecteur normal.

L’idée de base de I’algorithme SVM repose donc sur une intuition géométrique et propose

de choisir I’hyperplan correspondant a (@, b) obtenu en résolvant le probleme d’optimisation
quadratique suivant :

minimiser en w, b [lw])?,
sous Yi({w,X;)+b)>1,i=1...n.

11 signifie que I’on cherche I'hyperplan de marge maximale séparant correctement les données.
Dans le but d’étendre cette idée a des problemes de classification non linéairement séparables,
les contraintes peuvent étre relachées de facon douce en introduisant des “slack variables”
&, t = 1...n qui permettent aux contraintes de marge d’étre violées. On obtient alors le
probleme d’optimisation suivant:

minimiser en w, b, &; lw] + AXr, &, (1.22)
sous Yi((w, X))+b)>1-&,i=1...n,
§&i=>0.

Afin de pouvoir résoudre ce probleme d’optimisation sous contraintes, on I’écrit sous sa forme
duale ou les multiplicateurs de Lagrange sont notés o;, i =1...n:

L. . n . 1 n "V vy - . .
maximisereno; Y 7, o — 3 Ei,j:l YiYioi05(X;, X;)
sous A>q;>20,1=1...n,
n ,
ey Y, =0.

La fonction de classification finale sera f(ac) = signe(>_"_, Y;a;(X;, z) —I—/l;) ou ai, ..., Q, sont
les solutions du probleme d’optimisation précédent et b est choisi séparément.

Pour pouvoir considérer des frontieres de classification non-linéaires, 1’astuce du noyau
(explicitée dans la partie 1.2.4) est maintenant utilisable puisque les données n’interviennent
que par lintermédiaire d’un produit scalaire (voir équation (1.13)). On obtient alors la

formulation de 'algorithme des SVM soft margin :

maximisereno; ", o; — %E?jzl YiYioiok(X;, X;),
sous A>q;>20,1=1...n,
n 4
dlim Y =0.

La fonction de classification finale sera
f(x) = signe (Z Yialk(X;, x) + b*) : (1.23)
=1

Seuls les X; pour lesquels le multiplicateur de Lagrange «; est non-nul participent a la so-
lution: ce sont les wvecteurs supports qui donnent leur nom aux Support Vector Machines.



1.5. SVM et régularisation. 21

Cette algorithme comporte deux parametres libres (a ajuster par l'utilisateur) : la constante
A et le noyau k. Leurs roles respectifs seront éclairés par la formulation des SVM comme une
procédure de régularisation donnée a la fin de ce paragraphe.

Comme expliqué dans la partie 1.2.4, le fait d’utiliser un noyau s’interprete de la facon
suivante : les données sont envoyées dans un espace de grande dimension H par une fealure
map ¢. Ensuite, une SVM linéaire est appliquée sur ces fonctions. La séparation linéaire
dans l'espace de grande dimension correspond & une séparation non-linéaire dans ’espace de
départ X.

Finalement, I'idée proposée par Vapnik repose sur le fait de chercher une fonction a
valeurs réelles adaptée aux données puis d’en prendre le signe pour obtenir une fonction
de classification. La suite de cette partie vise a interpréter l'algorithme des SVM comme
une procédure de régularisation. Pour ce faire, il est important de connaitre I'utilité d’une
telle procédure. Le moyen le plus simple pour expliquer son principe de fonctionnement
est de revenir & ses origines : 'utilisation des splines par [Wah90] pour des problemes de
régression que nous décrirons ici uniquement en dimension 1. Ce procédé sera ensuite étendu
en dimension plus grande grace a la régularisation type Tikhonov.

1.5.2 Régularisation.

La considération des splines vient de ’analyse unidimensionnelle. Soit W, ’espace de Sobolev
d’ordre m sur [0, 1] : il est constitué des fonctions m — 1 fois continiment différentiables et de
dérivée m® de carré intégrable. Schoenberg ([Sch64b],[Sch64a]) a montré que le minimiseur
naturel de fol(f(m)(x))de parmi les fonctions de W, satisfaisant (i) f(X;) =Y;,i=1...n
est, si n > m, ['unique spline de W, satisfaisant la contrainte (i). Un spline est un polynéme
par morceaux satisfaisant certaines propriétés de régularité. Les statisticiens ne cherchent
pas a interpoler les données : celles-ci peuvent contenir du bruit et ils veulent obtenir une
fonction qui possede de bonnes propriétés de généralisation. Ils cherchent donc une fonction
réguliere qui s’ajuste le plus possible aux données. C’est pour cette raison que le fructueux
travail de Wahba [Wah90] s’intéresse au probleme de trouver f dans W, qui minimise:

S0 S € [ () (1.24)

On voit clairement sur cet exemple que I'ajout du terme fol(f(m)(m))Qdm assure la régularité
du minimiseur : la constante de régularisation C' contrdle le compromis entre la fidélité aux
données et la régularité de la fonction obtenue. Schoenberg a montré que la solution de ce
probleme était encore un spline. Les splines sont aussi trées utilisés en analyse numérique
car ils possedent de bonnes propriétés d’approximation et sont facilement utilisables par des
ordinateurs.

Afin de généraliser cette approche en grandes dimensions, on définit la notion d’espace
auto-reproduisant sur laquelle repose la régularisation type Tikhonov.

Définition 1. Un espace de Hilbert auto-reproduisant H (RKHS, en abrégé) est un espace
de Hilbert de fonctions (H C RX) pour lequel il existe une fonction k : X x X — R (appelée
noyau auto-reproduisant) satisfaisant

e 7 contient toutes les fonctions k(z,-) pour € X,
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e la propriété de reproduction est satisfaite,

VS EH, Vo e X, ([ k(z,))u=f(z). (1.25)

Une fonction k : X x X' — R est un noyau défini positif si elle est symétrique (k(z,2’) =
k(z' 2), Vo, 2" € X) et si toutes les matrices de Gram qu’elle engendre sont positives. Pré-
cisément, cela signifie que

VN > 1,¥(z1,...,2N) € N, V(ay,...,an) € RV, Z a;a;k(z;,z;) > 0.

7,7=1

Un noyau auto-reproduisant est clairement défini positif et un résultat de [Aro50] stipule
que cette condition est suflisante : a tout noyau défini positif correspond un unique RKHS. Ce
résultat est frappant puisqu’il ne suppose aucune condition sur I'espace X'. En particulier,
I’utilisation de l’astuce du noyau qui a mené aux algorithme SVM et de la KPCA peut
s’interpréter comme une procédure d’envoi des données dans un RKHS si et seulement si elle
utilise un noyau défini positif.

D’un point de vue statistique, le choix du noyau peut s’interpréter comme un a priori
qu’on met sur les données : un des problemes cruciaux de I’apprentissage réside dans la facon
de le choisir.

Dans la preuve du résultat de [Aro50], le RKHS est construit comme une complétion
de l'espace vectoriel Ho engendré par I’ensemble des fonctions {k(z,.),z € A'}. La norme
considérée sur 'espace Hy est

2

N N
Zaik(%, I = aa;k(z;, z;).
=1 H 7,7=1

On obtient alors la représentation sous forme primale du RKHS ou la forme typique des
fonctions est une combinaison linéaire de noyaux centrés en différents points.

Afin de se former une intuition sur ce que peut représenter un RKHS, quelques exemples
plus explicites sont maintenant donnés. Le cas le plus connu est celui correspondant aux
noyaux de Mercer : X est supposé étre un espace compact et le noyau & est un noyau défini
positif continu en tant que fonction définie sur X' x X'. On rappelle que P désigne la loi de
la variable d’entrée X. Dans ce cas, 'opérateur intégral & noyau,

Tk : LQ(P) — LQ(P)
Fe [ Ke f@dpe), (1.26)
X
définit un opérateur linéaire auto-adjoint compact. Il est diagonalisable dans une base or-
thonormée notée (¢;);>1. Les valeurs propres associées sont notées (A;);>1 et sont supposées

étre rangées par ordre décroissant. Dans ce cas, le Théoreme de Mercer stipule que le noyau
peut se décomposer sous la forme suivante :

k(z,z') = Z Nidi(z)pi(z')

i>1
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ol la série est uniformément convergente sur X' x X'. De plus, le RKHS associé au noyau k
se met sous la forme

H=SFeLayP), f=Y (Fo00: 3= (f.6)*/Mi <oy . (1.27)

i>1 i>1

On obtient la forme duale du RKHS : elle permet de constater que, dans ce cas, c’est un sous-
espace de Ly(P) constitué des fonctions ayant des coefficients — dans la base des fonctions
propres — a décroissance suffisamment rapide par rapport aux valeurs propres. Afin de voir
clairement le lien avec les problemes de régularité formulés plus haut, nous traitons un exemple
spécifique en dimension 1. Soit X' = [0, 1] et k le noyau de Mercer suivant :

k(z,y)=1+2 Z Aj (cos(2mjx) cos(2mjy) + sin(2mjz) sin(27jy)) ,
i1

olt \; = (275)~?™, m € N*. La base de Ly([0, 1]) considérée ici étant la base trigonométrique,
les coefficients d une fonction dans cette base sont donnés par ses coefficients de Fourier notés

\/_fo ) cos(2mjt)dt et 7= \/_fo )sin(27jt)dt. Le RKHS associé a ce noyau est
1 espace de Sobolev périodisé d’ ordre m,c est a-dire I’ensemble des fonctions de Ly([0, 1]) qui
sont m — 1 fois continament différentiables, de dérivée m®appartenant a L3 ([0, 1]) et vérifiant
les conditions au bord f(0) = f(1),..., f"=D(0) = f("=1)(0). Cela peut se voir facilement
puisque la norme du RKHS associée a k définie dans (1.27) satisfait

ufu%:Z<2m>2m(<f;>2+<f;>2)+( / ) / o |dt+( / f(t)dt)Q.

i>1

ol la deuxiéme égalité vient de I’'identité de Parseval. La derniére quantité est par définition
le carré de la norme || f||son dans 'espace de Sobolev.

L’inconvénient majeur du Théoreme de Mercer est qu’il restreint I’espace X a étre com-
pact. Dans le cas ol c’est un espace vectoriel de dimension finie (X = R?), un des noyaux
les plus utilisés est le noyau gaussien :

—lle—yl® .
k(z,y)=e¢ 222 =K(z—y).
2

avec K (z) = e 202 . Dans ce cas, le RKHS associé se caractérise par une décroissance rapide
de la transformée de Fourier f de f :

g:{fECO(Rd) :fELl(Rd)et/d“i( w)I” dw<oo} . (1.28)
RY K(w)
2 2

avec K (w) = (27‘1’0’2)5[/26% et Co(R?) est I’espace des fonctions continues nulles & Uinfini.

Cette représentation intégrale du RKHS associé au noyau gaussien éclaire le role de régu-
larisation joué par o : plus il est élevé, plus les fonctions du RKHS sont régulieres. Précisé-
ment, ¢ < ¢’ implique H, C H,.

En conclusion, la norme RKHS d’une fonction peut étre vue comme une mesure de sa
régularité.
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1.5.3 Approche statistique pour la SVM.

[SS98] et [EPP00] ont remarqué que le probleme d’optimisation définissant ]? dans (1.23)
pouvait se réécrire comme une procédure de régularisation type Tikhonov. En effet, grace a la
vision fonctionnelle du RKHS précédemment décrite, on a f = signe(g) o sign(a) = 21,591
et

§ = arg min (% S (1= Yif(X)s + CM!fH%) , (1.29)

=1

ot H* = {f(z) +0b,f € H,b € R}, H est le RKHS associé au noyau k et C,, = L (A
apparait dans la partie 1.5.1). La régularisation type Tikhonov se caractérise par I'ajout du
carré de la norme dans le RKHS. Cette formulation n’est pas celle utilisée en pratique pour
programmer la SVM mais elle permet de prendre conscience du procédé de régularisation
utilisé dans cet algorithme. Précisément, il est de la méme forme que (1.24) : simplement,
le risque empirique associé a la perte des moindres carrés est remplacé par celui associé a
la perte dite hinge loss v(f, (z,y)) = (1 — yf(z))4+. Cette derniére est un majorant convexe
de la fonction de perte dite hard loss (z,y) — L f(z)#y- Le terme de régularisation est plus
général dans le sens ou X’ peut étre un espace de grande dimension et pas uniquement [0, 1].
Le calibrage de la constante de régularisation C,, contrdle le compromis entre la fidélité aux
données et la régularité de la fonction obtenue.

De plus, cette formulation permet d’interpréter I’algorithme SVM comme une procédure
de pénalisation du risque convezifié (voir [BJMO03] pour une étude générale). Il entre ainsi
dans le cadre de la sélection de modeles de Birgé et Massart de la section 1.4. En effet, si on
considere les boules de #°,

E(R)={g e’ ||lg|| < R},

g défini par I’équation (1.29) satisfait clairement g = g5 ou

n

1
gr = arg min — 1-Y;9(X:)4, 1.30
Gr=arg min > (1-Yig(X)+ (1.30)

=1

~ (1 & R 5
R = arg min (; Z;(l = Yigr(Xi))+ + CuR ) :
1=
Ce choix de R par minimisation du risque empirique pénalisé est de la forme de I’équation
(1.20) ou la fonction de pénalité pen est

pen(R) = C,,R?. (1.31)

Cette pénalité représente la régularisation : elle impose un choix de boule de complexité
contrélée. De plus, si k est un noyau de Mercer, les boules du RKHS sont des ellipsoides de
Ly (P) homothétiques les uns des autres par la relation (1.27) :
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Ils ont tous comme directions principales les fonctions propres de 'opérateur intégral Ty défini
par I’équation (1.26). Ainsi, les SVM constituent une procédure de sélection d’ellipsoide.

On peut se demander si 'ordre de grandeur de la pénalité en R? est statistiquement
convenable. En effet, il est choisi pour des raisons purement algorithmiques. [BBMO04] a
montré que, d’un point de vue statistique, sous certaines conditions, le carré de la norme est
trop important et qu’il faudrait plutot ajouter la norme elle-méme.

La contribution principale de la présente these en terme de classification repose sur
I’utilisation d’un autre procédé de régularisation : la projection fini-dimensionnelle. Ce
procédé est étudié avec un point de vue théorique a travers des résultats de sélection de
modele et avec un point de vue pratique par la conception d’un nouvel algorithme de classi-
fication: la Kernel Projection Machine.

1.6 Contributions concernant la classification.

On rappelle que la fonction que 'on cherche a estimer est la fonction de classification de

Bayes f* définie par
N 1 sin(x) >
() = { '

-1 sin(z) <

M| B

ou n(z) =PlY = 1|X = z]. On dit qu’on est sous I’hypothese de marge s’il existe h > 0 tel
que
Vo€ X, [2n() — 1] > h.

1.6.1 Projection fini-dimensionnelle.

Au regard des travaux de statistique de Birgé et Massart [BM97, BBM99, BM01], on peut
penser a la projection fini-dimensionnelle comme étant une alternative a la régularisation de
Tikhonov. Au lieu d’étre minimisé sur des ellipsoides comme c’est le cas pour les SVM (voir
équation (1.30)), le risque empirique est minimisé sur des espaces vectoriels

SD: <¢17"' 7¢D>7 (132)

ol ¢1,...,¢p sont les vecteurs propres de 'opérateur intégral T) (défini par I’équation
(1.26)) associés a ses D plus grandes valeurs propres. Ainsi, & chaque dimension, on as-
socie I'estimateur

n

1
9p = in — 1-Y,q(X; . 1.33
gp = arg min — ;( 9(Xi))+ (1.33)
La régularité de gp dépend de son nombre de coefficients non-nuls dans la base (¢2)221 On
considere maintenant la collection de modeles {Sp}p>i. Suivant le critere général (1.20), la

dimension est choisie par minimisation pénalisée de la perte empirique :

~ 1 s
D = arg min (; Z;(l = Yigp(Xi))+ + PGH(D)) :
1=

La fonction de pénalité pen assure la régularité de la fonction g5 en contrélant la dimension
de ’espace vectoriel choisi. Contrairement a la SVM, l'ordre de grandeur de la pénalité sera

choisi par des criteres statistiques. La fonction de classification finale sera f = signe(gp).
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La détermination de 'ordre de grandeur de la pénalité dans ce cadre comporte des diffi-
cultés lies a la non-compacité des espaces vectoriels. Ce probleme est abordé dans le chapitre
5. Dans le chapitre 6, I’estimateur associé a chaque dimension est

1 si /g\D(‘T) > 17
gp(x) = qgp(z) si —1<gp(e) <1,
-1 si gp(z) < —1.

Ce procédé n’induit pas de perte de généralité dans le sens ou gp et gp fournissent la méme
fonction de classification (puisq’ils ont le méme signe). La dimension est maintenant choisie
par minimisation pénalisée de la perte empirique tronquée :

D>1 \n“4
- =1

~ RS .
D = argmin (— Z(l —Yigp(Xi))+ + pen(D)) .
La fonction de classification finale est f = signe(gz)-
Sous I'hypotheése de marge, le Théoreme 6.2.1 stipule que, a un facteur logarithmique
pres, si on choisit une pénalité linéaire en la dimension

D

D)=0—
pen( ) nh7

(1.34)

alors la fonction de classification correspondante satisfait ’inégalité de type oracle suivante

BL(5 £7) < O juf (inf Lig.S)+ ). (1.35)
ou L est 'exces de risque associé a la hinge loss L(g, f*) = E[(1 - Yg(X))+ — (1 =Y f*(X))4]
et [ désigne une constante universelle. Ce résultat signifie qu’une pénalité linéaire en la
dimension est statistiquement convenable.

L’algorithme de la Kernel Projection Machine (KPM) permet de tester concretement la
pertinence de la régularisation par projection fini-dimensionnelle. Ses performances seront
comparées a celles de la SVM utilisant la régularisation type Tikhonov dans le chapitre 5. La
partie suivante décrit les idées utilisées dans 'algorithme de la KPM ainsi que ses liens avec

la KPCA.

1.6.2 Un nouvel algorithme de classification : la Kernel Projection Ma-
chine.

Puisque 'opérateur 1) dépend de la loi sous-jacente des données, ses fonctions propres sont
inconnues et le minimiseur empirique gp donné par ’équation (1.33) n’est pas directement
calculable. En pratique, ’algorithme de la KPM exploitera donc une version approchée définie
a partir de la matrice de Gram introduite par I’équation (1.14). K,, désigne la matrice de
Gram normalisée. C’est une matrice carrée de taille n ayant pour coeflicient :

] 1
(Kn)ij = —k(Xi, Xj) -

L’approzimation de Nystrom stipule que les vecteurs propres de la matrice de Gram normal-
isée approchent les vecteurs propres de l'opérateur intégral 7 ([Bak77]). [Kol98] exploite le
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fait que la matrice K, soit la partie empirique de 'opérateur intégral T} et étudie la conver-
gence (en un certain sens) des vecteurs propres de K, vers les vecteurs propres de T}. Le fait
que la matrice de Gram soit la version empirique de l'opérateur intégral T peut se voir en
quelques lignes. En effet, si f € Ly(P) est une fonction propre de Tk, elle satisfait

V' e X, /Xf(w)k(x,x’)dP(w) = Af(a').

Si on remplace formellement la probabilité P par la mesure empirique P, = %Z?:l dx,, on
obtient

%Zf(Xi)k(Xn 2') ~ Af(a').

Puis, en choisissant successivement Xy, ..., X, pour valeurs de z', on conclut que la matrice
de Gram normalisée admet f = (f(Xy),..., f(X,)) comme vecteur propre :
Knf ~Af,

oll A est une valeur propre de K.

De par la formulation (1.33) du minimiseur empirique, on constate que les fonctions de Sp
n’interviennent que par les valeurs qu’elles prennent sur les points X4, ..., X,, de ’échantillon
d’apprentissage. L’approximation précédemment décrite permet donc d’obtenir une version
approchée g de gp. D’un point de vue algorithmique, g est accessible en résolvant un
probleme de programmation linéaire. La derniere étape de I’algorithme est une phase de
sélection de modele: la dimension peut étre sélectionnée par minimisation pénalisée de la
perte empirique tronquée :

= (1 L=
D = arg min (; ;(1 —Yigp(Xi)+ + uD) , (1.36)

ol p est une constante de pénalisation a choisir et

si ;?\D(x) >1,
plz) si —1<gplz) <1,
-1 sigp(z) < -1.

Q)) —

Le choix d’une pénalité pD linéaire en la dimension est guidé par le Théoreme 6.2.1 rappelé
au travers des inégalités (1.34) et (1.35). La fonction de classification finale sera f(x) =
signe(7- (z).

Le chapitre 6 montrera clairement le lien entre la KPM et la KPCA. D’apres la partie
1.2.4, pour chaque dimension D, I'espace choisi par la KPCA est YA/D (défini par I’équation
(1.16)). C’est le sous-espace du RKHS engendré par les D premieres fonctions propres de
Popérateur de covariance 3. (défini par I’équation (1.12)). En utilisant la représentation
fonctionnelle du RKHS donnée dans la partie 1.5.2, on montre aisément que 'estimateur jq?:D
correspond au minimiseur empirique sur ‘7D :

n

2 1 ,
gp =argmin— » (1-Yig(Xi))s.
geVp ™ ZZ:;
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Le chapitre 4 étudie la stabilisation de I’espace aléatoire ‘A/D autour de I’espace déterministe
Sp (défini par I’équation 1.32). Les résultats y sont interprétés dans le cadre de la KPCA. IIs
sont aussi motivés par I’étude du comportement statistique de ED. Cela demeure cependant
un probleme ouvert.

Finalement, ’algorithme de la KPM repose sur le fait suivant.

La régularisation peut étre obtenue par la sélection d’un espace vectoriel via une
méthode de réduction de la dimension tlelle que la KPCA.

Comme précisé dans le probleme ouvert a la page 13 de la partie 1.2, I'obtention d’un critere
d’arrét en KPCA ayant un sens statistique et ne prenant en compte que les variables d’entrées
reste un probléeme ouvert. Cependant, la dimension choisie par la KPM peut s’interpréter
comme une dimension d’arrét pour la KPCA en tenant compte des étiquettes.

1.7 Limites et perspectives des résultats de classification.

Cette partie propose des prolongements aux contributions obtenues en classification en vue
d’améliorer les liens entre la théorie et la pratique. D’une part, le Théoréme 6.2.1, rappelé au
travers des équations (1.34) et (1.35), ne justifie que partiellement la pénalité linéaire utilisée
dans 'algorithme de la KPM. D’autre part, ’étude de 'influence du calibrage des constantes
sur la performance des algorithmes reste a mener.

1.7.1 Bornes de risque.

La borne de type oracle (1.35) représente un premier pas vers ’analyse des performances de la
KPM. Cependant, cette approche théorique ne prend pas pleinement en compte la spécificité
des modéles utilisés pour l'algorithme de la KPM. De plus, la pénalité obtenue dépend du
parametre de marge h qui est inconnu.

e Les espaces vectoriels possedent-ils de meilleures capacités d’approximation que les el-
lipsoides dans le cadre de la classification 7 Afin de répondre a cette question, une des
possibilités consiste a controler le terme d’erreur d’approximation inf,es, L(g, f*) de
I'inégalité (1.35). Puis, a comparer la vitesse de convergence de la fonction de clas-
sification obtenue par projection fini-dimensionnelle a celle obtenue par régularisation
type Tikhonov. De facon générale, la théorie de "approximation pour I’apprentissage
n’en est qu’a ses débuts. Les travaux de [SS03] et [VV05] sont, en ce sens, précurseurs.
La qualité d’approximation de la base des fonctions propres de 'opérateur intégral
(déterminé par le noyau utilisé) est un élément déterminant dans le controle de I'erreur
d’approximation mais la littérature comporte tres peu de résultats sur ces fonctions
propres.

e Puisque la pénalité (1.34) dépend de la marge h, la procédure de pénalisation proposée
par I'analyse théorique n’est pas adaptative a la marge. A ce jour, une telle procédure de
classification théoriquement justifiée n’existe pas. En pratique, cela pose d’importants
problémes pour le calibrage des constantes. Nous reviendrons sur ce point dans la partie
suivante.

e Les modeles Sp considérés pour justifier la pénalité linéaire sont déterministes alors
que ceux (Vp) exploités par l'algorithme sont aléatoires. Afin d’analyser complétement
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I’algorithme de la KPM, il faudrait obtenir un résultat théorique tenant compte de cet
aléa.

1.7.2 Calibrage des constantes.

Cette partie repose sur des considérations d’ordre plus pratique. La détermination des
parametres libres des algorithmes est un élément clef dans les applications numériques qui
n’est, en général, pas contrélé par des arguments théoriques. Par exemple, quelle constante
i (équation (1.36)) doit-on choisir pour optimiser les performances de la KPM 7 De facon
générale, les constantes fournies par des arguments théoriques du type Théoréeme 6.2.1 (équa-
tion (1.34)) sont trop mauvaises pour étre utilisables. En pratique, elles sont donc calibrées
pour s’adapter aux données. Les remarques suivantes concernent les constantes de pénalisa-
tion que sont C,, pour la SVM (équation (1.31)) et u pour la KPM. Dans les deux cas, l'ordre
de grandeur de la pénalité est fixé et la procédure de sélection de modele est déterminée par
la constante de pénalisation. On peut noter que le calibrage de ces constantes doit se faire
de facon adaptative a la marge.

e Il est important de se poser la question de I'importance de 'ordre de grandeur de la
pénalité en pratique. Dans le cas de la SVM, (), est souvent choisie par validation
croisée. Cette méthode de calibrage compense I’éventuel défaut de I'ordre de grandeur
de la pénalité. 1l se produit le méme phénomeéne pour la KPM. En effet, les résultats
numériques des chapitres 5 et 6 montrent que les performances de la KPM sont sensi-
blement les mémes si la pénalité est choisie linéaire ou quadratique en la dimension et
que la constante p est obtenue par validation croisée.

e Dans le chapitre 6, un autre procédé de calibrage de la constante p est adopté :
Uheuristique de pente. Contrairement a la validation croisée, il profite pleinement de
I’ordre de grandeur linéaire de la pénalité. On verra les gains que cela peut apporter,
au moins en termes de temps de calcul.

e La compréhension de ’effet de la validation croisée sur les performances d’un algorithme
nécessite une étude théorique. A part le travail de Zhang [Zha93] dans le cadre de la
régression gaussienne, la littérature est particulierement pauvre sur ce sujet. Les con-
sidérations sur ’heuristique de pente sont elles aussi purement empiriques et méritent
d’étre approfondies.

Le chapitre 7 donnera des propositions d’utilisation de la projection fini-dimensionnelle
pour d’autres problemes d’apprentissage.






Le chapitre suivant présente, en francais, les techniques utilisées dans la majeure
partie de cette these. Les chapitres 3 & 6 correspondent essentiellement & quatre
articles publiés ou soumis. Ils sont rédigés en anglais.






Chapter 2

Introduction mathématique

Ce chapitre ne donne pas de nouveaux résultats. Il met simplement en parallele différentes

méthodes afin d’expliciter les liens entre les chapitres de la présente these.

La premiere partie décrit [‘analyse globale de la minimisation empirique du risque. Elle
permet de retrouver les résultats théoriques fondamentaux d’apprentissage de Vapnik. La
le bruit blanc gaussien.
Dans ce cadre, elle compare le comportement des régularisations type Tikhonov et fini-

deuxieme partie se place dans un modele trés utilisé en statistique :

dimensionnelle dont il est déja question dans la présentation générale. Enfin, la troisieme
partie décrit les principales étapes de ['analyse locale de la minimisation empirique du risque.
Cette analyse raffine celle de Vapnik en s’inspirant du travail dans le cas gaussien de la

deuxieme partie.

L’analyse locale sera utilisée pour étudier le comportement statistique de la KPCA, des

valeurs propres de la matrice de Gram (chapitre 3) et pour analyser les propriétés
statistiques de la projection fini-dimensionnelle en classification (chapitres 5 et 6).
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L’échantillon d’apprentissage est constitué de n variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées (X;,Y;), ¢ = 1...n de méme loi que (X,Y). Les notations Pf (resp.
P,f) désignent les quantités E[f(X,Y)] (resp. 13" f(X;,Y;)). Soit F une classe de
fonctions. Un processus empirique indexé par F désigne la collection de variables aléatoires
{(P. — P)(f), f € F}. Une variable aléatoire Z est sous-gaussienne si elle vérifie :

Vi>0,P[Z-E[Z] > 1] < e ©/CVar(2)

Par exemple, si Z suit une loi gaussienne centrée, elle vérifie la précédente inégalité.

Dans sa théorie concernant I’apprentissage statistique, V. N. Vapnik a proposé une facon
d’analyser statistiquement la minimisation empirique du risque : le but de cette partie est
d’expliquer en détails cette approche “classique” (dite globale) afin d’en extraire les idées
intéressantes et d’en souligner les lacunes.

2.1 Approche globale : premieres bornes de risque.

Cette partie est inspirée de la formulation de "approche de Vapnik par [Mas00b].

2.1.1 Analyse de Vapnik.

La théorie d’origine qui nous sert de référence est celle de Vapnik. Elle a introduit des
considérations statistiques pour des méthodes d’apprentissage et porte le nom de statistical
learning ([Vap95],[Vap98]). Elle est basée sur des principes issus des contraintes imposées par
la communauté du machine learning. La sélection de modeles de Birgé et Massart est aussi
régie par ces principes. En effet, dans le cadre de sélection de modele décrite dans la partie
1.4, le but est d’obtenir des bornes non-asymptotiques avec le moins possible d’hypotheses.
Les bornes doivent ensuite étre effectivement calculables pour pouvoir réellement évaluer la
qualité des algorithmes. Les inégalités de concentration dont il sera question plus tard sont
des outils intéressants pour atteindre ce but de facon élégante.

En considérant la propriété (1.1) satisfaite par la cible s, la minimisation empirique du
risque (ERMl étudiée, entre autres, par Vapnik consiste & associer a chaque modele S,
I’estimateur f,, minimisant le risque empirique :

- 1 <&
m = in — (X Y)), 2.1
S = arg min ;v(f (X, Y;)) (2.1)

ou %E?:l v(f, (Xi,Y:)) désigne le risque empirique et 7y est un contraste adapté au type de
probleme d’apprentissage considéré. En considérant comme critére uniquement la qualité de
prédiction (mesurée a ’aide du contraste), cette formulation du probleme d’apprentissage
satisfait le principe de Vapnik qui consiste a chercher directement une fonction qui ait de
bonnes propriétés de prédiction. Une fois le modele fixé, elle permet de réduire le probleme
d’apprentissage a un probléeme d’optimisation. Les choix du critere + et du modele S, sont
aussi guidés par des contraintes de calcul : on doit pouvoir effectivement résoudre le probleme
d’optimisation correspondant.

Si le minimum n’est pas atteint ou s’il est difficilement calculable de facon exacte, on
peut considérer un minimiseur approximatif (en ajoutant un petit parametre a la fonction a
minimiser) : les méthodes développées ici seront robustes a ce type de modification.
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L’analyse de Vapnik a été construite pour travailler avec des contrastes peu réguliers tels
que la perte dure en classification et fournit des inégalités valables sans hypothese sur la loi
sous-jacente des données : elles doivent étre considérées comme des bornes de référence et
toute méthode de majoration plus subtile doit donner des bornes au moins aussi bonnes.

D’apres la définition (2.1) de l'estimateur f,, comme étant un minimiseur empirique, on

a Poy(fm) < Pay(fm) don

L(Jms fm) < (P = P)(Y(J) = (P = Pu)(v(fm) , (2.2)

ou L(f,g) = Py(f) — Pvy(g) désigne 'exces de risque associé au contraste v et f,, est un
élément quelconque de S,,. Par la suite, il sera choisi pour optimiser la borne de risque
obtenue et doit des maintenant étre considéré comme représentant 'erreur d’approximation
du modele S, :

= arg min P .
frn = arg min Py(])
Le manque de régularité du contraste est géré en faisant la majoration suivante :

(P = 