L3 MAG, Probabilités Université Paris-Sud

Feuille de TD n°4

Exercice 1. Soit o € R et soit f définie sur (R, )? par

1

f(%y):m-

Déterminer les valeurs de « pour lesquelles f est intégrable et calculer pour ces valeurs de « 'intégrale
de f.

Exercice 2. Soit (E, A, ;1) un espace mesuré o-fini.

1. Soit f: E — [0, 00[ une fonction positive et mesurable. Montrer que

[ rdu= [ it =

2. Plus généralement, soit p > 1 et f : E — [0,400] une fonction positive mesurable. Montrer
que

/fp dp ZP/OOO p({f >t} at.

Exercice 3. Soit 1 une mesure de probabilité sur (R, B(R)) et f, g deux fonctions boréliennes réelles,
intégrables et monotones de méme sens de variation, telles que le produit fg est encore intégrable.

L. Caleuler [, ¢(x,y) u(dz)p(dy), ot ¢(x,y) = (f(x) = f(y)(g(x) — g(v)).
2. En déduire I'inégalité : fR fgdu > fR fdu fR gdp.

Exercice 4. 1. Soit f définie sur [0,1] x [1, +o0[ par f(z,y) = e ¥ — 2¢~2*%. Montrer que pour
tout y > 1, fol f(z,y)dz < 0 tandis que pour tout x € [0, 1], 1+°O f(z,y)dy > 0. A-t-on

/1+OO (/Olf(x,y)dx) dy = /01 ( 1+OO f(x,y)dy) dr

et sinon, pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoréme de Fubini ?

2. Soient f définie sur ]0,1[* par f(z,y) = 1y}, A la mesure de Lebesgue sur J0;1[ et p la
mesure de comptage pu(A) = Card A. A-t-on

[ ([ stutan) s = [ [ staiian) wian),

et sinon, pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoréme de Fubini ?

Exercice 5. 1. Calculer pour tout entier n > 1 la valeur de l'intégrale f}o oo sin(z)e " dzx.
i 1
2. En déduire que / sin(z) dr = Z -
ool € 1 Snttl

Exercice 6. Soit [ un intervalle de R. Soit ¢ : I — R une fonction convexe et p une mesure de

probabilité sur (R, B(R)).
1. Montrer que si x < y < z appartiennent a [, alors

o(y) — o(x) < ¢(z) — o(x) < ¢(2) — oY)

y—x Z—x z—
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2. En déduire que les dérivée a gauche et a droite en y € [ existent, et satisfont
¢ (y) < &\ ().
3. En déduire que pour tout z de I, et pour tout a € [¢'_(y), ¢, (v)] ,
o(x) 2 alz —y) + o(y)-

4. En déduire ' 'inégalité de Jensen : pour toute fonction mesurable g : £ — I avec [, |g(z)|u(dx) <

- ¢( / g(ﬂﬁ)u(dl’)) < [ otote) utdo)

5. Soient f,g: (E, A, u) = (RT, B(R")) deux fonctions mesurables telles que fg > 1. On suppose
que p est une mesure de probabilité. Montrer que

/fdu/gduzl.
E E

6. A nouveau, soit f : (E, A, u) — (R™, B(R™)) mesurable avec y une mesure de probabilité.
On note [ := fE fdp. Montrer que

\/1+12§/\/1+f2du§1+1.
E

Exercice 7. Soit ® la fonction définie sur |0, co[ par :

P(t) = Aoo[e—“ (%W) dz.

1. Montrer que ® est continue? sur |0, oo
2. Montrer que ® est dérivable sur |0, 0o et calculer explicitement sa dérivée.
3. Calculer la limite de ®(¢) quand t — co. En déduire la valeur de ®(t).

Exercice 8. Soit u une mesure sur (R,B(R)). Soit f : R — R" une fonction mesurable avec
Jg fdu < +00. On pose pour ¢ >0 :

f(z)
F(t) = / —————(dx).
R /1 +1tf%(z)
Montrer que F est continue sur R™.
Montrer que F est C! sur |0; +oo.

Calculer la limite de F' en +o0o.

Trouver la limite de (F'(t) — F(0))/t lorsque ¢ tend vers 0. A quelle condition F est-elle de
classe C* sur RT?

=W =

Exercice 9. Soit (E, A, ;1) un espace mesuré, et f : (E, A, u) — (R, B(R)) une fonction mesurable
telle que || f|lo > 0. On note I = {p >0, £l = (| FIP du)'"” < oo}.

1. On pourra appliquer l'inégalité précédente en substituant x par g(x) et y par [ gdu
2. Il est équivalent de montrer que ® est continue sur |¢g, oo[ pour tout tg > 0

2
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1. Soit > 0. Discuter la monotonie de p — P en fonction de la valeur de x.
2. En déduire que [ est un intervalle (possiblement vide).

3. Dans le cas ou u(FE) < oo et I non-vide, montrer que cet intervalle est de la forme ]0;a] ou
10; al, avec a €]0; +o00].

4. On suppose dans cette question seulement (E, A, u) = (RT, B(R1), \) avec \ la restriction de
la mesure de Lebesgue sur RT.

(a) Soit a,b > 0. Calculer I(f) pour f(z) =2~ /*1gp1, puis pour f(x) = 2~/ ,-;.
(b) Trouver? f telle que I(f) = [a,00], puis f telle que I(f) =]0,b].
(c) Soit J intervalle de ]0, +oo[. En déduire f telle que I(f) = J.

5. On suppose I non-vide.

(a) Soit M < || f|leo- Montrer que

Mp{]fl = MY < || £ll,

et en déduire || f|loo < liminf, o || f|l,-

(b) Montrer que, pour r < p < oo, I'inégalité

£l < IFIPIAINT,

et en déduire limsup, . [[fll, < [Ifle-
(c) Conclure.
6. On suppose pu(E) =1, I non-vide et [, In|f|du > —oo .

(a) Montrer a I'aide du théoréme de convergence dominée? que

P
/lf’ d,u—)/ln(]f])d,u quand p — 0
E P E

(b) En déduire :
lny 71, = exp (| 1nfld)

Exercice 10. Approzimation d’une fonction de LP(R) par ses moyennes sur des petits intervalles.
Pour n € Net k € [-n2",n2"|NZ, on note I, = [k/2", (k+1)/2"[. Soit f € LP(R) avec 1 < p < +00.

1. Montrer que ¢, = 2" [, _J(t)dt est un réel bien défini.
On note alors T,,(f) la fonction en escalier Z\k\gngn Cn 11, -
2. Montrer que |e,sl? < 2" [, |f(t)pdt. Fn déduire que |[Tu(f)lly < |1/}

3. Montrer que si f est continue a support compact, on a 7,,(f) — f dans LP(R) quand n — +o0.

4. En déduire par un argument de densité que 7,,(f) — f dans LP(R) quand n — +oo pour
f € LP(R) quelconque.

5. Les fonctions en escalier (combinaisons linéaires finies d’indicatrices d’intervalles bornés) sont-
elles denses dans L>°(R)? dans L>([0,1])?

3. On se rappellera des intégrales de Bertrand
4. On pourra utiliser le théoréme des accroissements finis et majorer en distinguant selon que |f| <1 ou |f] > 1
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