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Résumé : Pour A un sous-espace vectoriel de
R"™ de dimension d et B un sous-espace ration-
nel de dimension e, on définit min(d, e) angles
(A, B) pour j € [1,min(d,e)] qui rendent
compte de la proximité entre A et B. On étu-
die alors I’exposant diophantien y,,(Ale); défini
comme la borne supérieure des p > 0 tels qu’il
existe une infinité d’espaces B de dimension e
pour lesquels (A, B) est inférieur & H(B)™#,
ot H(B) est la hauteur de ’espace rationnel B.
On montre d’abord une formule permettant de

calculer, sous certaines hypothéses, p,(Ale);

d
dans le cas ou A = @ Ay avec Ay des droites de
(=1
R"™. Ensuite on construit plusieurs sous-espaces

vectoriels de R" de dimension d dont on peut
prescrire les valeurs prises par pu,(Ale); pour di-
vers choix de (e, 7). De ces constructions, on dé-
duit enfin des résultats sur l'indépendance al-
gébrique de familles de fonctions de la forme

,Un("e)j-

Title : Approximation of linear subspaces by rational linear subspaces
Keywords : Arithmetic, Diophantine Approximation, Geometry of numbers

Abstract : For A a vector subspace of R with
dimension d and B a rational subspace with di-
mension e, we define min(d, e) angles 1;(A, B)
for j € [1,min(d,e)] that capture the proxi-
mity between A and B. We then study the Dio-
phantine exponent fi,(Ale);, defined as the su-
premum of g > 0 such that there exist infini-
tely many spaces B of dimension e for which
©¥;(A, B) is less than H(B)™#, where H(B) is

the height of the rational space B.

We first present a formula allowing the compu-
tation, under certain assumptions, of p,(Ale)j

d
when A = @ A, with Ay a line in R™. Then, we
/=1
construct several vector subspaces of R" with di-

mension d for which we can prescribe the values
taken by p,(Ale); for various choices of (e, j).
From these constructions, we finally obtain re-
sults on the algebraic independence of families
of functions of the form fi,(-|e);.
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Chapitre 1

Introduction

Cette thése a pour théme l'approximation diophantienne. Aprés avoir rappelé le cas
classique on introduit le probléme étudié ici, ’approximation rationnelle de sous-espaces
vectoriels de R™. On énonce ensuite les résultats connus pour ce probléme. Enfin, on
présente les principaux résultats obtenus et le plan de la thése.

1.1 Approximation diophantienne classique

L’approximation diophantienne est 1’étude de l’approche des nombres réels par des
nombres rationnels.
Pour un réel £ donné, on peut rendre la quantité ’6 — g‘, avec p € Z et q € N*, aussi

petite que 'on veut par densité de Q@ dans R. Cependant cela peut se faire au prix d'un
dénominateur g possiblement trés grand. On cherche donc a étudier qualitativement
cette approximation en cherchant des nombres rationnels § approchant bien £, les moins
« compliqués » possibles.

Ici, la complexité d’un rationnel est la taille de son dénominateur. On introduit alors
I'exposant d’irrationalité d’un réel ¢ qui est la borne supérieure de I'ensemble des réels
strictement positifs p tels qu’il existe une infinité de rationnels § vérifiant :

P 1
€ — —‘ < —. (1.1)
‘ q q"

On note cette borne p(§) € [1,+o00]. On cite quelques résultats sur cet exposant d’irra-

tionalité, on peut les retrouver dans 13|, partie D ou dans [12], Chapitre XI.
Soit § un nombre rationnel de la forme § et % # & on remarque que :

‘5_}2‘_

> =
q bq bg

aq—bp‘ 1

et on en déduit donc que p(§) = 1 pour tout € € Q.
Pour tout £ € R\ Q, on a u(§) > 2. En effet,le principe des tiroirs de Dirichlet implique
que pour tout @ > 1 il existe un couple (p,q) € Z x N* tel que :

1
1<qg<Qet IQ£—p\§@.



Un théoréme plus profond de Roth ([32], [13]) implique que pour tout nombre irrationnel
algébrique &, on a u(¢) = 2. La réciproque est fausse, on a en effet u(e) = 2, voir par
exemple [1] chapitre 11.3.

La théorie des fractions continues, voir [12| ou [8], est importante en approximation
diophantienne classique. Elle permet en effet de fournir les meilleures approximations de
nombres réels. Notamment cette théorie montre :

{(e).€ e R} = {1} U2, +o0] (1.2)

On peut aussi construire explicitement des réels & pour lesquels p(€) est égal a un réel
p > 2 fixé (voir la remarque 3.14 au chapitre 3 page 35). Cette thése s’intéresse a des
généralisations de cette approche.

Remarque 1.1. Les réels € vérifiant (&) = +oo sont appelés nombres de Liouville. His-
toriquement, ces nombres furent les premiers exemples permettant de montrer I'existence
de nombres transcendants [24], [25].

1.2 Approximation rationnelle de sous-espaces vecto-
riels

En 1967, Schmidt introduit une généralisation de 'approximation diophantienne clas-
sique [36]. Le but est d’approcher des sous-espaces vectoriels de R™ par des sous-espaces
dits « rationnels ».

Soit n > 2 un entier. Soient d,e € [1,n — 1] deux entiers. On cherche ici & approcher A,
un sous-espace vectoriel de R™ de dimension d par des sous-espaces vectoriels de R" de
dimension e, rationnels et les moins « compliqués » possibles.

Définissons ces notions. On utilise ici des notations provenant de [36] et [15]. Dans la
suite, et sauf mention du contraire, toutes les normes || - || sont les normes euclidiennes
canoniques sur les espaces considérés.

1.2.1 Espaces rationnels et hauteur

Définition 1.2. Soit B un sous-espace vectoriel de R™. On dit que B est rationnel si
B admet une base de vecteurs a coordonnées dans Q. Une telle base est appelée base
rationnelle de B.

On note R, (e) 'ensemble des sous-espaces rationnels de R"™ de dimension e.

Remarque 1.3. On peut voir la rationnalité d’'un espace par I’équivalence suivante
B € R,(e) si et seulement si B est I’ensemble des solutions de n — e équations indépen-
dantes a coefficients dans Q. On renvoie aussi a la notion de Q-structure définie dans
[2] (paragraphe 8). La Q-structure Q" dans R" permet alors de définir les sous-espaces
rationnels de R".

On définit maintenant la complexité d’un tel espace, utilisée par Schmidt dans [36]. A cet
effet on rappelle la construction des coordonnées grassmaniennes associées a un espace.
On peut retrouver cette construction et les preuves des résultats dans [7].
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Pour n et r deux entiers, on note P(r,n) 'ensemble des parties a r éléments de 1, n].
Pour n, m,r trois enticrs, I € P(r,n), J € P(r,m), ct M € M, ,(R) on note Ay ;(M)
le mineur de M associé aux lignes indexées par I et aux colonnes indexées par J. Enfin
on pose la matrice :

A" (M) = (A7, (M))1cprn),seP(rm)-

On remarque que si m = r < n alors A"(M) € RN avec N = (7) en indexant P(r,n)
par [1, N] avec l'ordre lexicographique.

Ces quantités permettent d’énoncer le théoréeme suivant qui généralise le calcul d’'un
déterminant par développement par rapport & une colonne ou une ligne.

Théoréme 1.4 (Développement de Laplace). Soit M € M,(R), r € [1,n — 1] et
J € P(r,n). Alors :

det(M) = > (1) DAL (M)A;
I1eP(ryn)

7(M)

)

ou Il =[l,n]~Tetl(l)=+#{(i,j)elxIi>j}

On peut maintenant énoncer le théoréme principal qui permet la définition des coordon-
nées grassmaniennes.

Théoréme 1.5. Soit B un sous-espace vectoriel de R™ de dimension e. Soit Xi,..., X,
une base de B. On note Mp € M,,.(R) la matrice dont les colonnes sont les X;.
Alors, en notant N = (Z), la droite engendrée par A¢(Mp) € RY ne dépend que de B.

On appelle alors coordonnées grassmaniennes (ou coordonnées de Pliicker) de B le point
de D'espace projectif PV(R) associé a cette droite. Enfin on appelle représentant des
coordonnées grassmaniennes associé a la base X1, ..., X, le vecteur A¢(Mp) de RV,

Remarque 1.6. L’ensemble des points de PV (R) correspondant & des coordonnées grass-
maniennes est défini par un systéme d’équations appelé relations de Pliicker.

Définition 1.7. Soit B un sous-espace rationnel de R” de dimension e.

On note (ny,...,ny) € QN un représentant des coordonnées grassmaniennes associé a
une base rationnelle de B avec N = (Z) On pose a = mZ+. . .+nyZT'idéal fractionnaire
de Z engendré par ces coordonnées.

On appelle hauteur de B et on la note H(B) la quantité :

H(B)zﬁll(m,..-,mv)!!-

ot N(«) est la norme de 'idéal fractionnaire c.

Remarque 1.8. Comme « est de la forme ¢Z avec ¢ € Q, on a N(«) = |g|. En outre,
on peut choisir (7y,...,ny) de sorte que les coordonnées 7; soient entiéres et premiéres
entre elles dans leur ensemble. Dans ce cas o = 7Z et donc H(B) = |[(m1,...,nn5)|-
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1.2.2 Proximité entre deux espaces

Pour pouvoir parler d’approximation d’un espace par un autre, il reste a définir la notion
de proximité entre deux sous-espaces vectoriels. Pour cela on s’intéresse d’abord a I'angle
entre deux vecteurs.

Définition 1.9. Soit X,Y € R" \ {0}. On note :

X AY]

XY)=———
WXY) = X

oul A est le produit extérieur sur R".
Géométriquement w(X,Y") est le sinus de 'angle géométrique entre les vecteurs X et Y.

Soit A et B deux sous-espaces vectoriels de R™ de dimensions respectives d et e. On pose
t = min(d, e). On définit maintenant la quantité :
wi(A,B) = min w(X,Y). 1.3
1( ’ ) XeA-{0} ( ) ) ( )
YeB~{0}
On pose X € A et Y] € B des vecteurs non nuls réalisant ce minimum. On peut main-
tenant définir les quantités we(A, B), ..., wi(A, B) par récurrence.
On suppose que 'on a construit wi (4, B),...,w;(4, B) pour j € [1,t — 1] ainsi que les
couples (X1,Y7),....(X;,Y;) qui les réalisent.
Soit A; et B; respectivement 'orthogonal de Vect(Xy, ..., X;) dans A et de Vect(Y7,...,Y))
dans B. On pose maintenant :
11(A, B) = i X, Y). 1.4
wj+1(4, B) XGTJ?{O}“( Y) (1.4)
YeB;~{0}
et (Xj41,Yj11) € A x B réalisant ce minimum.
Une fois la récurrence terminée, on a donc construit ¢ quantités w;(A, B) et des familles
orthogonales (X1,...,X;) et (Y1,...,Y};) vérifiant :

wi(A,B) <...<wi(A,B),
Vie[1,t], wi(A,B)=w(X;Y;).

Remarquons maintenant que si d + e > n alors AN B # {0} et donc en particulier
wi(A,B) = ... = Ware—n(A, B) = 0. Pour cette raison Schmidt [36] et Joseph [15] se
placent dans le cadre d + ¢ < n.

Dans cette thése on se place dans le cas général avec d, e € [1,n — 1] quelconques. Les
premiers angles nuls ne sont alors pas intéressants a étudier. On introduit pour cela la
notation suivante : pour e, d,n trois entiers, on pose :

g(d,e,n) = max(0,d 4+ e — n).

Les quantités intéressantes a étudier sont alors les 1;(A, B) définis par :
Vj € [[Lt - g(da €, n)]]? %’(A, B) = Wj+tg(d,en) (Aa B)
On dit que A et B sont proches au j-éme angle si 1);(A, B) est petit.

12



1.2.3 Exposants diophantiens

On généralise alors 'approche de 'approximation diophantienne classique dans le cadre
des sous-espaces vectoriels.

Il reste néanmoins & définir l'irrationalité d’un sous-espace vectoriel A que 'on veut
approcher.

Définition 1.10. Soient d € [1,n — 1] et A un sous-espace vectoriel de dimension d de
R™ Pour e € [1,n—1] et j € [1,min(d, e) — g(d, e,n)], on dit que A est (e, j)-irrationnel
si pour tout espace rationnel B de dimension e on a :

dim(ANB) < j+g(d e n).
On note Z,,(d, e); 'ensemble des espaces (e, j)-irrationnels de dimension d.

Remarque 1.11. Pour A un sous-espace vectoriel de dimension d, on a équivalence
entre les assertions suivantes :
(i) AeZ,(d,e),
(i) VB € Ry(e),v;(A,B) #0
(iii) VB € Rn(e),Wjtg(den) (A, B) # 0.

Remarque 1.12. La notion de sous-espace (e, j)-irrationnel a été définie par Joseph dans
[15] seulement pour le cas g(d,e,n) = 0. Schmidt [36] évoque simplement la condition
dim(A N B) < j dans ses corollaires; il se place aussi dans le cas d + e < n c’est-a-dire
g(d,e,n) =0.

On a maintenant tous les outils pour définir les exposants diophantiens d’un sous-espace
AeZ,(de);, pourd,ec [l,n—1] et j € [1,min(d,e) — g(d, e, n)].

On note 1, (Ale); la borne supérieure (éventuellement infinie) de 'ensemble des p > 0
tels qu’il existe une infinité de B € R,,(e) vérifiant :

1

(1.5)

Remarque 1.13. On pourrait remplacer dans la définition, 'inégalité (1.5) par

w]'(Aa B) < H(B)/L

ol ¢ > 0 est une constante indépendante de B.

Remarque 1.14. Ces exposants sont bien une généralisation de 'exposant d’irrationa-
lité en approximation diophantienne classique. En effet on a :

VEERNQ, u() = (Vect @ ,1)1. (1.6)

13



Il émerge alors plusieurs problémes :

Probléme 1.15. Déterminer p,(Ale); pour A € Z,(d, e); donné.

Probléme 1.16. Déterminer le spectre S(n,d,e,j) = {un(A|e)j,A € Z,(d, e)j} en
fonction de (n,d, e, 7).

Probléme 1.17. Déterminer la quantité  inf  p,(Ale);.
AET, (dye);

Remarque 1.18. En particulier le probléme 1.16 de détermination du spectre dans le
casn=2,d=e=j=1estrésoluen (1.2);onaS(2,1,1,1) = [2,+00].

Le probléme 1.17 n’est pas l'objet d’étude de cette thése. Le lecteur pourra consulter les
travaux de Schmidt [36], Moshchevitin [28|, Joseph [15], [16], [17] et De Saxcé [34],35] a
ce sujet.

Enfin, dans I'inégalité (1.5), la proximité de deux espaces est comparée avec une puissance
de la hauteur. Dans l'esprit de la conjecture de Duffin-Schaeffer [11] (démontrée par
Koukoulopoulos-Maynard [19]), on peut s’intéresser a des inégalités du type :

¥i(A, B) < ¢(t)

ol ¢ est une fonction strictement décroissante quelconque avec H(B) < t.
On peut mentionner les récents travaux de Chebotarenko [10] & ce sujet dans le cas

1.3 Reésultats connus sur le spectre des exposants

1.3.1 Valeurs prises par un exposant fixé

Laurent trouve le spectre dans le cas ou I'on approche une droite dans [22].

Théoréme 1.19 (Laurent 2009). Soit n > 2 alors pour tout e € [1,n — 1] on a :

S(n,1,e,1) = [ ,+oo} )
n—e
Joseph [15] prouve le résultat suivant dans le cas e = d et pour le dernier angle.

Théoréme 1.20 (Joseph 2021). Soit n > 2 et d € [1, [n/2]] alors :

1 1
14+ + /14—
+ 57\ g T

Remarque 1.21. La prcuve du théoréme 1.20 fournit une construction explicite d'un
espace de dimension d d’exposant prescrit. On reprend cette approche dans les cha-
pitres 5, 6, 7 et 9.

C S(n,d,d,d).
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Dans [35], De Saxcé obtient comme corollaire le résultat suivant qui donne le spectre de
I’'exposant correspondant au dernier angle pour toutes les dimensions d ct e, précisant
alors ceux de Joseph et Laurent tout en les généralisant.

Théoréme 1.22 (De Saxcé 2022). Soit n > 2 alors pour tous e,d € [1,n — 1] on a :

n

S(n,d,e,min(d,e) — g(d,e,n)) = ,+oo| .

min(d, e)(n — max(d, e))

Il est a noter que ce théoréme prend en compte le cas d + e > n.

1.3.2 Spectre joint

On appelle spectre joint, le spectre d’'une famille d’exposants. Dans [22|, Laurent pose
la question de la description de I’ensemble des valeurs des (n — 1)-uplets :

(i (A1, ..o, pn(Aln — 1))

quand A décrit Z,,(1,n—1);. Dans ce sens, il explicite les inégalités prouvées par Schmidt
[36] (théorémes 9 et 10).

Théoréme 1.23 (Schmidt 1967, Laurent 2009). Soit n > 2.
Pour tout A € Z,,(1,n — 1)1 on a pu,(All); > 2= et :

n—1

etin(Ale)y

(n — e)pn(Ale)s
NH(A’€)1 +e ‘

n—e-+1

Vee[2,n—1], — < pp(Ale—1); <

Dans (33|, Roy donne le spectre joint complet dans le cas ou I'on approche des droites,
en montrant que les inégalités du théoréme 1.23 sont optimales.

Théoréme 1.24 (Roy 2016). Soit n > 2. Soit py,...,Hu,—1 € [l,+00] satisfaisant
w1 > ﬁ et :

e oy T

Ve e [2,n—1], )
e€2n-1] Pe +e—1 7 n—e+1

Alors il existe A € Z,(1,n — 1); tel que :
Vee[l,n—1], wun(Ale)1 = pe.

Comme 'ensemble (p1, ..., i,—1) vérifiant les conditions du theoréme 1.24 contient un
ouvert non vide, on en déduit le corollaire suivant.

Corollaire 1.25. Soit n > 2.

L’image de (p,(+|1)1, .., pn(:|n — 1)1) : Z,(1,n—1); — R™"! contient un ouvert non vide
de R"* et la famille de fonctions (i, (+|€)1)eeqi,n—1] est algébriquement indépendante sur
R.
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1.3.3 Exposants uniformes

Cette thése est consacrée a 'étude des exposants diophantiens définis dans la sec-
tion 1.2.3. Il existe aussi d’autres exposants reliés & I'inégalité (1.5) : les exposants uni-
formes. Ceux-ci, ainsi que leurs relations avec les exposants yu,(-|e);, ont notamment été
¢tudiés par Khintchine [18], Jarnik [14], Bugeaud et Laurent [5], [6] ct Marnat [26], [27].

On définit ici les exposants diophantiens uniformes d’une droite (d = 1).

Pour A une droite de R™ et e € [1,n — 1] tels que A € Z,(1,¢€);, on note i,(Ale); la
borne supérieure (éventuellement infinie) de I'ensemble des p > 0 tels que pour tout
H > 1 assez grand, il existe B € R, (e) vérifiant :

1

Dans le cas n = 3, Laurent [21] décrit le spectre des valeurs prises par
(ks (AlL)1, pa(Al2)1, (A1), 13(A[2)1)
quand A décrit Z3(1,2);. Une des égalités pour décrire ce spectre est celle de Jarnik [14] :
fis (Al + fis(A]2)7 = 1.

En particulier, si n = 3 les exposants fi,,(-|1); et [i,(+|2); vérifient une relation de dé-
pendance algébrique. Cette relation de dépendance n’existe plus pour les dimensions
supérieures. Marnat [27] prouve en effet le théoréme suivant.

Théoréme 1.26 (Marnat, 2018). Soit n > 4.
Les fonctions définies sur Z,,(1,n — 1),

)u"l(l]')b s 7Mn(|n - 1)17ﬁﬂ/('|1)17 s 7ﬁn(|n - 1)1
forment une famille algébriquement indépendante sur R.

Dans cette thése, on établit des résultats similaires sur les familles d’exposants i, (+|e);
pour des espaces A de dimension d > 1.

1.4 Principaux résultats de cette thése

Dans ce paragraphe, on énonce les principaux résultats démontrés dans cette thése. Ici,
la numérotation des théorémes, lemmes et propriétés correspond & celle qui est employée
dans les chapitres 2 a4 9.

1.4.1 Reésultats sur 'image du spectre joint

Soit n € N* et d € [1,n — 1]. On étudie dans cette theése des familles de fonctions de la
forme pn(+|e); définie sur Z,,(d, €);_g(g.e,n) avec e € [1,n—1] et j € [1+g(d, e,n), min(d, e)].
On émet la conjecture suivante qui indiquerait alors qu’il n’y a pas de relation algébrique
entre ces fonctions.
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Conjecure 1.27. La famille de fonctions (u,(-|e);)
briquement indépendante sur R.

ee[1,n—1] j€[1+g(den)min(d.e)] €5t 218E-

Dans cette direction, on exhibe des sous-familles de (pa(+1€)7) .11 je1+g(den) min(d,0)]
qui sont algébriquement indépendante sur R. Dans le cadre du premier angle (j = 1),
on montre notamment le théoréme suivant. Le théoréme 8.2 étend le résultat du corol-
laire 1.25. On fournit ainsi une nouvelle preuve du corollaire 1.25 qui correspond alors
au cas particulier d = 1 du théoréme 8.2.

Théoréme 8.2. L’image de (1, (:|1)1, ..., tin(-|n — d)1) contient un ouvert non vide de
R™% et la famille de fonctions (pn(+|€)1)eeqi,n—dq) est algébriquement indépendante sur
R.

Un autre angle naturel a ¢tudier est le dernier angle (j = min(d,e)); en effet wmina,e)
« ressemble » & une distance car

Winin(de) (4, B) =0<= A C Bou B C A.

En particulier, si d = e alors wy est une distance (voir les lemmes 2.15 et 2.17 pour
I'inégalité triangulaire) sur la grassmanienne des sous-espaces vectoriels de dimension d
de R".

Pour I’étude dans le cadre du dernier angle, on montre les deux résultats suivants, dans
lesquels on approxime A par des sous-espaces de dimensions e € [1,n—d] (théoréme 8.3)
ou bien e € [d,n — 1] (théoréme 8.4). Le théoréme 8.3 est assez naturel, puisque 1'on
étudie les valeurs de e pour lesquelles on a e 4+ d < n.

Théoréme 8.3. On suppose que d divise n.
Alors I'image de (ftn (-] 1) min(d,1), - - - » #n(-[7 — @) min(d,n—q)) contient un ouvert non vide de
R % et la famille (tn(-]€)min(d,e))eci,n—a est algébriquement indépendante sur R.

Théoréme 8.4. On suppose que d divise n.
Alors I'image de (pn(-|d)a, - - ., pn(:|n — 1)4) contient un ouvert non vide de R"™¢ et la
famille (1, (-|€)d)ecpan—1] €st algébriquement indépendante sur R.

Ces trois théorémes se démontrent grice aux constructions d’espaces avec exposants
prescrits qui sont réalisées dans cette thése et dont les principaux résultats sont énoncés
dans la section 1.4.3.

1.4.2 Nouveaux outils

On développe dans cette thése de nouveaux outils qui vont permettre de réaliser les
différentes constructions d’espaces.

On établit d’abord qu’un espace A est (e, j)-irrationnel si et sculement si son orthogo-
nal est (n — e, j)-irrationnel. Il en découle que si un espace de dimension d est (n —
d, j)-irrationnel alors il est (e, j)-irrationnel pour tout e € [, n — j].
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On montre ensuite la propriété suivante, reliant les exposants diophantiens d’un espace
A ct ceux de son orthogonal AL, ce qui permet en particulier d’avoir un premier résultat
dans le cas o d + e > n.

Propriété 3.6. Soit d,e € [I,n—1] et j € [1,min(d, e) —g(d, e, n)]. Soit A € Z,,(d, ¢);
alors

pn(Ale); = ,Un(AJ_’n —e);
ou A+ désigne l'orthogonal de A dans R”.

Le lemme suivant permet d’exhiber des nombres transcendants de maniére explicite;
on obtient une famille qui est de plus algébriquement indépendante sur Q. Celle-ci sera
utilisée comme coordonnées des vecteurs de base des espaces considérés dans cette thése.
Cela permet de faire apparaitre des propriétés d’irrationalité de ces espaces.

Lemme 3.15. Soit e € N*, § € N\ {0,1} et o = (ay)gen une suite a valeurs dans R*
vérifiant ey > 1, Vk € N, a1 > ciag. Soient J C N* de cardinal au moins 2 et
F C R un ensemble fini de réels.

Soit ¢ : N — [0, €] une application telle que :

Vie[oe], #¢7'({i}) = oo

Alors il existe un choix de e + 1 suites (u},)seo,c].ken telles que :

{ cJ siopk)=i

pour tous i € [0,e] et k € N, wp{ ~ 0 sinon

+oo i
> gfi_kkj) soit algébriquement indépendante sur Q(F).
1€[0,e]

et telles que la famille <
k=0

Ensuite on prouve le lemme suivant qui permet de montrer qu'un certain type d’es-
paces est (e, j)-irrationnel. On y trouve '’hypothése d’indépendance algébrique (ii) ; pour
certains espaces construits dans cette thése, celle-ci est notamment vérifiée grace aux
nombres évoqués dans le lemme 3.15.

G

Lemme 3.16. Soit 1 <d <n—1. Soit M = <E

) € M, 4(R) vérifiant :
(i) G e GLd(R) et X € Mn—d,d(R)-

(ii) Les coefficients de ¥ forment une famille algébriquement indépendante sur Q(F)
out F est la famille des coefficients de G.

Alors 'espace engendré par M est (e, 1)-irrationnel pour tout e € [1,n — 1].

Enfin on établit un théoréme qui permet de calculer certains exposants diophantiens
d’un espace A qui est une somme de droites contenues dans des espaces rationnels sup-
plémentaires.
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d
Théoréme 4.1. Soit d € [[1, Lgﬂ] On suppose que 'on a @ R; C R™ avec R; des
j=1
espaces rationnels de dimension 7;.

d
Soit A= A; avec A; C R; et dim(A;) = 1. Pour J C [1,d], on pose A; = P A;.
Jj=1 jeJ
Soit e € [1,n — 1] et £ € [1,min(d,e) — g(A,e)]. On a alors I’équivalence entre les
assertions sulvantes :
(i) A est (e, k)-irrationel.
(i) VJ e P(k+g(Ae),d), Ajyest(e,k+ g(A e)— g(Ay,e))-irrationel.

En outre, dans ce cas on a :

n A - mn A e)— e)-
tin(Ale)s JepBEE 1 (Asl€)rrg(ae)—g(Ase)

1.4.3 Construction d’espaces avec exposants prescrits

Une grande partie de cette thése est consacrée a la construction d’espaces dont on peut
calculer les exposants. On réalise d’abord la construction suivante.

Théoréme 5.1.  Soit (71,...,7,—1) € R*™! vérifiant v > 2+ @ et

5—1
Vie [[Qan_lﬂu Vi Z <2+ \/_ )71'—17

2

On peut alors construire explicitement une droite A de R™ vérifiant A € Z,,(1,n — 1);
et :

Vee IILn_l]]? :un(A’e)l = TYe-

On construit ainsi une droite dont on peut prescrire les exposants diophantiens pour tout
e € [1,n — 1]. Les valeurs prescrites ne sont cependant pas optimales dans le sens ot on
connait toutes les valeurs prises par le spectre joint (p,(A[1)1, ..., pn(Ajn — 1)1) par le
théoréme 1.24.

Cette construction va surtout servir de « brique de base » pour les suivantes. En effet, tous
les espaces considérés dans la suite seront une somme directe de droites ainsi construites.
On montre ensuite le résultat suivant, plus général, qui concerne encore le premier angle

=1

Théoréme 6.1. Soit d € [1,n — 1]. Il existe une constante C; dépendant de d et n
telle que pour (71, ..., Vn_a) € R" ¢ vérifiant v, > Cy ainsi que

Vie[2,n—d], ~vi>Cyyii,
V(i,j)el,n—d—1]% i+j<n—d= vi; <%
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On peut alors construire explicitement A € Z,,(1,n — d); tel que :

Ve e Hlun_d]]v [j,n(A|€>1 = Ye-

En supposant maintenant que d divise n, on obtient le théoréme suivant. On construit
ici un sous-espace A de R"™ de dimension d dont on peut calculer un grand nombre
d’exposants diophantiens. On connait en particulier des exposants diophantiens de cet
espace correspondant a la fois a e vérifiant g(d,e,n) = 0 et a e vérifiant g(d,e,n) > 0.

1

Théoréme 7.1. Soit n=d(m+1), ¢; = (1 + %)E et 1 <y < ey.
Soit (B11,.-.,P1m) € R™ tels que :

c2
3d)e2-1 et i >
eé“ufn]](ﬁ“) (3d)="T e eénﬂl{gﬂ(ﬂl,z) eﬂﬁ%(ﬂu)

Pour i € [2,d], soit (81, ..., Bim) € R™ vérifiant pour tout ¢ € [1,d — 1] :

min (ﬁzg)cl > max (/31+1 0)

Le[1,m Lelm
et min (@H ) > maX (51 0.
Le1,m Le[Lm

Il existe un espace A de dimension d dans R™ tel que pour tous e € [I,n — 1] et
ke [1+4g(d,e,n), min(d,e)] vérifiant e < k(m + 1) on a A € Z,(d, €)k—g(d,e.n) €t

k -1
1
Ay = ( )
=1 +m§(0 e—mk) KGHBH (ﬁq+d k4+1 - /6q+(l—k,£+'uq)
ol vq,. .., sont définis en posant u et v tels que e = kv + u soit la division euclidienne
de e par k et :

Uq

[ v+1 sige[lu]
I sigefu+1,k].

Les théorémes 6.3 et 7.1 impliquent notamment les résultats énoncés dans la section 1.4.1.

On construit enfin un dernier exemple de sous-espace A de dimension d de R™ dont on
peut calculer les exposants diophantiens au dernier angle (j = min(d,e)). Il compléte
dans ce cas-la le théoréme 7.1, en permettant d’avoir d’autres restrictions sur les valeurs
prises par les exposants.

Théoréme 9.1. On suppose que d divise n.
Pour tout o > 2d(d 4 4), il existe un sous-espace vectoriel A de R™ tel que

A aQe"Fl
Vee [dn—d], pn( ’e)d:m
Veell,d=1], pm(Ale). ===

ou ¢, et r. sont le quotient et le reste de la division euclidienne de e par d.
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Remarque 1.28. Dans cette thése, les constructions des chapitres 5,6, 7 et 9 font appel
aux nombres construits dans le lemme 3.15. En considérant des nombres de Liouville
a la place de ceux-ci, on peut aboutir & des constructions d’espaces dont les exposants
diophantiens sont infinis. On peut consulter la fin de la démonstration du théoréme 1.20
dans [15], chapitre 6, & ce sujet.

1.5 Plan de la thése

Dans le chapitre 2, on énonce des résultats connus, qui vont nous servir dans cette
these. Ils ont principalement été énoncés et prouvés par Schmidt [36] et Joseph [15], [16],
[17].

On introduit de nouveaux outils dans le chapitre 3. On démontre des résultats sur le
passage a l'orthogonal (dont la propriété 3.6). Ensuite, on prouve une propriété permet-
tant de calculer la hauteur d’un sous-espace rationnel B en utilisant certaines projections
orthogonales de R™. On construit explicitement (dans la section 3.3) des nombres trans-
cendants qui vont servir dans toutes les constructions d’espaces effectuées dans le reste
de la theése. La derniére partie du chapitre est la preuve du lemme 3.16, énoncé ci-dessus.

Le chapitre 4 est entiérement consacré a la preuve du théoréme 4.1 qui permet de cal-
culer les exposants diophantiens de certains sous-espaces vectoriels.

Le théoréme 5.1 est prouvé dans le chapitre 5 ; sa preuve occupe l'intégralité du chapitre.
On y construit une droite grace notamment aux outils développés dans la section 3.3 du
chapitre 3. On calcule ensuite les exposants diophantiens associés a cette droite.

Le chapitre 6 est consacré a la preuve du théoréme 6.3. Pour cela on fait une récurrence
sur la dimension d de 'espace & construire, en s’appuyant sur le cas d = 1, étudié dans
le chapitre 5.

Le chapitre 7 cst dédié a la preuve du théoréme 7.1. On y construit un espace A dé-
fini comme une somme directe orthogonale de droites en utilisant la construction du
chapitre 5. On calcule ensuite les exposants diophantiens en jeu notamment grace au
théoréme 4.1.

On étudie certains spectres joints dans le chapitre 8. Grace aux résultats des chapitres
précédents, on démontre des conditions suffisantes pour que ces spectres contiennent un
ouvert non vide. Les théorémes 8.2, 8.3 et 8.4 sont en particulier démontrés ici.

Enfin le chapitre 9 est consacré a la preuve du théoréme 9.1. On utilise encore une
fois les droites explicitées au chapitre 5 pour construire un espace A de dimension d. On
calcule ensuite les exposants diophantiens i, (A|e)min(a,e) pour e € [1,n —d], en utilisant
notamment les résultats de géométrie des nombres exposés au chapitre 2.
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Chapitre 2

Outils

Dans ce chapitre, on rappelle quelques résultats connus qui seront utiles dans le dévelop-
pement de cette thése. Pour cela on introduit la notion de réseau euclidien et on reprend
des propriétés notamment données par Schmidt [36], [37] et Joseph [15].

Dans cette thése, toutes les constantes de la forme ¢; avec i € N sont supposées stricte-
ment positives sauf mention du contraire.

2.1 Géométrie des nombres

2.1.1 D’autres formules pour la hauteur

On reprend ici la construction de la hauteur, pour donner une formule que 1’on utilisera
en pratique. On rappelle que || - || désigne la norme euclidienne canonique sur R". On

identifie de plus A°R"™ a R c par l'isomorphisme canonique.

Définition 2.1. On appelle réseau euclidien de R” tout Z-module libre I' discret de R™.
Pour I' un réseau euclidien, on appelle rang de I' le rang du Z-module associé.

Remarque 2.2. Ici on ne demande pas qu’'un réseau euclidien de R" soit de rang n.

Définition 2.3. Soit I' un réseau euclidien de R™ de rang r et Xy,..., X, une Z-base
de I'.
On appelle parallélotope fondamental de I' le pavé semi-ouvert

P = {ith,,O <t < 1} C Vect(F).
=1

On appelle covolume de T" et on note covol(I') la quantité :
covol(I') = vol(P)
ot 'on a muni Vect(I') de la mesure de Lebesgue.

Schmidt [36] donne alors une autre définition de la hauteur.
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Propriété 2.4. Soit B un sous-espace rationnel de R™. On a :
H(B) = covol(BNZ").

Cette propriété donne un point de vue plus géométrique sur la notion de hauteur que
dans la définition 1.7.

En pratique pour calculer la hauteur d'un espace B, on exhibe souvent une Z-base de
BNZ" A cet effet, on énonce un lemme montré dans 9] (Corollaire 3 du Théoréme 1,
page 14).

Lemme 2.5. Soit I un réseau euclidien de rang f de R"™. Pour e < f, soit Xi,..., X
des vecteurs linéairement indépendants de T'.

Alors il existe des vecteurs Xoi1,..., Xy € I' tels que Xj, ..., Xy forme une Z-base de I
si et seulement si :

Vo(up, ... u.) €RY Xy + .ot uX €l = (ug,...,u.) € Z°.

Autrement dit, on peut compléter en une Z-base de I', toute famille X1, ..., X, qui est
une Z-base du module Vect(Xy,..., X)) NT.

Remarque 2.6. La réciproque est vraie dans le sens ot si X1,..., X est une Z-base de
" alors pour tout e < f la famille X;,..., X, est une Z-base de Vect(X,..., X.) NZ".

On peut alors montrer une autre formule pour la hauteur d’un sous-espace rationnel :

Propriété 2.7. Soit B € R, (e). Soit X, ..., X, une Z-base de BN Z". Alors :
H(B) = | X1 A...ANX

o X1 A...A X, € A°(R") est le e-vecteur produit extérieur des Xq,..., X,.

Remarque 2.8. De maniére générale on a H(B) = %

nelle X, ..., X, de B, en notant o(X) I'idéal fractionnaire engendré par les coordonnées
grassmaniennes associées a cette base et N(« (X)) la norme de cet idéal. On déduit donc
de cette remarque que pour toute base 71, ..., Z. de B formée de vecteurs de Z", on a

HB)<|ZiA...NZ|.

pour toute base ration-

Preuve. Les coordonnées grassmaniennes sont les mineurs maximaux de la matrice

dont les colonnes sont les X; pour ¢ € [1,¢]. De méme on peut voir X; A...A X, comme
un vecteur de RN avec N = ( ), dont les coordonnées sont précisement (au signe prés)
e

ces mineurs. On a alors :

X A A Xl = (s )

ol 1y, ...,ny sont les coordonnées grassmaniennes associées aux X;.
D’apres la définition 1.7, en posant o = 1 Z+. . .+nnZ il reste alors seulement & montrer
que N(«) = 1. Or N(«a) = pged(ny, .. .,mn). Le lemme suivant montre que cette quantité
est bien égale a 1.

[
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Lemme 2.9. Soit n > 2 et B € R,(e). Alors pour toute Z-base de B NZ", en notant
M, ...,nn les coordonnées grassmaniennes associées, on a :

pged(n, ..., ny) = 1.

Ce lemme est prouvé dans [37], lemme 5H page 18.

2.1.2 Théoréme d’équidistribution de Weyl

On énonce un théoreme d’équidistribution attribué a Weyl sur les parties fractionnaires
d’une famille de nombres; il est utilisé au chapitre 7 dans la démonstration du corol-
laire 7.22. On trouve une preuve de ce résultat dans [20], chapitre 1.6.

Pour z = (21,...,2,) € R" et y = (y1,...,yn) € R™ vérifiant 0 < z; < y; < 1 pour tout
j € [1,n], on pose :

[z, y] = [x1, 1[X - .. X [0, Ynl-
Pour (aq,...,a,) € R" et N € N* on pose :

A(N> [mayD = #{1 <k< N>({ka1}"">{kan}) € [x>y[}

ot {-} est la partie fractionnaire.

Théoréme 2.10. Si la famille 1, aq, ..., a, est linéairement indépendante sur Q alors :
AN [z y))
R

i=1
pour tout [z,y[ C [0, 1[™.

Corollaire 2.11. Soit (ay,...,a,) € R" tel que la famille 1,ay, ..., a, soit linéairement
indépendante sur Q. Alors pour tout (by,...,b,) € R™ 'ensemble :

{({aN + b1}, ... {aN + b)), NeN}

est dense dans [0, 1[™.

2.1.3 Théoréme de Minkowski

On énonce ici un théoréme fondamental de la géométrie des nombres que I'on utilise dans
le chapitre 9..

Théoréme 2.12 (Minkowski). Soit n € N* et I un réseau euclidien de rang n de R".
Soit C une partie convexe symétrique de R™ vérifiant :

vol(C) > 2"covol(I").
Alors CNT # {0}.
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On énonce également un corollaire dans le cas ot B est rationnel et I' = BN Z", ce qui
permet de faire le lien avec la hauteur de 'espace B car alors covol(I') = H(B). On peut
le retrouver dans [37|, lemme 4B page 10.

Corollaire 2.13. Soit B un sous-espace rationnel de dimension e de R"™. Il existe alors
une constante ¢; > 0 ne dépendant que de n, et un vecteur X € BNZ" \ {0} vérifiant :

IXI < e 1(B)V".

2.1.4 Appartenance & un sous-espace rationnel

Dans cette section, on montre un lemme qui est utilisé tout au long de cette these pour
montrer qu’'un vecteur entier appartient a un espace rationnel donné.

Lemme 2.14. Soit Y € Z" et B un sous-espace rationnel de dimension e. On note
(X1,...,Xe) une base de B avec X; € Z" pour tout ¢ € [1,e]. On suppose que :

IYAX A AX| < 1.

Alors Y € B.

Preuve. En notant || - || la norme infinie on a :
IYAXIA A X e <Y AXIA..AX ] <1

Or Y AN Xy A...N X, est a coordonnées entiéres car les vecteurs considérés le sont. Sa
norme infinie est donc nulle et donc :

YNXiAN ..o ANXe=0.

Il existe donc une relation de dépendance linéaire entre les vecteurs Y, Xy,..., X, et
comme la famille des X; est une base de B on a bien :

Y € Vect(Xy,...,X.) = B.

2.2 Calculs des angles

On donne ici quelques outils pour calculer les quantités w(X,Y') ou ¢;(A, B). On peut
retrouver ces propriétés démontrées de maniére exhaustive dans [15] et [36].

Lemme 2.15 (Inégalité triangulaire). Soit X,Y,Z € R" \ {0} alors :
wX,Z)<w(X,Y)+w(Y,Z).
Lemme 2.16. Soit X,Y € R™ \ {0} alors :

X =Y

XY <
WX Y) <
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Lemme 2.17. Soit A, B, A’, B’ quatre sous-espaces de R"™ vérifiant A’ C A et B’ C B.
Alors :

Vk € [1,min(dim(A"), dim(B"))], wx(A’', B") > wi(A4, B).
D’autre part si dim(A) < dim(B) :
VX € AN{0}, w(X,B)=w(Vect(X),B) < wdaim(a)(A, B).
On en déduit le résultat suivant sur les exposants.

Corollaire 2.18. Soit A’ C A deux sous-espaces de R" de dimensions respectives d’ et
d. Alors pour e et j tels que A € Z,,(d,e); on a :

A/ € In,(d,a 6)j+g(d,e,n)fg(d’,e,n) et Mn(Ale)] 2 ,un(A/‘e)jJrg(d,e,n)fg(d’,e,n)~

Preuve. Soit e et j tels que A € Z,,(d, e);. Alors pour tout sous-espace rationnel B de
dimension e on a

dim(A'NB) <dim(ANB) <j+g(d,en) <j+g(den)—g(d,en)+g(d, en).

On en conclut donc que A" € Z,,(d', €)j4g(d,en)—g(d en)-
Soit € > 0; par définition de I'exposant diophantien, il existe une infinité d’espaces B
rationnels de dimension e tels que :

wj+g(d,67n)(A,? B) = Vjtg(d.em)—g(d en) (A,7 B) < H(B)_Hn(Alle)Hg(d'e'"')_g(d/'e""'ﬁs-
En appliquant le lemme 2.17 avec k = j + g(d,e,n) on a
Witgtden)(A B) < Wigaen (A’ B) < H(B) W Omaem—o cmte,
Or wjyg(den)(A4, B) = 9;(A, B), on en déduit donc que
Ve >0, pn(Ale); > pn(A'le)jtg(den)—gl@ en) — €

ce qui conclut la preuve en faisant tendre e vers 0.

Lemme 2.19. Soit X € R™ \ {0} et C' un sous-espace de R". Alors :
X — X
w(X,C) = wy(Vect(X),C) = w(X, pe(X)) = W

ou pc est la projection orthogonale sur C.

Définition 2.20. Soit d,e € [1,n — 1] avec d + e < n. Soit A et B des sous-espaces
vectoriels de R" de dimensions respectives d et e. On définit la quantité :

0(A,B) = [ [vi(A. B)
i=1
avec t = min(d, e).
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Lemme 2.21. Soit d, e € [1,n—1] avec d+e < n. Soit A et B des sous-espaces vectoriels
de R™ de dimensions respectives d et e.
Alors, pour toutes bases X;,..., Xy;de AetY;,...,Y, de B, on a:

| X0 A AXGAYI A LAY
A,B) = |
74, B) IXi A AXg - IYIA .. AYL

On utilise souvent dans cette thése, la conséquence suivante de ce lemme :

Lemme 2.22. Soit X € R" et C' un sous-espace rationnel de dimension e de R". Soit
Zy, ..., 4. une Z-base de C' N Z".
Alors :

IXAZLA . A Z|| = w (Vect(X), O)|| X | H(C). (2.1)

Preuve. Si X € C alors les deux membres de I’égalité (2.1) sont nuls.
En effet, d’'une part on a w;(Vect(X),C) = w(X,pc(X)) = w(X, X) = 0. D’autre part,
on a une relation de dépendance linéaire entre X, 71, ..., Z, et donc XAZ1A...NZ, = 0.
Sinon X ¢ C et on peut alors appliquer le lemme 2.21 avec A = Vect(X) et
C = Vect(Zy,...,Z.) :

IXANZyNONZ|
wy (Vect(X),C) = ¢ (Vect(X),C) = .

I X[ Zs Ao A Ze|

De plus en appliquant le lemme 2.7 on a H(C) = ||Z; A ... A Z|| et donc I'égalité (2.1).
|

Dans [16], Joseph montre le résultat suivant sur le comportement de la proximité par
I'opération de somme directe :

Propriété 2.23. Soient n > 2, et Fy, ..., Fy, By,..., By, 2¢ sous-espaces vectoriels de
R™ tels que pour tout i € {1,...¢}, dim F; = dim B; = d; > 1. Supposons que les F;
engendrent un sous-espace de dimension k = d; +...+d; et de méme pour les B;. Posons

V4 l
F:@F,; ot B:EBB,,;.
=1 =1

Alors on a
¢
we(F, B) < cpn Y wa,(Fi, By)
i=1
ol ¢, > 0 est une constante qui dépend uniquement de F7y, ..., [y et de n.

Remarque 2.24. Comme dans tous ses travaux, Joseph considére seulement le cas ol
2k < n. En reprenant la preuve on remarque que cette hypothése n’est pas nécessaire. En
effet Joseph montre d’abord l'existence de droites D;1,...,D;q4, de F; et E;q, ..., E;q4,
de B; vérifiant :

d;
> i(Eij, Dij) < ditba,(Fy, By) < naby, (Fy, By).
j=1

Or le raisonnement tient si on remplace les 1), par des wy.
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2.3 Croissance des exposants diophantiens

Le probléme de déterminer le spectre joint d’'une famille d’exposants, pose la question des
relations possibles entre ces exposants. Les questions dites de transfert apparaissent alors
naturellement. On énonce d’abord une proprié¢té (dite de Going-up) donnée par Schmidt
[36]. 11 est & noter qu’il existe une propriété similiaire de Going-down que I’on n’utilise
pas dans cette thése. Cette derniére a été énoncée et montrée dans [36] (la preuve dans
le cas complexe a été corrigée par Poéls dans [29]).

Propriété 2.25. Soient e € [1,n — 1], f € [e+1,n] et B € R,(e).
Alors il existe ¢y > 0 ne dépendant que de n et un espace C' € R, (f) vérifiant :

n=f

BcCet HC)<cH(B)ne.
On peut alors montrer une propriété de transfert sur les exposants.

Propriété 2.26. Soit (d, e, f) € [1,n—1]* telsque e < fet k € [g(d, f,n)+1, min(d, e)].
Pour A € Z,(d, f)i—g(da,f,n) OD & :

n—f

n—e

A€ L,(d,e)i—giden) et tn(Al€)r—gden) < o (AL ) k—g(d,fm)-

Preuve. On montre d’abord que A € Z,,(d, €)r_g(d.en)-
Soit B € R,(e), il existe B’ € R,,(f) tel que B C B’. Alors :

dim(ANB) <dim(ANB') <k

car A € T,,(d, f)r—g(d,f,n)- On en conclut que A € Z,,(d, €)p—g(d,e,n)-
On montre maintenant la deuxiéme partie de la propriété. On note jie = i, (A|€)k—g(d,e,n)

et py = pn(Alf)r—gd.fm)-
On suppose d’abord que 'on a p, < +o0.
Soit & > 0, il existe une infinité d’espaces B € R, (e) tel que :

wk—g(d,c,n) (Aa B) S H(B)quJra' (22)

Pour un tel espace B il existe un espace C' € R, (f) tel que B C C' et :

n—f

H(C) < caH(B)n—e
avec co ne dépendant que de n.
On rappelle que ¥y_g(gen) (A, B) = wi(A, B) et en utilisant le lemme 2.17 on a

n—e n—e

wi(A, C) < wi(A, B) < H(B) ¥ < ¢gH(C) nertetn=ie (2.3)

avec c3 = cgbe_a) "7 indépendante de C.
Comme wi(A,C) = Yp_g(an)(A,C) on a donc l'existence d'une infinité d’espaces C

rationnels vérifiant :

Uk—gld gy (A C) < ez H(C) nmrtetn=ie, (2.4)
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n—e

n—f

Cette inégalité donne alors py > Z—:Jiue — e pour tout € > 0 et donc py >

n—f He-
Dans le cas ou p, = +00, les inégalités (2.2), (2.3) et (2.4) sont vraies pour tout u, > 0.

On en déduit alors py > Z:;;ue pour tout p, > 0 et donc py = +o00.

n— -

On utilise plus souvent le corollaire suivant, en remarquant que "‘J‘i >1:
)

Corollaire 2.27. Soit (d, e, f) € [1,n—1]? tel que e < f et k € [g(d, f,n)+1, min(d, e)].
Pour A € Z,(d, f)i—g(a,fn) OD a :

A € In(da e)k—g(d,e,n) et ,un(Ale)k—g(d,e.n) S Nn(A|f)k—g(d,f,n)-

2.4 Inclusion dans un sous-espace vectoriel rationnel

Joseph montre dans [15], [17] le résultat suivant qui permet de calculer les exposants
diophantiens d’un espace plongé dans un espace ambiant plus grand.

Propriété 2.28. Soient n > 2 et k € [2,n].

Soient d,e € [1+ g(d,e, k) — g(d,e,n),k — 1] et j € [1,min(d,e) — g(d,e,n)]. Soit A
un sous-espace vectoriel de R™ de dimension d tel qu’il existe un sous-espace vectoriel
rationnel F' € R, (k) vérifiant A C F.

Notons ® un isomorphisme rationnel de F dans RF et A = ®(A), qui est un sous-espace
vectoriel de dimension d de R¥. Supposons que pour tout sous-espace rationnel B’ de F'
de dimension e, on a

dim(ANB') < j+g(d,en).

Alors A € Z,(d, e)j, A € Ti(d, €) jrgden)—g(der) €t tn(Ale); = pr(Ale)jrg(den)—glder):-

Remarque 2.29. Encore une fois, Joseph considére seulement le cas ot d + e < k. En
reprenant la preuve on remarque que cette hypothése n’est pas nécessaire.

Ce théoréeme est notamment utilisé au chapitre 4 dans le cadre du corollaire suivant :

Corollaire 2.30. Soit n € N* et ® un isomorphisme rationnel de R" dans lui-méme.
Alors pour tous A € Z,,(d, e);, e € [1,n — 1] et j € [1,min(d,e) — g(d,e,n)] on a :

(A) € Zn(d, e); et pn(P(A)le); = pn(Ale);.
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Chapitre 3

Nouveaux outils

L’objectif de ce chapitre est de donner divers nouveaux outils, qui seront utilisés tout
au long de cette thése. On commence d’abord par étudier les liens entre les exposants
diophantiens d’un sous-espace A et ceux de son orthogonal A+. Ensuite, on prouve une
propriété permettant de calculer la hauteur d’un sous-espace rationnel B en utilisant
certaines projections orthogonales de R™. Enfin, on réalise les premiéres constructions de
suites de nombres transcendants de la forme

400

U
Z O lak]
k=0

avec (u;) € (N*)N 0 € N* et (o) € (R*)N.

3.1 Comportement par passage a I’orthogonal

On développe dans cette section, quelques résultats sur le comportement du caractére
irrationnel et des exposants diophantiens d’un sous-espace lorsque 1’on considére son
orthogonal. Ces idées manipulent simplement les définitions exposées en introduction
mais le fait d’inclure le cas d + e > n permet des nouveautés.

Propriété 3.1. Soient A un sous-espace de R" de dimension d et e € [1,n — 1]. On a
alors pour tout j € [1,min(d, e) — g(d,e,n)] :

A est (e, j)-irrationnel <= A* est (n — e, j)-irrationnel

en notant A+ I'orthogonal de A dans R™.

Preuve. Le lemme 3.5 de Schmidt énoncé ci-dessous donne la propriété, mais on pro-
pose ici une preuve plus directe de ce résultat.

Soit B’ un sous-espace rationnel de R™ de dimension n — e. Alors en notant B = B'*,
on a dim(B) = e et B’ = B*.
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On utilise maintenant la formule de Grassmann et on a :

dim(A*+ N B') = dim(A*) + dim(B’) — dim(A* + B')
=(n—d)+ (n—e) —dim(A+ + BY)
= (n—d)+ (n—e) —dim((AN B)*)
=(n—d)+((n—e)—n+dim((ANB))
=n—d—e+dim(ANB).

On rappelle que g(d,e,n) = max(0,d 4+ e — n) et on remarque que g(n —d,n —e,n) =
g(d,e,n) +n —d—e. Cela donne donc :

dim(ANB) < j+g(d,e,n) <= dim(A* N B') < j+g(d,e,n) +n—d—e
= dim(A*NB)<j+gn—dn—en).

La propriété 3.1 découle directement de cette équivalence.
Propriété 3.2. Soit A un sous-espace vectoriel de R™ de dimension d.
Alors pour tout j € [1, min(d,n —d)] :

AeZ,(dn—-d); = Veel[jn—jl,AecZ,de);.

Preuve. e Premier cas : Soit e € [j,n — d].
Soit B sous-espace rationnel de dimension e, il existe alors C' un sous-espace rationnel
de dimension n — d tel que B C C'. On a alors :

dim(ANB) <dim(ANC) <j+g(d,n—d,n) =7+ g(d,en).
On a donc montré que si A € Z,,(d,n — d); alors A € Z,(d, e); pour tout e € [j,n — d].
e Second cas : Soit e € [n —d + 1,n — j].
D’aprés la propriété 3.1, AL est (n — d, j)-irrationnel.
On utilise alors la premiére partie de la preuve et on a At € Z,(n — d, f); pour tout
f € [4,d]. En particulier comme n — e € [5,d] on a :
At €T, (n—d,n—e);.

En appliquant encore une fois la propriété 3.1 on a bien :

Ae Zn<d, 6)]'.

On utilise dans cette thése, le cas j = 1 énoncé dans le corollaire suivant.

Corollaire 3.3. Soit A un sous-espace vectoriel de R™ de dimension d. Alors

AeZ,(dn—-d), = Vee[l,n—-1],AeZ,(d,e).
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De plus Schmidt [36] donne les lemmes suivants pour le passage a 'orthogonal dans la
hauteur et les angles.

Lemme 3.4. Soit B un sous-espace vectoriel rationnel de R". Alors :
H(BY) = H(B).
Lemme 3.5. Soit A, B deux sous-espaces vectoriels de R".
Alors min(d, e) — g(d,e,n) =min(n —d,n —e) —g(n —d,n —e,n) et :
\V/.] € [[17 min(dv 6) - g(d7 €, ’fl)]], wj(A7 B) = ij(ALu BL)
Ces deux lemmes et la définition des exposants diophantiens permettent donc d’avoir la
propriété suivante.
Propriété 3.6. Soit d,e € [1,n — 1] et j € [1,min(d, e) — g(d, e, n)]. Soit A € Z,(d, e);
alors
pn(Ale); = pn(AtIn —e);.
On en déduit directement le corollaire suivant. On rappelle que le spectre S(n,d, e, j)
défini dans le probleme 1.16, est 'ensemble des valeurs prises par p,(Ale); quand A
décrit Z,(d, e),.
Corollaire 3.7. Soit d,e € [1,n — 1] et j € [1,min(d,e) — g(d,e,n)]. Alors :
S(n,d,e,j) =S(n,n—d,n—e,j).

3.2 Comportement de la hauteur par projection ortho-
gonale

Dans cette section, on montre un résultat sur la hauteur d’un espace en la « décompo-
sant » sur I'image et le noyau d’'une projection orthogonale particuliére. Cette propriété
est utilisée au chapitre 4 dans la démonstration du lemme 4.13.

Propriété 3.8. Soit n € N\ {0} et e € [1,n]. Soit p : R* — R™ une projection
orthogonale vérifiant p(Z™) C Z™. On a alors pour tout B € R,(e) :

H(B) = H(ker(p) N B) H(p(B)).

Remarque 3.9. La proposition 3.8 n’est pas vraie en général pour une projection ra-
tionnelle.

En effet, considérons C = R? et p : R?> — R? la projection orthogonale sur V =
Vect (1 k)" pour k € N~ {0}. On a alors ker(p) = Vect (—k 1)7 et p(C) = V, d’out
H(C)=1et H(ker(p) NCYH(p(C)) =1+ k2.

Remarque 3.10. La condition p(Z™) C Z" est en fait trés restrictive.

On note (€;)ieqn) la base canonique de R"™. Comme p est une projection, la norme
subordonnée de p vérifie |[p|| < 1.

On a alors pour tout ¢ € [1,n] :

Ip(ea)ll < fleill = 1.

Or p(e;) € Z" et donc p(e;) € {0,%eyq,...,+e,}. Les seules projections orthogonales
possibles sont donc celles sur les espaces de la forme Ve(;t(ei) avec I C [1,n].
S
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Preuve. On travaille ici dans 'espace B ; on considére la restriction de p & B en la
notant toujours p.

On note t = dim(p(B)). L’application p vérifie p(Z") C Z" donc p(B) est rationnel.
Comme dim(B) = e on a dim(ker(p)) = e — t.

Soit X1, ..., X.; une Z-base de ker(p) N Z". Comme ker(p) N Z™ C BNZ", d’aprés le
lemme 2.5 il existe des vecteurs X, 411,..., X, de sorte que :

Xq,..., X, forme une Z-base de B NZ".

On va montrer que I'on peut remplacer X; par p(X;) pour i € e —t + 1,¢].
En effet on a :
Viee—t+1,e], X; = X; — p(X;) € ker(p) N Z" (3.1)

car p est une projection et X; et p(X;) sont des vecteurs entiers. Pour i € [e — ¢ + 1, €]
on écrit donc :

e—t
k=1

avec u; € Z pour k € [1,e —t].
Tous les X; sont donc des combinaisons entiéres de X1, ..., X._;. En particulier la matrice
de passage de (Xi,...,Xg) a (Xq,..., Xe—t, p(Xe—ts1), -, 0(Xe)) est de la forme

(Ieo‘t Z) € M.(Z)

d’aprés (3.1) et (3.2). Le déterminant de cette matrice étant 1 on en déduit que la famille

X17 s 7Xe—tap(Xe—t—|—1)7 cee 7p<Xe)

est aussi une Z-base de B N Z".
De plus on remarque que la famille p(X._¢41), ..., p(X) est une base de p(B) donc c’est
aussi une Z-base de p(B) NZ".
On peut maintenant calculer les hauteurs : par la propriété 2.7 on a

HB)=|Xi Ao . AXeot AD(Xe—tr1) Ao Ap(Xe)||

= XA A X Ip(Xempgr) A A (Xl
la deuxiéme inégalité provenant du fait que ker(p) et p(B) sont des espaces orthogonaux.
On conclut en appliquant encore une fois la propriété 2.7 pour les espaces ker(p) et p(B).
Ona || XiA...AXey| = H(ker(p)) et ||p(Xe—ts1) A .. Ap(Xe)| = H(p(B)). Cela donne
donc :
H(B) = H(ker(p))H(p(B)).

[ |
On énonce enfin un corollaire de cette propriété, qui pourrait se montrer par ailleurs en
exhibant des Z-bases des espaces considérés. Il est utilisé au chapitre 7 dans la preuve
du lemme 7.18.

Corollaire 3.11. Soit k € [1,n]. Soient B C R¥ x {0}" % et C C {0}F x R** des
sous-espaces rationnels de R™. Alors :

H(B®C) = H(B)H(C).
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Preuve. On pose p la projection orthogonale sur R¥ x {0}"~* alors ker(p)N(B&C) = C
et p(B @& C') = B. On applique la propriété 3.8 pour conlcure.
|

3.3 Construction de nombres transcendants

On énonce dans cette section, un lemme qui est utilisé dans beaucoup de constructions
que l'on réalise dans cette thése. On construit une famille de nomnbres transcendants
qui est algébriquement indépendante sur Q. En définissant des sous-espaces vectoriels
grace & ces nombres, on montre dans les chapitres suivants (5, 6, 7 et 9) que ces espaces
sont (e, j)-irrationnel pour certains e et j.

Définition 3.12. Soit § € NX\{0,1}, u = (ug)ren € (N*)¥ une suite prenant un nombre
fini de valeurs et o = (v )ren une suite & valeurs dans R vérifiant

VkeN, ap > croy (3.3)

avec ¢; > 1 indépendante de k. On définit la quantité :
o(0,u,a) =

Remarque 3.13. Dans la suite, quand la suite u est claire, on notera souvent (¢, «)
pour o(6,u,«). De plus, u n’est jamais nulle, cela implique que o (6, o) ¢ Q.

Remarque 3.14. Bugeaud [3| prouve dans le cas ot ¢; > 2 :

11

p(o(0,u)) = lim sup > ¢ (3.4)

k—+4oo Ok

en s’appuyant sur les fractions continues [38], [30]. En particulier u(o(6,u)) > 2 et donc
o(0,u) est transcendant par le théoréme de Roth (section 1.1). Dans le cas ¢; > 1, le
théoréeme de Ridout [31] donne le caractére transcendant de o (6, u) (voir [4] pour plus
de détails).

Sic > #5, on peut calculer p(o(f,u)) «a la main » en considérant les sommes
considérant les sommes tronquées

N
N _ Uk
a7 (0,0) = Z olox]

k=0

qui sont alors les meilleurs approximations de (6, «), voir aussi [23] section 8 & ce
sujet. Dans cette thése, on généralise ce genre de preuve ; cela explique pourquoi tous les
exposants qui sont calculés dans les chapitres suivants sont grands.

Sicp > %, on retrouve d’ailleurs le résultat (3.4) dans le cas particulier de la construc-
tion du chapitre 5 pour n = 2 (voir la remarque 5.2).
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Lemme 3.15. Soit ¢ € N*, @ = (ay)ren une suite a valeurs dans R’ vérifiant (3.3) et
0 € N~ {0,1}. Soit J C N* de cardinal au moins 2 et F C R un ensemble fini de réels.
Soit ¢ : N — [0, €] une application telle que :

Vie[0,e], #o '({i}) = ooc.
Alors il existe un choix de e 4 1 suites (u},);eo,¢ken telles que :

eJ sioplk)=i

=0 sinon

pour tous i € [0,e] et k € N, { ) (3.5)

et telles que la famille (o(6, (u},)ken, @) )ico ¢ S0it algébriquement indépendante sur Q(F).

Preuve. On note les quantités (o(6, (u})ren, @) )ic[o,q] Par oo, . . ., 0 €t on raisonne par
récurrence sur t € [0, e].

L’ensemble des réels algébriques sur Q(F) est dénombrable car #F < 400 et I'ensemble
des suites (u)) vérifiant (3.5) est non dénombrable car #.J > 2. On choisit donc une suite
telle que o soit transcendant sur Q(F).

On suppose maintenant que 1’on a construit oy, ..., o; une famille algébriquement indé-
pendante sur Q avec t € [0,e — 1]. L’ensemble des réels algébriques sur Q(R, oo, . .., o)
est dénombrable mais I’ensemble des suites (u}™)ey vérifiant (3.5) est non dénombrable
car #J > 2.

On peut donc choisir une suite telle que o441 soit transcendant sur Q(R, oy, ...,0:) ce
qui conclut la récurrence.

3.4 Exemple d’espaces (e, 1)-irrationnels

Le lemme suivant est utile pour montrer qu'un sous-espace vectoriel est (e, 1)-irrationnel.
On reprend ici des idées de la preuve du lemme 6.3 de [15], celui-ci étant un cas particulier
du lemme 3.16 dans le cas n = 2d. Combiné avec les constructions du lemme 3.15,
il permet de construire des espaces que l'on sait (e, 1)-irrationnel. Ce lemme contient
notamment le cas d + e > n, grace au corollaire 3.3.

G

Lemme 3.16. Soit 1 <d<n-—1. Soit M = (E

) € M, 4(R) vérifiant :
(i) G e GLd(R) et X € Mn—d,d(R)‘

(ii) Les coefficients de ¥ forment une famille algébriquement indépendante sur Q(F)
ou F est la famille des coefficients de G.

Alors pour tout e € [1,n — 1], le sous-espace vectoriel engendré par les colonnes de M
est (e, 1)-irrationnel.
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Preuve. On note Yj,...,Y; les colonnes de la matrice M et A = Vect(Ys,...,Yy)
I'espace engendré par ces colonnes.

On montre seulement que A est (n — d, 1)-irrationnel. Par le corollaire 3.3 on a alors que
A est (e, 1)-irrationnel pour tout e € [1,n — 1].

Soit B un espace rationnel de dimension n—d. On suppose par 'absurde que ANB # {0}.
En notant 7y, ..., Z,_4 une base rationnelle de B, on a

ViN L YagNZIN o NZy—qg = 0.

Dans la suite, on note Q = (Z1| - -+ |Zn—aq) la matrice dont les colonnes sont les Z;.
Légalite YIN.. . YyANZy A .. NZ,,_q = 0 donne 'annulation du déterminant de la matrice
suivante :

(g Zy Zn_d)eMn(R).

Or ce déterminant est un polynome a coefficients rationnels en les coefficients de M, car
les Z; sont rationnels.

On peut aussi voir ce déterminant comme un polynéme de Q(F)[ X1, ..., Xgp—a)] évalué
en les d(n — d) coefficients de 3. Comme par (ii) ces coefficients forment une famille
algébriquement indépendante sur Q(F) ce polynome est identiquement nul.

On peut alors remplacer les coefficients de ¥ par n’importe quelle famille de réels et le
déterminant sera nul. On a donc :

VE e M,_qaR), det (g 1 o Lip—d > =0. (3.6)

Pour A un mineur de taille n — d de @ on note Ind(A) I’ensemble des indices
1<y <...<ipa<m

des lignes dont cst extrait A. On note aussi Mat(A) la sous-matrice de @ de taille n — d
dont A est le déterminant.

On montre par récurrence forte sur r € [0, min(d,n — d)] la propriété :

« Pour tout mineur A de taille n — d de @ tel que #(Ind(A)N[1,d]) =r ona A =0.»
e Sir = 0 alors A est le mineur extrait des n — d dernicres lignes de ) ct donc en
prenant ¥ = (0) dans (3.6) on a :

0 = det <§ Ma:(A) ) = det(G)A
et donc A = 0 car G est inversible.

e Soit r € [1,min(d,n — d)] et on suppose la propriété vraic pour tout 0 < k < r. Soit
A un mineur de taille n — d de @ tel que #(Ind(A) N [1,d]) =r.

Sans perte de généralité, on suppose que Ind(A)N[1,d] = [1,r] et Ind(A)N[d+1,n] =
[d+1,n—r].

Pour ¢ un entier et U une matrice on note U; la :—éme ligne de U.
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On a donc Mat(A) = B, avec B; € My ,_q(Q).
Bay
B,
2
On définit une matrice ¥ = : € M,,_q.4(R) en posant :
En—d

5 Ginyarr sii€n—d—r+1,n—d|
L 0 sinon ’

On a défini ¥ de sorte que les r derniéres lignes de X soient égales aux r premiéres lignes
de G.
On utilise maintenant (3.6) :

Gl B1 Gl Bn—r-l—l
G, B, G, B,
Gr+1 Br—l—l Gr—l—l Br—i-l
_ G _ Gd Bd, o Gd Bd
0 = det (Z B) = det 0 By = det G B,
0 Bn—r Gr Br
Gy By ri1 0 Ba1
G, B, 0 B,_.
en échangeant des lignes.
Gl Bn—r—i—l
G, B,
Gr+1 Br+1
| Ga By
On note M = e B, € M,(R).
G, B,
0 Bai1
\ 0 B.,
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En faisant un développement de Laplace (théoréme 1.4) avec J = [[1,d] on a :

0= Y (=) OHIAL;(M)ALF(M). (3.7)
IeP(dn)

On étudie alors les mineurs de M selon le choix de I € P(d,n).
SiIN[d+r+1,n] #0, ona Ay (M) =0 car il contient une ligne nulle.
Sinon IN[d+r+1,n]=0alorsona #IN[r+1,r+d])>d—r.
o Si#(UIN[r+1,r+d]) =d—ralors I N[Ll,r] = [1,7]. Dans ce cas, si I # [1,d]
alors Ay ;(M) =0 . En effet, on a deux lignes égales dans ce mineur.
e Si#(IN[r+1,r+d]) >d—ralors #( I N [r + 1,7 + d]) < r. Dans ce cas,
Az 7(M) est un mineur de B tel que #(Ind(Az ;(M)) N [1,d]) < r. Par hypothése
de récurrence, ce mineur est nul.

On reprend (3.7) ou le seul terme possiblement non nul est alors celui correspondant a
I=[1,d] etona:

By
B,

0 = £ det(G) det
Biia

= +det(G)A.

Bn—r

Or det(G) # 0 par 'hypotheése (i), donc A = 0.
On a donc montré que tout mineur de taille n — d de @) était nul. En particulier

rang(B) <n—d

ce qui est contradictoire puisque 71, ..., Z,_4 forment une base de B.
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Chapitre 4

Exposants diophantiens d’'une somme

On montre dans ce chapitre, un résultat permettant de calculer les exposants diophan-
tiens de certaines sommes directes de droites de R". Le théoréme ainsi montré per-
met notamment des calculs d’exposants diophantiens dits « intermédiaires » (c’est-a-dire
tn(Ale); avec j # 1, min(d, e)).

4.1 Reésultat principal
Dans tout ce chapitre, comme n ne varie pas on note g(A4,e) la quantité :
g(A,e) = g(dim(A), e, n) = max(0, dim(A) + e — n).

d
Théoréme 4.1. Soit d € [[1, \_%H] On suppose que l'on a @ R; C R” avec R; des

j=1
espaces rationnels de dimension 7;.
d
Soit A= @ A; avec A; C R; et dim(A;) = 1. Pour J C [1,d], on pose A; = @ A;.
j:1 jGJ
Soit e € [1,m — 1] et k € [1,min(d,e) — g(A,e)]. On a alors I’équivalence entre les
assertions suivantes :

(i) A est (e, k)-irrationnel.
(i) VJ € P(k+g(Aye),d), Ajest(e,k+ g(A e)—g(Ay,e))-irrationnel.
En outre, dans ce cas on a :

n A - n A ; e)— e):
pin(Al€)r Jep(g%,e)’d)u( J|€k+g(ae)-g(as.0)

On rappelle que P(k + g(A, e),d) désigne 'ensemble des parties a k + g(A, e) éléments
de [1,d].
d
Remarque 4.2. On remarque que Y 7; < n ct que pour avoir des droites A; non
j=1
rationnelles il faut que r7; > 2. Cela nous restreint alors a considérer des « petits »
espaces dans le sens ou 2d < n.
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Exemple 4.3. Soit n = ry + ry avec 1,79 > 2, on pose
R1 =R" x {O}TQ et R2 = {O}Tl x R™,

Pour i € {1,2}, soit A; une droite (r; — 1, 1)-irrationnel contenue dans R,. En posant
A=A @ Ay, on a alors

Ve e [1,min(ry,re) — 1],  pn(Ale); = max(p,(Aile)r, pn(Aszle)r).

La preuve de ce théoréme se fait par récurrence sur d : pour démontrer le théoréme avec
A, on I'applique aux A g1 ;3 (voir les détails ci-dessous). Le point clef est la proposition
suivante, dont la preuve occupe l’essentiel de ce chapitre :

Propriété 4.4. Soient d,e, k, R;, A; comme dans le théoréme 4.1.

Soit J C [1,d], tel que #J > k+g(A,,e)+1. On a alors équivalence entre les assertions :
(i) Ay est (e, k)-irrationnel.
(i) Vje J, Ay gy est (e, k +g(Ay,e) — g(As gy, e))-irrationnel.

En outre, dans ce cas on a :

fn(Asle)r = max tn(As 1 €)ktg(as,0)g(As 5y 0)-

Preuve (Théoréme 4.1). Si d = 1 alors g(A,e) = 0 et k = 1 est la seule valeur
possible pour k. Les conclusions du théoréme sont alors triviales.

Soit d > 2, on suppose que pour tout 1 < d < d le théoréme est vérifié. Par hypothése
onak<d-g(Ae).

e Sik=d—g(A,e) alors le théoréme est évident car A; = A pour J = [1,d].

e Sinon k+ g(A,e)+ 1 < d et on peut appliquer la propriété 4.4 avec J = [1,d] et donc
Aj; = A. On a alors ’équivalence entre :

(i) Ay est (e, k)-irrationnel.
(i) Vj e [1,d], As gy est (e,k+ g(A,e) — g(Asy, e))-irrationnel.

Or Ay est de dimension d—1 < d et on peut donc appliquer I'hypothése de récurrence
a lespace Ay () avec k' = k+ g(A,e) — g(As_g3- On a donc I'équivalence de (ii) avec :

Viel,d],YICJI~N{j},#I=k+ g(Ae) = A est (e,k + g(A,e) — g(Ar, e))-irrationnel.
Or cette assertion se reformule immédiatement en :
VIePk+g(Ae)d), Arest(ek+g(Ae)—g(Ar e))-irrationnel.

Cela démontre alors I'équivalence cherchée.
De plus, dans le cas ol ces conditions sont vérifiées on a, par la propriété 4.4 :

Hn(Agl€)i = max pin (Ar j3|€)ktg(Ar0-a(r )
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et donc par I’hypothése de récurrence

Mn(AJ|€)k:r§1€aj( dnax 1 (A1l€)ktg(as.0)—g(Are)
#I=k+g(Ay,e)

= max Arl€)ktg(Aye)—g(A;,
max 1n(Ar]€)k+g(As.e)-g(Are)
#I=k+g(Aj,e)

et donc la récurrence est prouvée car Ay = A.

[ |
Il reste alors a montrer la propriété 4.4. Le reste du chapitre est consacré a sa preuve. On
montre d’abord l'implication (i) = (i), la plus simple, ainsi qu’une premiére inégalité
sur les exposants dans le lemme 4.5. Puis dans le lemme 4.7, on explique comment on
peut « passer » de I'espace A; a A (;; en exhibant une certaine projection orthogonale.
Enfin on montre I'implication inverse (i4) = (7) et I’égalité sur les exposants en jeu dans
la propriété 4.4 grace au lemme 4.13. Ce dernier fait notamment appel a la propriété 3.8
démontrée au chapitre 3.

4.2 Preuve de la propriété 4.4

Dans la suite, on se donne d, e, k, R; et A; comme dans le théoréme 4.1 et on consideére
J C [1,d] tel que #£J >k + g(Ay,e)+ 1.

4.2.1 Premiére implication

Une implication de la propriété 4.4 est plus simple que 'autre. On la montre ici en
utilisant les définitions de l'irrationalité d’un sous-espace et des exposants diophantiens.

Lemme 4.5. Si A; est (e, k)-irrationnel alors pour tout j € J :
Ajgyy est (e, k +g(As, e) — g(As gy, e)-irrationnel
et de plus

Nn(AJ|6)k > I?Ea}( Nn(AJ\{j}|e)k—i-g(A,],e)—g(AJ\{j},e)-
Preuve. On suppose que l'espace A, est (e, k)-irrationnel et soit j € J. On rappelle
que g(dim(Ay),e,n) = g(As,e) et g(dim(Ay g5y, e,n) = g(dim(A; g3, e).
Comme Aj;_ g3 C Ay le corollaire 2.18 donne A (;; € In(AJ\{j},e)k-_t'_g(AJ’e)_g((AJ\{j}.e)
ce qui prouve la premiére partie du lemme. De plus, par ce méme corollaire on a
pn(Agle)e 2 tn(Ary|e)rrgase-g(as le)

Comme cela est valable pour tout j € J on a donc :

pn(Ayle)r > max tin(As 3 |€)ktg(as.e)-a(As_jyl0)-
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4.2.2 Passage a des sous-espaces orthogonaux

Pour prouver la suite, on se ramene au cas ou les R; sont engendrés par des vecteurs de
la base canonique. On introduit les espaces R, définis comme suit :

R = {0} x ... x {0}"97* x R™ x {0}"#+" ... x {0} C R" pour j € [1,d].
Pour j € [1,d], soit ¢; un isomorphisme rationnel de R; dans R}. On pose alors ¢ :
R"™ — R™ I'application définie par :
v] € H1>d]]7 90|Rj = Pj-

Alors ¢ est un isomorphisme rationnel de R™ vers R™. On a donc d’aprés le corollaire 2.30 :

tn(P(A)€)r = pn(Ale)i €t pin(p(As)|€)r = pin(Asle)x
pour tous J C [[1,d], e € [1,n—1] et k tels que les espaces considérés soient (e, k)-irrationnels.

On peut donc dorénavant supposer que R; = R} pour tout j € [1,d].

Pour J C [1,d], on note R; = @ R; et cette somme directe est orthogonale. On note
jeg

p; la projection orthogonale sur R; et p; = id — p; la projection orthogonale sur Rj.

Remarque 4.6. On remarque que 'on a pour tout j € [1,d], p; = > ps. Pour tous

s
X € R" et j # s on a en particulier :

s (X)) < [15;(X)]-

4.2.3 Etude des angles entre espaces projetés

Le but de cette partie est démontrer le lemme suivant qui permet « diminuer » la dimen-
sion de l'espace Aj.

Lemme 4.7. Soit J C [1,d] tel que #J > k+g(A,,e)+1 et C' un sous-espace vectoriel
de R™ de dimension e. Alors il existe j = j(C) € J tel qu’en notant C; = p;(C) on ait :

dim(C;) > k+ g(Ay,e)
et wk—i—g(AJ,e)(AJ\{j}a Cj) < Clwlﬁ-g(AJ,e)(AJv C)
avec ¢; > 0 une constante ne dépendant que de n.

Pour démontrer le lemme 4.7, on constate que pour tout sous-espace vectoriel C' de

dimension e, il existe C’ un sous-espace de C' de dimension k + g(Ay, e) tel que
Whtg(A.e)(As; C) = Wrig(aye)(As, C7).

On trouve le j € J du lemme 4.7 grace au lemme suivant :

Lemme 4.8. Soit .J une partie non vide de [[1, d]] et C’ un sous-espace vectoriel de R™ tel

que dim(C") < #J. Posons ¢y = ﬁ Alors il existe j € J tel que, pour tout X € C" :

15; (X)) = cal X
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Remarque 4.9. L’hypothése dim(C") < #.J est optimale dans le sens ou si dim(C") >

#J, on peut avoir @ A; C €' avec A; C R;. En particulier, pour X € A;, on a
jed

P;(X) = 0 ce qui contredit le résultat du lemme.

Remarque 4.10. Ce lemme est intéressant du fait que la constante ¢, ne dépend pas
de C’. En effet si 'on oublie cette contrainte on peut facilement conclure : comme
dim(C") < #J, il existe j € J tel que R; N C" = {0}.

En particulier ker(p;) N C" = {0} et donc p; est injective sur C’. On peut alors prendre

= min_|5(X
= in [Pl

mais cette constante dépend alors de C”.

Preuve. On suppose le contraire par I'absurde.
On a donc l'existence d’une famille (X;),ec; de vecteurs de C” telle que pour tout j € J :

125 (X < eal| X5

Les vecteurs X; sont deux a deux distincts. En effet, si on a X; = X}, pour j # k, en
utilisant la remarque 4.6 on trouve :

1X5012 = s (X1 + 1155 (X < 5k (XI1P + 1155 (X)IIP < 2651 X5
ce qui donne alors ¢y > \% Or ¢y, = ﬁ < \%, ce qui souléve une contradiction.
Pour tout 5 € J on a:
17; (X)IP < 1 X512
= (Il (X7 + 115;(X))

et done &lp, (X2 > (1 = ¢3) 53X, [% On rappelle que L < |- 2 < n]l - ||2.. Cela
donne :
1—c3

12 (X% > — 5 15 (X = 15 (X)) (4.1)
n4cs

par définition de c,.
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Notons X; = (z1; -+ ;)" et {; un indice tel que |[p;(X;)|ls = |24, |- On remarque
que les indices ¢; sont distincts car les R; sont en somme directe, engendrés par des
vecteurs de la base canonique et car p;(X;) € R;.

On étudie maintenant la famille (X;). On note M € M, 4 ;(R) la matrice dont les
colonnes sont ces X; pour j € J. Enfin on note M’ la matrice carrée de taille #.J
extraite de M dont les lignes correspondent aux lignes de M indexées par les £;. On a :

Loy ,j1 Lty ,jpy
M/ — . .
Lty .51 Ll g4
en écrivant J = {j; < ... < jxs}. On va montrer que M’ est a diagonale strictement

dominante donc inversible. Joseph utilise aussi cette propriété dans le chapitre 6 de [15]
pour montrer qu’une certaine famille est une base.
D’aprés I'inégalité (4.1), pour tout ¢ € [1,#.J] on a :

ZPS(in)

s#7Ji

Z Z |:Ués»ji"

L s

|x€i,ji| = Hpjz(XJz)HOC > HﬁJ\Z(XJz)Hl =

Alors M’ est une matrice & diagonale strictement dominante donc elle est inversible. En
particulier M est de rang #J et les vecteurs X, forment une famille libre de C” et donc

dim(C") > dim(Vectje s (X;)) = #J

ce qui fournit une contradiction.

[ |
Avant de passer a la preuve du lemme 4.7 on montre le lemme technique suivant.
Dans la suite, pour un vecteur € R” et un espace V' C R" donné on note z¥ le projeté
orthogonal de z sur V. On note aussi A} Porthogonal de A; dans R™.

Lemme 4.11. Soit J C [1,d]. Pour tous U € R" et j € Jon a :

UAT | > (|55 (0) 5

Preuve. On introduit, pour A et R deux sous-espaces vectoriels de R", la notation
suivante :

Atr = AN R.
On a donc les relations suivantes :
~ 1
AF = Rpgs e PAT™, (4.2)
icJ
~ 1
Aﬁ\{j} = Rp1,apsugjy © @ A; e (4.3)
ieJ~{j}
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Soit U € C. Comme p;(U) € R; on a d’aprés (4.2) :

P =p ) € Ry,
En effet R; est orthogonal & toutes les autres composantes de A+.
De méme, comme p;(U) € R g}, on a ij(U)Aile =0 et donc :
1R

~ L ~ ~ i
BV = py(U) s+ 3" pi(U)N T € Rpap gy
eJ~{j}
De plus comme p;(U)Fndroiy = po(U)Fnd~s + po(U)R = p;(U)Fvass | en utilisant
(4.3) on a :

LR,

BT =) e+ 37 G = pU) o, (44)

Les vecteurs p;(U)47 € R; et p;(U)*7 € Rpa-yy = Ry

. L .
peut donc minorer la norme de U47 de la facon suivante :

sont donc orthogonaux. On

L L ~ L €L ~ L ~ L
[UAT 12 = Nlpy ()Y +5;0)4 112 = Hlps (U I12 + 1B;0) |12 = N15;0) 4 |1
Le lemme est donc montré car on a déja vu que p;(U)A7 = ij(U)Ai{j} en (4.4).
On a maintenant tous les outils pour montrer le lemme 4.7.

Preuve (lemme 4.7). Soit J C [1,d] tel que #J > k+ g(Ay,e)+ 1. On rappelle que
I’on note C’ un sous-espace vectoriel de C' de dimension k + g(A, e) tel que :

Wk+g(Ay.e) (AJ7 C) - Wk-&-g(AJ,e)(AJ? C/)
Comme dim(C") < #.J, le lemme 4.8 donne j € J tel que pour tout X € C’
12;(X) | = e2l| X

On étudie I'espace C; = p;(C").

Comme pour tout X € C" ~\ {0}, p;(X) # 0, I'espace C; est de dimension k + g(4;, e)
comme C” . Enfin C} C C; = p;(C) et donc dim(C}) > dim(C5) = k + g(Ay, e) ce qui
donne la premiére conclusion du lemme.

On étudie maintenant I'espace A ;. g;3. On remarque d’abord que A;. ;3 = p;(A4y).
Soit U; € C} \ {0}, il existe U € C" tel que p;(U) = Uj.
On rappelle que, d’aprés lemme 2.19 :

AL
1U; |

W(Uj?AJ\{j}) = ||U||
J
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AL
On utilise maintenant le lemme 4.11 qui donne [|U; 91| < |UA7 || et on rappelle que
|U;|| > e2||U]|. On a donc :

(1%
c|[U]

1
= —w(U7 AJ)
&)
1 !
< —Wig(as,e)(C Ay)
Co

w(Uj, Aygiy) <

car U € C'. La derniére inégalité provient du fait que
et on utilise le lemme 2.17.

On rappelle que wiiga,.0)(C", As) = Witga,.e)(C, Ay) par construction de C” et donc
pour tout U; € C \ {0}

1
(U Argiy) < g (G Ar)-
Comme k+g(Ay,e) = dim(C}) < #J —1 = dim(A4; ), il existe U; € C} \ {0} tel que

(U], AJ\{]}) = Wktg(Ay,e) (C AJ\{J'})~

On a donc :
1
Wig(As0)(C), Asgy) = w(Uj, Ay y) < awmg(m,e)(a Ay).

Or ¢ C Cj donc Wig(a,e)(Cf, Asgsy) = Wirg(aye)(C), Asogjy) d'apreés le lemme 2.17.
On a donc

1
Witg(Are)(Chs Arigy) < awk+g(AJ7€) (C,Ay).

Le lemme 4.7 est prouvé avec ¢; = ¢, .

4.2.4 Seconde implication et conclusion

On a tous les outils pour montrer la seconde implication et le résultat sur les exposants.

Lemme 4.12. Supposons que pour tout j € J,
Aj gy est (e,k+g(As,e) — g(As gy, e))-irrationnel.

Alors Ay est (e, k)-irrationnel.
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Preuve. On raisonne par contraposition et on suppose que A; n’est pas (e, k)-irrationnel.
Il existe alors C' un espace rationnel de dimension e tel que dim(A; NC) > k+ g(Ay,e)
ce qui est équivalent & wyig(a,,e)(As, C) = 0.

Or d’apres le lemme 4.7 il existe 7 € J tel que :

dim(Cj) > k+g(Ay,e)
et Wiig(a,.e) (A ) C)) < lWiig(a, e (As, C)

avec C; = p;(C). L'espace C; est rationnel et de dimension inférieure ou égale a e. Il
existe donc C' un espace rationnel de dimension e tel que C; C C. On a alors d’aprés le
lemme 2.17 :

0 < Cowrig(ay.e)(Argiys O) < carig(ay o) (Asgsy Ci) < Whig(ay (A, C) =0
et donc
Whtg(A7.0)~g(A s 1.0+9(Asiy0) (Ar i} C) = Whig(as.0) (Ar (53, C) =0

ce qui signific que A (; n'est pas (e, k 4+ g(Ay,e) — g(As ), e))-irrationnel.

Lemme 4.13. Soit J C [[1,d] tel que #J >k + g(A,,e) + 1 alors :

max (A (3}€)kra(as.e)g(4r 0 Z Hn(As]e)r

Preuve. Soit ¢ > 0. On note = p,(As|e)x. Il existe alors une infinité de sous-espaces
rationnels C' de dimension e tels que :

Ur(Ay,O) < H(C) e (4.5)
D’aprés le lemme 4.7, pour tout tel espace C| il existe 5 € J tel que :
dim(C;) > k+g(Ay,e)
et Werg(as.e) (Argsts Cf) < CoWrig(a e (As, C)

en notant C; = p;(C) et avec ¢, > 0 ne dépendant que de n.

Comme les j € J sont en nombre fini, il existe j € J tel que pour une infinité d’espaces
rationnels C' on ait ces inégalités avec C;.

Comme le nombre de dimensions possibles pour les C; est fini, il existe t € [k+g(Ay,e), €]
tel que pour une infinité d’espaces rationnels C' de dimension e vérifiant (4.5), on ait :

et Witg(ay.0) (At C;) < Coiigay e (A, O). (4.6)

D’aprés la propriété 3.8 on a

H(C) = H(C,)H(ker(5;) N C) > H(C;). (4.7)
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On note Ve; = pn(As(€)ktg(as0—ga, e € Vg = tn(Ar 3O rrgas,0-ga, 1.0
D’apreés le corollaire 2.27 on a

Ye,j > Vt,g- (48)

En reprenant la défintion de 'exposant diophantien +; ;, il existe donc une constante
cs > 0 dépendant seulement de A et de € telle que pour tout espace B rationnel de
dimension ¢t on a :

csH(B) ™97 < Ukig(ase—g(a, 0 (Aot B)- (4.9)
Donc pour tout espace C' de dimension e vérifiant dim(C;) =t et (4.5) on a :

e H(C) 7797 < g H(Cy) 777" < g H(C)) 7™ < Yppg(age)—g(A, 0 (Ariy O,
(4.10)

en utilisant les inégalités (4.7), (4.8) et (4.9).
On rappelle que Yrrg(a,.e)-g(a, 5.0 (A C) = Wirg(ase) (A gy, C5) st dim(Cj) = £,
En regroupant alors les inégalités (4.5), (4.6) et (4.10) on trouve :

cacy H(C) 77 < Wigaye)(As, C) < i(Ay, C) < H(C)7PF

et donc en faisant tendre H(C') vers l'infini on obtient v, ; > 8 — 2e.
Comme cette inégalité est vraic pour tout € on a donc 7, ; > 3 et donc en particulier :

max e = max fn (AT (1 €)ktg(Ase)-g(Asiye) = Hal(Agle)

Les lemmes 4.5, 4.12, 4.13 donnent alors la propriété 4.4.
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Chapitre 5

Construction de droites avec exposants
diophantiens prescrits

Dans ce chapitre, on présente notre premiére construction d’espace avec exposants pres-
crits. On y étudie le cas ou I'on veut construire une droite de R™. Ce cas est important
car il est utilisé dans toutes les autres constructions de cette theése (chapitres 6, 7 et 9).
Icionad=1etec[l,n—1] donc g(d,e,n) =0.

Ce chapitre établit le théoréme suivant.

Théoréme 5.1. Soit (7,...,7,-1) € R"7! vérifiant vy > 2 + % et

-1

V(i,j) € [L,n—2]% i+j<n—1= vy < (5.2)

On peut alors construire explicitement une droite A de R™ vérifiant A € Z,,(1,n — 1);
et :

Vee [l,n—1], pn(Ale)1 = e

Remarque 5.2. Avec n = 2 et 7y > 2+ \/52’1 ~ 2,618..., on construit une droite

1
A = Vect
ec<§

particulier p(§) = v; comme énoncé dans la remarque 3.14.

) vérifiant ps(All); = 1. En utilisant la remarque 1.14 cela donne en

Remarque 5.3. L’hypothése (5.2), qui stipule que la suite (;) est sous-multiplicative,
assure l'égalité u,(Ale); = 7.. Sans cette hypothése, on aurait seulement la minoration
tn(Ale); > 7. comme cela est détaillé dans la preuve, section 5.1.
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Remarque 5.4. La preuve de ce théoréeme reprend des idées de la preuve du théo-
réme 1.20 de Joseph. On mentionne qu’il existe aussi une droite A de R™ vérifiant :

Vee[l,n—1], pun(Ale); = +oc.

En effet, Joseph construit une droite A vérifiant u,(A|1); = 400 et la propriété 2.27
donne p,(Ale); = 400 pour tout e € [1,n — 1].

Remarque 5.5. Les valeurs prescrites des exposants diophantiens dans le théoréme 5.1
ne sont pas optimales dans le sens ol I’on connait toutes les valeurs possibles prises par
le spectre joint (p,(Al1)1, ..., un(Aln — 1);) par le théoréme 1.24. Ici, les hypothéses
(5.1) et (5.2) sont plus restrictives.

On utilise, dans cette thése, la preuve du théoréme 5.1 pour réaliser les constructions
effectuées dans les chapitres suivants.

Pour prouver le théoréme 5.1, on montre un résultat plus général a savoir la propriété 5.6.
On y construit une droite A de R™ dont on peut prescrire les exposants diophantiens.
Cette construction, réalisée dans la section 5.2, fait appel aux nombres o (6, u, ) que
I'on a définis dans le chapitre 3 (section 3.3).

On minore 'exposant p,(A|e); dans le corollaire 5.14 en exhibant des sous-espaces ra-
tionnels By ., définis dans la section 5.3, qui approchent bien A. En montrant ensuite
dans le lemme 5.17 que ces sous-espaces sont les « meilleurs » approximations de A, on
majore fi,(Ale); dans le corollaire 5.18. Pour la majoration de p,(Ale)1, on a besoin de
minorer (A, By.), ce qui se fait en considérant, dans le lemme 5.15, les mineurs de
taille 2 de certaines matrices et en montrant que I'un d’eux est forcément assez grand

5.1 Propriété technique

On montre le théoréme 5.1 grace a la propriété technique suivante dont la preuve occupe
la plus grande partie de chapitre.

Propriété 5.6. Soit (On)nven+ € [2 + ‘/52_1,+00[N* une suite périodique de période
T e N~
Il existe une droite A de R" vérifiant A € Z,,(1,n — 1); et :

Vee [Ln—1], pn(Ale) eax  Bivr--Bir

De plus la construction de A est explicite.

Corollaire 5.7. Soit (81, ...,8, 1) € [2+ L2 +oo[* 1,

Il existe une droite A de R™ vérifiant A € Z,(1,n —1); et :

Vee [[1,7& - 1]]7 ,un(A‘e)l - max /8i+1 s ﬂi+e-

1€[0,n—1—¢€]
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Preuve. Ce corollaire se déduit directement de la propriété 5.6 en introduisant la suite
(BN)nNen+ qui compléte 5y, ..., 5,1 définie par :

V5 —1
2

Vjen,2n—-2], B;=2+
et
Vie [[]_,271 - 2]]7Vk S Nu ﬂi+k(2n—2) = 62

Cette suite (On)nen+ ainsi construite est donc (2n — 2)-périodique et a valeurs dans

24+ 5L foof

D’aprés la propriété 5.6, il existe une droite A de R™ vérifiant A € Z,,(1,n — 1), et :

V El —1, nA = 7 e Pide-
e€lin=1], pu(Ale) epax  Bivr-Pir

Il reste alors & montrer que

max [Oip1...0i4e < max  Big1...0;
ic[0,2n—3] Pit = efomet1—e T e
I’autre inégalité étant triviale.

Soit k € [0,2n — 3] tel que Biy1 ... Brye = [max ]]/Bi+1 ... Bite. On distingue 4 cas.
1€[0,2n—3

e Si k€ [0,n—e— 1], alors par définition

Bt Prre < max  Bipy... Bife.
1€[0,n—1—¢]

e Siken—en—2),ona:

n—1—k e
Biir - Brre = [ Brerex T Brse-
/=1 l=n—k
Comme pour tout £ € [n — k,e], Brre =2+ ‘/52’1 < Brit—e, ON A
n—1-—k e
Brg1 - - - Brge < Blts X H Blti—e
=1 t=n—k
n—1—k
< H B+
{=n—k—e

avec i =n—1—eet donc Briq...Lrie < [[max ]]Bi_i.l oo Pite
i€[0,n—1—e

. Sikeﬂn—l,Zn—Q—e]],onaﬁk%:Q—f—@pourtoutfe [1,e] et donc :

Bt Prre < max B Bite.
1€[0.n—1—¢]
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e Sike2n—1—e,2n—3],ona:

2n—2—k e
Bt Brye = H Brye X H Brte
(=1 (=2n—1—k
2n—2—k e—2n+2

= H Brre X H Brre
=1

{=1-k

en utilisant la périodicité de .

Comme pour tout £ € [1,2n — 2 — k], Brre =2+ \/52’1 < Bratie_oni2, ON A

2n—2—k e—2n+2

5k+1 o Brge < H Brttte—ont2 X H Brete
(=1 (=1-k
e—2n+2

e—k
< JI Bewex T Bere

{=e—2n+3 {=1—k
< Biv1 - Bive

avec i =1 et donc Bri1 ... Brie < max  Sir1...Bie.
1€[0,n—1—€]

On peut alors déduire le théoréme 5.1 du corollaire 5.7.

Preuve (théoréme 5.1). On construit (fy,...,0,-1) € 2+ ‘/52_1,—1—00[”’1 de sorte a
appliquer le corollaire 5.7.
On pose 79 =1 et

Viell,n—1], B; =4

Onafy =7 > 2+@ par hypothése. D’aprés 'hypothése (5.1), onay; > (2 + ‘/52_1> Vi1

pour tout j € [2,n — 1]. On en déduit alors :

V5 —1
TR

Viel,n—-1], B;>2+
Le corollaire 5.7 donne 'existence d’une droite A de R™ vérifiant A € Z,,(1,n — 1); et :

Vee[l,n—1], pn(Ale)1 = max Bit1... P it
i€[0,n—1—€]

Il reste alors a montrer que [max ]]BZ-H ... Bite = 7e pour tout e € [1,n — 1]. On
i€[0,n—1—e

remarque que pour i € [0,n—1—¢] :

Yite
ﬁiJrl v 5i+e = s .
i

i
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En prenant ¢ = 0 on a donc  max  SBir1... Bive = Ye-
1€[0,n—1—¢]

D’autre part pour ¢ € [1,n — 1 — e], I'hypothése (5.2) donne 7,4, < 77 et donc en
particulier

Bitt - Bive < Ve

Alors  max  Bip1... Bive < e
1€[0,n—1—€]

Le reste du chapitre est consacré a la preuve de la propriété 5.6.
On se donne (By)nen+ € [2 + \/52_1, +o0o[N" une suite périodique de période T € N*.

5.2 Construction de la droite

Dans cette section, on construit la droite A de la propriété 5.6 ainsi que des vecteurs Xy
pour N € N, qui sont ceux réalisant les meilleures approximations de A.
On introduit la suite o = (o )ren définie par :

g = 1,
VkeN, app1 = Brp10u.

Remarque 5.8. Pour tout K € Non a |ag1] — |ag] > 1.
En effet, le cas k = 0 est trivial car 51 > 2 et pour k € N* :

lagsr] — lan] 2 apn —1—ap > (B —Dap —12>1
car By > 2 et ag > 2.
Soit # un nombre premier supérieur ou égal a 5 et ¢ : N — [0, n — 2] définie par :
o(k) = (k mod (n—1)) € [0,n — 2]

ou k mod (n — 1) est le reste de la division euclidienne de k par n — 1.
On remarque que pour tout sous-ensemble de N de la forme X = {z,x+1,...,2+n—2}
avec v € N on a ¢x bijective.

D’aprés le lemme 3.15, comme By > 2 + @ > 1, il existe n — 1 suites u®, ..., u" 2
vérifiant :
Vje[o,n—-2],VkeN, { — 0 sinon (5.3)
d’ott u, # 0 si et seulement si j = k mod (n — 1); et telles que la famille (o9, ..., 0, o)
soit algébriquement indépendante sur Q avec :
; _ A j
Vje[o,n—2], o;=0(6,u, ZgLakJ
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On pose alors A = Vect(Y) ou

On—2

D’aprés le lemme 3.16, l'espace A est (e, 1)-irrationnel pour tout e € [1,n — 1]. Dans

le reste de ce chapitre, on va montrer que pu,(Ale); = H)l%xu] Biv1.-.Bire pour e €
[1,mn—1].
Pour cela on pose, pour N € N, le vecteur tronqué :
1
1 N
Z k
o  glak]
Xy = glont | 70N | gland [ +=0 ez (5.4)
N 2
On—2,N u
2. gtkakj

i
o

ot 'on a posé oy = Z eta 7 pour j € [0, — 2]. On a en particulier :

1
’O- O-J’N’ Z eLakJ Z ek - 0 18'_(1N+1J
k=N+1 k=lani1]
car |agy1] — |ag] > 1 d’aprés la remarque 5.8. On a donc :
€1
|O' O'J’N| = HO‘TH (55)
_ 202
avee 1 = —1
En particulier on a :
—lan]
o-lovI Xy — Y. (5.6)

La preuve de la propriété 5.6 se déroule en montrant que les « meilleurs » espaces ap-
prochant A sont ceux engendrés par ces vecteurs Xy. On pose pour cela pour N € N et
ee[l,n—1]:

BN,e = Vect(XN, PN aXN—i-e—l)-

Dans la suite on fixe e € [1,n — 1] et on montre que pu,(Ale); = ﬁ(r)l%xu] Biz1 - Bive-
1€ | 0,1 —
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5.3 L’espace By,

On étudie ici plus précisement l'espace By, = Vect(Xy,..., Xnte—1) en donnant en
particulier une Z-base de By, NZ" et la hauteur H(By,).

Pour N € N on remarque que :

XN+1 _ HLaN.HJ—LO‘NJXN + WN+1 (57)

_ 0 n—2\T
avec wyi1 = (0 uQy -+ uf)' €2

D’apreés la construction des suites u’ en (5.3), le vecteur wy,; comporte exactement une
coordonnée non nulle qui est w), ; pour j = ¢(N +1). On pose alors le vecteur suivant :

1
UN+1 = mwN-H-
UN41
On a défini des vecteurs vy, ..., Un1e 1 €t On constate que ce sont des vecteurs deux a
deux distincts de la base canonique, et que le premier vecteur (1,0,...,0)T de cette base
n’en fait pas partie. De plus on a :
BN,e :Vect(XN,vN+1,...,vN+e_1) (58)

en utilisant la relation (5.7) et la définition de By .. On en déduit que dim(By.) = e car
la premiére coordonnée de Xy est non nulle.

Lemme 5.9. Soit N € N. Alors

XN, UN41, - - -, UNte—1 €St une Z-base de By, NZ".

Preuve. Les vecteurs Xy, Uny1, ..., Unte_1 SOnt entiers et d’aprés (5.8) ils engendrent
By e.
Soit (a,by,...,be_1) € R¢ tels que :

X=aXy+boyi1+ ...+ b 1UNte1 € BN,e NnNZ".

Pour prouver le lemme, il reste & montrer que (a,by,...,b._1) € Z°.
La premiére coordonnée de X est afl*V! on a donc :

aglen) e 7.

On pose i = ¢(N), on a donc uy € {1,2} et pour tout j € [1,n — 2], uly,,; = 0.
On étudie la (i + 1)-iéme coordonnée de X et on a :

e—1 i
lan] 5, UNY _ pland g
aftoN Oi N —I—ij S(NtTj) af'eN O; N € Z. (59)
=1 UN4j
Or
A - 1
N ko _ lanv]—lak], i _ i
oiN = 2 Dlox] — glan] ;Q NI=lowlyr = alon] (0UN + uy) (5.10)
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avec Uy = Z planl=loarl=lyi ¢ 7,

On note VN = 9UN + uly. Les relations (5.9) et (5.10) donnent alors aVy € Z.

D’autre part, comme u}; € {1,2} et § > 2, on a pged(, Vy) = 1 en particulier :
pged (0N V) = 1.

Par le théoréme de Bézout, il existe p; et p, deux entiers tels que p0l¥) + poVy = 1.
On a alors

a = a(p0¥ + pVy) = p1afl*N + praVy € Z

car aflevl € Z et aViy € Z.
En particulier X —aXy = bjonyy1 + ...+ be_1Un4e—1 € Z. Or les vy sont des vecteurs
distincts de la base canonique, donc b; € Z pour tout j € [1,e — 1].
On conclut que (a,by,...,b._1) € Z¢ et donc le lemme est prouvé.

[ |
On peut maintenant calculer la hauteur de I'espace By .. Pour cela il faut estimer la
norme des vecteurs Xy.

Lemme 5.10. Il existe des constantes co > 0 et ¢3 > 0 indépendantes de N telles que :

VN EN, ™ <Xy < 0.

Preuve. D’aprés (5.6) on a §~lovl Xy T Y et donc
N—+00

Xyl — YL

Comme X N < glonl < gon | cette relation asymptotique donne existence de constantes
cy >0 et 03 > () telles que :

VN €N, 0 < || Xy|| < cs6N.
|
Lemme 5.11. Il existe des constantes ¢y > 0 et ¢5 > 0 indépendantes de N telles que :

VN e N, C49aN S H(BN’G) S C50aN.

Preuve. D’apreés le lemme 5.8, les vecteurs Xy, vni1,-..,Unte—1 forment une Z-base
de By NZ". On a donc par le lemme 2.7 :

H(BN,e) = HXN ANUNg1I A O A UN+371||-
On en déduit :

H(By.e) < [ Xnlllonsall - llonpell < | Xnll
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et on a la majoration du lemme en prenant c; = ¢3 la constante du lemme 5.10.
D’autre part on sait que les vy, pour j € [1,e — 1] forment une famille libre. De plus
Y ¢ Vect(vni1, ..., Unte—1) car la premiére coordonnée de Y est 1 et celle des vy est

nulle, donc ||[Y Avn 1A .. Avnye_1]|| > 0. En outre, le (e—1)-uplet (vn1, ..

., UN4e—1) D€

peut prendre qu'un nombre fini de valeurs quand N varie. Il existe donc une constante

c¢ > 0 indépendante de NV telle que :
VNeEN, [[YAunyi1 Ao AUnset]l > cs.

Comme 0~ lo~] Xy 2 Y d’apreés (5.6), il existe Ny € N tel que :
—00
VYN >Ny, [[07lev Xy — Y| < %

On minore alors H(By,) pour N > Nj :

H(BN76) = ||XN A UN-H VANRAN UN—}-e—lH
= glevl|j(@ v Xy — Y 4+ Y) Aunsi A AUnget|
>0l (Y Avvia A Aovgeall = (07 Xy = Y) Aoy A

Ce
> — QN
— 20

d’aprés les inégalités précédentes.

O = ] Q_O‘NH B > 0 £ = i & 0
n pose ¢y ogr}lvl<nNo (Bn.e) et ¢y = min(cy, 29) >

On a alors pour tout N € N
H(BN,S) 2 C46aN

et la minoration du lemme est prouvée.

5.4 Minoration de '’exposant

LN /UN+6—1||)

On montre dans cette section, que les espaces By, (définis dans la section 5.3) réalisent
une bonne approximation de A au premier angle. Cela permet alors de minorer ’exposant

pin(Ale)s.

Lemme 5.12. Il existe une constante cg > 0 indépendante de N telle que pour tout

N e N

WY, Xn) < cgf™ 0N+,

Preuve. Soit N € N. D’apres le lemme 2.16 on a

[y — ot Xy |
Y]

w(Y, Xy) = w(Y,07vXy) <

29



oo o too 2\ T
OrY —o-levlxy = <O > T > J@J) et pour tout j € [0,n —2] :
k=N-+1 k=N+1
+00 j
| lo; — o, n| a
Rt Gl J N1 = fon i1

d’aprés (5.5). On a donc :

IV —o~lev) Xyl < —2 \/n— 1.

— fan+1

n—1lcy

On a donc prouvé le lemme avec cg = %]

Lemme 5.13. Il existe une constante ¢g > 0 indépendante de N telle que pour tout
N eN:

¢1(A7 BN,e) < CgH(BNﬁ)_BNJrl“ﬂNJre'

Preuve. Soit N € N. Comme Xy, 1 € By.etY € Aona:
’gbl (A, BN@) S (,U(Y, XN—i-e—l) S Cge_aNJre = Cge_o[NﬁN”LlmﬁNJrE (511)

d’apreés le lemme 5.12.
On rappelle que H(By,.) < ¢50*N d’aprés le lemmme 5.11. On a donc :

¢1<A7 BN,B) S (CSC§N+1<<-ﬁN+c)H(BN’C)—,BN+1...ﬁ]V+e.

( max_f3;)¢
On pose ¢g = 08C5Z€H1’T]] > CSC’gN“"'BN*e et le lemme est prouvé.
[ |
On rappelle que les Sny1, ..., Onie sont a valeurs dans {51, ..., fr}. On en déduit alors

le corollaire suivant.

Corollaire 5.14. On a :

nA > i+1 .- Mite-
pnfAle)r = max  Fier.. fiy

Preuve. Comme la suite des () est T-périodique, on a :
Vi e IIO,T]],VN S N, N =i mod (T — ].) — 5]\74_1 .. ~5N+e = 6i+1 .. ‘Bi+e'

Le lemme 5.13 donne donc, pour tout ¢ € [0, 7], une infinité d’espaces B rationnels de
dimension e tels que :

U1(A, B) < cgH(B) Pir-Fire,
On a donc en prenant ¢ qui réalise le maximum des ;41 ... Bite ¢

pn(Ale)r > ieﬁ&%ﬁﬂ Biv1 - Bive-
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5.5 Majoration de '’exposant

On montre dans cette section, que les espaces By (définis dans la section 5.3) réalisent
en fait la meilleure approximation de A au premier angle. Cela permet alors de majorer
I'exposant pi,(Ale);.

Lemme 5.15. Il existe une constante c;9 > 0 indépendante de N telle que pour tout

N eN:

Y1 (A, Bye) > c100™ "N Fe.
Preuve. On a montré dans la section 5.3 que By, = Vect(Xy,Unt1,.-., UNte1)-
Comme Xnye1 — Xy € Vect(vnit, ..., Unie1), d’aprés (5.7), on a :

Bn.e = VeCt(XNJrefly UN+415--- uUN+efl)-

Soit X € By, ~\ {0}. On va montrer que

1
w(X,Y) > Cl0 g Tanri]
et donc en particulier w(X,Y) > cwﬁ. Comme (A, By.) = y Er;nin {O}w(X, Y)
EDN, e
cela prouve le lemme.
On écrit X dans la base Xy 1,UN11,- -5 UNte1 -

X = CLZN+6_1 —+ b1UN+1 + ...+ be—lvN+e—1-

avec ZN+€_1 = Q*LQN+e71JXN+6_1.
Quitte & renormaliser X, on peut supposer que :

Cette hypothése donne en particulier || X|| < ¢;; avec ¢y indépendante de N car les
vecteurs vy, sont de norme 1 et Zyi._; — Y d’apres (5.6).
On cherche alors a minorer la quantité || X A Y||. On rappelle que l'on a :

a
e—1 0 1
A0 N4e—1+ Y bjun . o
Jj=1 0
X = et Y = _
n—2 Op—2

e—1
A0n—2 Nye—1+ D bjun_;
i=1
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et que l'on peut minorer || X AY| par la valeur absolue de tout mineur de taille 2 de la
matrice (X]Y"). On a donc :

a 1
. B e—1
Vie[0,n—=2], [[XAY] > |det A0§ Nt 1+ZbuN+] i
=1
e—1

= |a(0; — OiNte-1) — iju§v+j :

+o0o i
Comme 0; — Oy Nte1 = Y, ela T on obtient finalement :
k=N-+e

Vie[o,n—2], |[XAY|> (5.12)

a Z QLak ZbuNﬂ

k=N-+e

On distingue maintenant deux cas.

e Premier cas : pour tout j € [1,e — 1], on a |b;| < 7- On a alors :

1
olonte

e—1
9 9 e—1
a—l—E b; > 72
j=1

car |any.| > e d’aprés la remarque 5.8. On pose c¢1o = /1 — 925 > 0 et donc |a| > ¢po.
Soit i = ¢(N +e) € [0,n — 2]. On a alors

i i _
Uy,e > letuy ,=...=uy ;=0

On utilise (5.12) avec ce i et on trouve :

' 1
XAYI [0 3 gt e |5 0 L
k=N+e
e Second cas : il existe jy € [1,e — 1] tel que |b;y] > m.
Soit i = ¢(N + jp). On a alors
U§V+j0 >1etuyg=... :U§v+j071 :usﬂOH = ... =g = Uy, =0.
En appliquant (5.12) avec i on trouve :
+00 ’Ui
k i
IXAY|>]a Y gl — DioUN o
k=N-+te+1
00 Ui
k
>yl ol Y
k=N-+e+1
1 1 20

= Glanie]  Qlanteri] g — 1
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e—1
car |a| < 1 par 'hypothése a® + > b? = 1. Or, par la remarque 5.8
j=1

1 20 1 20 1 2 1
< < < .
Planterrl § — 1 = Glavsel+1 9 — 1 = flavtel § — 1 = 20lon+el

Cela donne alors

I
QLO‘NJreJ N 29L0‘1\7+6J B QGLO‘NJreJ )

IXAY] >

. 1
min(ci2,s N
12:3) " Comme | X|| < c11 et d’aprés les deux cas que l'on a

Soit maintenant c¢iq = T e

étudiés on a :

||X /\YH > miH(Clg, %) 1 1

X)Y) = _
<) [XN 1Y~ e - [[Y]] Qloweed €10 lan.]

ce qui termine la preuve du lemme.

Remarque 5.16. Les lemmes 5.12 et 5.15 donnent
0139—0N+e S @bl(A? BN,e) S 6149_0“\7'”'“.

On montre maintenant que les espaces By sont les « meilleurs » approchant A dans le

sens du lemme suivant. On note K, = max ;11 ... 0ite-
ice[0,7—1]

Lemme 5.17. Soit ¢ > 0 et B un sous-espace rationnel de dimension e tel que :
Y1(A,B) < H(B) =, (5.13)

Alors si H(B) est assez grand en fonction de € et A, il existe N € N tel que B = By.

Preuve. Soit N € N l'entier vérifiant :
gonte-t < H(B)Keta—t < gone, (5.14)
On montre alors que ce N convient si H(B) est assez grand.

Soit Z1, ..., Z. une Z-base de BNZ". On va montrer que si H(B) est assez grand, alors
pour tout i € [0,e — 1] la quantité suivante :

DN—H' = HXN-H A\ Zl AN ZBH
s’annule. D’aprés le lemme 2.22 on a :

Dnti = wi(Xni, B) [ Xl H(B).
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Or wi(Xnti, B) < w(Xnyi, Y) +wi(A, B) par inégalité triangulaire (lemme 2.15). De
plus || Xyl < e30*V+i d’aprés le lemme 5.10 et wi(A, B) = ¢1(A, B). Ainsi :
Dyii < 30 (w( XN, Y) + U1 (A, B)) H(B).
En utlisant le lemme 5.12 qui donne w(X x4, Y) < cgf~*V+it1 et 'hypothése (5.13) on a
DNJF,L' < cgf N (0897041\[4_1;4,_1 + H(B)iKeiE) H(B)
< 15 (e_aN+i+1+aN+iH(B) + eaN+iH(B)_Ke_E+1)

avec c15 > 0 indépendante de B.
Ke+%—1

D’aprés le choix de N en (5.14) on a 6o+ < §on+e-t < H(B)Ke+37let § > H(B) °n+e |
Alors pour tout ¢ € [0,e — 1] :

Dnyi < c15 (H(B)" + H(B)"2) (5.15)

en posant v; =1+ (_QN+i+1+OéN+i)(Ke+§_1).

AN +te
On remarque tout d’abord que —ani;41 + an4; est maximal pour ¢ = 0. En effet si

1> 1:

ant1 T anyi <2084 < angirl < ANl T aN

en utilisant le fait que Byy;11 > 2 et ay > 0.

On a donc ; < 7y pour tout 7 € [0,e — 1] et on va montrer que vy < —cj4e avec une
certaine constante c1g > 0 indépendante de B qu’il reste a définir.

On a:
o= 1+ (—anq1 +an)(Ke+ 5 —1) - (—Byy1 + (K + 5 — 1);
ON+te BNi1---Brre
enfin :
BN+t - Byge + (—Bngr F 1) (K + 5 — 1)
Yo =
BNi1- - BNve
— (K, —1 o .
< (—=Bw+1 + 1)( )+ Bng1- - By e (5.16)
51\7—1—1 cee BN—&-@

avec Cjg = L5 < _(Byei-D) indépendante de B. On majore maintenant I’autre terme :

4Ke — 2BN+41---BN+e
(=Bnpr +1)(Ke = 1) + Bngi - Byge < (—Bnpr + 1) (Ke — 1) + K,
= —Ke(ﬁNH - 2) + OBn+1 — L.

Or K= max [ii1...0i1e > Bny1 > 2 et done
i€[0,7—1]

—Ke(Bni1 —2) + Byt — 1 < —Byi1(Bys1r —2) + Bner — 1
§ _BJQVH + 3BN+1 -1
<0

64



Car6N+1>2+\[ 127\6
On a donc en reprenant I'inégalité (5.16), pour tout ¢ € [0,e — 1] :

Vi <% S —CieE
avec ci1g > 0 indépendante de B.
Revenons a la majoration (5.15). Pour tout i € [0,e — 1] on a :
Dnti < c15 (H(B)" + H(B)™2) < ¢35 (H(B) ™ + H(B)"2).

Le terme de droite tend vers 0 quand H(B) — +oo. En particulier, si H(B) est assez
grand en fonction de c¢y5,c16 €t € on a :

ViE[[O,G—l]], HXNJri/\Zl---/\ZeH:DN+i<1-
Si tel est le cas, on a, d’aprés le lemme 2.14 :
Vie[0,e—1], Xni; € B.

On rappelle que By, = Vect(Xy, ..., Xnte—1). On a alors montré que, si H(B) est assez
grand, By, C B pour N vérifiant §¥+e-1 < H(B)Ket371 < gonse,
Par égalité des dimensions, on a alors By, = B et le lemme est prouvé.

[ |
Le corollaire suivant termine la preuve de la propriété 5.6 compte tenu de la minoration
déja obtenue au corollaire 5.14.

Corollaire 5.18. On a :

pn(Ale) < Ko = max fBigq... fije.

1€[0,7—1]

Preuve. On suppose par 'absurde que p,(Ale); > K. Il existe alors £ > 0 tel que :
pn(Ale)y > K. + 2e.

Par définition de I'exposant diophantien, il existe une infinité d’espaces rationnels B de
dimension e vérifiant :

0 < ¢1(A, B) < H(B) #(Alehte < [(B)~Ke=e, (5.17)

D’aprés le lemme 5.17, si H(B) est assez grand et vérifie (5.17) alors B = By, avec
N € N. Il existe alors une infinité d’entiers N € N tels que :

0 < (A, Bye) < H(Byo) %= (5.18)
D’autre part d’apreés le lemme 5.15 on a :

VN e N, 1/)1 (A, BN,e) > CloeiaNJre = CloeiaNBNJrl“ﬂNJre > CloeiaNKe. <519)
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De plus d’apreés le lemme 5.11 on a H(By,.) > ¢40*V. En regroupant alors les inégalités
(5.18) et (5.19) on trouve :

ey H(Bye) " < g H(Bn,o) 7.
On rappelle que cette inégalité est valable pour une infinité d’entiers N. On a donc :
cyecio < H(By,e)™®

et en faisant tendre N vers +o0o, H(By,.) — +oo et alors cy°ciy = 0.
Or ¢4y > 0 et ¢yp > 0 ce qui souléve une contradiction et prouve le corollaire.
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Chapitre 6

Construction d’espaces avec exposants
prescrits au premier angle

Dans ce chapitre, on construit des espaces avec exposants prescrits dans le prolongement
du chapitre 5. Ici, les espaces A construits sont de dimension d quelconque et on connait
les exposants diophantiens pour le premier angle dans le cadre o on approxime A par
des espaces rationnels de dimension e avec d + ¢ < n. On fixe n € N*,

On pose ] =2+ % et pour tout entier d € [2,n — 1], on pose
Cd = 5n2(C’d_1)2". (61)
On va montrer dans ce chapitre, le résultat suivant.

Théoréme 6.1. Soient d € [1,n — 1] et (71,...,7m_q) € R* % vérifiant v, > Cy ainsi
que
Vie[2,n—d], ~v>Cyyii,
V(i,j)e[lin—d—1]% i+j<n—d= v <vj

/N
> o

On peut alors construire explicitement A € Z,,(1,n — d); tel que :

Vee [[Ln_d]L MR(A|6>1 = Ye-

Remarque 6.2. Ce théoréme se limite au cas du premier angle 1)y, ici égal a w;. Cela
s’explique notamment par le fait que ’on dispose des relations suivantes :

Q)O(Aa B) = 77Z)1 (A7 B) s e ¢min(dim(A)7dim(B))<A7 B) Z ¢1 <A7 B)min(dim(ALdim(B))
et
IX A Zy A A Ze|l = wn (Vect(X), C)|| X||H(C)

avec Z1,..., 4, une Z-base de C N Z".
Ces relations particuliéres permettent alors les calculs de ce chapitre.
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Le théoréme 6.1 se déduit directement du théoréme suivant. On peut reprendre la preuve
du théoréme 5.1 page 54 pour les détails.

Théoréme 6.3. Soit d € [1,n — 1].
Il existe une constante explicite Cy > 0, telle que pour tout (i, ..., Bn_aq) € [Cqg, +00[* ¢,
il existe A € Z,,(d,n — d), vérifiant

Ve € ﬂl,n—d]], ,un(A‘e)l = max 6@’—&-1---6%’-&-@'
1€[0,n—d—e]

De plus la construction de A est explicite.

La preuve de ce théoréme 6.3 se fait par récurrence sur d € [1,n — 1], le cas d = 1 étant
en fait traité dans le chapitre 5. Pour d > 1, on construit alors, dans la section 6.1.2 un
espace A de dimension d comme somme directe d'une droite Vect(Y;) (construite comme
dans le chapitre 5) et d’un espace de dimension d — 1 dont on connait les exposants
diophantiens par hypothése de récurrence.

On calcule ensuite p,(Ale);, pour e € [1,n — d]. Pour cela on montre en fait que
les meilleurs espaces approximant A sont ceux qui sont proches de Vect(Y;) et donc
pin(Al€)1 = pn(Vect(Yr)le):.

En effet, Vect(Y]) est trés bien approché (avec les p,(Vect(Y7)|e); souhaités) tandis que
I’espace de dimension d — 1 obtenu par hypothése de récurrence est beaucoup moins
bien approché. La minoration p,(Ale); > p,(Vect(Y7)|e); est relativement triviale et est
traitée en fin de section 6.1.2. Pour la majoration, on retrouve la structure de la preuve
présentée dans la chapitre 5 : on exhibe d’abord des espaces rationnels By . approchant
bien Vect(Y]) (section 6.2) et on montre ensuite que ce sont les « meilleurs » par le
lemme 6.6. En estimant alors précisement ¢4 (A, By,) dans le lemme 6.10 (en considé-
rant notamment les mineurs de taille 2 de certaines matrices) on obtient la majoration
dans le corollaire 6.12. Du fait de la dimension d > 1, les preuves difféerent cependant du
chapitre 5 dans leur technicité.

6.1 Construction de I’espace A

6.1.1 Hypothése de récurrence et initialisation

Pour d € [1,n — 1] on pose 'hypothése de récurrence H(d) suivante :
Pour tout (Bi,...,8, 4) € [Cq,+oo["? il existe un espace A de dimension d
engendré par des vecteurs de la forme :

1 1 1
0 0 Tn—1,d
. : Tn—2,d
Yl — O ) Yé — Tn7d+1,2 g ey }/d —
Tn—d,1 Tpn—d,2
T1,1 T1,2 T1,d
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avec 7;; > 0 tels que la famille (7; ;) soit algébriquement indépendante sur Q,
qui vérifie tout e € [1,n —d] :

n A = i v Pite-
tn(Ale)y ieﬂ(]r,?z%)éfe]]ﬁ+l Bi+

Le cas d = 1 est traité dans le chapitre 5. En effet, soit (3y,...,8,_1) € [Cy, +oo[*!

avec Cj = 2 + % Le corollaire 5.7 (démontré au chapitre 5) fournit un vecteur
Y, = (1 o9 - on_g)T avec 0y, . . ., 0,_o algébriquement indépendants sur QQ tel que

Vee[l,n—1], pn(Vect(Yr)le); = [[gnéulq ﬂﬁiﬂ o Pite
1€|0,n—1—e

6.1.2 Espace A et minoration de I’exposant

Dans cette section, on construit les vecteurs Y7, ..., Y, et A = Vect(Y7,...,Yy) en utili-
sant I’hypothése de récurrence.

Le cas d = 1 étant traité, soit d € [2,n — 1]. On suppose que H(d — 1) est vraie.

On l'applique avec 3] = ... = ) _,.; = C4_1. Il existe alors des vecteurs Y, ..., Y; € R"
de la forme
1 1
1
0 Tn—1,d
0 Tn—2,d
}/2 = ' 3 }/23 = Tn—d+2,3 PICIN) Yd =
Tn—d+1,2
. Tn—d+1,3
71,2
71,3 T1,d

avec 7; ; > 0 et tels que la famille (7; ;) soit algébriquement indépendante sur Q. L’espace
A" = Vect(Ys, ..., Yy) vérifie :

Vee[l,n—d+1] wu.(A4le); = (Cyq)®. (6.4)
Dans la suite, on note A\, = (Cy_1)¢ pour e € [1,n —d + 1].
Soit (B, -+, Pn_a) € [Cyq,+o0o[*"¢. On construit maintenant ¥; € R™ comme dans le
chapitre 5.

On étend la suite 5 = (5 )ken+ par :
Vie[n—d,2n—2d], B =Cy,
puis par périodicité :
Vie[1,2n—2d],YEk €N, Bitren—2a = Bi

La suite (8k)ren+ ne prend alors ses valeurs que dans {1, ..., Bn_a, Ca}-
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On introduit aussi la suite o = (ay,)ren définie par :

Qo = 1,
VEeN ap1 = Brpiak.

Soit # un nombre premier supérieur ou égal a 5 et ¢ : N — [0,n — d — 1] définie par :

¢(k) = (k mod (n — d)) € [0,n —d — 1].

D’aprés le lemme 3.15 il existe n — d suites u?, ..., u" %! vérifiant :
: o i e{L,2} siok)=j
Vjie[0,n—d—-1],Vk €N, uk{ ~ 0 sinon (6.5)
d’ott u, # 0 si et seulement j = k mod (n—d—1); et telles que la famille (a9, ..., 0n_q_1)

soit algébriquement indépendante sur Q(F) ot F = (7;;) et ol on a noté :

+oc0 i
. , u
Viel0,n—d—-1], o;=0(0,v,a)= Z aLaiJ'
k=0
On pose alors Y; = (1 0O -+ 0 g9 - Un,d,l)T. La preuve du corollaire 5.7 et
notamment la construction de la section 5.2 donnent alors
Vee[l,n—d], pn(Vect(Y1)le)1 = max Bii1...Bite (6.6)

i€[0,n—d—e]
en plongeant Y dans R x {0}471 x R"~? ¢t en utilisant la propriété 2.23 avec k = n—d+1.
On pose alors A = Vect(Y7,...,Yy) et on note K, les quantités

Ke= max Biy1... Bite
1€[0,n—d—e]

pour e € [1,n — d].

Lemme 6.4. L’espace A est (n — d, 1)-irrationnel.

Preuve. On pose A = (Y1 e Yd) la matrice dont les colonnes sont les Y;. On peut
écrire A = <G> avec :
)
1 1 e e 1
0 0 Tn—1,d (o) Tn—d2 *°° Tn—dd
G = cee 0 Tpn—2,d—1 Tn—2.d et X =
: Opn—d-1 T2 °° Tid
0 Tp-dr12 - “t Tpedtld

d-1
Ona X e M, _44(R) et G € GL4(R) car det(G) = £ [[ Tn-d+ii+1 7# 0 en développant
—1

1=

par rapport & la premiére colonne.
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De plus, par construction, la famille {0} }U{7; ;} est algébriquement indépendante sur Q.
En particulier on remarque que les coefficients de ¥ forment une famille algébriquement
indépendante sur Q(F) ou F est la famille des coefficients de G.

Alors l'espace A engendré par les vecteurs Yi,...,Yy est (n — d,1)-irrationnel par le

lemme 3.16.
[ |

On va maintenant calculer u,(Ale); pour e € [1,n — d]. On fixe e € [1,n —d].
En utilisant (6.6) on a

n (Vect(Yl) |€)1 = K’e.

On remarque que Vect(Y]) C A et on applique alors le corollaire 2.18 en remarquant que
g(l,e,n) = g(d,e,n) =0, et on a alors

pn(Ale)r = pn(Vect(V)[e)r = K. (6.7)

Il reste alors & majorer 'exposant u,(Ale); par K. et c’est 'objet du reste du chapitre.

6.2 L’espace By,

Dans ce chapitre, on montre que le vecteur de A réalisant les meilleures approximations
par des espaces rationnels est le vecteur Y;. On se rameéne alors en quelque sorte au cas
d = 1 traité dans le chapitre 5, le vecteur Y; étant simplement le vecteur Y étudié au
chapitre 5 auquel on a ajouté des coordonnées nulles.

Les « meilleurs » espaces sont donc similaires a ceux étudiés dans la section 5.3 du
chapitre 5, ¢’est pourquoi on les note de la méme fagon. On rappelle ici leur construction
et les propriétés associés.

On pose, pour N € N, le vecteur « tronqué » :

1
0
Xy = glon! 0 ez
0o,N
Op—d—1,N
N 9 2 N uj 1 .
ot l'on a pos¢ o n = > gta_kkj IS MZ pour j € [0,n —d —1].

k=0
Par la construction des X on a :

o-levlxy — 1
N—+o0

et done

0195”\’ S HXNH S Cg(gaN (68)
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pour tout N € N avec ¢; > 0 et ¢o > 0 indépendantes de N, comme énoncé dans le
lemme 5.10. Enfin on a

1Yy — 7Ll Xy || < egf v+ (6.9)
avec c3 > 0 indépendante de N.
Soit alors, pour N € N, By, = Vect(Xn, Xni1,-- -3 Xnieo1)-

Remarque 6.5. On a By, = Vect(Xn,Uni1,. .., Unte—1) OU les v; sont des vecteurs
distincts de la base canonique (voir section 5.3). De plus on a montré dans le lemme 5.9
que ces vecteurs forment une Z-base de By, NZ" et

0490‘“' S H(BN,e) S C56aN <610>

grace au lemme 5.11, avec ¢4 et ¢; indépendante de N.

6.3 Majoration de I’exposant

C’est dans cette section que la preuve différe du chapitre 5 et ou on utilise I’hypothese
de récurrence.

6.3.1 Espaces de meilleures approximations

On montre ici que les espaces By . sont ceux qui réalisent les meilleurs approximations
de A au premier angle. On rappelle que l'entier e € [1,n — d] est fixé.

Lemme 6.6. Soit ¢ > 0 et B un sous-espace rationnel de dimension e tel que :
V1(A,B) < H(B) %=, (6.11)
Alors si H(B) est assez grand en fonction de ¢ et A, il existe N € N tel que B = By..

Soit Zy, ..., Z. une Z-base de BNZ". On reprend le schéma de la preuve du lemme 5.17
en montrant que si H(B) est assez grand, alors pour tout i € [0,e — 1] la quantité
suivante :

DN+i - HXN+Z' N Zl VAN ZBH

s’annule pour un certain N € N a déterminer.
On montre dans ce but, deux lemmes préalables, en rappellant la notation A\, = (Cy_1)°.

Lemme 6.7. Soit £ > 0. On suppose que B est un espace rationnel de dimension e tel
que (A, B) < H(B) A=,
Alors si H(B) est assez grand en fonction de A et de ¢, on a

Vo e ]0, g[ YA A AYaAZi Ao A Z|| < cotbr(A, BYH(B)A+0

avec ¢g > 0 indépendante de B mais pouvant dépendre de 9.

Remarque 6.8. Le lemme 2.21 donne
IYin .. AYaNZyN . ANZ|| = @(A,B)H(B)||Y1 A ... ANYy].

Ici lintérét est de faire apparaitre le premier angle (A, B).
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d
Preuve. Soit Y = ) a;Y; € A de norme 1 tel que ¢4 (A, B) = w(Y,pp(Y)).
j=1
On utilise la relation suivante

w(zd;am,mw» —otpan)) £0( 3 a) (0.2

provenant de I'inégalité triangulaire (lemme 2.15). Or

d
a1Y1 N Z CL]‘Y}

7j=2

d d
> a;Y; A ZQan}
- =

7=1

< laaYa |- (6.13)

d
w (Y, Z an]) =
=2

d d
> a;Y; > a;Y;
= =

d
D’autre part, soit § € ]0, 5 [ Comme Y a;Y; € A = Vect(Ys, ..., Yy) et & condition que
j=2

d
>~ a;Y; # 0, 'hypothése de récurrence (6.4) donne :
j=2

d
w(Z am,pgm) > 4y (A, B) > e;H(B) #1910 — ¢ H(B)
=2
avec ¢y > 0 ne dépendant que de A’ et 9.
En reprenant (6.12) et (6.13) on a donc :
crH(B) ™" — (A, B) < a3

On rappelle que § < 5 et que par hypothése 1,(A, B) < H(B) A=,
Comme H(B) est assez grand on a H(B)™2 < ¢ d’ou :

TH(B)™" < H(B)™" (e; — H(B) )
< eH(B) ' — H(B)

< Jaa [l
et donc csH (B) 7 < |ay| avec cg > 0 indépendante de B mais dépendante de 6. De
d
plus, cette inégalité est toujours vraie si Y a;Y; = 0, car dans ce cas a; = ||Y;] "
j=2

En particulier a; # 0. On pose Dy z = [|[Y1A...AYaAZy A .. AN Z.]| et on calcule alors :

1
Dy,Z:—’ |Ha1Y1/\Yg/\.../\Yd/\Zl/\.../\ZeH
ay

d
<a1Y1+Zanj—pB(X))/\YQ/\.../\YdAzl/\.../\Ze
[

Jj=2

1
:m”(Y—pB(Y))/\Yg/\.../\Yd/\ZlA.../\Ze”
1
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car Y a;Y; — pp(X) € Vect(Ys, ..., Yy, Z1,..., Z.). On peut alors majorer :

d
)

J
IV —ps(Y)| - [Ya Ao  AYall - |1Zi Ao A Ze|
|ai
< U1 (A, B)||YaA ... ANY,||H(B)

- CgH(B>_>‘S_6

Dy,z <

car Zi, ..., Z, est une Z-base de BN Z" (propriété 2.7).
On a donc :

VJG]O,E[, WYiA.AYaANZI N AN Z SCGQ/;I(A’B)H(B)HAQH
avec cg = ||Y2/\.../\Yd||c§1,
[ |

Lemme 6.9. Soit € > 0. On supposec que B est un espace rationnel de dimension e tel
que (A, B) < H(B) 7. On rappelle que Zi,. .., Z, est une Z-base de B N Z".
Pour N un entier, on pose Dy = [|[ Xy A Zy ... AN Z,||.

Alors si H(B) est assez grand en fonction de A et de ¢, on a pour tout N € N :

1
OR= }0’ % [’ Dy < ngaw(1+t>\c+1+t5)H(B)1+t/\c+1+t5 (1/]1 (A, B)H(B)’\“L(S + )

Poan+1

en posant t = min(d—1, e+1), et avec ¢g > 0 indépendante de N et de B mais dépendante
de o .

Preuve. Onpose Ey = [ Xy AYo AL AYGANZ o AN Z||.
On utilise le lemme 2.21 et on a :

Ev=|YaN. . AYGANXNNZy o N Z|
= (A, CY)||[Ya A .. AY|| - || XN AZy... A Zd (6.14)

avec Cy = Vect(Xn, Z1...,Z.) et A" = Vect(Ys,...,Yy).

On rappelle que p(A’,Cn) = 1 (A, Cn) .. . Yu(A,Cn) > 1 (A, Cn)* avec u = min(d —
1,dim(Cy)). Comme dim(Cy) € {e,e + 1} on a v <min(d — 1,e + 1) =t et donc

P(A',Cy) > 1 (A, Cn)'
car ¢, (A’,Cy) < 1. L’inéquation (6.14) donne alors :

c10EN

¢1 (A,7 ON)t

avec cjgp = ||[Ya A ... A Yy||™! une constante indépendante de N. Enfin comme Cy est un
espace rationnel de dimension f € {e,e + 1}, par I'hypothése de récurrence (6.4) on a :

Dy=|XNAZi.. . ANZ| < (6.15)

V(5 > 07 wl(A/; CN) Z an(CN)*/\f% Z CllH(CN)*)\e-Q—l*é
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avec c11 > 0 indépendante de N et dépendante de . Dans la suite on fixe 6 € }O, 5 [
Comme Xy, 7, ..., 7, sont des vecteurs entiers on a d’aprés la remarque 2.8 :

H(CN) < || XN [[1Ze A oo AN Ze|| < 20N H(B)
avec ¢y indépendante de N provenant de (6.8). L’inégalité (6.15) devient alors :

Dy < ClocflthAe+1+t59aN(t>\e+1+t6)H(B)t>\e+l+t55N. (616)

D’autre part, on majore Ey. Pour N € N, on pose Zy = 0-l*N Xy et Wy =Y; — Zy.
On a alors

En =0l Zy AYa N ANYINZy N Z|
=LV ||(Yy = W) AYa AL AYaANZy AN Ze|
SON(IYIAYaoAN AYGANZL o0 NZe|| +H [WNAYa AN AYgNZy o N Ze])

On étudie les deux termes séparement. Premiérement :
IYiAYaA . AYGAZy .o A Ze|| < cgibn (A, BYH(B) 0

d’apres le lemme 6.7. Deuxiémement, d’aprés (6.9) on a |[Wy|| = ||Y1 — Zn]| < cz67 v+
donc

IWNAYa A AYgNZy o AN Ze|| S W Y2 A A Y| 1 20 A Ze|
S C39_aN+1012H<B)

avec c12 = ||Ya A ... AYy||. Ces deux inégalités permettent de majorer Ey :

En < a3 (¢1(A, B)H(B)* + L)

Poan+1

avec ¢13 = max(cg, c3c12) et donc en reprenant (6.16) :

1
Dy < clocitcgkeﬂ—i-téeal\r(tA5+1+t6)H(B)t)\e+1+t69aN013 <¢1 (A, B)H(B)/\CJré + )

Poan+1

QoanN+1

S CgeaN(1+t/\e+1+t5)H(B)1+t)\e+1+t5 (1/)1(147 B)H(B))\“—H; + 1 >

avec cg = ciocpc T ey,
[ |
On a maintenant tous les outils pour prouver le lemme 6.6.
Preuve (lemme 6.6). On pose
) € n(Cyq)" —1
0 = min . 6.17
(4(75 +1) t (6.17)
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Soit N € N l'entier verifiant :

90N+671(1+t/\e+1+t5) < H(B)Keflftke+1*>\e+% < 9041\1+e(1+t)\e+1+t5) (618)

oit t = min(d — 1,e + 1). Ce choix a un sens; en effet K, —1 —tA.y1 — A + 5 > 0 car
Ke 2 Cd = 5n2(C'd_1)2” Z 1+ n(Cd_1)€+1 + (Cd_l)e.

On applique maintenant le lemme 6.9.
On a bien 91 (A, B) < H(B)™<~¢. En effet, par hypothése

V1(A,B) < H(B) %
et Ko > (Cg)e > (Cyr)® > Ao

Si H(B) est assez grand, le lemme 6.9 donne alors pour tout ¢ € [0,e — 1] :

Dyyi < 0991¥N+i(1+t>\e+1+t5)H(B)1+t>\e+1+t5 <¢1 (A, B)H(B))\e+5 + 1 )

QAN +it1

QN +it1

S CgeaN+i(1+t>\e+1+t5)H(B)1+t>\e+l+t6 <H(B)—Ke—€H(B)/\e+§ + 1 ) ‘

Par le choix de N en (6.18) on a pour tout ¢ € [0,e — 1] :
0(1N+i(1+t)\e+1+t5) < H(B>Ke—1—t)\e+1—>\e+%

par croissance de la suite (ay). De plus, par choix de d en (6.17), on a 5 +t5 +0 < ¢,
Alors pour tout i € [0,e — 1] :

Dy+i < ¢ (H (B)% + 00‘N+i<1+m+1+t5>—wfﬂ‘+lH(B)”WH“‘S) : (6.19)

On s’intéresse dorénavant au second terme Gy ; = §oN+i(IH A1+ —anvics [ ( B)IHAer1H10,
On note g, = 1 + tAe1 + 8 < 2n(Cy—1)" par choix de 0 en (6.17). On a

an+ifle = ON+it1 = ON(BN+1 -+ - Bnri) (e — By+ir1) <0
car d’aprés (6.1) :
Cq = 5n*(Cy_1)*" > (2n(Cy_1)" + 1)2n(Cy_1)" > 02 + 0. (6.20)

Le choix de N donne une minoration de 0 :

Ke*"leﬁ’%

6 > H(B) AN telle

et on peut donc majorer :

(Ke—ne+5)(antine—antit1)
9“N+i7Ze*OIN+i+1 < H(B) AN feMle

et donc :

(Ke—ne=Xe+5) (N yime—N{fit1)

Gnyi < H(B) ANt

+ne
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 (Ke=ne—Aet+5)(@Nyife—aNtit1)

On étudie alors I'exposant y; = pyeT +n. pour i € [0,e — 1]. On
pose ¢4 = 57— une constante indépendante de N. D’apreés (6.20) on a

n? < Ca — ne - (BNtit1 — 0e)(2Bn41 - - - Bnsi)
Kene o 2Ke776 o ﬁN—i—l CIES BN—i—ene

On majore alors v;, en remarquant que Byi1 ... Ovie < K, -

C1a < 5

(Ke = ne — Ae + 5)(an4ine — anit)
Yi = + e
AN telle

 (Ke—me = Ae+ 5) (e — Bn1) (B - Brtitr)
= -|- 776

BNt - Briene
< (Ke — e — )\e)(ﬁe - 5N+i+1)(5N+1 . -BNJri) + Bns1 - -5N+e77§
N BN+1 -+ BNtene
< (Ke — e — Ae)(Me — Bnrir1) (Bt - Bny) + Ken?

N BN+1 - BNtene

— C14€

— C14E€. (621)

On majore maintenant le premier terme en remarquant que celui-ci est maximal pour
it =0car Byy1...Bn4i =0,

(Ke =N — Ae) (e — Bngr) + Kenf < (Ke—=1e — Ae)(me — Ca) + Kenz
(Ke —Te — )\e)nz + Kenz

_(776 + )‘e)ne

0

IA A CIA

en utilisant (6.20).
En reprenant (6.21) on a donc pour tout i € [0,e — 1] :

Vi S —C14€.
Enfin l'inégalité (6.19) donne pour tout i € [0,e — 1] :
Dy < ¢ (H(B)‘f n H(B)‘CME) .
En particulier, si H(B) est assez grand en fonction de cg,c14 €t €, on a :
Vie[0,e—1], [[XnwiAZi...ANZ||=Dnyi <1
On a donc, d’aprés le lemme 2.14 :
Vie[0,e—1], Xyu; € B.

On rappelle que By = Vect(Xy, ..., Xnte—1). On a alors montré que, si H(B) est assez
grand, By, C B pour N vérifiant (6.18).
Par égalité des dimensions, on a alors By, = B et le lemme 6.6 est prouvé.
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6.3.2 Minoration du premier angle et conclusion

Dans cette section, on minore I'angle 91 (A, By ) ; cela nous permet de majorer p,,(Ale);
et de conclure la preuve du théoréme 6.3.

Lemme 6.10. Il existe une constante c¢;5 > 0 indépendante de N telle que pour tout
N eN:

Y1 (A, Bye) > cq507 N re.

Preuve. Soit X € By, et Y € A non nuls tels que :

w(X,Y) =191(A, Bype).

On rappelle (voir section 6.2) que By, = Vect(Xn, Uni1s .- UNte—1)
ou v; = (O - 0 poy - pn,d,l,j)T avec
Vi e [[O,Tl—d—l]], p”:Wu;E{O,l}

J

D’apres la remarque 6.5, les v; sont des vecteurs distincts de la base canonique.

On pose alors a,aq,...,a.-1 € R tels que :
a
0
e—1 0
X =af vl Xy + E AUN L = !
+1
P acoN + Y aipoN+ti
= i=1
e—1
a0n—d-1,N + D GiPn—d—1,N+i
i=1
De méme, on pose by,...,b; € R tels que :
d
> b
=1
denfl,d
d d b
i Tn—d+1,j

Y =) bV = j

d
blO'o + Z banfd.j
j=2

J

2

d
b10p—a-1+ D b7
i=
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Quitte a renormaliser les vecteurs X et Y, ce qui ne change pas w(X,Y’), on suppose
que l'on a :

e—1 d
a2+2a? :Zb? =1.
i=1 j=1
En particulier, cette hypothése donne :

XN Y I < e (6.22)

avec c1g > 0 une constante indépendante de N.

On cherche alors a minorer || X AY||. On utilise ici, le fait que les coordonnées du vecteur
X AY sont les mineurs de taille 2 de la matrice (X Y) € M, »(R). En particulier,
| X AY|| est minoré par la valeur absolue de chacun de ces mineurs. On pose les quantités
suivantes :

oc=max(l, max (0;)),

1€[0,n—d—1]
7 = min min  (7;),
jel2,d] ie[1,n—1—d+j]
T'= max max (7,),
jel2.d] i€[1n—1-d+j]
1
§=—".
flon—da—1]

On suppose dorénavant N > n — d — 1, alors pour tout i € [0,n —d — 1] il existe
k € [0, N] tel que ¢(k) =i, dou u}, € {1,2} et

s < oin. (6.23)

Enfin on définit la quantité suivante :

M= nTroare: " (624

On va montrer
[ X AY| > cip N+ (6.25)

avec c17 > 0 indépendante de N, en faisant une disjonction de cas suivant les valeurs
prises par les b;.

e Premier cas : Si il existe k£ € [[2,d] tel que biTh—dik—14] > MO~*N+e on étudie

d
=k

J
le mincur de la matrice (X Y) correspondant aux lignes d — k + 2 et d+ 1 + ¢ avec
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¢ € [0,n—d—1]. On a alors :

Vee[0,n—d—1], || XAY]| > |det

7

d
= E biTn—d+k—1,
=k

J=2
e—1

aoy N + E AiPe,N+i

=1

e—1

aoy N + E A;Pe,N+i| -

=1

> MO+

1 1
557z €t la| < N
Dans le premier cas, on choisit £ = ¢(/N + ¢€). On a en particulier :

On distingue alors deux cas : |a| >

PLN+1 = - = Pt,Nte—1 =0
et donc d’aprés (6.26) et en utilisant (6.23) :

Mogn D-onie > Ms

20\/e ~ 204/e

ce qui donne (6.25). Dans le deuxiéme cas on a |a| < 5=~ et donc :

20+/¢e

Q*QN+e

IX AY]| > MO~N+ |agy | >

e—1
Zale—a221— ! >e—1

: do2e — e
=1

puisque o > 1.
En particulier il existe i € [1,e — 1] tel que |a;| > \/ia
On choisit alors ¢ = ¢(N +i). En particulier :

PeNti =l et ppni1 = ... = peNtic1 = PeN+ivl = - = Pr.Nte—1 = 0.
D’apreés (6.26) on a :
| X AY]| > MO+ |aoe N + a;
> MO~V (|a;| — |ao)
1 1
> Mg [ — -
> e (- 57)
M

> g,

=N

d
> 0T atk-1,
=k

e Second cas : Si 'hypothése 3k € [2,d],

n’est pas respectée on a alors :

d

E bj'rnfd+kfl,j

j=k

Yk € [2,d], < MO=on+e,
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0 > biTu—drk-1,
=k

e—1 d
aoyN + Y @ipenyi D10+ Y biT—as
£

(6.26)

> MO~“N+e du premier cas



On montrera plus loin (dans le lemme 6.11) qu’on a alors :

‘ M(1+ Lyd=2g-onie | J 1 3
vjel2.d], bl < . , ;bj > 5 et |ba] = 5 (6.27)
car M = T < YT . On admet pour l'instant ce résultat.

4(d—1)(T+0o)(1+L)4=2 = 4(d—1)(1+L)d-29"*N-+e
On considére le mineur de la matrice (X Y) correspondant aux lignes 1 et d + 1+ /
avec ¢ € [0,n —d — 1]. On a alors pour tout ¢ € [0,n —d — 1],

d
a 2. b
7

IX AY] > |det o1 (6.28)
aoe N + Z a;ipeN+i b1og + Z biTh—d—e;
On distingue alors deux cas : |a| > K et |a| < K avec K = 4(U+(T+;)(d_1))\/g.
Dans le premier cas, on choisit £ = ¢(/N + ¢€). On a en particulier :
pPeNte =1et pgnii=...=peNye1 =0
N ol N+e—1 g .
et oy = kz::o ] = kZ::O ol CAr alors uy; = ... =uy,.; =0. On en déduit que

B . uN—i—e 1
|Je Ue,N| - k%;r HLQU QLaNJrEJ 2 Gonte”

L’inégalité (6.28) donne alors :

d d
a (blo'e + Z b‘an_d_g’j> — a0y N Z b]

j=2 =1

X AY] =

> |al

d
b1 Uz —UzN g bg O¢N — Tnfdfﬁ.j)
Jj=2

et donc en rappellant que o et 7" majorent respectivement les oy et les 7; on a

d
1
X AY][ = |l (IblleaM —(e+T)) !bj!)

=2
M(1+ E)“)

TOYN +e

> Jo <495’N+6 (e +T)d-1)

la] (3 1
> P
T fgvie \4 4
K
260‘N+e

v
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en utilisant (6.27) et par définition de M en (6.24).

N _ 1
Dans le deuxicme cas, on a |a| < K = T e 7e ¢t done
e—1
1 e—1
2 2
=1—a">1-— > .
YA
En particulier il existe i € [1,e — 1] tel que |a;| > \/i;
On choisit alors £ = ¢(N +i). En particulier :
penvi =1et pony1r = ... peNvic1 = PeNyit1 = - = PeNte—1 = 0.

D’apreés (6.28) et (6.27) on a :

d
IXAY| > |a (blag + Z b,,-Tndg,j) — (aoy N + ;) Z bj

Jj=2 j=1
d d
> aizb]’ — |aby(0p — oun)| — azbj(Tnfdej_UZ,N)
=1 =2
i -
> oo o))
=2
1
> — — T —1
> 5z~ llo+ (T4 o)d— 1)

1
>0
~ 44/e

d d
en majorant grossieremment y [b;| par d — 1 car ) b3 = 1. En particulier
= =1

| X AY| > 6 n+e,
Dans tous les cas on trouve, pour tout N >n—d—1:
IX ANY|| > 707N+

avec ¢17 > 0 indépendante de N. Quitte a diminuer ¢;7, comme on a (A, By,) > 0 par
(e, j)-irrationalité de A, on peut supposer cette inégalité vraie pour tout N € N.
En utilisant (6.22) on trouve donc :

”X/\Y” C—le—aN_._e.

Ui(A, Byg) =w(X,y) = 1202
1 Xy = e

, —1
Le lemme est donc prouvé avec c¢j5 = c17¢4 -

On va maintenant montrer le résultat utilisé dans la preuve précédente.
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d
Lemme 6.11. Soit by, ..., by verifiant 3 b% = 1.
j=1

On suppose qu’il existe 0 < M < 4(d_1)(1+5d72g,w+e tel que :
d
Vk e [[27d]], ijTn—d+k—1,j < MO N+e, (629)
Jj=k
Alors
3 ’ M(1_|_ )d 29 QN+e d 1
|b1| Z Z, VJ € [[Q,d]], ’b]| S - et ]Zlbj Z 5

ot 7 et T désignent respectivement le minimum et le maximum de la famille des {7; ;}.

Preuve. On raisonne par récurrence descendante sur ¢ € [2,d]. On montre un résultat
plus fin :

M(1 4 Lyd=ig=on+e
Vie[2,d], |b]< a+7) . (6.30)
T

Si ¢ = d alors 'hypothése (6.29) avec k = d donne :

Mo=exte  M(1+ Z)T97vte

Tn—1,d T

Soit ¢ € [2,d — 1], on suppose que pour tout i > i U'inégalité (6.30) est vérifice. On
applique alors I’hypothése (6.29) avec k =i :

d

E banchifl,j

j=i

< MO N+e,

En particulier on a donc [b;7,—gti—14] < MO~ N+e 4 Z |b;Tn—d+i—1,;| et donc en utilisant
Jj=i+1
I’hypothése de récurrence :

d ]‘9 QAN+te
bi| < ———— | MgoNe T
’ ‘ Tn—d+i—1, < Z )

J=ti+1

M T (1—(1+ Lyd-i
e (e (1 ))
T T —=
M T\
— _efaN+e <1 + _>
T T

ce qui prouve donc (6.30) pour tout i € [2,d] et donc la deuxiéme inégalité du lemme.
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En particulier on a :

M1+ )27 1
T 4(d-1)

d
On utilise le fait que Y b7 = 1 pour avoir :
i=1

d
1 3
2=1- 2>1-(d-1)—— > =,

De plus :

d

Db

j=1

d

> b

=2

-t L

= Ad—1) 2

A~

> |by| —

[ |
Le corollaire suivant termine la preuve du théoréme 6.3 compte tenu de la minoration
(6.7) obtenue a la fin de la section 6.1.2.

Corollaire 6.12. On a :

n A <K.= i+1 - Mite:
pn(Ale)1 < ie[[(glﬁ);—e]]ﬁﬂ Biv

Preuve. On suppose par 'absurde que p,(Ale); > K. Il existe alors £ > 0 tel que :
pn(Ale); > K, + 2e.

Par définition de 'exposant diophantien, il existe une infinité d’espaces rationnels B de
dimension e vérifiant :

0 <91 (A, B) < H(B) #elAlehte < [(B)~Ke—e, (6.31)

D’aprés le lemme 6.6, si H(B) est assez grand on a B = By, avec N € N pour les
espaces veérifiant (6.31). Il existe alors une infinité d’entiers N € N tels que :

0 < 1 (A, By.e) < H(By,.) %= (6.32)
D’autre part d’aprés le lemme 6.10 on a :
VN e N, 'Lpl(A;BN,e) > 0159706N+e = 01597QN5N+1'"5N+6 > C15(97QNKC. (633)

De plus d’aprés (6.10) on a H(By,.) > ¢40°N. En regroupant alors les inégalités (6.32)
et (6.33) on trouve :

Clg,cfeI‘[(B]\/Ve)_Ke S H(BNVE)_KQ_E.

On rappelle que cette inégalité est valable pour une infinité d’entiers V. En faisant tendre
N vers +00, H(By,.) — 400 ct alors cl5cf@ =0.
Or ¢15 > 0 et ¢4 > 0 ce qui souléve une contradiction et prouve le corollaire.
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Chapitre 7

Construction d’espaces avec exposants
prescrits a plusieurs angles

Dans ce chapitre, on construit des espaces dont on peut calculer une famille d’exposants
diophantiens correspondant & des angles différents.

On utilise encore une fois les constructions du chapitre 5 et le résultat du chapitre 4 pour
calculer ces exposants.

On fixe n € N* et dans tout ce chapitre, comme n ne varie pas on note g(A, e) la quantité :

g(A,e) = g(dim(A), e, n) = max(0, dim(A) + e —n).
On introduit aussi, pour e, ¢ deux entiers, la quantité :
f(e, ) = max(0,e — £).
On suppose ici que n = (m + 1)d avec m,d € (N*)2. On a alors le théoréme suivant.

1
Théoréme 7.1. Soit ¢; = (1+ L)% et 1 <y < cy.
Soit (B11,--.,P1m) € R™ tels que :

min (f1e) > (Sd)cz Tet min (S0 > nax (Bre). (7.1)

Le[1,m] ¢e[1,m] te[l,m]

Pour i € [2,d], soit (B;1, ..., Bim) € R™ vérifiant pour tout i € [1,d — 1] :

) > : 7.2
éem[[lln]](ﬁ ) nax, (Bit1e) (7.2)
. : Z 7.3
et min (Bit1,e) > Zg[[lgxﬂ(ﬁ 0)%. (7.3)

Il existe un espace A de dimension d dans R™ tel que pour tous e € [1,n — 1] et
ke [l+g(A e),min(d, e)] vérifiant e < k(m + 1) on a A € Z,(d, €)r_g(a,.) €t :

1
pn(Al€)k—gae) = —
Z 1
g=11 flemk) T
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ou vy, ..., v sont définis en posant u et v tels que e = kv + u soit la division euclidienne
de e par k et :

Vg = { . : Zi p 5 Riﬂmﬂ (74)
ct enfin
Vie[l,d], Yve[l,m], K= hax Bies1 - Bitro-
k
Remarque 7.2. On a ;vq =u(v+1)+(k—u)v = e et v, < m+1 pour tout g € [1, k]

car e < k(m +1).

Remarque 7.3. Si d = 1, on construit dans le théoréme 7.1 une droite A vérifiant pour
tout e € [1,n — 1]

ﬂn(A’€)1 = Klﬂ)l = max B’i,ﬁ-ﬁ-l . ﬂ’i,é—i—e-
Le[0,n—1—€]

On retrouve alors le corollaire 5.7 avec cependant ici une hypothése (7.1) plus restrictive.

Remarque 7.4. On peut reformuler le théoréme en considérant la quantité v, (Ale), =

(un(Ale)r) L. On va construire ici 'espace A comme somme orthogonale de droites A,
k

et pour k € [1+g(A,e), min(d, e)], des espaces rationnels B = € B, avec dim(B,) = v,
q=1

et les B, deux a deux orthogonaux, sont les meilleures approximations respectives des

A,. Par orthogonalité, on a donc H(B) = H(By)...H(By). Les hypothéses (7.1), (7.2)

et (7.3), et la construction des B, donnent alors
vqe Hlaf(eamk)]L H(Bq)zl

et que les quantités wy(A,, B,) pour ¢ € [1 + f(e,mk), k] se comportent toutes comme
wi(A, B) (asymptotiquement en H(B)). On va montrer que les espaces B ainsi construits
sont les meilleures approximations de A; cela donne alors que (wy(A, B))/(Ak-oca.e)
se comporte comme H(B) quand H(B) — +oo. Comme par définition des exposants
diophantiens et des B, on a (w;(A,, B,))"#")1 de I'ordre de H(B,), cela donne alors

k
Vn(Al€)k—g(ae) = Z Vi (Agta—i|Vg)h
g=1+f(e,;mk)

avec Vn(Aq-f—d—k’Uq)l = K(,_Jrld—k,uq'

On énonce deux corollaires directs de ce théoréme. Le premier montre que si on se
restreint a des petites valeurs de e (au plus %i = m) alors on connait explicitement

tous les exposants diophantiens p,(A|e), associés; on a en particulier g(d, e,n) = 0 dans
cette situation.
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Corollaire 7.5. Sous les hypothéses (7.1), (7.2) et (7.3), il existe un espace A de dimen-
sion d tel que pour tout e € [1,m] et tout k£ € [1, min(d, e)] on a

1
pn(Afe)y = ———.
1
qX::l Kqtd—k,vq
Enfin, en prenant o; = ;1 = ... = f;,, pour tout ¢ € [1,d] dans le théoréme 7.1, on a

le corollaire suivant (qui concerne les mémes exposants que le théoréme 7.1 mais posséde
moins de parameétres).

Corollaire 7.6. Soit ¢; et ¢y les constantes du théoréme 7.1.

Soit ag > ... >« tels que ay > (3d)°2%1 et pour tout i € [1,d — 1], a{? < a1 < .
Il existe un espace A de dimension d dans R™ tel que pour tous e € [1,n — 1] et
ke [1+4 g(A, e),min(d,e)] vérifiant e < k(m+ 1) on a :

1

,un,(Ale)k—g(A,e) = &

Y o7

a q
q:1+f(e,mk:) atd=k

Pour démontrer le théoréme 7.1, on construit dans la section 7.2 un espace A de dimension
d comme somme directe orthogonale de droites Vect(Y;) pour j € [1,d]. Ces droites
sont construites de fagon similaire & ce qui a été fait au chapitre 5, on utilise d’ailleurs
beaucoup de résultats provenant de celui-ci. Une grande partie de la démonstration est
occupée par la preuve de la propriété 7.15, dans la section 7.3.

Cette propriété consiste en le calcul des exposants jin,(As|€)r—g(a,,) avec Ay C A un sous-
espace de dimension k; on peut en effet calculer ceux-ci car ils correspondent alors au
dernier angle puisque k£ = dim(A,). On raisonne alors par double inégalité, en exhibant
des espaces rationnels approchant bien A; (lemme 7.21) et en montrant ensuite que ce
sont les « meilleurs » (lemme 7.23).

Enfin on conclut la preuve du théoréme 7.1 dans la section 7.4, en utilisant le théoréme 4.1
qui permet de calculer pi,(Ale)r_g(a.) en fonctions des fi,,(As|e)r—g(a,.e)-

7.1 Etude des 3,/

Les hypothéses (7.1), (7.2) et (7.3) permettent d’obtenir une propriété d’'indépendance
linéaire sur les f3; o que 'on développe dans cette section. On définit de plus des suites
(a; N)nen pour @ € [1,d]; nécessaires a la construction de l'espace A dans la section
suivante.

7.1.1 Hypothése d’indépendance linéaire

Tout d’abord pour tout i € [1,d], on introduit un terme f; ,,+1 pour avoir une propriété
d’indépendance linéaire sur la suite des (Bi7g)ie[[17d]]7ge[[17m+1]].
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On choisit (/3 m41)icp.q de sorte que :

> ¢ d)ez—1 .
min B = max((_max )7, (30)55), (7.5)

ainsi que pour tout ¢ € [1,d — 1],

: VS , '
o iin 1H(ﬂz,z) >, nax lﬂ(ﬁm,e), (7.6)
. > . Cc2 .
eiin (Bine) = max (8%, (7.7)
et
log(E; o .
la famille {1} U ( o8 )> est lincairement indépendante sur Q  (7.8)
108(E)) / s jep, a2 i

en notant E; = B;1 ... Bim(Bims1)™ pour i € [1,d].

De tels f;m41 existent car les inégalités des hypothéses (7.1), (7.2) et (7.3) sont strictes.
L’ensemble des (B m+1)icq,q vérifiant (7.5), (7.6) et (7.7) contient donc un ouvert non
vide, on peut choisir (81 m+1,- .-, Bam+1) vérifiant (7.8) dans celui-ci car ’ensemble des
d-uplets pour lesquels (7.8) n’est pas vérifiée est une réunion dénombrable d’hypersurfaces

de R<.

1
Remarque 7.7. On a choisi ¢; = (mTH) 4 de sorte a avoir

Voe[l,m+1], (v—1)c <w.

7.1.2 Prolongement des f;, et étude des K,

On pose pour i € [1,d] et £ € [m+2,2m], Bie = Bim+1-
Enfin, on étend par périodicité la suite des f3;, en posant pour tout i € [1,d] :

Ve [[17 Zm]]v vp € Na ﬁi,f—i—?mp = ﬁi,ﬂ'

Remarque 7.8. On a par périodicité

Vie |l,d max 3 p41 ... 3 = It
[[ ) ]]7 EEN)*( ﬁz,ﬂ»l BZ,Z+U ‘e [[0 2m 1] ﬁz A+1 - /BZ,Z+’U
Comme S; i1 = Bimt1 = ... = Bioam et pour tout £ € [1,m], Sim+1 < Big on a donc
Vie|l,d], VYve|[lm+1 max 041 - Pigee =  Max 01 - Bitgo-
[[ ]] [[ ]]7 (€[0.2m—1] 6%,5—5—1 Bz,é—H Ce[0mt1—0] 67,,6-1—1 61,6—}—1

En particulier, si v < m, on remarque que

max S Bipre = max @ a1 Biggo = Koy
£e0,m+1—v] ¢efo,m
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On étend alors la définition de K;, av=0et v =m+ 1 par :

ZE[[ ) ]]7 v G[[ 7m+ ]]7 s EE[[OI,I;L%»}ifv]]BIJFI 6,[+ %%§ﬁ,f+l Bﬁer

avec la convention qu’un produit vide est égal a 1 si bien que K;o = 1.

Propriété 7.9. Soit k € [1,d] et e € [1,k(m + 1) —1]. Soit 1 < j; < ... <j, <d.
Alors pour tout ¢ € [1,k] on a :

1 1
YT T : T T R 20
Jql 1
£e[1,m+1] > e
(=1+f(e;mk) ¢

ou v1, ..., v, sont définis dans le théoréeme 7.1.

Remarque 7.10. Les hypothéses (7.1) et (7.2) sont plus fortes que celle énoncée dans
la propriété 7.9. En fait, la propriété 7.9 est suffisante pour montrer le théoréme 7.1.

Avant de prouver I'inégalité de la propriété 7.9, on va démontrer deux lemmes.

Lemme 7.11. Pour tout > min f;,on a:
ee[1,m+1]

B —d(1+28%) > 0.

Preuve. Comme , [[min ]]51,5 > (3d)ﬁ > 1 par ’hypothése (7.5), on a :
cll,m+1

cg—1

B (8% —2d) > 1(3d — 2d) > d.

co—1
Or 5%(5% —2d) =0 — 2dﬂé et le lemme est prouvé.
[ |

Lemme 7.12. Soit k € [1,d] et e € [1,k(m + 1) —1]. Soit 1 < j; < ... < jr < d. On
note u le reste de la division euclidienne de e par k.
Alors pour tout ¢ € [1,k] on a :

(quvvq_1)02 S K < K

Ju+1,%u+1 — Jq,Yq "

Preuve. Il suffit de montrer les deux inégalités suivantes pour conclure :

A e L i . Vut1 7.9
zeﬁl,ffil]] i) - (26[[111}7171%]] Bresrt) 79)

t . Vy+1 < ] . ’Uq‘ 710
e (Km{i ; Bjusa )t < (ee[[r;};nglﬂ Biat) (7.10)

En effet i )< K, < )Y tous j € [1,d] et v €
n effet, on a (ze[[rlr.l;grl}] Bie) < Kj, < (éeﬁgfkl}] Bje)’ pour tous j € [1,d] et v
[1,m +1].
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On distingue trois cas selon la valeur de g.
e S5i ¢ < u+ 1 alors par définition des v; on a :

Vg = Uyp1 +1€[2,m+1].

On utilise alors I'hypothése (7.7), qui appliquée j,4+1 — j, fois, donne

. (,Uq_l)c;u+1*jq < . ) ’Uq—l o . ) Vb1,
max min = ( min
te[1,m+1] Biat) - (ée[[l,erl]] Biusre) (ée[[1,m+1]] Biurn )™
cela donne (7.9) car j,1 — j, > 1.
Pour 'autre inégalité, on utilise cette fois-ci 'hypothése (7.6), qui appliquée j,11 — Jg
fois, donne :
(vqfl)cjl.“"*'lijq

max ; Yutl < ( min ;
te[1,m+1] Biurre) - (ée[[l,erl]] Bivt)

Or, comme jy11 — jg < d on a (v, — 1) ™ < (v, — 1)c? < v, d’apreés la remarque 7.7
et donc

max ; Vutl min )
(ZG[[l,erl]] BJ”H’Z) - (Ze[[l,mﬂ}] 6]‘%)

ce qui prouve (7.10) dans le cas ¢ < u + 1.
e Sig=wu+ 1 linégalité (7.10) est triviale. D’autre part, les hypothéses (7.6) et (7.7)
combinées donnent .
‘ . > , a
eeﬁf}iﬂm Bivr) 2 (Zeﬁgﬁ-l]] Bisat)

et done

c2
min ; Yutl > ( max < Yutlel > ( max ; (vut1—1)ez
(ée[[Lm—l—l}] ﬁ]m-l,é) = (fe[[l,m—&—l]] ﬁju+1,€) = (le[[l,m—i—l]] 5],,,+1,£)

car (v—1)c; < (v —1)c? < v pour tout v € [1,m + 1] par la remarque 7.7. Cela donne
(7.10) dans le cas ¢ = u + 1.
e Si g > u+ 1 alors par définition des v; on a :

Vg = Vyt1 € [1,m].

—(Jq—7Jq
c (Gg—du+1)

L’inégalité (7.10) est claire car feﬁlﬁ,}ilﬂ Biuirt < (Zeﬁ}iﬂlﬂ Bjo) < EE[[rlI,lrinI}rl]] Biut
en appliquant j, — j,+1 > 1 fois I'hypothése (7.7).
L’inégalité (7.9) provient de (7.6) appliquéé j, — ju11 fois :
max [, Z)('Uq—l)CQ <( min 3, Z)(vq—l)cw{q*juﬂ <( min 3, e)vq
te[lmt1] 7T = “ee[lme) Y = Mee[lme]’ MY
car (v, — Depdji 7t < (v, — D) car ¢3 < ¢ et (v, — 1)cf < v, par la remarque 7.7.

Cela donne (7.9) dans le cas ¢ > u + 1.
|

On peut alors prouver la propriété 7.9.
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Preuve (propriété 7.9). Soit ¢ € [1,k]. On note u le reste de la division euclienne
de e par k.
En notant f = f(e,mk) on a :

1 1 > qul,+17vzl,+1 Kju,+1,vu+1
- (k D= k=f = d
Z K; ze[[rflf} k] Kooy
(=14f 0
car d’aprés le lemme 7.12, K, | 0., = /eﬁlir},k]] Kj, 4,-
Enfin comme min f; ,> min [, > 3d par les hypotheses (7.5) et (7.7), on a
2e[1,m+1] Le1,m+1]
1 1 S 1
/8.711 B 2
/E[[l m+1]] £
On peut donc minorer la quantité (1 — L 5 > —1 —1| = Kj,u-1
ze[[l 1] 79 L

=1+ f(e,mk) Kigwg
par

1 —Kju+1’1)“+1 _ 1 _ K — Kju+1:'uu+l - d(l + 2qu Vg— )
d .7(17vq_1 2d

2
jusr v — d(1+ 2K, ,.—1) > 0 pour conclure.

Sivg = 1alors Kj -1 =1et Kj, .., = [[mln 1]6175 > 3d, donc la propriété 7.9 est
le[1,m+1

Il reste alors & montrer que K;

prouvée dans ce cas.
Sinon v, > 2 et en appliquant la minoration du lemme 7.12 on a

K.

Ju+1,Vu+1

—d(1+2Kj, 1) > K?

Jq:vg—1

—d(1+2Kj, 4,1).

On conclut la preuve en appliquant le lemme 7.11 avec § = KJCQU 1> min [ par
e Le1,m+1]

(7.7), et on trouve

K2, —d(1+2K,,, 1) >0.

Jq:Vq—

7.1.3 Définition des suites «; v
On introduit les suites (o; y)nven pour @ € [1,d] définies par :

@io =1
VN eN, ajni1 = Binti106n

On rappelle que l'on note E; = ;1 ... Bim(Bim+1)™ pour i € [1,d].
En fait ona E; = ;1. .. Bi2m d’apres les définitions du début de la section 7.1.2 et donc :

N N
Vie[l,d], VNeN, an= Ez‘bmjﬁi,l <. Bi.N mod 2m = Ez‘bmjai,N mod 2m  (7.11)
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avec N mod 2m lentier k € [0,2m — 1] tel que N = k mod (2m).
On remarque alors que :

. (0 73wy,
Vie |l,d|, Vvel|lm+1|, K,,= max o1 PBivey = max o ——.
[[ ]] [[ ]] ) te[0mA—o] 5 JL+1 p O+ tel0milo] oy

7.2 Construction de 'espace A

On utilise les constructions que 'on a faites au chapitre 5 pour définir 'espace A du
théoréme 7.1. On rappelle ensuite des propriétés sur les espaces dont on va montrer dans
la suite qu’ils sont les meilleurs approximations de A.

Pour tous i € [1,d] et £ € N*, on a f;y > 3d > 2+ \/52_1 et la suite (G;n) est
(2m)-périodique, on peut donc appliquer la propriété 5.6.
Soit i € [1,d]. D’aprés la propriété 5.6, il existe une droite A; = Veet(Y/) € R™*! telle
que :

Veec [1,m], pmei(Alle)y = max Bigri...0iece = max Bigr1...Bivte

[ I, pmea(Ale) 136[[0,2m—1]]5 o1 Bir o] Bigs1--- Bt

en utilisant la remarque 7.8.
De plus, d’aprés la preuve de cette propriété et en fixant # un nombre premier supérieur
a5, Y/ est de la forme :

Yi/ = (1 O145 - Um,z')T
avec 014, .. .,0m, algébriquement indépendants sur Q.
Puisque n = (m + 1)d on pose pour i € [1,d] :
0
0
}/i — Yi/ c {O}(i—l)(m—l—l) % Rm—l—l % {O}H—i(m—l—l)
0
\ 0

en plagant les coordonnées de Y entre les lignes (i — 1)(m + 1) + 1 et i(m + 1) de sorte
que les vecteurs Y; soient deux a deux orthogonaux.
Enfin, les « meilleurs » vecteurs approchant les Y; sont les Xy ; avec :
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ot les X}y, sont définis en (5.4) dans le chapitre 5.
Pour v € [1,m + 1] et N € N, on pose :

B?V,v = VeCt(XN,i> . 7XN+”U71,Z') (7.12)

Les vecteurs Xy, sont construits de sorte que dim(B};,) = v, voir (5.8).
Les propriétés 5.10,5.11,5.12 et 5.15 donnent alors :

Propriété 7.13. Soit i € [1,d]. Pour v € [1,m] on a :

e300 <[ Xl < catd™,
s < H(BY,) < e,
crf™ N S w (Y, X)) < e 4N,
Col™ VN <l (Vect(Y;),Vect(B}'\,’v)) < ol TVt

avec c3, 4, Cs, Cg, C7, Cg, Cg €t c19 des constantes indépendantes de V.

On pose enfin A = Vect(Y,...,Yy) et pour J C [1,d] :
AJ = VectjGJ(Y}-). (713)

Comme les vecteurs Y; sont deux a deux orthogonaux, on a dim(A) = d et dim(A,) =

4.

Lemme 7.14. Soit J C [[1,d] non vide et e € [#J,#J(m + 1) — 1].
Alors Ay est (e, #J — g(Ay, e))—irrationnel.

Preuve. On suppose le contraire par ’absurde. Il existe alors B un sous-cspace ration-
nel de dimension e tel que dim(A; N B) > #J — g(Ay,e) + g(Ay,e) = #J.

Commme dim(A;) = #J ona alors A;NB = Aj.

En particulier Y; € B pour tout j € J. Soit X, ..., X, une base rationnelle de B.
OnaY; AX;A...ANX. =0 pour tout j € J, c’est-a-dire I'annulation de tous les mineurs
de taille e + 1 de la matrice (Y; | Xy | ... | X¢).

Soit N un mineur de taille e extrait de M = (X; | ... | X,). Comme e < #J(m+1) —1,
on peut trouver j € J tel que les lignes des coefficients non nuls de Y; ne soient pas
toutes des lignes de la matrice extraite de M correspondant a V.

On considére le mineur de taille e + 1 de (Y; | X; | ... | X.) obtenu en considérant les
lignes de N et la ligne d'un coefficient non nul de Y; dont on vient de donner I'existence.
On développe ce mineur par rapport a la premiére colonne et on trouve :

O:TN+71N1+...+TmN7n

ou {7, 71,...,7Tm} ={1,014,...,0m;} et les N; sont au signe prés, des mineurs de taille e
de (X7 | ... | Xo).
Comme o14,...,0,, sont algébriquement indépendants, 7,7,..., 7, sont linéairement
indépendants sur Q et on trouve N = N; = ... = N,, = 0 et en particulier N = 0.
Tout mineur de taille e de la matrice (X; | ... | X.) est nul donc dim(B) < e ce qui est
contradictoire.

[ |
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7.3 Propriété intermédiaire
Dans cette section, on démontre la propriété suivante :

Propriété 7.15. Soit J C [1,d] de cardinal k € [1,d]. On écrit J = {j1,...,Jx} avec
71 <.o.. < Jg
On a alors :

Ve € [k k(m+1) = 1], pa(Asle)i—ga,e = —

1
>

q=1+f(e;mk) 7T

Pour e € [k, k(m+1)—1], on cherche donc a calculer 'exposant diophantien ju,(As|€)r—g(a, ),
le lemme 7.14 donnant Ay € Z,,(k, €)x—g(a, ¢)-

Toute la section 7.3 est consacrée a la preuve de cette propriété.

Soit J C [1,d] de cardinal k. Sans perte de généralité, on suppose dorénavant que
J = [1,k]. D’aprés les notations de la propriété 7.15 on a j, = ¢ pour tout ¢ € [1, k].
On fixe aussi e € [k, k(m + 1) — 1].

7.3.1 Hauteur des meilleurs espaces C;

On construit les « meilleurs » espaces approchant A;. Soit ¢ € [1,d]. Pour N; un entier,
on pose

T I 5]
N, — VeCt(XNiyi’ tee ’XNi+Ui_17i) - BNL‘,’Ui

avec v; défini par les relations en (7.4).
Comme v; < m + 1, on a en particulier dim(CY, ) = v;.
Pour N = (N;) epi) € N* on pose

=P i,

JE[LK]

‘ k
Comme les espaces C% sont deux a deux orthogonaux, on a dim(C%) = Y v;, = ¢
N; ’ N et ]
]:

d’aprés la remarque 7.2.
On pose pour simplifier les notations

f = fle,mk) = max(0,e — km) et g = g(A,,e) = max(0,k + e — n).

On étudie alors C}.

Lemme 7.16. On note u le reste de la division euclidienne de e par k.
Si f = 0 alors pour tout j € [1,k], on a

v; < m.
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Sif>0alorsu=fet

vje[[laf]]v Uj:m+1
Vielf+ 1Lkl vj=m,

dong, si f > 0, pour tout j € [1, f] on a
J (G—1)(m+1) m+1 n—j(m+1)
Cy, = {0} x R x {0} :

Remarque 7.17. La derniére partie de ce lemme reste vraie si f = 0, 'intervalle [1, f]
¢tant alors vide.

Preuve. On note f = f(e,mk) dans cette preuve.

Si f =0 alors e — km < 0. En écrivant la divison euclidienne e = kv+u,onav <m—1
ou (v=metu=0).

Comme pour tout j € [1,u], v; = v+ 1 et pour tout j € [u+ 1,k], v; = v on a bien

v; <m
pour tout j € [1, k].

Sinon f =e—km > 0.
La division euclidienne e = kv + u de e par k vérifie alors v > m.
De plus comme e < k(m + 1) —1 on a v = m. Enfin

u=e—kv=e—km=f.
Par définition des v; on a, pour tout j € [1, f,
vi=v+1l=m+1

et pour j € [f + 1, k],
=v=m.

Pour j € [1, f], on a par définition des Xy ;,
C?V C {O}(jfl)(m+1) x R™MTL « {O}nfj(erl).
Or dim(C’]{,j) = v; et donc pour j € [1, f]
dim(C’ij) =v; =m+ 1L

Par égalité des dimensions, cela prouve la derniére partie du lemme.

Lemme 7.18. On a

aj,N;

k k
0119 J=f+1 < H(CN) < 0129 j=f+1
avec c11 et ¢ indépendantes de V.
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Preuve. On rappelle que C¥, = @ C’]];,j et que cette somme est orthogonale. On a
JElLK]
donc d’apres le corollaire 3.11 :

k
H(C%) = [[H(C,).

D’aprés le lemme 7.16, pour tout j € [1, f], on a H(C’f\,j) =1.
Par ailleurs pour Jjelf+1,k], Cj = va v, avec v; < m. La propriété 7.13 donne donc

cs0%Ni < H(CY, ) < e ce qu1 prouve le lemme.
[ |

7.3.2 Estimation de I’angle v (A, C%,)

On établit dans cette section, des relations entre 'angle ¢y, (As, C¥) et la hauteur
H(CY)) en fonction des suites (o n,) pour j € J.

Lemme 7.19. Il existe ¢;3 > 0 indépendante de N = (Ny, ..., N) telle que
Vie[f+1,k], wi(Vect(Ys), C]‘{[) > 130 %M+

en posant pour j € [1,k] et N; € N, M; = N; +v; — 1.

Preuve. Soit i€ [f+ 1,k].
D’aprés la propriété 7.13, il existe une constante cy4 telle que

wl(Y;, C]JVZ) = 7701 (Y;, B?\Q,vl) > 0146_aisz‘+”i = 0149_%’Mi+1. (714)
On peut choisir ¢y4 indépendante de ¢, en effet ¢+ ne prend quun nombre fini de valeurs.

Soit X € C¥, ~ {0}. On écrit
k
X=>V

j=1

[YinX]]
vall- [ X1

avec V; € Cf;jj pour tout j € [1,k]. On va minorer w(Y;, X) =

Tout d’abord, on a pour tout j € [1,k], V; € {0}U=Dim+l) » Rmtl x fo}n=ilm+l) Ep
décomposant chaque V; dans la base canonique, on voit que cette décomposition fait
intervenir des vecteurs distincts pour chaque j € [1, k]. A fortiori les vecteurs de la base
canonique de A\’R" intervenant dans la décomposition de Y; A V; sont aussi distincts
pour chaque j € [1,k]. On a donc les vecteurs Y; A V; deux a deux orthogonaux.
D’aprés le théoréme de Pythagore on a alors

k
I AXIP =11 (YiAVy)l? = ZHYAVII2
j=1
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En particulier pour tout j € [1,k], on a ||Y; A X|| > HK AV
Les V; sont deux a deux orthogonaux et donc | X||* = Z |V;]]2. 11 existe alors jo € [1, k]
tel que ||V, || = k7 [|X].
e Si jo =1 alors :

[Yi A Vi
RGN R

N

1Yl - [Vl

(Y;, Vi)

140*017‘,,Mi+1

(}/MX)

w\»—t

M\»—t

v

>k~
k™
k™

w\»—

vV

en utilisant (7.14).
e Si jo # i alors en étudiant les mineurs de taille 2 de (Y; | X) ou on extrait la ligne
correspondant au 1 de Y; et une autre ligne correspondant a une coordonnée non nulle

de Vj,, on a ||Y; A X2 > 3 0(1 x [v])? = ||Vj,]I? ot les v sont les coordonnées non nulles

de Vj,. Cela donne :

Vil
w(Y;, X) =
IRy HXH

1

=

1M

v

~.

!
L

— Y
k=
|

v

<

% M+1

k2
n
1 IYalP

k; —1
On pose alors ¢5 = min( i k2cl4) et on a:

XEC}{,\{O}

Lemme 7.20. On a

k k

— {nin aj,Mj«i»l J — lnin aijj+1
cif = < thp—g(As, Cy) < crr) =11 .

(7.15)
avec ¢y, c17 indépendantes des NNj.
Preuve. On rappelle que

wk—g(AJa C]t\]f) = Wk(AJ, C]{f)
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car g = g(Ay,e) et dim(CY) =
D’aprés le lemme 7.16, pour tout j € [1, f]

Y’e(ﬁ c Cf

car Y; € {0}(j—1)(7n+1) % RM+1 {O}R_j(mﬂ)‘
On applique la propriété 2.23 aux espaces

k f
Ay = @Vect(Y}) et @Vect ) @ @ Vect(Xy, ;) C CF
j=1 j=1

Jj=f+1

en rappelant la notation M; = N; +v; — 1. On a alors

wi(Ay, OF) < we <A],@Vect @ Vect (X, J))

J=f+1
/ k
< (Lt v)+ 3 wlt X))
j=1 J=r+1
= (18 Z (Y},XMj,j)
i=f+1
avec c1g > 0 ne dépendant que de Y7,...,Y} et n.

Or d’apreés la propriété 7.13, pour tout j € [f + 1, k]
w(Y;, Xjn,) < cg M

avec cg une constante indépendante des N;. On a alors

k
min o, Mj+1

(AJ,C )< C18Cg Z G5+ < kclSCSH J=f+1

j=f+1

La majoration de (7.15) est donc prouvée avec c¢17 = kcygcs.

On montre maintenant la minoration.
Soit j € [f +1,k]. Comme Y; € Ay, on a d’apreés le lemme 2.17 :

wi (Vect(Y;), CR) < wi(Ay,CR)

car dim(Ay) =k et dim(CY) = e > k.
Or d’apres le lemme 7.19, on a wy (Vect(Y;), C3) > c130~ “Mi*! avec ¢;3 indépendante de
(N, M) et de j. On a donc

wr(Az, CF) > max ¢z %M+
JE[f+1,K]

k

— min «
_0139 j=f1 M

Comme wi(Ay,C%) = ¥r_y(As,C%), on a la minoration, ce qui conclut la preuve du
lemme.
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Lemme 7.21. On a :

k k
— min a,; af. — min o« .
j=f1 DMyt jmft1 Mt

k k

JN;j

> N S a
ClgH(C}{[) i=Fr1 PN < wk_g(AJa C]‘\][) < C2OH(C]{[) j=r+1

avec cig et cgg indépendantes de V.

Preuve. Les lemmes 7.18 et 7.20 donnent :

<. i Oc]',Nj> J < i Oéijj>
c110 V=11 < H(CN) < 19 =1
k k

- 'min a'7]u.+1 - _min O[,"]\,I,+1
et 0169 EETEE ka—g(Achj{[) < 0179 j=pr1 .

Ces deux estimations regroupées donnent le lemme.

7.3.3 Minoration de I’exposant

Le lemme 7.21 permet alors de minorer 'exposant fu,(A|€)k—g(a,,e) en considérant cer-
tains N = (Ny,...,N;) € N~ .

Corollaire 7.22. On a

\%

,un(AJ|€)k:—g(AJ,e) = 7

avec K,,, = max [,i1--- 8040,
P pefom-1]? #iT v

Preuve. On rappelle que si i € [f + 1, k], d’aprés le lemme 7.16 on a v; € [1,m] et
alors :
ai,€+'(77;

max Siey1-.. Bigre, = max .
£Le0,m—1] Lefo,m—1] Qg

Pour i € [f + 1, k], on note alors L; € [0,m — 1] un entier tel que

QG Li+v;
Ki,vi = max ﬁi,ZJrl Ce 6i,2+vi = A
Le[0,m—1] a1,
On rappelle que pour j € [1,k] et N; € Nyona M; = N;+v; —1ouv; € [I,m+1] est
défini en (7.4).
Pour (Ny,...,Ny) € N/ et Nyyy € N* un multiple de 2m fixés, on pose pour i € [f+2, k] :

Nf+1 1Og(Ef+1) log(af-i-l,’vfﬂ—l)
2mlog(E;) log(E;)

N; =2m L J + L. (7.16)
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On sait, par le lemme 7.21, que :

k
{Hlﬂl QG M;+1

pin(Agl€)k—g(a,.e) > limsup = - (7.17)
Nyy1—+o0
27n\1\'f+1 Z ai.Ni
i=f+1
ou les Nyyo, ..., Ni, Msiq, ..., My sont ceux définis ci-dessus en fonction de Ny qui

sera choisi plus tard. La suite de la preuve est consacrée a montrer que cette limite
supérieure est minorée par ————
1
i—f1 Kiwg

On fixe alors (Ny,..., Ny € N/) et Ny € N* un multiple de 2m et on étudie

k
min o a1
Z:f+1 1y Z+

. .
Z Q. N;

i=f+1

On rappelle que I'on note E; = ;1. .. Bim(Bim+1)™ pour i € [1,d] et que

IOg(E,fH))
108(E;) / jerran

d’aprés (7.8), par choix des [3; ;41
Pour i € [f + 2, k] on définit :

est linéairement indépendante sur Q  (7.18)

la famille {1} U (

d; = {Nf+1 log(E41) 10g<04f+17vf+1+Lf+1—1)} € [0,1] (7.19)

2mlog(E;) log(E;)
ol {u} = u — |u] représente la partie fractionnaire de v € R. L’écriture (7.11) donne

pour i € [f+1,k] :

N; N;
N, = Z-Lmj QY N; mod 2m = E@Lsz ;1 (7.20)

) k3

car 2m divise NV; — L; d’aprés (7.16). De méme :

LNﬁWJ N;
2m 2m
G M;+1 = EZ & N;4+v; mod 2m — El QG L4, (721)

car 0 < L; +v; < 2m pour i € [f + 1,k] En effet L, € [0,m — 1] et v; € [1,m] pour
tout 7 € [f + 1, k] d’apres le lemme 7.16.
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D’apres les dépendances entre N; et Nyiq on a :

Ny
N, = EiLQMJ ;L

Nyyqlog(Efyq) 10g(°‘f+l,vf+171)
2m log(E;) log(E;)

= EZ{ Q. 1,

Npjqlog(Efiq) 1og(af+1,,,f+1,1)
— E 2mlog(E;) Tog(E;)
)

Nit1 P
— 2m —0¢ .
— Oéf+1,77f+1—1Ei QG L,

_5;
O N O, 1 B O (7.92)

Qft1,Lpiq

Nyt N1 Nf+1
om 2m

car B 1 = E; 1" © comme 2m|Npy1 et apiin,,, = Eerzlm gz, d'apres (7.20).
De méme en utilisant (7.21) on a pour tout i € [f + 1, k]

-5
N QN Ot 1 B T L, (7.23)
Qf41,Lpyq

On étudie donc :

k koo
min o 7,11 min —oMitt
i M
i=f+1 T i=f41 H LN
k Tk on
DR D D T
i=f+1 i=f+1 f

k
. af+l,Lf+1+1Jf+1 . Oéf+1,Lf+1+1)f+1—l -5
min(————% min (— E "1, 4v,))
FH+1LLyyq i=f+2 f+L,Lfyq

k
O4f+1,Lf_‘_1+vf+1—1 —d;
1+ Z A EIZ ZOQ"LZ,
i=f4+2 il

en utilisant les relations (7.22) et (7.23).

af+1»Lf+1+vf+1 ot af+1,Lf+1+1rf+1

On rappelle que Kiir,0, = = Q1L o -1 On a

Qf+1,Lp 19 ﬁf+1,Lf+1+uf+1
donc

k k Ko

' 1 i fHlvpt —4;
I &; pr; min(K min (——F p=lia. o
i=f+1 i,M;+1 B ( f+1,vf+17i:f+2 BrtLytopps 8 Z,LZ—H)L))

k a k

Ky, —5;
_ V41

> i, L+ 3 g o E o,

i=f+1 =42 Lppitvpyn

k —6;
. . E. o L. .
min(1, min ("=t
i=f42 Prtiy it
k —3;
1 E;, "o,

Kf+1,vf+1 /3f+1,Lf+1+vf+1

i=f+2
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QG L . .
Enfin comme — = q; ;. pour tout i € [f + 2, k], on a finalement

1,0

k . k E % L b,
min o 41 min(1, min (3 L
i=f+1 o i=f+2 Pf+LLyyitvegg
k o k -5
1 Ei lo‘i,Lvaz‘ 1
a. X e —
. Z Z’N'L Kf+1,vf+1 + . /Bf+1,Lf+1+vf+1 Ki,'ui
i=f+1 i=f+2
On a donc montré
k k -5
min o a1 min(1, min (2 Cekit
. i=f+1 . i=f42 Breinyqtopi
lim sup — = lim sup : -
VTS a1 B 1
m 2,1V; m ]
f+1 Z:f+1 2 f+1 Kf+1,vf+1 Z:f+2 ’6f+1’Lf+1+/”f+1 K"vvi

Le corollaire 2.11, (7.18) et la définition des d; en (7.19) donnent :
{(0fs25---,61), Npy1 € N*,2m| Ny} dense dans [0, 1]/,

On a donc, en utilisant cette densité :

k: . k E;oi(xi’Li+vi
min_ o az,+1 min(1, min (3
. i=f+1 i=f4+2 Pf+LLpp1+vopyy
limsup ————— = sup p -
Nf+1—>+00 (6 N. (61')6[0’1[]67]071 1 Ez ’LaivLi"r'”z 1
2m|N 2, N; .
f+1 i:Zf—I—l i Kf+1,uf+1 =42 ,3f+1,Lf+1+/Uf+1 K,

Pour tout 7 € [f + 2, k] et 6; € |0, 1], on pose

_ Ez Q. Lt Q. Litv; Qi Litv;
U; = E )
/6f+1aLf+1+'Uf+1 i6f+1:Lf+1+'Uf+1 /8f+laLf+1+Uf+1
. Lt (73 Ay
et u; prend toutes les valeurs de Dintervalle ] gt , S Lit; ] quand ¢;
iBrr,Lp g topy ) BreLyy opgg

parcourt [0, 1].

Q4 L+v; Q4 L +v; .
De plus 1 € Lot AR our tout 7 car o 7.... < B = «; et
b EiBri1,Lp g tvp iy’ BFeLLptvpyy p bLitvi = =i 42m

1< BriLpiy oy = min By < o p,4, d’aprés Phypothése (7.7). On a donc

£e[[1,2m]
min(1, min u;) min(1, min 1)
i=f+2 i=f+2 1
sup p = N =
(6:)€[0,1 k==L 1 1 1 1 1
T+ U 7 + , )
Kf+1,'uf+1 12%2 Kz,'ui Kf+1;'uf+1 Z:%—Q Kz,v,i ’L:%—]_ Kz,'ui
On a donc montré que fi,,(As|e)r—ga,.e) = ’?;1 en reprenant l’équation (7.17) ce

Ky
i=f+1 2Ug

qui termine la preuve du lemme.
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7.3.4 Majoration de ’exposant

Dans cette section, on montre que les espaces C3, réalisent en fait les « meilleures »
approximations de A. Cela permet alors de majorer ju,(As|€)r_g(a, ) et ainsi de conclure
la preuve de la propriété 7.15.

Lemme 7.23. Soit ¢ > 0 et C' un sous-espace rationnel de dimension e tel que :

1
R
L 1

Veg(Ay,C) < H(C) i=rn i (7.24)

Alors, si H(C) est assez grand en fonction de ¢, il existe N € (N*)* tel que
C =Y.

Preuve. Dans cette preuve, on pose K = ——1——.

1

K
j=f+1"9Y%
Pour 7 € [[17 k]], on pose N; Tentier vérifiant :

Oi-Nvi-1 < H(C’)K+§*1 < QYN+ | (7.25)

On va montrer que N = (Ny,..., Ny) convient. Soit Z1,..., Z, une Z-base de C' N Z".
On pose pour N un entier et 7 € [1,k] :

Dyi=||XniNZy N .o N Ze|.
On va montrer que pour tout i € [1, k] :

Vee[0,v; — 1], Dn4ei <1
et le lemme 2.14 permet de conclure.
On fixe i € [1,k] et £ € [0,v; — 1]. Le lemme 2.22 donne

Dy, yei = W( X406, O)| X4l H(C).
En utilisant I'inégalité triangulaire (lemme 2.15) on a
W(X N4, C) < W(XN104, Ya) + w(Y5, C).
Or la propriété 7.13 donne
g0 Nt <[ Xy qa]| < call¥Nite

et
679_ai’Ni+e+1 S W(XNH—E,Z’,}/Z‘) S cge—ai,Ni+e+1

avec des constantes indépendantes des IV;.
D’autre part, comme Y; € A; et dim(A;) = k on a, par le lemme 2.17 :

wk—g(AJ? C) = CL)k(A,], C) 2 w(}/za C)
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On a donc :

DN7-,+£,71 < Cle(O)Qai»Nﬁf (Q_Qi,NﬁeH + H(O)—K—a)

= Cyy (O OLN G (C) e (C) TR (7.26)

avec c9; indépendante de N, en utilisant 'hypothése (7.24) sur C.
Le choix de N; en (7.25) donne

goriNirt [(C) K=t < g < (ORI H(C) K = H(C) . (T.27)

On s’intéresse maintenant au terme §~“-Niter1 N+ [1(C') de (7.26). Toujours par (7.25),
on a

H(C)

K+§-1 ) QU N;4+£—1FTQ N4t

e_ai,Ni+€+1+ai,Ni+€H(C’) < <H(C’) % N;+v;

(B4 5D (=, Ny 4412 N+ 025 Ny +o;

= H(C) i, N+, . (728)

On s’intéresse alors au numérateur de cet exposant; en mettant de coté le terme en ¢,
on trouve :

al 1T U;
(K - 1)(_ai,Ni+f+1 + ai,Ni+l) + O Nyv; = Q4 Ny+0 ((K - 1)<_ﬁi,N¢+€+1 + 1) + O(’N = ) .
i7Ni+Z

On va montrer que ce terme est négatif, en effet :
O, N;+v;
(K = 1)(=Binyge41 + 1) + e (K = 1)(=Binte+1 + 1) + Biniges1 - - - BiNitos
i\Ni+4
= —5i,Ni+f+1(K —-1- 5¢,N,+£+2 s ﬂi,Nier) + K —1.

Comme £ € [0,v; — 1] on a BiNiver2 - BiNero < Binerz - BiNito, < Kip—1 car les
v; — 1 facteurs du produit3; n,+2 . . . Bi n,+v, sont consécutifs. On a alors

O N +v;
(K = D(=Bumisen + 1)+ 5 < —Bnaa (K = 1= Kign) + K =1 (7.29)
1,N;+
Or la propriété 7.9 donne
K-1

et 1]](&,0

K—-1-Kip12

L’inégalité (7.29) devient alors

Oé"Ni_;'_ ; K —1
—t S _Bi’Ni_’_H—IT) + K -1
7.0

eim+1] 7

(K = 1)(=Binre41 + 1) +
ai,Nr‘y—E

Bi Ni+e+1
< (K -1 l-—
=< ) min  (S;)

e1,m+1]



On reprend alors (7.28) et on a

( —O4, N+ L+H1 T Y, N L )
O‘i,N,rkvi

N

e—ai,Ni+£+l+ai,Ni+£H(C) < H(C)

Or on a f;; > 2 pour tout j, et v; < m+ 1 par le lemme 7.16 donc en utilisant (7.7) on
a

QG N;j+04+1 — Q4 N;4+0 Bi,Nﬁ—E—&—l —1 > 1 > 1 > 1
Qi N, +u; BiNgte+1 - BiNiro,  Kin, — Kimt1 — Kim+
En posant ¢y = ﬁ on a alors
g—ocitNi+£+1+aiﬁNi+ZH(C) < H(C’)_Cme, (730)

En reprenant U'inégalité (7.26) et les estimations (7.27) et (7.30) on a alors
Dyyies < e (H(C)™2 + H(C) ™)
et donc si H(C) est assez grand (en fonction de €, ¢o; et co9) on a pour tout i € [1, k]
Vee0,v; — 1], | Xnaei NZi Ao ANZe|| = Dnygri < 1.

Le lemme 2.14 donne alors X; n,4¢ € C pour tous i € [1,k] et £ € [0,v; — 1]. Alors
C C C et par égalité des dimensions C' = CY,.

|
Corollaire 7.24. On a

i (Agl€)r—gas,e) <

k 1 ’
Z Ki,'ui

i=f+1

Preuve. On suppose le contraire par ’absurde : soit € > 0 tel que

1
pn(Agle)k—g(ase) 2 ——— +2¢.
> Kjlv,
j=f+1 7"
Il existe alors une infinité d’espaces C' rationnels de dimension e tels que

1
RN S
L 1

Vimg(As,C) < H(C) #=r™00 (7.31)

D’aprés le lemme 7.23, il existe N € (N*)¥ tel que C = CY, si H(C') est assez grand.

D’autre part le lemme 7.21 donne :

k
— min o .
j=f41 SMH
k.

> «
z/}k*g(‘AJa C]{[) > CQgH(C]‘{[) j=f+1 -

J,Nj

’ (7.32)
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avec cog3 > 0 indépendante de N. Les inégalités (7.31) et (7.32) regroupées donnent alors

k;

min o, v,
j= f+1 BN+ 1

g
> — —+3 (7.33)
Z a,, > ®o
j=f+1 j=f+1 T

en faisant tendre la hauteur vers +oo.
Soit j € [f+ 1,k]. On a :

k
min O N;+v;
i=f+1 &j,Nj+vj aj,Njﬂj,Nj-l-l s /Bj,Nj-i-”Uj
< < < aj N,

1,Vj J,V; 1,Vj

car K, est le maximum des produits de v; termes consécutifs parmi les ;.. On somme
maintenant sur les j et on a

) k k
(min o) E <D,
seri ey S
k
i=p 1 “PN 1
Alors =—— < — ce qui contredit (7.33) puisque € > 0, et termine la preuve

DIRR DN e
j=f+1 j=f+1 "9

du corollaire.

Les corollaires 7.22 et 7.24 concluent la preuve de la propriété 7.15.

7.4 Calcul final des exposants

On effectue la preuve du théoréme 7.1 en utilisant la propriété 7.15, et le théoréme 4.1
pour en déduire les exposants i, (A]e)r—g(a.c)-

Pour j € [1,d] on considére 'espace
Rj _ {O}(j—l)(m+1) x Rm-i—l > {O}(d—j)(m—i-l) c R™.

Les sous-espaces R; sont rationnels et en somme directe. On a donc Gda R; C R" et on
remarque que pour tout j € [1,d] -

Vect(Y;) C R;.
On applique le théoréme 4.1 avec les R; et les droites A; = Vect(Y)).

Soit e € [I,n — 1] et k € [1 + g(A,e),min(d,e)] tels que e < k(m + 1). Pour tout
sous-ensemble J C [1,d] de cardinal k, par le lemme 7.14

Aj = Vect;e, (Y;) est (e,k — g(Ay, e))-irrationnel.
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La premiére partie du théoréme 4.1 appliquée avec k' = k — g(A, e) donne alors
A€ In(da e)kfg(A,e)'
On calcule maintenant 1’exposant. Le méme théoréme donne

n A — e) — Mn A r= n A ¢ e)— e
Hn(Ale)k—giae) = pn(Ale)er = | max jin(As]e)irso(e)-g(ase

avec P({,d) 'ensemble des parties de cardinal ¢ de [1,d], et donc

fin(Ale)k—g(ae) = jfax fn(Agle)r—g(a,.e) = X — (7.34)
' ’ 1

7@
q=1+f(e,mk) Ja-va

par la proprié¢té 7.15 appliquée avec J = {j; < ... < ji}.
Il reste alors & montrer le lemme suivant pour terminer la preuve du théoréme 7.1.

Lemme 7.25. On a

k

Z 1

Kotd—k+1,0q

max %
J={j1<...<jr} > 1

_ Kijq.vq _
q=1+f(e,mk) q=1+f(e,mk)

Preuve. On pose J lensemble {d — k + 1,...,d} qui correspond donc aux quantités
Jq=¢q+d—k pour g € [1,k]. On a donc
1 1
max
T={j1< <} k . k

2

K.
q=1+f(e;mk) """ q=1+f(e;mk)

Y %o

R q+d—k,vq

De plus, les K;, sont croissants en ¢ par (7.3) donc en particulier
Vi<p<...<jp<d, Vqe[lLk], VYve[l,m], Kj ., <K ik

En particulier

max A ~ A
J:{j1<-~~<jk} 1 1
SRS

g=1+f(e,mk) Ja-va g=1+f(e,mk)

Kotd—k,vq

ce qui termine la preuve du lemme.

|
Soient e € [1,n — 1] et k € [1 + g(A, e), min(d, e)] tels que e < k(m + 1), on déduit de
ce lemme et de (7.34) :

1
pn(Ale)r—g(ae) = —
Z 1
q=1+f(e,mk) Katd-ivg

Cela termine la preuve du théoréme 7.1.
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Chapitre 8

Indépendance algébrique d’exposants
diophantiens

Les théorémes démontrés dans les chapitres précédents permettent d’obtenir des résultats
sur certains spectres joints. On s’intéresse ici aux propriétés d’indépendance algébrique
des exposants composant ces spectres.

On fixe n € N* et d € [1,n — 1]. On étudie la famille de fonctions

(tn (-€)k—g(dem)) (e k) v
pour U un sous ensemble de
Vd,n - {(6, k) | e c [[17 n— 1]]7 k € [[1 + g(d7 €, n)u HliIl(d, 6)]]}

Dans ce chapitre, on raisonne toujours a d et n fixés. Les fonctions que I'on étudie, notées
in(+|€)k—g(d,e,n), SOnt donc définies sur 7, (d, €)x—g(d.e,n) ’ensemble des sous-espaces de R™
de dimension d qui sont (e, k — g(d, e, n))-irrationnels.

On pose pour U C Vg, I'ensemble Ty = (| Z,(d, €)k—g(d,e,n) €t 'application
(e;k)eU

M - IU — RU
v A — (Nn(Ale)k—g(d,e,nﬂ(e,k)EU-

On conjecture que la famille de fonctions (t,(-|€)r—g(den)) est algébriquement

(e:k)EVd,n
indépendante sur R. En direction de ce résultat on obtient le théoréme suivant.

Théoréme 8.1. Le degré de transcendance sur R de la famille (un('le) k_g(dﬁm)) (ek)eVia

est au moins égal a n — d.

Cet énoncé signifie qu’il existe une sous-famille U C V;,, de cardinal n — d telle que la
famillle (,un(~]6) k—g(d,e,n)) (ek)eU soit algébriquement indépendante sur R. Dans la suite
on démontre en effet des théorémes plus précis sur de telles sous-familles.

Le théoréme 8.1 est directement une conséquence du théoréme 8.2 énoncé ci-apres. Celui-
ci étend le résultat du corollaire 1.25 qui donne seulement le cas particulier d = 1 de ce
théoréme.
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Théoréme 8.2. L’image de (u,(+[1)1,- -+, tn(:|n — d)1) contient un ouvert non vide de
R"% et la famille de fonctions (pin(+|€)1)eefi,n—q) st algébriquement indépendante sur R.

On étudie aussi des familles d’exposants correspondant au dernier angle; c’est l'objet
des deux théorémes suivants.

Le théoreme 8.3 est assez naturel, il a pour sujet la famille des exposants correspondant
a e+ d <n et au dernier angle.

Théoréme 8.3. On suppose que d divise n.
Alors I'image de (fin(+|1)min(d,1)s - - - » n(:|7 — d)min(d,n—q)) contient un ouvert non vide de
R % et la famille (1in(-1€)min(d,e) et n—dq] €St algébriquement indépendante sur R.

Le théoréeme 8.4 a pour sujet la famille des exposants correspondant au dernier angle
dans le cas ou j = d; autrement dit e € [d,n — 1]. En particulier cette famille contient
certains exposants veérifiant g(d,e,n) = 0 et d’autres g(d,e,n) > 0.

Théoréme 8.4. On suppose que d divise n.
Alors I'image de (ptn,(-|d)g, - - -, ptn(-|n — 1)4) contient un ouvert non vide de R* ¢ et la
famille (1n(-|€)q)ecpan—17 est algébriquement indépendante sur R.

Remarque 8.5. Soit U C Vj,. Si I'image de My contient contient un ouvert non vide
de RY, alors la famille (tn(-]€)k—g(d.e;n) ) (eycu est algébriquement indépendante sur R.
En effet on aurait sinon une relation polynomiale reliant ces fonctions et 'image de My,
serait contenue dans une hypersurface algébrique de RY qui est d’intérieur vide.

Dans la suite les preuves s’attachent alors uniquement a montrer que les images des
fonctions considérées contiennent un ouvert non vide.

Les théorémes et propriété de ce chapitre se déduisent tous des constructions réalisées
dans les chapitres 6 et 7.

Le théoréme 8.2 est prouvé dans la section 8.1 : on utilise le théoréme 6.3 pour construire
des espaces A dont les exposants sont dans un ouvert non vide de R"~.

Dans la section 8.2 de ce chapitre, on énonce et montre deux propriétés donnant des
conditions suffisantes sur U pour qu’il existe un ouvert non vide dans I'image de M.
Leurs preuves utilisent le théoréme 7.1 Ces propriétés sont utilisées dans la section 8.3
pour montrer les théorémes 8.3 et 8.4. Enfin on montre la propriété 8.8 dans la section 8.4,
on y expose une nouvelle famille d’exposants algébriquement indépendants sur R qui fait
notamment apparaitre des exposants correspondants a tous les angles (k € [1,d]).
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8.1 Résultat pour le premier angle

Dans cette section, on fait la preuve du théoréme 8.2 en utilisant les résultats du chapitre

6.

Preuve (théoréme 8.2). Le théoréme 6.3 donne un espace A € Z,,(d, n—d), vérifiant

Vee[l,n—d], pn(Ale)r ="

avec(V1, ..., Yn_a) € R"? vérifiant v, > Cy ainsi que
Vie [2,n—d], 7 >Cqvi-,
V(i,j)elin—d—1]* i+j<n—1= y; <
En particulier I'image de (pn(-|1)1,. .., pn(:|n — d)1) contient un l'ouvert non vide O
constitué de 'ensemble des (V1, ..., Vn_q) € R*4 vérifiant v; > Cy ainsi que
Vie[lin—d—-1], Cavi <7ip1 < Hﬁnﬂ Yit1-575-
Je|le
L’image de (g, (-|1)1, - - -, n(:|n — d)1) contient donc un ouvert non vide et en particulier

la famille de fonctions
(| D)1y ey ([0 — d)y
est algébriquement indépendante sur R par la remarque 8.5.

8.2 Conditions sufisantes

On développe ici deux lemmes techniques qui donnent des conditions suffisantes sur
U C Vy,, pour que My(Zy) contienne un ouvert non vide et que la famille d’exposants
associée soit algébriquement indépendante sur R.

Dans cette section, on suppose que n = d(m + 1) avec m € N*. On rappelle la notation
P([1,d] x [1,m]) pour 'ensemble des parties de [1,d] x [1,m], et on pose

| Vi — P([L.d] x [1,m])
Xle k) — [+ f+d—ku+d—k]x[Lv+1]UJu+1+d—kd] x[1,]

ou v et u sont respectivement le quotient le reste de la division euclidienne de e par £ et
f = fle,mk) = max(0,e — mk).

De plus, on rappelle que dans le chapitre 7, on a associé a (e, k) € Vg, des quantités
vi(e, k), ..., uvx(e, k) définies par :

v Jv+1 sige[l,u]
U‘Z(B’A)_{v siq € [u+1,k].

Un couple (¢,¢) € [1,d] x [1,m] appartient alors a (e, k) si et seulement si, on a

(8.1)

¢>14+f+d—Fketl <uvgp_alek). (8.2)
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Lemme 8.6. Soit U C Vy,, avec #U < dm vérifiant pour tout (e, k) € U
e<k(m+1). (8.3)

On suppose de plus qu’il existe une relation d’ordre <y sur U telle que

Viek)eU xek)~ |J x(e.K)#0. (8.4)

(e/ k) <y (ek)

Alors I'image de lapplication M contient un ouvert non vide de RY. En particulier la
famille (g (:|€)r—g(den)) e est algébriquement indépendante sur R.

Le lemme 8.6 est en fait un cas particulier du lemme suivant.

Lemme 8.7. Soit U C Vy,, avec #U < dm vérifiant pour tout (e, k) € U
e < k(m+1).

Pour (e, k) € U et B = (Bis)icp.dpepim) € (R%)™, on pose

k d
Q(e,k) (5) = Z /Bq-l—d—k,l oo /6q+d—k,vq(e,k) = Z ﬂq,l cee 5q,vq+k,d(e,k)7
q=1+f(e,mk) g=1+f(e,mk)+d—k

ce qui définit une application Q : (R%)™ — RY, 8 — (Qer)(8)) (e.p)ev-

On suppose que la matrice jacobienne de 2 en 3, Jo(8) € Myyam(R) est de rang #U
pour tout 3 € (R ).

Alors I'image de I'application M contient un ouvert non vide de RY. En particulier la
famille (14, (-|€)r—g(de,n)) ey est algébriquement indépendante sur R.

Preuve (lemme 8.7). D’aprés la remarque 8.5, il suffit de montrer que I'image de M,
contient un ouvert non vide de R#*Y. On pose alorsl’application suivante

(R )dm — RY

Q-

1

(5i,€)i€[[1,d]],€€[[l,’rnﬂ = k
> (Bgtd—k,1--Byrd—kvg(ek))
q=1+f(e,mk) (e;k)eU

On va appliquer le théoréme 7.1 pour construire des espaces A de dimension d dont la
famille d’exposants (ft,,(Al€)x)(e,r)cv st un point donné de I'image de €2'.
Pour cela, on pose H' C (R% )™ I'ensemble (5;¢)icq1,dpeefr,m] vérifiant les hypotheses

Vie [[l,d]], ﬁi,l > ... > 62‘7»,”, (85)

c2
i > (3d) 21 et i > cz,
Qi (Bre) > (3d)=7 et min (610) > max (1)

ainsi que pour tout i € [1,d — 1] :

min (f;¢) > max (Sit1,)

e[1,m] ’ Lef1,m]
et min (f; > max (B;¢)?
ﬂe[[l,m]]<ﬁ +1’€) EE[[I,m]](/B ’Z)
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avec ¢, ¢y les constantes définies dans le théoréme 7.1. L’ensemble H’ ainsi défini est un
ouvert non vide de (R%)?™ car les inégalités ci-dessus sont strictes.

Pour # € H’, le théoréme 7.1 donne un espace A de dimension d dans R™ tel que pour
tous e € [1,n — 1] et k € [1+ g(d,e,n), min(d, e)] vérifiant e < k(m + 1) on a

1
Ae In(da e)k—g(d,e,n) et ,un(A‘e)k—g(d,e,n) = &
1

avec ici, du fait de I'hypothése (8.5)
Vi € [[17d]],v7) € ﬂl,m]], Ki,v :/Bi,l---ﬁi,v- (86)

Ce résultat donne alors Q'(H') C My (Zy). Pour prouver le lemme 8.7 on va montrer
que Q'(H') contient un ouvert non vide. Quitte & composer 2’ au départ et a Parrivée
par I'application qui inverse chaque coordonnée il suffit de montrer que ’application de

classe C! sur H = {(B;¢)ieq1a)c1,m]» (ﬁ)ie[{l,d}],&[{l,mﬂ € H'} définie par

H — RY
k

(Big)icn,alecpm] ( > 5q+d—k,1-.-/5q+d—k,vq(e,k)>

q=1+f(e,mk)

Q:
(e,k)eU

a un ouvert non vide dans son image.

Comme par hypothése Jo(f3) est de rang #U pour tout € H C (R% )%™, le théoréme de

I'image ouverte assure alors que 2(H) contient un ouvert non vide ce qui conclut la
preuve du lemme.

Preuve (lemme 8.6). Chaque € ), défini dans les hypothéses du lemme 8.7, est un
polynoéme en les ;. On remarque en utilisant (8.2) que x(e, k) est en fait ’ensemble des
indices des 3;, « apparaissant » dans (. x)(f5). Cela donne en particulier

o0 [1 Bep si(q.0)€x(ek)
M = 1Sp§vq+k—d(evk) (87)
aﬁql p#L

0 sinon

D’aprés 'hypothése (8.4), on peut poser U = {6y, ...,04p} de sorte que ces quantités
respectent 'ordre <y :

Vi< j, 91 <y 93'

j—1
et que, pour tout j € [2,#U], il existe (g;,4;) € x(0;) ~ U x(6;).
i=1

On a en particulier, en utilisant (8.7), pour tout 3 € (R% )%™

. . 89 i 899].
Vi < ], aﬁ 0. —0 et aﬁ = H ﬁqj',P # 0. (88)
954 G 1<p<y i a(6))
p#L;
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09,

On note Jo(f) = <859!5)ie[[l,#U]],(jj)e[[l,d]}x[[l,m]]
en € (R%)%. Ici 'indice i correspond aux lignes de la matrice et (j,¢) aux colonnes,
en ordonnant [1,d] x [1,m] selon 'ordre lexicographique usuel.

On va montrer que Jq(/3) est de rang maximal #U, pour ensuite appliquer le lemme 8.7.
On extrait de Jo(f) (quitte a intervertir des colonnes) la matrice

€ Muy.am(R), la matrice jacobienne de €2

0y,
GU= (65 EM#U(R)
445 / ie[1,#U],5€l1,#U]
D’aprés (8.8), on a
8ﬂq1,€1
0y, 00y, 0 0
Oﬁql,ﬁl O/qu,fg
Gy = : )

899#U7] 8QQ#U7] aQQ#Ui] 0
86(11,1-’1 6’5112752 8ﬂq#U7172#U71
0., 09, 0.,
8[3)’11751 8/5‘12752 aﬁq#Uyé#U

La matrice Gy est donc triangulaire inférieure et ses coefficients diagonaux sont non nuls
d’apres (8.8), elle est donc inversible.

On a donc montré que Jo(5) est de rang #U pour tout f € H. Le lemme 8.7 donne
alors que I'image de I'application M;; contient un ouvert non vide de RY ce qui conclut

la preuve du lemme 8.6.
[

8.3 Résultats pour le dernier angle

Dans cette section, on prouve les théorémes 8.3 et 8.4 en utilisant les résultats de la
section précédente. On suppose dans cette section, que d divise n et on écrit n = d(m—+1)
avec m € N*.

Preuve (théoréme 8.3).

U = {(e,min(d,e)) | e € [1,n —d]}.

On pose

On va montrer que U vérifie I'hypothése (8.4) du lemme 8.6.

On remarque tout d’abord que pour tout (e, k) € U, on a g(d,e,n) =0 et f(e,mk) =0
car e € [1,dm] et dm =n —d.

On pose 'ordre suivant sur U :

(€ k) <y (e, k) <= €' <e.

Cela définit bien un ordre car les premiéres coordonnées des couples de U sont deux a
deux distinctes.
Soit (e, k) € U. Si e <d alors k = e et

x(e,k) =[1+d—ed] x{1}.
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De méme pour tout (¢/,k") <y (e, k), x(¢/;,k') = [1+d — €,d] x {1} et donc comme
l+4d—¢e¢ >14+d—e,ona

(1+d—e,1) € x(e, k)~ U x(e' k).
(e/ k") <p(ek)

Sinon e > d alors kK = d et on pose e = dv + u la division euclidienne de e par d. On a
alors

x(e, k) =[1,u] x [L,v+ 1] U Ju+ 1,d] x [1,v].

Soit (¢, k") <y (e, k). On pose ¢ = k'v' + ' la division euclidienne de ¢’ par £’. On
distingue les cas u = 0 et u # 0.

e Si u=0. On va montrer que (d,v) ¢ x(¢/, k).

Comme e > d et u = 0 on a nécessairement v > 1. Si k' = ¢’ alors v/ = 1 et v/ = 0 donc

x(e E)Yy=[1+d—¢,d] x {1}

et (d,v) ¢ x(¢, k') car v > 1.
Sinon ' =detalors1 <v' <vecare <e. On a

x(e k) =[1,4] x [1,0"+ 1] U v + 1,d] x [1,']

Alors (d,v) ¢ x(¢/, k') car v/ < d—1et v <w.
e Siu > 0. On va montrer que (u,v+ 1) ¢ x(¢/, k).
Sik'=¢€ alorsv'=1,u =0et

x(e K)y=[1+d—¢€,d] x {1}.

Comme v+1>1ona (u,v+1) ¢ x(¢,k) dans ce cas la.
Sinon k" = d et alors v" < v puisque ¢ < e. On a

x(e K =[1,4] x [1," + 1] U [u' 4+ 1,d] x [1,0']
et donc
(w,v4+1) € x(e, k) <= [V =vetu >u.
Comme €’ < e, cette propriété n’est pas respectée et donc (u,v + 1) & x (€', k).

On a donc montré que pour tout (e, k) € U, il existe (g, ) tel que
(0 exeh)~  |J xF)
(e/ k") <u(ek)

Les hypothéses du lemme 8.6 sont donc vérifiées : My (Zy) contient un ouvert non vide

et la famille (pn(-|€)r)(er)cu cst algébriquement indépendante sur R.
[ |

Le théoréme 8.4 se prouve en utilisant le lemme 8.7 car I'ensemble U associé a la famille
d’exposants ne vérifient pas 'hypothése (8.4) du lemme 8.6.
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Preuve (théoréme 8.4). On pose
U=[dn—1] x {d}.

On va appliquer le lemme 8.7. On va montrer 'inversibilité pour tout S € (R’;)dm de la
matrice jacobienne Jo(5) € Mg am(R) ot

d
Q(e,d) (ﬁ) = Z ﬂq,l cee ﬁq,vq(e,d)

q:1+f(e,md)

pour (e,d) € U avecles vy (e, d), ..., vq4(e, d) définis en (8.1) et f(e, md) = max(0,e—md).
On a alors

Jo(8) = (D1 Dd)
avec pour 7 € [1,d] :
0.
Di = ( ( ’d)) S Mdm.,m-
it ) cetan-11,eeim]

De par la forme de €. 4y, on a pour (4,¢) € [1,d] x [1,m]

Bip sil<wed)
e 1gpsl_v[i<e,d) "
] - pF#L
00 0 sinon.

On remarque en particulier que pour ¢ € [1,v;(e,d) — 1] on a

Biet1 OQ(e.q) _ 0 (e.a)
Biw OBivt1  OPiv

Notons D1, ..., D, les colonnes de D;. On fait successivement les opérations élemen-
taires suivantes entre les colonnes de Jo(f) :

Vie[l,d], Vle[l,m—1], D, (DM — ﬂg“ DMH) :
7,0

et on note G la matrice obtenue.

On a donc det(Jo(58)) = det(G) avec G = (gev(ivf))ee[[d,n—l]],(i,z)e[[Ld]]x[[l,m]] et
A #0 sive,d) =1
Je,(i:0) { =0 sinon ' (8.9)

On étudie alors G et pour cela on réordonne les colonnes de G, en posant sur [1, d] x [1, m]
I’ordre suivant :

(1,0) < (j,0') = [ <l ou (=10 eti<j)
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qui est l'ordre lexicographique sur [1, d]] x [1,m] avec comparaison prioritaire du second
¢lement du couple. On note G’ la matrice ainsi obtenue et on a alors det(G) = £ det(G').
D’aprés 'ordre choisi pour les colonnes, les coefficients diagonaux de G’ sont ceux de la
forme ge (y41,0) avec e = dv + u la division euclidienne de e par d pour e € [d,n —1].
On va montrer que la matrice G’ est triangulaire supérieure a coefficients diagonaux non
nuls.

Soit e € [d,n — 1]. On pose e = dv + u la division euclidienne de e par d.

D’aprés la définition des v;(e,d) en (8.1) on a v,41(e,d) = v. La construction de G en
(8.9) donne alors

ge,(u—l—l,v) 7£ 0

Soit maintenant €’ > e. On va montrer que ger (y41,5) = 0. On pose €’ = dv'+u’ la division
euclidienne de ¢’ par d et on a alors v' > v.
e Si v > v alors comme v, 11(€e/,d) = v ouv' 4+ 1 on a v,41(€’,d) # v et donc

ge’,(u—i—l,v) =0

d’apreés (8.9).
e Siv =valorsu' >uetu+1 € [1,4]. En particulier d’aprés la définition des v;(€’, d)
en (8.1), on a v,41(€/,d) = v + 1 # v et donc

gc’,(u+1,v) =0
d’apreés (8.9).

On a donc montré que tous les coefficients diagonaux de G’ sont non nuls et que G’ est
triangulaire supérieure. On déduit que G est inversible car det(G) = £ det(G’) et alors
Jo() l'est aussi aussi.
Le lemme 8.7 permet alors de conclure que My (Zy) contient un ouvert non vide et que
la famille (p,(+|€)a)ecdm,dim+1)—1] est algébriquement indépendante sur R.

[

8.4 Famille d’exposants avec tous les angles

Dans cette section, on exhibe une derniére famille d’exposants algébriquement indé-
pendants sur Q. Celle-ci fait apparaitre des exposants correspondant & tous les angles
(k € [1,d]) et avec g(d,e,n) = 0. Précisement, on a des exposants au k-iéme angle
pour tout k € [1,d], mais on approxime seulement par des sous-espaces rationnels de
dimension multiple de k. On remarque que comme dans les théorémes 8.2, 8.3 et 8.4 on
obtient I'indépendance algébrique d’une famille de n — d exposants.

Propriété 8.8. On suppose que n = d(m + 1) avec m € N*. On pose
U={(e,k)| kel[l,d],ee [k km],kle}. (8.10)

Alors My (Zy) contient un ouvert non vide et la famille (yi,(|€)x)(er)cu est algébrique-
ment indépendante sur R.

117



Preuve. On remarque tout d’abord que pour tout (e, k) € U, on a g(d,e,n) = 0 et
fle,mk) =0 car e € [1,dm] et dm =n — d.

Il suffit de vérifier que I'ensemble U vérifie les hypothéses du lemme 8.6 pour conclure.
Tout d’abord, si (e, k) € U alors e < km < k(m + 1).

On introduit 'ordre lexicographique avec comparaison prioritaire du second élement du
couple sur U :

(e k) <u (e,k) <= [k <kou (K =kete <e).

Soit (e, k) € U; alors e = kf avec £ € [1,m]. On a donc

x(e, k) =[1+d—k,d] x[1,/].
On va montrer que pour tout (¢/, k') <y (e, k), ona (1 +d — k,0) ¢ x(e', k).
Soit (¢, k') <y (e, k).
o Si k' < kalors x(¢/,k') C[1+d—K,d] x [1,m].
En particulier, comme 1 +d —k ¢ [1+d— k' dJona (1+d—k,0) ¢ x(e k).
o Si k' =k alors ¢’ =kl avec ¢’ < { et donc

x(e k) =[1+d—k,d] x[1,¢].
Comme ¢ ¢ [1,0]J ona (1 +d—k,0) ¢ x(e, k).

Les hypothéses du lemme 8.6 sont donc vérifiées : My (Zy) contient un ouvert non vide

et la famille (1, (-|€)k)(ek)cu est algébriquement indépendante sur R.
|

118



Chapitre 9

Construction d’espaces avec exposants
prescrits au dernier angle

Dans ce chapitre, on construit une nouvelle famille d’espaces A dont on est capable de
calculer les exposants correspondant au dernier angle, c’est-a-dire /i, (A]€)min(dim(4),e)- On
se limite ici au cas g(d,e,n) = 0 c’est-a-dire d + e < n.

On va montrer le théoréme suivant.

Théoréme 9.1. Soit (d, q) € (N*)2. On pose n = (q + 1)d.
Pour tout av > 3d(d + 4), il existe un sous-espace vectoriel A de R™ de dimension d tel
que

Ve e [dn—d A i
e € d,n—d], pal |6)d—m
Ve € Hlvd - 1]]7 Mn(A’e)e - Tg - %

ou ¢, et r. sont le quotient et le reste de la division euclidienne de e par d.

Remarque 9.2. Le théoréme 7.1 donnait déja un espace de dimension d avec exposants
diophantiens prescrits pour le dernier angle avec e € [1,n — d].

Ici on permet d’avoir d’autres restrictions sur les valeurs prises par ces exposants. On
obtient en effet le méme résultat que le corollaire 7.6 avec a; = ... = ag = « et on
s’affranchit alors de ’hypothése

Vie[l,d—1], o < a1 <ot

De plus les preuves développées dans ce chapitre différent de celles des autres chapitres
et s’appuient notamment sur la géométrie des nombres.

La construction de 'espace A est réalisée dans la section 9.1, elle est similaire & celles
des chapitres précédents. Pour démontrer le théoréeme 9.1, on fait une disjonction de cas
selon que e < d ou e > d.

Dans les deux cas, la minoration de I’exposant ,un(A\e)min(d,e) est montrée en exhibant une
famille d’espaces rationnels approchant bien A (lemmes 9.12 et 9.17) de fagon similaire
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aux chapitres précédents.

Pour e > d, on montre que les « meilleurs » espaces C' approchant A contiennent un
certain espace rationnel Byii, (lemme 9.14). On peut alors minorer la hauteur de
I'espace C' (lemme 9.13) et on en conclut que p,(A|e)q ne peut pas étre trop grand grace
au lemme 9.15.

Pour e < d, on montre que les « meilleurs » espaces C' approchant A intersectent non
trivialement un certain espace rationnel Dy 4 (lemme 9.18). On aboutit a la minoration
de pn(Ale)e dans le lemme 9.19 en minorant ¢ (C' N Dy 4, A) et donc a fortiori 1. (C, A).

On définit la constante Cy par
Cq = 3d(d+4).

On énonce un lemme listant quelques inégalités plus ou moins triviales, vérifiées pour
a > (g et qui nous serviront pour prouver le théoréme 9.1. Elles sont énoncées sous la
forme utilisée dans les preuves de ce chapitre.

Lemme 9.3. Soit o > C. Alors on a

—a? +a2d+2)—-d<0 (9.1)
—%+d(d—1)+1§0 (9.2)
—a? + (14 2d)a —d <0, (9.3)
et pour tout e € [d, ¢d]
dre — (d —r1e)a <0 (9.4)
o T <o (9.5)

d—re+%_re—l—(d—re)a

en notant ¢. et r, le quotient et le reste de la division euclidienne de e par d.

Preuve. Les inégalités (9.1),(9.2) et (9.3) sont vérifiées si

2d+ 2+ V4d* +4d + 4 1+2d+ 1+ 4d?
a2max< TeT s ,2d g TTVIT ) (9.6)

d—1
5 (d—=1)+2, 5

On vérifie facilement que Cy > max <2d(d —1)+2,2+ /3, %) Cette constante est

supérieure au maximum considéré en (9.6); les deux fractions y apparaissant valent en
effet respectivement, 2 + /3 et %g sid=1, et le cas d > 2 est trivial car alors

2+ 2+ VAP +4d+4 _ 1+ 2d+ 1+ 4d?
Oy > 2d(d—1)+2 > d+2+ 2d+d+ . +d+2 + A

L’inégalité (9.4) est vérifiée si

dr,

o> .
—d-r,
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Or j_—ﬁ <dr. < d(d—1) < Cy ce qui permet de conclure.
Il reste alors a prouver I'inégalité (9.5). On remarque d’abord que

Cy> (V24 1)d(d+ g)

zd—1+d(d+%)+\/§(d—1+d(d+%))

2d—1+d(d+%)+\/2(d—1+d(d+%))z

2d—1+d(d+%)+\/(d—1+d(d+%))2+2(d+%)(d—1).

En particulier, C,; est supérieur a la plus grande racine du polynome

Pd(x):%Q— (d—1+(d+%)d>x—(d+%)(d—1)20.

On en conclut que pour tout x > Cy, on a Py(z) > 0. L’inégalité (9.5) est équivalente &

ol ((d—re + %)Oz — T — (d—re)a) —(d—re+ %)(re +(d—re)a) >0

e (N d e NN (1 B s
= <2 7‘6) (d re+2)(d re)a — (d r8+2)7‘6_0.

Comme e € [d, qd], on a g. > 1. On cherche donc & montrer

1

a? 1
5 —retd=ret)d=r) Ja—(d=r.+)re>0.

2
Comme 0 <7, <d—1et (d—re+3)re < (d+ 3)(d — 1) il suffit alors d’avoir :

O‘;— (d—1+(d+%)d)a—(d+%)(d—l)ZO-

Or cette expression est Py(«) et comme o > Cy, on a Py(a) > 0 ce qui termine la preuve.
[ |

9.1 Construction de I’espace A
On rappelle que n = (¢ + 1)d et donc gd = n — d.
On construit ici 'espace A du théoréme 9.1 en utilisant les outils introduits dans le

chapitre 3. Soit # un nombre premier supérieur ou égal a 5.
Pour j € [1,d], on pose ¢; : N — [0, gd — 1] définie par :

¢j(k) =k + (j —1)g mod (qd)
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avec x mod (gd) le reste de la division euclidienne de J, par qd.
. (% )
Dans la suite on note o,; = o(6,u®), (a¥)rey) = Z etakJ pour i € [0,qd — 1] et

j € [1,d] avec des suites u(*7) que I'on va construire . D apres le lemme 3.15, comme
a > 1, il existe gd suites u®V) ... w(@@=1LY vérifiant :

Vie[0,qd—1], VkeN, u]g,1>{€{2,3} si i = g1 (k)

=0 sinon

et telles que la la famille (oo 1,...,044-1,1) soit algébriquement indépendante sur Q.

On construit alors des suites (%2 ... w12 0D @14 par récurrence.
Soit j € [1,d—1], on suppose que I'on a construit @, ... w@@=10 00 qled=1)
vérifiant

Vie[0,qd—1], Vl¢e][l,j], VkeN, u;i,é){€{2,3} S%qubg(k’)

=0 sinon
et telles que la famille (0 q, ..., 0% b 00,4, - - -, 0qd—1,j) SOit algébriquement indépen-
dante sur Q. Le lemme 3.15, appliqué avec F = {70, ... Lot G0,y Ogda1 )
donne alors gd suites ©%9+D . yled=13+1) vérifiant

Vie[0,gd—1], YkeN, uf’™! { € 327 3} i B4 (k)

On a donc construit gd x d = (n — d)d suites u(®Y, ... y@=10 1 0d) g led=1d)
vérifiant Vi € [0,qd — 1],V j € [1,d],Vk € N :
i) | €42,3} sit=k+(j—1)g mod (qd
o { €123h it G o () o

O.qdfl,ly .

et telles que la famille (oo, ..., - 00ds - - -, Ogd—1,d4) SOit algébriquement indé-

pendante sur Q.

Remarque 9.4. A ket j fixés, i = k+(j—1)g mod (qd) est 'unique entier i € [0, gd—1]
tel que ul?) £ 0.

Lemme 9.5. Soient i € [0,qd — 1] et N € N.
Il existe alors un unique couple (k,7) € [0, — 1] x [1,d] tel que uN+k # 0.

Preuve. e Unicité : Supposons qu'il existe ¢, 05 € [0,q— 1] et 71, j2 € [1,d] tels que :

7]1 7]2
UN+131 7 0 et UN+£2 7 0.

Par définition des u,(g ) on a

N+ +(j1 —1)g= N+ o+ (jo — 1)g mod (qd).
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Par unicité de la division euclidienne par ¢, puisque ¢1, ¢y € [0,q — 1], on a ¢ = /5.
On a donc (51 — 1)g = (jo — 1)g mod (gd) et alors (j; — j2)g = 0 mod (qd).
Comme ji, js € [1,d], on a j; = ja.

e Existence : On écrit les divisions euclidiennes de i et de N par ¢ :

i=qu+vet N=qu +

avec v, v € [0,q — 1].
Siv >, onpose k=v—v €[0,g—1] et j = (u—u mod (d)) + 1 € [1,d].
On vérifie alors que i = N + k + (7 — 1)g mod (¢d) :

N+k+(j—1)¢gmod (qd) = qu' +v" +v— 0" + q(u — ') mod (gd)
= qu +v mod (qd) = 1.

Siv<v,onposek=v—v+qge€[0,g—1] et j=(u—u —1mod (d))+ 1€ [1,d].

On vérifie alors que i = N + k + (7 — 1)g mod (¢d) :

N+k+(j—1)gmod (¢d) =qu' +v +v—v"+ ¢+ q(u—u —1) mod (gd)
= qu + v mod (qd) = 1.

On pose maintenant pour j € [1,d], le vecteur de R™ :

1 < j-éme ligne

0

90,j

On définit alors 'espace A du théoréme 9.1 par A = Vect(Y7,...,Yy). En regardant les
d premiéres lignes des vecteurs Y}, on a clairement dim(A) = d.

Lemme 9.6. L’espace A est (e, 1)-irrationnel pour tout e € [1, ¢d].

Preuve. On pose M = (Yi| .-+ |V4) € M,4(R) la matrice dont les colonnes sont
Yi, ... Y,

by
Comme les coefficients de ¥ forment une famille algébriquement indépendante sur Q et
que I; € GL4(Q), le lemme 3.16 donne que A est (e, 1)-irrationnel pour tout e € [1,n—1].
[ |

. I
Par construction on a M = < d) avec ¥ = (035)ic[o,gd—1],je[1,d]-
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9.2 L’espace By,

On reprend ici les idées des constructions effectuées dans le chapitre 5 pour construire
les « meilleurs » espaces approximant A et étudier leurs propriétés.
Pour ¢ € [0,qd — 1], j € [1,d] et N € N* on pose :

N U,
N — E c Z
O-z,] P etakJ HLQNJ

On pose maintenant pour j € [1,d] le vecteur de Z" :

O e

< j-éme ligne

O =

N
\‘7 qd—1,j

Dans la suite on note pour N et v deux entiers non nuls :
1yl 1 2 2 d d
BN,'U :VeCt<XN7XN+17".7XN+1}717XN"'7XN+U717."7XN7"'7XN+’U71) (98)

qui est un espace rationnel par définition.
Pour j € [1,d] on remarque que :

; QN+ | oV ; ; ; 0
X, =0l e X Ul avee U, = o0 |- (9.9)

Un1

i Uk
On pose Vy =
Ul

d’apreés la construction en (9.7) et la remarque 9.4.
Les vecteurs V3 sont donc des vecteurs de la base canonique de R™.
On introduit aussi les vecteurs :

€ Z" car les vecteurs U}, ont une unique coordonnée non nulle

A 1 A
/A J
Zy = i Xk (9.10)
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et on remarque que ZJ{] N—> Y et plus précisement pour j € [1,d] :
—+o00

_ Y. — 74
U (Veet(Y;), Vect(X7)) = w(Y;, Z3) < W <" (9.11)
J

avec ¢ indépendante de N. On en déduit par ailleurs qu’il existe des constantes c; et c3
indépendantes de NN telles que pour tout N € N :

00" < ||XL| < ey (9.12)

Lemme 9.7. Soit v € [1,¢]. Alors I'espace By, est de dimension dv.
De plus les vecteurs (X3 ) e, d}]U(Vk )iel.dlke[N+1,N+v—1] forment une Z-base de By ,NZ".

Preuve. Par récurrence sur v et en utilisant (9.9) on a :
_ 1 /1 1 2 12 2 d y/d d
BN,U — VeCt(XN, VN+17 ey VN+v717 XN7 VN+17 ey VNJrU*l’ e 7XN7 ‘/]\[+17 e ey VNJr’U*l)

La remarque 9.4 permet d’affirmer que les ij considérés ici sont tous différents. On
rappelle de plus que ce sont des vecteurs de la base canonique. On en déduit en particulier
que (X{)jep,aq U (VY ) je[1,d],ke[N+1,N+v—1] forment une famille libre.

On montre d’abord le lemme avec v = q.
Soit (@) jeq,dkefo,q-1] € [0, 1]qd tel que :

q—1

U= ZaJOX + Zzajkvjw ez (9.13)

k=1 j=1

En étudiant les d premiéres coordonnées de U on trouve que ajVOQLaNJ € Z pour tout
J € 1, d].
On peut écrire a,p = i—ﬂ avec yj|9LO‘NJ et pged(x;, ) = 1 pour tout j € [1,d].

J
Soit Jmax € [1,d] tel que m%lx Yj = Yjma-

]:
Considérons maintenant entier i = N+ ¢(jmax —1) mod (¢d) € [0, gd—1]. Par définition
des u™ en (9.7) on a :
uliAme) £ (9.14)

et donc

Vke[l,g—1], Vje[l,d, u\), =0

d’apreés le lemme 9.5.

Par définition des Uyyx en (9.9) et des Vyix = la (d + i)—éme coordonnée du

UNnik
IUN+&ll”
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~1 d

vecteur E S a1 Vi 4+, est donc nulle.
k=1j=1

On a donc d’aprés (9.13) :

d d
ZCLj,OQ'-O[NJO-% = Z x]9|- J N
j=1

. d I
Comme les y; sont des puissances de 0 et MAX Yj = Yjp,, O1L A y’;}“—“" €EZet:
Jj= J

d
ijyjﬂHLQNJ 0} € Yjnan Lo (9.15)

=1 Y

Maintenant on remarque que pour j # Juax, on a i = N + 1+ q(j — 1)[gd] et donc

ug\i,’j) = 0 dans ce cas. Comme [aV~']| < |a™], on a alors pour tout j # jmax :
N (4,9)
Uy,
X T

Si 0 | yj,.. on a alors en utilisant (9.15) :

0|z, ol 1N

%,Jmax

Or comme ™) est non nul et est premier avec 6 on a pged(6 o] Uz{,vjmaxv 0) =1.

On en déduit enfin que 0 | ;.. ce qui est contradictoire avec pged(z;,...0) = 1.
Tous les y; sont donc égaux a 1 et alors tous les a; sont entiers.

En reprenant (9.13) on trouve :

—_

<

d
Z ajiVipn € 2"

1 j=1

B
Il

Or tous les vecteurs V]{, 4 sont distincts et proviennent de la base canonique, donc a;
est entier pour tous j € [1,d] et k € [0, ¢ — 1]. Cela montre donc que

(X2 jerma Y (V) jepa eelN+1.8+q-1]
forme une Z-base de By, NZ" et en particulier que dim(By,,) = gd.
Soit maintenant v € [[1,¢g — 1]. On a
(X% )ieqa Y (VY )JG[[l d] ke[N+1,N+v—1] C (X% )iema Y (V7 )]E[[l d],k€[N+1,N+q—1]-

La remarque 2.6 donne alors que la famille (Xf\,)ye[[l quU (V] )JE[[l d],k€[N+1,N+v—1] forme
une Z-base du Z-module qu’elle engendre. Or ce Z-module est By, NZ" et le lemme est
prouvé.
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9.3 Calcul de I’'exposant dans le cas e > d

Dans cette section, on considére e € [d, ¢d].

On rappelle que I'on a e = g.d + r. la division euclidienne de e par d. On a donc en
particulier 1 < ¢, <gq.

On calcule ici i, (Ale)q.

9.3.1 Minoration de ’exposant

On va introduire dans cette section une suite d’espaces rationnels de dimension e ap-
proximant bien A ce qui nous permet de minorer p,,(Ale)q.
Soit N € N. On définit 'espace Cn . par :

Crve = Veet(XN 1, Xigr s Xiyrs - Xy ) @D Veet (X, .., X5) - (9.16)
= Byi1q. @ Vect(Xy, ..., X})
qui est un espace rationnel. En utilisant (9.9) et en raisonnant par récurrence pour chaque
je[l,d] ona:
Cne =Vect(Xy, Vit Vg X80 Vi - Vi)
D Veet (Xt Ve VR X Vi V) (9.17)
Remarque 9.8. On remarque que dans le cas ou r. = 0, par la définition en (9.16) on

a CN76 - BN+17qe .
Dans tous les cas, on a Byt1,4, C Cne C Bng +1-

Lemme 9.9. On a dim(Cy,.) = e.
De plus, il existe des constantes ¢4 > 0 et c; > 0 indépendantes de N telles que

e e Tldmre)a T o H(Cy.) < csfrea” Hd=re)a Tl

Remarque 9.10. Ce lemme permet en particulier d’avoir
C4€daN S H(BN,’U) S C5€daN

pour tout v € [1,q] et N € N~ {0}. En effet By, = Cn_1.40-

Preuve. Sigq. = ¢, alors Cy. = Byyi14 car e = gd et v, = 0; sinon ¢, < ¢ et dans ce
cas Cye C By, Dans chacun des cas, le lemme 9.7 donne que les vecteurs considérés
en (9.17) proviennent d’une Z-base de Byy1,NZ"™ ou By, N 7Z" respectivement.

La relation (9.17) donne directement dim(Cy.) = (ge + 1)re + (d — 7¢)qe = ged +1c = €
car toutes les familles X3, Vi, ,.. ., ij, 14 Sont libres.

Par la remarque 2.6, ces vecteurs forment donc une Z-base de Cy . N Z".

En reprenant la notation Z]jv = ﬁX 1]\/ on a :

H(CN,e) e LocNJ +(d—re) LocNHJ HHNH < ereaNJr(dfre)aN“ HHN” <918)
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ou Hy est le produit extérieur des vecteurs

(Z3)jertre Y (2 11)jetres 1.1 Y (Viaw)serired kel Y (Vi) jelres 1dlkefzal-  (9:19)

On peut majorer cette norme par :
Nl <N Zn A NZRAZREE A A 2ol

car les normes des vecteurs ij sont égales a 1.

Or la quantité || Z} A ... AZg ANZyH A N Z%, || converge vers ||Yi A ... AYq|| quand
N tend vers l'infini et est donc majorée indépendammant de N. Il existe alors ¢5 > 0,
indépendante de N telle que :

[N < cs. (9.20)

D’autre part, on pose la matrice M dont les vecteurs colonnes sont les vecteurs de (9.19).
Alors, en reprenant la construction des vecteurs V3, en (9.9), M est la forme

(1 0
M= (EN Vi )
N oou des oVt

ou Yy est une matrice dont les coefficients sont des o, i et Vi est une
matrice de Mq.—q(Z) de rang e — d car ses colonnes sont e — d vecteurs distincts de la
base canonique.

Soit A un mineur non nul de Vy de taille e — d. On peut alors extraire une matrice
carrée M’ de taille e de M en sélectionnant les d premiéres lignes et e — d parmi les
derniéres, celles correspondant au mineur A. Le déterminant de M’ est entier car pro-
duit de det({;) = 1 et de A qui est un mineur d’une matrice de M._4(Z). On a donc
| det(M")| > 1.

Or det(M’) est un mineur de taille e de M, en particulier on a ||Hy|| > | det(M’)] > 1.
On trouve alors en combinant avec (9.18) et (9.20) :

N+1

C46T€QN+(d_re)OéN+l S 9" I_ozNJ +(d—re) I_(1N+1J S H(CN,e) S c59TeOcN+(d—7‘e)oz

et en posant ¢4 = 079,
[ |
On s’intéresse maintenant a l'angle ¥4(A, Cy,). Pour cela on étudie d’abord I'angle

1/11 (Vect(Y1)7 CN,e)-
Lemme 9.11. Il existe une constante cg indépendante de N telle que :

1/)1(Vect(Y1), CN75) 2 060—04

N+qge+1

Preuve. Soit X € Cy, tel que ¢;(Vect(Y7),Cy.) = w(Y1, X).
On utilise la base de Cy,. explicitée en (9.17) et on pose (ay ;) une famille de réels tels
que X s’écrive

ge—1

Zaoj X7 + Z a0~ o) XJ]V+1+ZZQI€J N+k+ Z Zak,a N+k+1-

Jj=re+1 7=1 k=1 j=re+1 k=1
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Quitte & renormaliser X, on suppose que

Te Ge—1
ZaOJ—F Z a0]+22ak3+ Z > ap; =1 (9.21)
Jj=ret+l j=1 k=1 j=re+1 k=1

N ‘ ) L
Les vecteurs 8~ [« x n et Vi, sont de normes bornées par une constante indépendante

YiAX . i
de N et on a w(Y;,X) = W Pour conlure, il suffit alors de montrer que si N est
assez grand

— | aNtae+1 —_aN+ae+1
Vi A X > cef ] > oot (9.22)
On rappelle que Y; = (1 0 - 0 ooq1 - aqd,l,l)Tet on explicite X :
aop,1
aOd
N 1 qf_l
+
Z aO,JJOJ + Z apj0q; + Z Z a’kJUNJrkO + Z > akij+k+10
j=re+1 j=1k=1 j=re+1 k=1
N4t Te e d  ge—l
Zao,yaqd 1; 1 Z a0,j0qq-1 T > ZakJUN-}—kqd R IEDY ak,JUN+k+1qd 1
Jj=re+1 j=1k=1 j=re+1 k=1
J J J T
en posant Vi, = (0 -+ 0 UNjko ©°° vN+k7qd_1) :

On prouve alors (9.22) en faisant une disjonction de cas. On note ¢ > 1 un majorant
des 0; ;, en particulier pour tout N € N, ¢ > o},
e Premier cas : Si il existe j € [2,d] tel que

— LaN+QG+1

(0qd)?

alors en minorant || X A Y]| par le mineur de (Y;|X) correspondant & la premiére ligne
et la j-iéme ligne on trouve :

|ag ;| >

_ N+ge+1
1 agp.1 0 J
X AYqll > |det ’ > > —
| 1|l > |de (0 aO,j)’ > lag,;| > (0qd)?

ce qui donne (9.22).
e Second cas : On a sinon :

— QN+QS+1

T2 ‘
Viel[2,d, lay,l < o

D’aprés (9.21) on a

Te ge—1 Q*LO‘NMEHJ 2
@01"‘22%;"‘ Z Za,wzl 1)<W>

=1 k=1 j=re+1 k=1
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En particulier, si N est assez grand, il existe (', k") tel que |ax ;| > qid avec
E'>0o0u(k=0etj =1).

On suppose d’abord qu’on est dans le cas k' > 0.
On posc alors i = N + k' + (j° — 1)¢g mod (qd). Par définition des uS\H)k (et donc des
VN ki) €0 (9.7) on a alors :

Vhaws = Let V(i k) # (7, k), Vi, = 0.

En minorant || X AY]| par le mineur de (Y;]|X) correspondant a la premiére ligne et la
(i + 1 4 d)-iéme ligne on trouve :

1 ap1
X ANY| > |det
|| 1|| - 0;1 Z CLQJO'lj + Z CL07]0' + Qg /UN—I—k’ ;
J= J=re+l
= |aoa (031 — o1 +Za04‘7w+ Z Q000"+ gV
Jj=re+1
+o00 R N1 )
Or [oM — ol = > e <407 L] i NV est assez grand. On a donc
’ k=N+1 0"
X AYA > Jag vyl = laoa (o7 = 0in)| = !ZGOJU,J Z 0,07y
Jj=re+l
_LaN+qe+1J
> L _agle ) g (L=
~qd (0qd)?
>0 LaN+qe+1J

si N est assez grand, ce qui donne (9.22).
On suppose maintenant que k' = 0 et j' =1 et donc |ag| > qid.

On pose i = N + g, + 1 mod (gd). Par définition des u%i)k (et donc des U?VHW-) en (9.7)
on a alors :

Vke[lal, Viel2d, vhy,=0

(1) (4,1) (4
et unp = .. = Uy —OetuN+q+1€{2 3}.
v Xy Nige G Ntq
. . _ k _ _ e
En particulier 0, = > I > etakJ o1 et
k=0 k=0
Te ge—1
Z Z g JUNHM + Z Z ak,J“N+k+1 ; = 0.
j=1 k=1 Jj=re+1 k=1
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En minorant || X AYj| par le mineur de (X|Y7) correspondant a la premiére ligne et la
(i + 1 + d)-icme ligne on trouve :

1 ao,l
X AY|| > |det
| il = Ji1 Z ao,;o70 + Z ao oy
] ] 7‘5-{-1
= a01 — 01 —|—ZCL07JO'Z] + Z Cbo,JO-N—l-l .
J=re+1
+00 (1) (4,1)
Or |0l —oia| = o] —oial = 3 ;Lkakj > gfi%?"qiiﬁj > 20~ [*""*"] On a donc
IX AYA| > lag (o — 0in)] = |ZGOJ0 | = | Z a0 07y
J=re+1
20~ LaN+qc+1J 0~ LaN+qe+1J
>— —do| ———
qd (oqd)?
0- LaN*‘v'QQ*‘rlJ
>
= ¢d

ce qui prouve (9.22).

On a donc (9.22) dans tous les cas ce qui termine la preuve du lemme.

Lemme 9.12. Il existe des constantes c; et cg indépendantes de N telles que

_qlet1 _qlet1

crH(COpo)mer@man < ahy(A, Cne) < cgH(Clyo)mertdTan,

Preuve. On rappelle que pour j € [1,d] et N € N

N+ge+1

Y1 (Vect(Y;), Vect(vaJr ) <67

d’aprés (9.11).
Par construction de Cly, on a Vect(Xy ., ..., X, ) C Cne et donc

Va(A, Cne) < oA, Veet( Xy, - - ,Xj‘f“rqe))

d’aprés le lemme 2.17.
D’apreés la propriété 2.23 on a :

wd(A,Vect(X}VJrq X]”\l,+q ) < ¢ Zwl (Vect(Y), VCCt(XJJ\H—q )

=1
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avec ¢y dépendant de Y7, ..., Y; et n. On a donc

1 d _aN+‘7€+1
% _oN+ae+1
- 71 —_—
< cgcrdes Hdmre)e H(Cy o) rea+d=re)aN+T
_alet1

= cgH(Cly)ret@rea

car H(Cy,) < csfree” Hd=r)a™ T Panres le lemme 9.9, ce qui prouve la majoration du
aldetl

d—
lemme avec cg = CQCldcgE“ re)e

Pour montrer la minoration on utilise le fait que ¢4(A, Cn.) > 11 (Vect(Y7), Cy ) d’aprés

le lemme 2.17. Le lemme 9.11 donne alors
Ntge+1

Ya(A, Cn.e) = c0™

Comme H(Cy,.) > c4@re” Hd=re)a™ T Panras e lemme 9.9, on a la minoration

aNtgetl _aN+ge+1 _qletl

wd(Ay CN,e) > 0661[6«1”Jr(alfre)oeN+1 H(CN,e)reaNderc)anrT _ C7H(CN,6) Tot(d—ro)a

aldetl

avec ¢y = cgeps T ce qui prouve la minoration du lemme.

|
On a alors construit une construit une infinité d’espaces rationnels Cy . de dimension e
tels que

ﬂ
wd(A7 CN./e) S CSH(ON,e) re+(d—re)a
ce qui donne en particulier :
aq6+1

Ale)y > — 2
Hn(Ale)a = re + (d — o)

9.3.2 Majoration de ’exposant

On montre dans cette section, que la minoration trouvée dans la partie précédente est
optimale c’est-a-dire que 'on va majorer p,(Ale)y par %

On énonce un premier lemme technique qui nous sera utile dans la démonstration de la
majoration. Ce lemme généralise en fait la minoration du lemme 9.9.

On rappelle que pour N et v deux entiers non nuls on a défini :
By = Vect(Xar, Xari1r - s Xavao1s Xa e ooy Xnraotr oy Xy X 1)

Lemme 9.13. Soit N e Ny v € [1,g — 1] et r € [0,d — 1].
Pour W un sous-espace rationnel de Vect(X%, ..., X%) de dimension r, on a :
N+1

H(BNJrl,v a W) > cloerocNJr(dfT)a

avec ¢g indépendante de N et de W.
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Preuve. Soit Uy, ..., U, une Z-base de WNZ". Comme W C Vect(X%, ..., X%) et que
ces vecteurs forment une Z-base de Vect(X},, ..., X4)NZ™ on peut écrire pour i € [1,7] :

d
U= ai; X%, (9.23)

avec a;; € Z.

On remarque que Byy1, & W est de dimension dim(By41,,) + 7 = vd + r d’aprés le
lemme 9.7.

D’aprés le lemme 9.7, les vecteurs (XNH)]e[[l aq Y (V/ )]e[[l d],ke[N+2,N+o] forment une
Z-basc de Byt1,NZ".

En concaténant ces bases de By, et de W on forme une base de I'espace vectoriel réel
Bny1, @ W (mais pas forcément du Z-module (By1, ® W)NZ™). De plus les vecteurs
de cette base sont entiers, la formule énoncée dans la remarque 2.8 donne la hauteur de
Byi1, @ W dans ce cas-la :

N+v

(/\XN-H) ( A (Vkl/\.../\vkd))/\Ul/\.../\Ur

k=N+2

H(BN+1,U > W) =

N (9.24)

ou [ est I'idéal engendré par les coordonnées grassmaniennes associées a cette base, qui,
on le rappelle, sont les mineurs de taille vd + r de la matrice associée aux vecteurs

(XN+1)J€[[1 d] U (V )Je[[l d].ke[N+2,N+v] U (Ui)ie[[l,r}]-

D’aprés (9.23) on a pour ¢ € [1,7] :

: j : ijv+1 - U1{7+1
_ I — o ONAL TNAL
Ui - Zaz,yXN = ZCL’LJ 9'_‘1N+1J—|_0¢NJ
7j=1 7j=1
d’apres la formule (9.9).
Ainsi :
N+v
/\XN+1 < N (Vk,l/\.../\de)> AU A AU,
k=N-+2
N+4v d ) d '
_ <—0LQN+1J W”) /\X]{,+1 ( A (Vkl/\.../\vkd) ZaljU}\,+l/\..,/\Zar,jUJ{,H||
k=N+2 =1 i=1
N+v d
r aN —r aN+1 . .
— grleV ]| J||(Azgv+1)A< A VA AV ) Z Ul A A YUl
Jj=1 k=N+2 =1 i
(9.25)
avec Z]{f+1 QLQNHJ XJJVJrl

Or la norme du produit extérieur qui apparait en (9.25) peut étre minorée par la valeur
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absolue de tout mineur de taille dv+r de la matrice M dont les colonnes sont les vecteurs

| | d |
(Zys1)sema Y (Vi) e a kepnv+2,8+0 U (-21 ai ;U1 )ie1r]- On a
]:

YN+

1,
M = ( i A ) € Mpapir(R)
ol Yy = (O-f?fj+1)ie[[0,qd—1]],je[[l,d]] et A € My, qw-1)+r(R) dont les colonnes sont les vec-

. d .
teurs (V) jepapreivsanro U (X @i iUk )ieq-
j=1

Or d’aprés la construction des vecteurs V{ et U% 41 en (9.9) et comme a;; € Z, il existe
A" € My_ga(w-1)4r(Z) une matrice a coefficients entiers telle que :

1, 1, 0
M = A | = )
(ENH ) (ENJrl A )

De plus la matrice A’ est de rang d(v — 1) +r car rang(M) = dv +r puisque les colonnes
: : I
de M sont des vecteurs d'une base. On peut donc extraire un mineur de (E d 2, )
N+1

qui soit non nul et entier. En particulier il est minoré en valeur absolue par 1 et en
reprenant (9.25) on a :

d N+v
1A X0 A ( A (VAL A vkd)> AU A AU > orle]ran e g 96)
j=1 k=N-+2

D’aprés (9.24), il reste alors & montrer que N (1) est majorée par une constante dépendant
seulement de A.

Pour cela on montre que la famille (X]{,H)je[[l,d]] U (V}g)je[[l,d}],ke[[NJrz,Nw] U(Us)iequ,r) forme
« presque » une Z-base de (Byi1, & W) NZ".

Soit (u;)je,q Y (Win)jedreln+2,8+0] Y (V3)iep € [0, 1] tel que :

d r
X = Z’LLijjerl + Z wjkakj + ZviUi e 7" (927)
Jj=1 kE[N+2,N+v] i=1
Je1,d]

On décompose X dans la Z-base de By ,4+1 NZ" que 'on a explicitée dans le lemme 9.7.
d ) ) ) ) )

On a U; = > a;; X} d’aprés (9.23), et X3 = QLQNHJ_LC‘NJX}V + [ UR 1l Virgr en
=1

j
reprenant la formule (9.9).

Pour k € [N 42, N 4 v], les ij n’apparaissent donc pas dans la décomposition des U;
et X}, . Par définition d’'une Z-base on a alors

Vje[l,d], Vke[N+2,N+v], wje€LZ.

En particulier ST wiV € Z" et la relation (9.27) donne alors

ke[N+2,N+v]
Jjel1,d]

d d r
S (0l L X U V) + (}) X} ez
j=1 i=1 \i=1

J
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D’aprés le lemme 9.7, les V3, 41 et X7, forment une Z-base de V NZ" oit V est le sous-
espace vectoriel réel engendré par ces vecteurs. On a donc pour tout j € [1,d] :

wlU% Il € 2, (9.28)
Uj(9|-aN+1J_|-aNJ + ZU;,(I,;J € 7. (929)
=1

Comme [|U,,|| = 2 ou 3, la relation (9.28) donne 6u; € Z pour tout j € [1,d]. Par la
deuxiéme relation (9.29) on a alors ) 6v;a;; € Z pour tout j € [1,d].

i=1
Enfin :

T d r
Z6’UZU1 = Z (Z GUiCLZ'J‘) X}V ez
i=1 j=1 \i=1

Comme Uy, ..., U, est une Z-base de W NZ" on trouve 6v; € Z pour tout 7 € [1,7]. On
a donc finalement :

w;y € Zpour j € [1,d],k € [N +2,N +v],
6u; € Z pour j € [1,d],
6v; € Z pour i € [1,7].
En particulier cela donne N(I) < 69" < 6%, En combinant cela avec (9.26) dans (9.24)

on trouve :

N4+1

H(BN—‘,—L'U ® W) > 6—2(101" LaNJ +(d—r) LaN+1J > cloe’an—f—(d—'r')a

ce qui est le résultat attendu avee ¢g = 6724071,
[ |

On peut maintenant minorer le d-iéme angle que réalise A avec tout espace rationnel de
dimension e.

Lemme 9.14. Soit € > 0 et C' un espace rationnel de dimension e tel :

adet1

Ya(A,C) < H(C) ret@rea ",

Supposons H(C') assez grand, et notons N € N

N+qe adet1

9" < H(C)rer@roa i < 9o

N+ge+1

(9.30)

Alors Byy1,4, C C.
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Preuve. Soit N l'unique entier vérifiant (9.30).

On pose 71, ..., Z. une Z-base de C' N Z".

Soit j € [1,d]. On étudie D, = ||ijv+,€ NZyN...N\Z] pour k € [1,q.]. D’aprés le
lemme 2.22, on a :

Dj. = v1(Vect (X3,.), O) | X3l H(C)
< 6™ H(C) (w(Xh 14 V) + 1 (Veet(Y5), ©))
car ||X]J\f+k|| < 302" d’aprés (9.12) et w(X]J;Hk,C) < w(X){,Jrk,Yj) + 1 (Vect(Y;), C)
par l'inégalité triangulaire du lemme 2.15.
N+k+1

Or 1 (Y;,C) < ¢4(A,C) d’apres le lemme 2.17 car e > d et w(X]j\,Jrk,Yj) <
d’apres (9.11) et donc :

_qletl
Djj < cn6®" " H(C) (Q_O‘MM + H(C)w—re)a_e)

avec c¢1; indépendante de V.
alet1 e

Or 0°"" < """ < H(C)r+@—raa 27" par le choix de N en (9.30) et done :

_aNtkt1

[N

Dj,k < C1190(N+}C H(O) + CHH(C)_ .

aldet1

De plus H(C)ret@raa 271 < g™ papres (9.30) et donc

adet1 € _1
Te+(d*'fe)a+§7
0 Z H(C) aN+ge+1

On obtient alors la majoration :

(aNFTk_oN+kt1y qu+l +5-1)
1 Te —Tre) e
Djr < ennH(C)'™ VTt + e H(O) 5. (9.31)

On étudie I'exposant et comme k£ > 1 :

adet1 adet1
]. + (aN+k _ aN+k+l)(7’e+(((Ii—’re)Ol + % B 1) < 1 —|— (aN+1 B aN+2)(’I’e+({ji—’f'e)(X + % - 1)
aN+Qe+1 — aN+Qe+1
(- o) + 5 1)
- 1 + aqe
- ale + (1 —oz)(o‘;e + % - 1)
- OéQC
car%Z‘%gzlet 1 —a < —1. De plus
e 1
ae + (1 — a)( T 1)< 7 (=%t + at(d+ 1) + d(a — 1))
1
< = (—a? 2d +2)—d
< ( a” + a(2d + 2) )
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car e > d et donc ¢, > 1. Par l'inégalité (9.1) du lemme 9.3 on a —a?+a(2d+2) —d < 0.
Alors

% +(1—a) (- +5-1) < (1—a)e —¢
e - 2« T 204

carl —a< —let g <gq.
On a donc en reprenant (9.31) :

Djx < et H(C) 27 + e H(C) ™2 < 261, H(C) ™27,

Pour H(C) assez grand en fonction de €, ,n et ¢11, on a D;; < 1 pour tous j € [1,d]
et k € [1,q.]. Le lemme 2.14 donne alors :

Vjie[l.d], Vke[lqg], Xi.€C.

Ces vecteurs engendrent By, donc Byyig C C.

Lemme 9.15. Soit € > 0. Pour tous les espaces rationnels C' de dimension e sauf un
nombre fini on a :

alet1

Pa(A,C) > H(C) rerlaraa ¢,

Preuve. On suppose l'inverse par ’absurde. Alors pour un certain £ > 0, il existe une
infinité d’espaces rationnels C' de dimension e vérifiant :

_qlet1

ba(A,C) < H(C)reria—raa . (9.32)

D’apres le lemme 9.14, si un tel C' a une hauteur suffisamment grande on a By, C C
avec N vérifiant (9.30).
On sépare la preuve en deux cas selon la valeur de r,.

a(Is+1 ale

e Premier cas 7. = 0 : Dans ce cas, on a e = q.d et ret(d—roa . d

On a déja Byy1,4 C C; par égalité des dimensions et comme 7, = 0 on a

C= BN—i—l,qe, - CNe

)

par la remarque 9.8 et d’apres le lemme 9.7.
On a donc H(C) = H(Cy,) et par le lemme 9.12 on a :

_alk+1 aqe+1

crH(C)rev@raa < 4y(A,Cne) = ¢a(A,C) < H(C) rer@raa,

Cela donne alors - f(z;:l T f(fle:l o T S car on peut faire tendre H(C') vers +00. On

trouve alors £ < 0 ce qui est contradictoire.

e Deuxiéme cas r. # 0 : Dans ce cas e = q.d + r. et en particulier 1 < g, < q — 1.
Montrons que Vect(X4, ..., X%)NC est de dimension supérieure ou égale a 7. en mon-
trant par récurrence sur r € [0,7. — 1] qu’il existe r + 1 vecteurs entiers linéairement
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indépendants dans Vect(X3, ..., X%) N C.

Soit € [0,7. — 1]. On suppose qu’il existe Uy, ..., U, vecteurs entiers linéairement in-
dépendants dans Vect(X4,..., X&) N C;sir = 0 cette hypothése est vide donc vraie.
Montrons qu'il existe U,y € Vect(X%,..., X&) NC NZ" tel que Uy,...,U,4; soient
linéairement indépendants.

Comme ¢, < ¢ —1 et que la famille de vecteurs intervenant dans la définition de By41 4,
en (9.8) est libre, on a By 14, NVect(Xy, ..., X%) = {0}, et donc d’aprés le lemme 9.7,

dim(By41,4, ® Vect(Uy,...,U,)) = dg. + .

On note G, = By1,4, ® Vect(Uy,. .., U,) ainsi que D, = G;-NC Porthogonal de G, dans
C.

On adim(D,)=e—dge—r=71.—1r > 1.

Soit m, : C'— D, la projection orthogonale sur D,.

On pose A, = m,.(C NZ"). Alors A, est un réseau euclidien de D, de déterminant :

on peut retrouver ce résultat dans la preuve du théoréme 2 de [36].
D’apreés le théoréme de Minkowski (théoréme 2.12), il existe X! € A, ~ {0} € D, N Q"
tel que :

1 H C Te—1
IX1 ]| < exsd(A,) 557 < ex, ( ) ) (0.33)

avec c1o une constante ne dépendant que de e.
Comme X! € A,, il existe X, € CNZ" tel que 7,.(X,) = X/; on a X, ¢ G, donc

<X;‘¢ E%V+1gy

On pose E, le produit extérieur des vecteurs (X]{,Jrk)je[[l’dﬂ?ke[[ovqe]] et de X,.
On cherche & montrer que E, = 0 et pour cela on étudie sa norme. On a :

Qe ge
B[] = (1 X5 A /\(X]l\uk ARERRA X]C\lhrk)“ = || (X7) A /\(le\l+k A A XJC{Urk)H
k=0 k=0

1

car X, — m(X,) € Gy C Bygir. Or |m (X)) = | X!]| < c1o ( 5{53))@ d’aprés (9.33)

et donc :

ge

1B < (XA (K A A X

k=0
1

qe

HC r—7re
< () IO A AXD A AT A ATLI

k=1
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. ; T
en utilisant la formule (9.9) sur les X}, avec U, = (0 o 0 Ug\;ﬁ. u%i}{m)) :

D’aprés la construction des u,(f’j) en (9.7) on a ||U}]|| < 3 pour tous k et j. Cela donne
donc :

de
||Er||s(:m< )) IXE A A XENTTUT el 102 )

k=1

< 3%cy, ( é;§> XA A AXE.

Or Veet(Xy, ..., X%) = By, d’aprés la construction en (9.8).

D’aprés le lemme 9.7 X}, ..., X% forment une Z—base de By NZ" et donc H(By,1) =

| XA A AXE.

Or la remarque 9.10 indique que H(By1) < ¢50%" et donc | XL A ... A X[ < 507"
D’autre part, le lemme 9.13 donne H(G,) = H(By 1,4, ®Vect(Uy, ..., U,)) > ¢1of" Hd=1e

N+1

On a donc :
raN +(d=—r)aN+1
HE || < 3 ClgCTe_TC59da1V_4—(7i772H(O)%%T
=L N Te—T)—r—(d—r)x
N B ()=

Ord(re—r)—r—(d—r)a <dr.—(d—r.)a < 0 d’aprés I'inégalité (9.4) du lemme 9.3,
et le choix de N en (9.30) donne

alet1 e _
afe 'f‘eJr(d*Te)D‘_Fj !

H(C)N e aretd) < H(C)™ oNtaert <
a‘le a‘le“r]
d*?"e+% - Te+(d_Te)CY

devient alors :

car — 145 d’aprés I'inégalité (9.5) de ce méme lemme 9.3. L'inégalité

aNozqe(d(re—r)—r—(d—r)a) 1
Te ™ aN Te—1T -7, I e—T
|1E,|| < 3%cpyeqg C5H(C) Faetl(re—r)(d=re+gz) "7
(d(re=r)—r—(d=r)a)+a(d—re+3)
T — o 1
= 3 012610 C5H(C) a(re—r)(d=ret3)

(d(re—r)—r—(d—r)a)+a(d—re+ %)
a(re—r)(d—re+ %)

On étudie 'exposant que l'on note 6 = et on peut alors ma-

jorer
1 1
§ = a(re_r)(d_re+%)(—oz(re—r—§)+d(re—r)—r)
< ! (-2 4 d(d—1))

afre—r)(d—re+3)" 2

car0<r<r.—1letl<r.,—r <d-—1. Enfin d’aprés I'inégalité (9.2) du lemme 9.3, on
a—%+dd—1) < —1etdonc




—1 -1

et enfin ||E,|| < 3%cyycjs™ s H(C)*Ce@ret2)  En particulier si H(C') est assez grand
ona ||E.| <1.

ge

Or les vecteurs considérés dans le produit extérieur B, = X, A A (Xy A A XS,
k=0

sont entiers donc ce produit extérieur s’annule.

1l existe alors U, 41 € (Byy1.4 @ Vect(X,)) N Vect(X4, ..., X%) \ {0}. On rappelle que

X, ¢ Bny1,4, et comme les espaces considérés sont rationnels, on peut prendre U, € Z".

Comme (By1,4, @ Vect(X,)) C C on a aussi U, € C.

Montrons maintenant que les vecteurs Uy, ..., U, sont linéairement indépendants sur
r+1

R. Soit >~ AUy = 0 une relation de dépendance linéaire.
k=1

On appliglue 7, la projection orthogonale sur D, = (By.1,4, @ Vect(Uy,...,U,))*NC et
on trouve :

r+1 r—+1
0=m(>_ MUs) =Y Nro(Uk) = A1 (Ura). (9.34)
k=1 k=1

Or Upy1 = Z+ pX, avec Z € Byy14 et p € R

De plus comme U,41 € Vect(Xy, ..., X%) et que Vect(X%, ..., X&) N Byi1g = {0}, on
a nécessairement p # 0.

On a donc 7,.(U,11) = pX! # 0 ce qui donne A, = 0 en utilisant (9.34).

Enfin on trouve \; = ... = A\, = 0 en utilisant 'hypothése de récurrence donnant
Uy, ..., U, linéairement indépendants. Ceci termine la récurrence.

On a donc montré qu’il existe W C Vect(X%, ..., X%) N C un sous-espace rationnel de
dimension r,.

Comme By, C C et Vect(X4,...,X4) N By, ={0} onadonc C = By, &W
par égalité des dimensions.

Le lemme 9.13 donne alors

N+1

H(C) > cpoffe” Hd=re)a (9.35)

On remarque d’autre part que C' = Byi1, @ W C Cn_1 (4. +1)a ¢t d’apres le lemme 9.11
appliqué avec N' =N —let ¢ =qgod ot o =¢q. + 1, 0n a

Ur(Veet(¥), On 1) = e~ = cg™" """ (9.36)
et donc, en utilisant le lemme 2.17 puisque Y; € A\ {0} et dim(A4) =d :
Ya(A, C) = Ya(A, Cn-i(go+1)a) = 1(Veet(Y1), Cn—i (g+1)a)- (9.37)

Les inégalités (9.35), (9.36) et (9.37) donnent alors I'existence d’'une constante c;3 > 0
indépendante de C' telle que :

_aN+ge+1 _adetl

@Z)d(A, C) Z 013H(0)W = ClgH(C)m.
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En reprenant I'hypothése faite en (9.32) on a donc

_qldetl _qletl

c13H(C)rer@=raa < H(C)ret@—reac,
En particulier pour tout C avec H(C') assez grand on a c¢;3 < H(C) ™ et donc
c13 =20
ce qui est contradictoire et termine la preuve du lemme.

Ce lemme 9.15 donne alors :

aQe+1
(4 <—F—.
R A

Cela termine la preuve du théoréeme 9.1 dans le cas d < e.

9.4 Calcul de I'exposant dans le cas e < d

3 _
Dans cette section, on montre i, (Ale). = ¢ pour e € [1,d — 1]. On peut remarquer que
dans le cas ou e = d cette égalité est aussi vérifiée; en effet on a prouvé le théoréme 9.1
dans ce cas. Ce cas apparaissant aussi dans les preuves de section, on montrera ici de

nouveau fi,(Ald)q = 5.
Dans la suite on fixe e € [1,d].

9.4.1 Minoration de ’exposant

La minoration de I'exposant p,(A|e). reprend les mémes idées que dans le cas e > d.
On introduit ici une suite d’espaces approchant trés bien A.
Pour N € N, on pose :

Dy = Vect(Xy, ..., X%) (9.38)
qui est un espace rationnel de dimension e car X% € Z" pour tout i.

Lemme 9.16. Les vecteurs X}, ..., X§ forment une Z-base de Dy, NZ" et
140" < H(Dy.) < C159wN

avec c14 et c15 indépendantes de N.

Preuve. Par le lemme 9.7, les vecteurs Xy, ..., X% sont des vecteurs d’'une Z-base de
By, NZ™ introduit en (9.8).

D’aprés la remarque 2.6, ils forment alors en particulier une Z-base de I'espace W N Z"
ou W est I'espace qu’ils engendrent, c’est-a-dire Dy .
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Par définition de la hauteur on a donc H(Dy.) = || Xx A ... A XE].
On reprend la notation suivante pour i € [1,¢€] :

‘ 1 .

etonaZy — Y,
N—+o0
En particulier on a

1Zy Ao AZ5 — Vi A AY.] £0.
N—+o00

On en déduit
ol XU A AXS = 1Z5 A AZS — [YiA... AY £0.

N—+o00

Donc il existe ci6 et ci7 telles que pour tout N € N,
c160° o] < H(Dn,.) < c176° ]

ce qui permet de conclure puisque e’ —e < g [o"] < gea™

Lemme 9.17. Il existe une constante c;3 indépendante de N telle que :
we(Au DN,e) S CI8H<DN,6)7Q/6~

pour N assez grand.

Preuve. On rappelle que pour j € [1,d] et N € N
i (Vect(Y;), Veet (X)) < 07"

d’apres (9.11).
On a Vect(Y1,...,Y.) C A donc ¢.(A, Dn,) < ¢e(Vect(Yr,...,Ye), Dne).
D’aprés la propriété 2.23 on a :

Ye(Vect(Yy, ..., Y.), Dy.) < c1g 11 (Vect(Y;), Vect(X%))

j=1
avec cjg dépendant de Y7,...,Y, et n. On a donc
Ye(A, Dn,) < 019(5166’70‘}\”rl

aN+1 _oN+1

S clgcldclg‘lN H(DN,e) ealV
= ClgH(DN7e)_a/e

«
a N .
avec ¢13 = cgc1defy et car H(Dy ) < ¢150°" d’aprés le lemme 9.16.
[ |
On a donc construit une infinité d’espaces rationnels Dy . de dimension e tels que

d}e(A, DN,@) < ClSH(DN7e)_a/6;

cela donne en particulier :

pn(Ale)e >

m_lQ
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9.4.2 Majoration de ’exposant

Le but de cette section est de majorer u,(Ale)..

Lemme 9.18. Soit € > 0 et C' un espace rationnel de dimension e tel :
Ve(A,0) S H(C) .
Alors si H(C') est assez grand, il existe N € N et Z € Z" \ {0} tels que Z € CN Dy 4 ct
I1Z]] < eaH(C)V

avec cop indépendante de Z et de N.

Preuve. Par le corollaire 2.13 du théoréme de Minkowski il existe Z € C' NZ" ~ {0}
tel que :

1Z]| < car H(C)Ve (9.40)

avec c9; une constante indépendante de Z.
Il reste alors & montrer qu'il existe un certain N tel que Z € Dy g = Vect(Xy, ..., X%).
On pose Z4 le projeté orthogonal de Z sur A. On introduit aq, ..., a; € R tels que :

d
74 =" a;Y;.
j=1

On cherche a montrer qu'il existe N tel que [|[ZAXYA.. . AXE| sannule. Or X}, ..., X%
est une Z-base de Dy 4N Z" d’apres le lemme 9.16. Pour NV € N, on a donc d’aprés le
lemme 2.22

1Z AXN A .. ANXg| =1 (Vect(Z), Dya)H(Dya)|| Z]|
d
<w(Z, ) a; X)) H(Dya)|Z]

j=1

< (ww, z%) +w<ZA,Zan7V>> H(Dya)|Z].  (9.41)

=1

En rappelant la notation Z4, = 0~ "] X'j{,, on a

d )
d d ZA — ZlaJZ‘]V
. , iz
w(Z4, ZanJJV) = w(Z4, ZajZJJV) < 127

j=1 i=1

d .
> sl [[Y5 = 2]
7j=1

d
> a;Y;
j=1
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Or par construction des Yj, on a

d d d

a; Y| > Q; —~ en eftet pour 7 €
lej >‘/'21’J| Zld ffet p .
J= Jj= =

[1,d], la i-éme coordonnée de Y; est égale & 1 si i = j et & 0 sinon.
De plus, on a ||Y; — Z4 || < [|Vj]lei0~*""" par (9.11). On a donc

w(Z4 Z a; X2) < 007" (9.42)

avec ¢y = c1d max ||Y;]].
jelLdl

D’autre part on a, en utilisant le lemme 2.17 puisque Y; € A~ {0} et dim(C) = e :
w(Z,2%) = 1 (Vect(Z), A) < 1(C, A).
L’hypothése du lemme donne alors :
w(Z,Z24) < H(C)™ <= (9.43)
On combine (9.42) et (9.43) avec (9.41) et on a :

1ZAXE A AXL < (H(C)*%*E + czzefa“l) H(Dxa)|Z].

On sait de plus par le lemme 9.16 que H(Dyg4) < c150%" et par (9.40) que [|Z] <
co1H(C)Y¢. On a donc pour N € N :

1ZAXEA . AXL] < (H((J)—%—f + cme—a“l) 1509 ey H(C)V*
<o (H(C)‘%l‘a@dO‘N + eaN(d-a>H(C)1/@)

avec Cog = €151 max (1, co2) indépendante de C' et de N.
On choisit maintenant N. Soit N 'entier tel que :

N+1

9" < H(C)* T < 6% (9.44)
Cela donne donc %" < H(C)*= +5 et § > H(C)% d’ott, puisque o > d :
1ZAXEA L AXE] < en (H(C)—i + H(C)“N(d_“)(”m*i)
< o (H(C)75 + H(C) =852 (9.45)

On étudie alors 'exposant du deuxiéme terme :

a—d

(d—a)(20 — 2 + eg) + 2da 1
2da -

_ 2 _ _
Soder _eda( a” + (1+2d)a d)
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Or d’aprés linégalité (9.3) du lemme 9.3, on a —a? + (1 + 2d)a — d < 0 et donc

(d—a)(2a — 2+ ec) + 2da
2eda

< —cue

aveccg4:§d;5>00ara>d.
L’inégalité (9.45) devient donc :

1ZAXN A AXG| < e (H(C)™2 + H(C) )
avec Co3 et coq indépendante de C'. Pour H(C') assez grand on a donc
IZAXEA. . AXE <1
et le lemme 2.14 donne alors
Z € Vect(Xy, ..., X%) = Dng

pour N vérifiant (9.44), ce qui termine la preuve.
[

On peut maintenant montrer le résultat permettant de minorer ’exposant.

Lemme 9.19. Soit € > 0. Pour tous les espaces rationnels C' de dimension e sauf un
nombre fini on a :

_«

Uo(A,C) > H(C) 5.

Preuve. On suppose le contraire par 'absurde.
Il existe alors une infinité d’espaces rationnels C' de dimension e vérifiant :

Ve(A,C) < H(O)e7, (9.46)

Soit C' un tel espace. Le lemme 9.18 donne alors N € N et Z € Z" ~ {0} tels que
Z € CN Dyg avec

1
e

||Z|| < CQOH(C) :
Comme Z € Dy qNZ" on peut écrire :
d .
Z=> u;X} (9.47)
7j=1

avec v; € Z car les X]j\, forment une Z—base de Dy 4N Z" d’aprés le lemme 9.16.

d .
Soit, pour j € [1,d], z; = glo”] vj, ce qui donne Z = ) 2z, Z3;.
j=1
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On souhaite maintenant minorer ¢;(Z, A). On rappelle la notation Z4 pour le projeté

orthogonal de Z sur A. On introduit aq,...,as € R tels que :

d
ZA = Z CL]Y.;
j=1

On pose de plus :

d

A=74=> "5V,

i=1

ainsi que

w=|z4-2|.

Comme les Z3; et Y; ont leur i-éme coordonnée de Y; égale & 1 si ¢ = j et a 0 sinon, cela

donne

ZA—Z:(a1—21 e Qg — R4 K

On a alors :
d
w2 > Z(aj - Z]')Qv
j=1

et donc pour tout j € [1,d], |a; — z;| < w.
Cela nous donne en particulier

d

> (a;—2)Y;

J=1

IAl=

< Cp5w

avec co5 = d Hﬁa}éﬂ |Y;|l. On peut alors minorer || Z A Z4| :
.]e 17

d d

T

(9.48)

1ZAZAI =12 A 2Y+ 24 = 5Y))]

J=1 J=1

d
=ZA> 2V + ZAA|

J=1

d
> ZAY 5Yl = 1Z AA]
j=1

(9.49)

D’un coté, pour tous jp € [1,d] et i € [0, qd — 1], en se rappelant des définitions des Y;
et des 0; données dans la section 9.1 et en considérant les jo-éme et (d + i)-éme lignes
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de la matrice (Z

d
Yo z;Y; | ona:
i=1

d d d
1ZAY 2V =1 %25 A Y %Yl
j=1 j=1 j=1

Jo Jo

> |det [ & d

> N
D200y D 20
5 j=1

J
d
= 2| > 701 — ol%)

. e
=5l Doz >

On choisit jg tel que |z;,| = mczimlx |z;| # 0; un tel j, existe car Z # 0.
j:

En particulier on a |zj,| = ole"] |vjo| > olo"] car vj, € Z d’apres (9.47).
On choisit 7 tel que US\Z/-]&) # 0, c’est-a-dire ¢ = ¢, (N + 1) en reprenant les notations de
la section 9.1 . On a alors uEfo >2et ugf,’i)l = ( pour tout j # jo donc :
L)

d d +oo
1ZA3 2l > el [ D2 S
j=1

j=1  k=N+1 olo]

(4,90) d +00 u(i,j)

UNY1
> |zjo] ZjomaTtlﬁzzj > efa’“J
j=1  k=N+2

2 +oo U](CZ"])
= |zl { |2l gy — dlzil > o]

k=N+2

1
> |Zjo IZGLQNHJ

too ()
uy’

car si N est assez grand on a d ra < 0|_0‘1\1]+1J.

k=N+2 ¢
On a donc :
d p2Lo"]
1Z N ) Yl > (9.50)
gl J
j=1
D’autre part, d’aprés (9.48), on a :
1Z AA[ < [[Z]I[JA]] < coswl| Z]- (9.51)
En combinant (9.49) avec (9.50) et (9.51) on trouve :
g2 L")
1Z A 24| > glavy — cawllZ])
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D’aprés le lemme 2.19, w = ||Z4 — Z|| = || Z||w(Z4, Z) et alors comme || Z4] < || Z]| -

124 A Z|)
1Z] - |2
124 A Z))
I VA
N g2 ]
— |z]jgte)

w=|Z|

— CosW.

On a finalement :

C26
>
“ 2 | Zee e

avec ¢y = (1 + co5) L.

On a enfin

w Cog
Z, 74 = >
27 = 7] 2 e

avec cog > 0 indépendante de N et de Z.
On rappelle que Z € C, et donc w(Z, Z4) = 4, (Vect(Z), A) < .(C, A) et donc par
(9.46) :

Co6 H(C’)_

1Z[pg 2] = I (9.52)

De plus on a Z tel que || Z]|| < caoH(C)Y*. L'inégalité (9.52) devient donc :

C26 —a—
< a—eg
arezpel e < 1217

En particulier on a

Ca7 —a—ee
izpge e < 121 (9.53)

avec Cy; = ol . D'un autre coté, par construction des Z%, on a
vielld, 2] =1zl

En effet, pour i € [1,d] la i-éme coordonnée de ZI{, est égale a 1 si 2 = 7 et a 0 sinon.

En particulier on a || Z|| > |z;,| > ole™] car 2o # 0. On combine cela avec (9.53) et on
trouve :

Cor <07 [ J(ates=2)+ [a Tt | 2| o]

avec, on le rappelle, co; > 0 une constante indépendante de N.
Or on a

— o] (@ +ee —2)+ [ =2 ]| = [V = [V (o + e2) T, o
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Si H(C') est grand alors N l'est aussi par (9.30). Donc pour H(C') tendant vers +o0o, on
trouve co7 = 0 ce qui est contradictoire et termine la preuve du lemme.

|
Ce lemme 9.19 donne alors pour e € [1,d — 1] :

pn(A|C)e <

m.lg

On a donc prouvé le théoréme 9.1 dans le cas e < d.

149



150



Bibliographie

[1] J. M. BORWEIN & P. B. BORWEIN — Pi and the agm : A study in analytic number
theory and computational complexity, Wiley, 1987.

[2] N. BOURBAKI — « Algeébre », ch. II, Hermann, troisiéme éd., 1962.

[3] Y. BUGEAUD — « Diophantine approximation and Cantor sets », Mathematische
Annalen 341 (2008), p. 677-684.

[4] — , « On the S-expansion of an algebraic number in an algebraic base § », Integers
9 (2009), no. 3, p. 215-226.

[5] Y. BUGEAUD & M. LAURENT — « On exponents of homogeneous and inhomo-
geneous Diophantine approximation », Moscow Mathematical Journal 5 (2005),

p. 747-766.

[6] — , « On transfer inequalities in Diophantine approximation II », Mathematische
Zeitschrift 265 (2010), p. 249-262.

[7] P. CALDERO & J. GERMONI — Histoires hédonistes de groupes et géométries, tome
second, Calvage & Mounet, 2015.

[8] J. CASSELS — An introduction to Diophantine approzimation, Cambridge University
Press, 1957.

[9] — , An introduction to the geometry of numbers, Grundlehren der Math. Wiss.,
no. 99, Springer, 1959.

[10] A. CHEBOTARENKO — « On angles between linear subspaces in R* and singularity »,
disponible sur https://arxiv.org/abs/2305.00057v1.

[11] R. J. DUFFIN & A. C. SCHAEFFER — « Khintchine’s problem in metric diophantine
approximation », Duke Math Journal 8 (1914), no. 2, p. 243-255.

[12] G. H. HARDY & E. M. WRIGHT — An introduction to the theory of numbers, 6éme
éd., Oxford University Press, 2008.

[13] M. HINDRY & J. H. SILVERMAN — Diophantine geometry, an introduction. volume
201 de graduate texts in mathematics, Springer, 2000.

[14] V. JARNIK — « Zum khintchineschen "Ubertragungssatz" », Tbilis. Mat. Instituta
3 (1938), p. 193-216.

[15] E. JOSEPH — « Approximation rationnelle de sous-espaces vectoriels », Thése de
doctorat, Université Paris-Saclay, Mai 2021, Disponible sur https://theses.hal.
science/tel-03353114.

[16] — , « On the approximation exponents for subspaces of R™ », Moscow Journal of
Combinatorics and Number Theory 11 (2022), p. 21-35.

151



[17]
18]
[19]

[20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

27 —

28]
[29]
[30]
[31]
32]
[33]

[34]

— , « Upper bounds and spectrum for approximation exponents for subspaces of
R™ », Journal de théorie des nombres de Bordeauz 34 (2022), no. 3, p. 827-850.

A. KHINTCHINE — « Uber eine klasse linearer diophantischer approximationen »,
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo Series 2 50 (1926), p. 170-195.

D. KOUKOULOPOULOS & J. MAYNARD — « On the Duffin—Schaeffer conjecture »,
Ann. of Math 192 (2020), p. 251-307.

L. KuiPERS & H. NIEDERREITER — Uniform distribution of sequences, Wiley, 1974.

M. LAURENT — « Exponents of diophantine approximation in dimension two »,
Canadian Journal of Mathematics 61 (2009), p. 165-189.

— , « On transfer inequalities in Diophantine approximation », in Analytic Number
Theory, Essays in Honour of Klaus Roth (W. Chen, W. Gowers, H. Halberstam,
W. Schmidt & R. Vaughan, éds.), Cambridge Univ. Press, 2009, p. 306-314.

J. LEVESLEY, C. SALP & S. L. VELANI — « On a problem of K. Mahler : Dio-
phantine approximation and Cantor sets », Mathematische Annalen 338 (2006),
p. 97-118.

J. LIOUVILLE — « Nouvelle démonstration d’un théoréme sur les irrationnels algé-

briques », Comptes Rendus hebdomadaires des séances de [’Académie des sciences
18 (1844), p. 910-911.

— , « Sur des classes trés-étendues de quantités dont la valeur n’est ni algébrique ni
méme réductible a des irrationnelles algébriques », Journal de mathématiques pures
et appliquée 1ére série tome 16 (1851), p. 133—142.

A. MARNAT — « About Jarnik’s type relation in higher dimension », Annales de
UInstitut Fourier 68 (2018), no. 1, p. 131-150.

, « Note on the spectrum of classical and uniform exponents of Diophantine
approximation », Acta Arithmetica 185 (2018), p. 1-8.

N. MOSHCHEVITIN — « Uber die Winkel zwischen Unterrdumen », Colloguium Ma-
thematicum 162 (2020), p. 143-157.

A. POELS — « The complex case of Schmidt’s going-down theorem », Monatshefte
fir Mathematik 184(4) (2017), p. 649-666.

A. J. VAN DER POORTEN & J. SHALLIT — « Folded continued fractions », Journal
of Number Theory 40 (1992), p. 237-250.

D. RIDOUT — « Rational approximations to algebraic numbers », Mathematika 4
(1957), no. 2, p. 125-131.

K. F. ROTH — « Rational approximations to algcbraic numbers », Mathematika 2
part 1 (1955), p. 1-20.

D. ROy — « Spectrum of the exponents of best rational approximation », Math. Z
283 (2016), p. 143-155.

N. DE SAXCE — « Groupes arithmétiques et approximation diophantienne », Habi-
litation a diriger des recherches, Université Sorbonne Paris Nord, 2020, Disponible
sur https://theses.hal.science/tel-03298786v1.

152



[35] — , « Approximation diophantienne sur la grassmanienne », Disponible sur la page
https://www.math.univ-paris13.fr/“desaxce/, 2022.

[36] W. SCHMIDT — « On heights of algebraic subspaces and Diophantine approxima-
tions », Annals of Math. 85 (1967), p. 430-472.

[37] — , Diophantine approximations and diophantine equations, 1 éd., Lecture Notes in
Mathematics 1467, Springer, 1991.

[38] J. SHALLIT — « Simple continued fractions for some irrational numbers », Journal
of Number Theory 11 (1979), p. 237-250.

153



