L3 MAG, Probabilités Université Paris-Saclay

Feuille de TD n° 2

Exercice 1. Soit (E, A, ;1) un espace mesuré et f : (E,.A) — R une fonction mesurable.
1. On pose A, = {|f| < n} pour n € N. Montrer que, si pu(E) # 0, il existe n € N tel que
1(An) # 0.
2. Montrer que si pu({f # 0}) # 0, alors il existe A € A et € > 0 tels que p(A) # 0 et pour tout
reA |f(x)>e

Exercice 2. Soient (F, A, i) un espace mesuré et f : E — [0, +00] une fonction mesurable positive.
Montrer que :

1. Pour tout a > 0, u({f > a}) < LpJdn

a

2. Si [ fdu < +o00, alors f est finie p-p.p.
3. [y fdp = 0si et seulement si f est nulle p-p.p.
4

. Sig:E — [0,400] est une fonction mesurable positive telle que f = g p-p.p., alors fE fdu =
Jis ey
5. 81 [ fdp < 400, limg oo ap({f > a}) = 0.
Exercice 3. Soient (F, A, i) un espace mesuré et (f,,),>o une suite décroissante de fonctions mesu-
rables positives qui converge pu-p.p. vers une fonction f.
1. On suppose qu'il existe ng tel que [, f,, du < oo. Montrer que lim, o0 [5, fodp = [, f dp.
2. Que peut-on dire sans I’hypothése d’intégrabilité ?

Exercice 4. [Lemme de Scheffé| Soit (f,,)nen une suite de fonctions définies sur (E, A, 1), mesurables
et positives. On suppose que (f,)nen converge simplement vers f u-p.p., avec f intégrable, et que

/Efndu—>/Efdu.

On cherche a montrer que [ |f — f,|diw — 0 quand n — co. On rappelle les notations z = max{z,0}
et z_ = max{—x,0} des parties positive et négative de = respectivement.

1. Montrer que [(f — fn)+du — 0.
2. En déduire [(f — f,)-dp — 0.
3. Conclure.

Exercice 5. Dans les six cas suivants, ou A désigne la mesure de Lebesgue restreinte 4 R*, montrer
que la suite ( fR + fnd\)nen converge et déterminer sa limite.

1 — l/n - 2 e e_r 1
fa(w) = |cos(z)[/"e fa(z) D cos(a/n) —1 L@leosta/miz2)
: sin(z™) 1
fo(@) = sin(na)1(g,(z) ful) = T

—x —nx

5, ne 6.y _ _ Ne€

Exercice 6. Soit ¢ : (F,A) — (F,B) une fonction mesurable et p une mesure sur (E,.4). On note
v = ¢(p) la mesure image de p par ¢.



L3 MAG, Probabilités Université Paris-Saclay

1. Montrer que pour toute fonction f : (F,B) — ([0, +oc], B(]0, +0o0]))-mesurable, on a

/fdy:/fmﬁdp.

2. Soit f: (F,B) — (R, B(R))-mesurable. Montrer que f est v-intégrable sur F si et seulement
si f o ¢ est p-intégrable sur E et que dans ce cason a [ fdv = [ fo¢du.
F E

Exercice 7. (Uniforme continuité de I'intégrale) Soient (F, A, 1) un espace mesuré et f : (E, A, ) —
(R, B(R)) une fonction intégrable.

1. Montrer que lim,,_, fE | f1 1 515ny dpe = 0.
2. Montrer que Ve > 0, 3 > 0, VA€ A, (u(A) <n = [,|fldp<e).

3. En déduire que si f : (R,B(R)) — (R, B(R)) est intégrable pour la mesure de Lebesgue dz,
alors I : u — f[o u (x)dx est uniformément continue.

Exercice 8. (Convergence en mesure)
Soient (F, A, ) un espace mesuré tel que u(E) < oo. Soient (f,,)n>0 etf des fonctions mesurables
de (B, A, u) — (R, B(R)). On dit que f,, converge vers f en mesure lorsque

Ve > 0, p{lfu — f] >} = 0.

1. Montrer que si [ g |fn — fldu — 0, alors f, converge vers f en mesure. Montrer que la
réciproque est fausse.

2. Montrer que si f,, — f u-pp, alors f, converge vers f en mesure. Montrer que la réciproque
est fausse.

3. Montrer que, si (f,),>0 converge vers f en mesure, alors on peut extraire une sous-suite qui
converge p-pp vers f. (On pourra utiliser le lemme de Borel-Cantelli!).

4. On suppose que (f,)n>0 converge vers f en mesure et qu'il existe g intégrable tel que | f,,| < g.
(a) Montrer que p{|f| > g} =0
(b) Montrer que [, |f, — fldp — 0. (On pourra utiliser les résultats de I'exercice 7 au sujet

de l'uniforme continuité de l'intégrale).

Exercice 9. Soit (F, A, u) un espace mesuré et f : (E, A) — (R, B(R")) mesurable. On définit
application v sur A par : v(A) = [ fLadp.

1. Montrer que v est une mesure sur (F,.4). On dit que v admet la densité f relativement a u
et on note dv(z) = f(x)du(z) ou simplement v = f - p.

2. Montrer que, pour toute fonction ¢ : (E,.A) — (R, B(R™)) mesurable, on a

Jodr= [ 10dn

3. Caractériser les fonctions h intégrables par rapport a v, et les ensembles mesurables de mesure
nulle de v.

1. Enoncé : Si 4,, € A vérifie 3 u(4,) < oo, alors p(limsup, 4,) = 0 ott limsup,, Ay, :=,50 Uppsp Am
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