Corrigé : Centrale PC 2023 Maths 1

Thomas CHEN

Dans toute la suite, si A est une matrice de M,, ,(K), on note [A]; ; son coeflicient en (i, j) pour (4, j) €
[1,n] x [1,p]. Si X est un vecteur colonne (ou matrice colonne) de taille n, on note [X]; son coefficient en i
pour i € [1,n].

I. Résultats préliminaires

1. On a

Sionaie€ [1,n] tel que [AX]; =0, alors Vj € [1,n],[A];;[X]; = 0. Ainsi,
——
#0
(i e [1,n],[AX]); =0) = X =0.
Par contraposée, comme on a X # 0 par hypothese,

Vi € [1,n],[AX]; £ 0

done [AX > 1]

Soit (i,4) € [1,n]*. Alors

n

Z AL kBl = (JAIIBI), ;

(1ABI)i,;

- [

Ainsi,

1AB| < |A]|B|]

n 2 n n
(Sn) <3y
i=1 =1 i=1

avec égalité si, et seulement si, il existe A € R vérifiant X = AY. On applique donc Cauchy-Schwarz pour
21 w1

les vecteurs |Z] et [W|ou Z=| 1 | ; W= : | :on obtient alors

Zn Wn,

n

n n
S lzwllwel | <D |zl D Jwgl?.
k=1

k=1 k=1
—_——
>0

En passant a la racine carrée, on a

>zl lwe| < (Z |Zk|2> <Z !UJk|2> :
k=1 k=1 k=1
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3. Soit z un tel complexe. Deux rédactions sont possibles a priori.

e On a |l+z| <1+ |z| par inégalité triangulaire. Or, on est dans le cas d’égalité qui n’a lieu que s'il
existe A € RT vérifiant z = A x 1 donc z € RT.

e Ona
1422 =1 +2)1+2) =1+|2* +2R(2)
et
(1+[2)* =1+ |2f* + 2/z]
donc R(z) = |z] = /RN(2)%2 + I(2)? : on a donc J(z) =0 et R(z) = |2| ’donc z est un réel positif|.

On privilégie la deuxiéme rédaction puisque le but de la question est de démontrer le cas d’égalité de
I'inégalité triangulaire.

. /
Pour conclure, soit z, z' deux tels nombres complexes. Alors

z+ 2
z

/
—1s 2l

2]

|2+ 2] _

1+
2]

2|

N 2]

/

. , . . z .
Par ce qu’on vient de démontrer, il existe donc a € R tel que = = « i.e. .
z

4. Comme tous les (z;)1<i<n sont non tous nuls, il existe i € [1,n] tel que z; # 0. Quitte & échanger les
termes, supposons que z; # 0. Soit maintenant j € [2,n]. Alors

n n
Sla =lal+1zl+ >0zl
k=1

k=2,k#j
et
n n n n n
Soml=latz+ D>, | <latzl+| D> | <latzl+ D lal <Dl
k=1 k=2,k+#j k=2,k+#j k=2,k#j k=1
Ainsi,
n n
2zl + Y lal ==l i+ Y ]
k=2,k+j k=2,k#j
donc
|21 + 25| = [21] + |21

1l existe donc a; € R tel que z; = a;j2z;. Comme 2y s’écrit 7¢?, on a |z;] = a;jr donc

zj = ez

Cette égalité tient pour j = 1 donc |il existe donc bien 6 € R tel que Vk € [1,n], z; = €|z |

IT. Matrices strictement positives de M5 (R)

5. On a
xA = X% —tr(A)X +det(4) = X% — (a + d)X + (ad — bc)

donc

A = (a+d)* — 4(ad — be) = a® + d*> — 2ad + bc = (a — d)* + be|.

6. Comme bc > 0 et (a — d)*> > 0, on a (a — d)? 4 be > 0 donc . Ainsi, x4 possede deux racines
réelles distinctes, que 'on note A, u € R avec A < u. Ainsi, x4 est scindé a racines simples donc A est
diagonalisable :
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A est semblable & la matrice (’g ?\) .

7. Comme A+ o =tr(A) =a+d>0,onau>—\donc g > max(\, —\) = |\l
8. Soit P € GLy(R) tel que

_ 1. _ (Km0
A= PDP ,D_<0 A).

Alors pour tout k € N, P~1A¥P = DF donc (Ak)k converge si, et seulement si, (Dk)/rc converge par
continuité du produit matriciel.

e Sip <1, alors par la question précédente,
0< N <p<l

donc

donc (A¥) converge vers la matrice nulle.
e Sip > 1, la suite (D), diverge.

e Sig=1,alors 0 < |\ <p=1donc \* — 0etp® — 1 donc (D*), converge vers E;; donc
k—+o0 k—+o0

(AF); converge vers une matrice non nulle.

Par disjonction de cas, (Ak) keN converge vers une matrice non nulle si, et seulement si, p = 1|.

Dans le cas de convergence, L = PELlP_l par continuité du produit matriciel et comme P et P! sont

inversible, |rg(L) =rg(£1,) = 1| On a aussi Eil =FEi;

L*=PE},P"' =PE P ' =L

donc ‘L est la matrice d'un projecteur |.

9. La matrice B est strictement positive donc par la question 6, elle est diagonalisable. 1 est valeur propre

pour le vecteur propre <§ ) puisque

_ BY_ (-« B\ (B)_ (O
(B = L) (a \a =p)\a) N0/
Comme tr(B) =2 —a— =14 X ou A est la seconde valeur propre de B, on a

A=1—-a—-p

et

(1 0
B est semblable a (O | o ﬁ) .

Pour trouver S, il suffit de trouver un vecteur propre pour la valeur propre 1 — a — 5. On a

pt-ammin (2 )

1 s
donc 1 est un vecteur propre de B pour la valeur propre 1 — o — S. Ainsi, par le théoréeme de

changement de bases,

A= SDS! sz<5 1).

a —1
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10. Par la question 8, en reprenant les notations précédente, u = 1 donc (Bk) i converge vers SFq 15 ~1. On

a
L1 (11
S _a—i-ﬁ(a —5>

_ a__1 (BB
A == SELlS == m <Og a) .

donc par produit matriciel,

ITI. Normes sous-multiplicatives sur M, (C); rayon spectral

11. o |- |lco est bien une application de M,,(C) dans R™.
o Soit A € M,(C) et A € C. Alors

IAdllos = pmax 32 A= pmax 3] AL 4] ol = o 32 1l = A4

>091

On a 'homogénéité de la norme.

o Soit A € M,,(C) tel que ||A||cc = 0. Alors Vi € [1,n], Z |[A]; ;| = 0 donc
Jj=1 >0
vi,j € [1,n],[[A]ijl =0
donc
Vi,j € [[1, n]], [A]i,j =0.

On a la séparation de la norme.
o Soit A, B € M,,(C). Alors Vi € [1,n],

n

n n n
>[4+ Bligl < Z Aligl +>_11B ur<1rga<x2\ u\+1rga<xZI[B]i,j!:HAHooHIBHoo-
j=1 = =1

Comme ceci tient pour tout i € [1,n], on a donc

<
lrgzaxnz [A+ Blijl < | Allo + 1Bl

i.e.
A+ Blloo < [[Allso + [ Blloo-

On a l'inégalité triangulaire.
o Soit A, B € M, (C). Alors pour tout i, j € [1,n],

n

Z i,k k,]

I[AB]; ;| =

donc

STIABli;l ="
j=1

Jj=1

> _[Alik[Ble
k=1

n
Soit i tel que la quantité »  [[AB]; ;| soit maximale. Alors
j=1

n

4Bl = Y [IABl = 3

J=1

EHZ[AM[B]M
k=1
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Or par inégalité triangulaire,

n | n n n n n n
> 12 ALk Blig| < D0 D [[Alik[Blrgl = Z Bligl < 1Blloso Y |[Alik] < | Allol| Blloo-
j=1lk=1 j=1k=1 k=1 j:l

<IIBll <llAllo
Ainsi,
[ABlloo < [[Alloc || Blloo
donv || - ||ec est bien sous-multiplicative.
Finalement, ‘ || - [|co st bien une norme sous-multiplicative ‘

12. Soit A = (ai ;)i j, B = (bi;)i; deux matrices de M, (C). Alors
n 2 n n n
1ABI3 = > (Z ’aik’bkjo < ) (Z\@zk\ Z\bkﬂQ) =2 laul ZZ!%\Q A3 BI13.
1<i,j<n \k=1 ¥ 1<ij<n \k=1 k=1 i=1 k=1 j=1k=1

(%) vient de I'inégalité de Cauchy-Schwarz de la question 2. En passant & la racine carrée, on a

IAB|l2 < [|All2|Bll2

donc ‘ || - |2 est sous-multiplicative ‘

13. o v est bien une application & valeurs dans RY.
Soit A € M, (C) et A € C. Alors

v(AA) = N(STIAAS) = |A\IN(S7LAS) = |Alv(A).

On a ’homogénéité de la norme.
e Soit A € M,(C) tel que v(A) = 0. Alors

V(A)=0<= N(S'AS) =0 «= S1AS =0 <= A =0.

On a la séparation de la norme.
o Soit A, B € M,(C). On a

v(A+B)=N(S7Y(A+ B)S) = N(S7'AS + S7'BS) < N(S7'AS) + N(S7'BS) = v(A) + v(B).

On a l'inégalité triangulaire.
e Soit A, B € M,(C). On a

v(AB) = N(ST'ABS) = N(S7'ASS™'BS) < N(ST'AS)N(S™'BS) = v(A)v(B)

donc v est bien sous-multiplicative.

Finalement, ‘1/ est bien une norme sous-multiplicative ‘

14. Les matrices A et ST'AS sont semblables donc elles ont le méme spectre. Ainsi,

p(4) = p(51AS) |

15. o Comme A € M, (C), x4 est scindé par le théoreme de d’Alembert-Gauss. Ainsi,| A est trigonalisable |
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 Soit k € N*. Comme A est trigonalisable, il existe T € 7, (C) tel que A et T soit semblable. Le
spectre de A se lit sur la diagonale de T.

Soit A vérifiant |\ = Jax |[T;.i|. Alors p(A) = |A| donc p(A)* = |A*.

k
Par ailleurs, A* est semblable & T* donc p(4*) = max [[T]};] = (max HT]”|> par croissance de

1<i<n 1<i<n
r e RY = 2F e RT.

Ainsi,

VEk € N¥, p(A)F = p(A") |,

o Comme a4 est semblable & oT € 7,7 (R), on a

plad) = ax [aT)ii| = |af gfgn\[T]i,z‘} = |alp(A).

Ainsi,

Va € C, p(ad) = |a]p(4) ).

16. Soit IV une norme sous-multiplicative.

Suivons l'indication. Soit A une valeur propre de A. Soit X € M,, 1(C) un vecteur propre non nul de A

pour la valeur propre A. Alors
AXXT = xx7T.

Notons H = XXT € M,(C). Alors | AH = \H | Montrons que H est non nulle. Pour tout i €

[1,n], [H];; = 7. Comme X est non nulle, z;, est non nul pour un certain i € [1,n] donc [H];, i, # O :

‘H est non nulle ‘

Concluons. On a
N(AH) < N(A)N(H)

i.e. IA\N(H) < N(A)N(H).

Comme H est non nulle, N(H) # 0 donc A < N(A). Cela est vrai pour toute valeur propre de A donc
par passage au maximum,

p(A) < N(4)|
17. On rappelle que si une matrice M s’écrit en colonne M = (Cy | C2 | --- | Cp), et qu'on a une matrice
diagonale D = diag(dy,--- ,d,), alors
MD = (diCy | d2Cso | -+ | dnCh).
Ly
Loy
Si M s’écrit en ligne [ | alors
L,
di Ly
daLo
DM = [—
dpLy

Ainsi,

D;'TD, = diag(1,77", -+, 7' ") Tdiag(1, 7, ,7") = (~/[1];)

1<ij<n |
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18. ‘Il y a une coquille dans I’énoncé : on ne peut pas définir D, lorsque 7 =0 !‘
Soit donc 7 # 0. On a

1D Dy oo = maXZ!TV Tig] = maXZ\TV TNl = max | [Tl + 7] Z [P T g ) -
=0 sii>j j=irl

On a écrit le maximum de deux quantités positives donc

~1 L)
|D7 " TD;||co < max [[T):i] + |T] nax ( Z |79 == ]|)

Jj=t+1

:OT—>0(1)

Ainsi, il existe § > 0 tel que

VO<|T\<5|7‘| Jnax (Z |77~ [T z]|)

Jj=i+1

On en déduit que

36 > 0,7 €] = §,6\{0}, | D7 'T D7 loc < p(T) +¢|.

19. Soit P tel que A = PTP~! ou T € 7,7 (R). Par la question 13, M ~ |[(PDs) M (PDs)||ls est une
norme sous-multiplicative, qu’on appelle N5 (6 dépend de A). Alors par la question précédente,

Ns(A) = | Dy *P Y APDs||oo = || D5 ' TDs|lco < p(T) + & = p(P"'AP) + ¢ = p(A) + ¢

donc ‘N(;(A) <p(A)+e ‘

20. . On suppose que (A¥);, converge vers la matrice nulle. Soit A € Sp(A) et X un vecteur propre
de A pour la valeur propre A. Alors

Vk e N*, AFX = \F X,

Comme (A¥);, tend vers 0, nécessairement, (A*X); tend vers 0. Comme X est non nul, la suite (A\F);,

tend vers 0 donc ||| < 1|

. On suppose que p(A4) < 1. Soit A € M,,(C). Soit € > 0 de sorte que p(A) +¢e < 1 : par
1—p(A) 1+0(4) _,

2 2 )
Soit N4 une norme sous-multiplicative telle que N4(A) < p(A) + . Alors

exemple, on prend € = . On aura alors p(A) +¢ =

Vi € N*, No(AF) < (NA(A)F = (p(A) +e)F — 0.

k——+oo

Ainsi, (Ny (Ak))k tend vers 0 donc comme toutes les normes sont équivalentes en dimension finie,

A* tend vers 0 pour n’importe quelle norme |.

IV. Théoreme de Perron-Frobenius pour une classe de matrices symétriques
positives

21. Vu que A est une matrice symétrique réelle, par le ‘théoréme spectral ‘, ‘A est diagonalisable ‘ et en base

orthonormée. En particulier, ‘les espaces propres de A sont deux a deux orthogonaux ‘

22. Sir = 0, alors toutes les valeurs propres de A sont nulles. Comme A est diagonalisable, A serait semblable
a la matrice nulle donc A serait nulle. Comme A n’est pas nulle, par contraposée, r # 0 donc .
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23. Soit 1, , iy les valeurs propres de A triés dans l'ordre croissant (possible car ce sont des réels par
le théoreme spectral). Soit (eq,--- ,e,) une base orthonormée de vecteurs propres associées aux valeurs
propres respectives de A. Soit X € M, 1(R) un vecteur unitaire. Alors X s’écrit

n
X = Z )\iei
i=1

donc
XTAX = (X | AX) = Zz/\z)\] (ei | Aej) ZZ)‘V\JMJ (ei | ) = Z”i)‘? < ,uzx\?.
i=1j=1 i=1j=1 T i=1 i=1
=0,
Or

n
SN =XTx =[x} =1
i=1

car X est choisit unitaire donc

XTAX < pl.

24. Si X est un vecteur propre associée & la valeur propre u, alors | XTAX = pXTX = p|car XTX =1.

Si XTAX = p, alors l'inégalité obtenue & la question précédente

n n
oA < py A
=1 =1

est une égalité donc
n

Z(M - Mi))\? =0.

=1

Comme g est la plus grande valeur propre, on a une somme de termes positifs donc
Vi e [[17 n]]a (,u - Ml)Azz = 0.

Soit I = {i € [1,n] : u; < p}. Alors I est une partie non vide de N majorée donc elle a un plus grand
élément ig. Ainsi, Vi < ig, p; < pi, < p donc

Dans lassertion précédente, 'inégalité est une égalité par maximalité de p. Or, puisque Vi € [ig +
1,n], i = u, €441, , e, sont des vecteurs propres de A pour la valeur propre p donc

X = Z)\lez = Z Aie; € Vect (eio+1, s ,en) € g,u(A)
=1 1=10+1

donc | X est un vecteur propre de A pour la valeur propre u ‘ On a I’équivalence souhaitée.
25. On a

n n

XTAX| = fjfjv HEDIPIEIE

>0 i=1j=1

[XLll1X];] = [ X[TA|X].

Comme |X| € M, 1(R), par la question 23, on a | X|7 A|X| < u donc

XTAX]| < [X[TAIX] <
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26. Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé. Quitte a le diviser par sa norme, prenons
X un vecteur unitaire. Alors |[X7TAX| = [N|XTX| = |\ < p.

De l'inégalité | |A| < p |, on passe au maximum pour avoir
p(A) =1 <p|
L’autre inégalité est claire puisque
i < Il < max{]A\]: X € Sp(A)} = p(4)

donc
r=pl

27. Soit X un tel vecteur propre. Alors AX = rX donc

n

> 1AL (X5

j=1

= [[AX]i| = 7 [[XTl
——
>0 >0

Vi € [[1,”]]>;[A]i,j|[X]j| :; [Ali ;1 X];| =

Ainsi, | A|X| = r|X]| | Puisque | X||2 = ||| X]||2, ‘ | X | est aussi unitaire ‘ Enfin, par la question 1, comme
A>0et |X|>0avec |X|#0,ona AlX]|> 0 donc r||X > 0. Comme r > 0, cela donne | | X| > 0|

28. Supposons que X # | X| et X # —|X]|. Cela signifie que X posseéde une composante positive et négative
au moins. Ainsi, X + | X| posséde une composante nulle au moins. Or, X + | X| est un vecteur propre de
A pour la valeur propre r donc

AX + | X|) =r(X + |X]).

Or, X + | X| # 0 et est positif (puisque Yz € R,z + |z| > 0). On en déduit que r(X + |X|) > 0 donc
comme r # 0, toutes les composantes de X + | X| sont strictement positives. Contradiction.

Ainsi,‘X:|X| ouX:—|X|‘.

29. Supposons que dim(ker(A — rI,)) > 2. Alors cet espace vectoriel posséde une base orthonormée. Soit
donc X, Y deux vecteurs propres de A pour la valeur propre r orthonormée. On a X1Y =0, AX =rX
et AY = rY. Par la question précédente, il existe €1 € {—1,1} et eg € {—1,1} tel que X = &1|X]| et
Y = 3]Y]. On a donc

XTY =g1e0 | X1 Y| = 0.
~—

£0
Or .
XTIy | =3 ||
i=1
donc
vi e [1,n], |[X]i||[Y]i| = 0.
Par la question 27, | X| > 0 et |Y| > 0 donc Vi € [1,n], |[X]i||[Y]:| > 0. Contradiction.

Ainsi, dim(ker(A —rI,)) <1 donc

| dim(ker(A —r1,)) = 1]

30. J’imagine qu’on demande la multiplicité en tant que racine du polynome caractéristique. Comme A est
diagonalisable, la multiplicité de r en tant que racine de x4 coincide avec la dimension de ker(A — r1y,)
qui se trouve étre 1.

Si —r est une valeur propre de A, alors il existe un vecteur X unitaire tel que AX = —rX. Soit Y > 0
unitaire tel que AY =rY. On a
|AX| = | —rX|=r|X|
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et

n

> (Al 41X];

i=1

Vi € [1,n], [|[AX]]; =

< D Al [X]i| = [AlXT]; (1)
j=1
donc 7| X| = |[AX| < A|X]|. Ainsi,
Vi€ [1,n], [Y]i[r|X|]: < [Y]:[A]X]];

donc en sommant,
rYTIX] < YTAIX] = (AY)'|X[=rYT]X].
AT=A

On a donc
rYT|X| = YT A|X]|
i.e.
Vi € [1,n], [Y]; [r|X] - A|X]]; =0
~—~
>0
i.e.

Vi € [1,n],[r|X] — A|X]], = 0.
Ainsi, A|X| =r|X|.
On présente dans la suite deux preuves.

(a) Ainsi, comme AX = —rX, on a A(|X| - X) =r(|X|+ X).
Supposons que | X| # X. Alors | X|—X # 0. Par la question 1, comme A > 0 et | X|—X >0,
ona A(|X|—X) > 0donc r(X +|X|) > 0. Ainsi, | X|+X > 0 donc X = |X|. C’est absurde!
On en déduit que |X| = X donc d'un coté

—rX = —r|X]
X=|X|

—AlX]|

AlX|=r|X|
et de 'autre,
—rX =AX = A|X|=r|X]|
X=|X|
donc 7| X| = —r|X]| et 7| X| = 0. C’est absurde car r > 0 et | X| # 0.
(b) En particulier, dans , les inégalités sont des égalités donc par la question 4,
Vi € [1,n],36; € R, V] € [1,n], [Ali;[X]; = e |[A]i,;[X];] = e [Ali3|[X];]-
Nécessairement, ' € R donc vaut 1 ou —1. On a de plus
vi € [1,n],¥j € [1,n], [4];; ([X]; — € |[X];]) =0
0
>

donc 4
Vi € [1,n],Vj € [1,n], [X]; — €%|[X];] =0

donc X = |X| ou X = —|X|. Notons € € {—1,1} tel que X =¢|X]|. On a alors

—rX = -—relX| = —cAlX]
X=e|X]| AlX|=r|X|

et X =¢|X| donc AX =eA|X| donc

—rX =AX = ¢ecAlX|=er|X|.
X=¢|X]|

Ainsi, re| X | = —re|X| donc re| X| = 0 ce qui est absurde car er # 0 et | X| # 0.
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Ainsi, | —r n’est pas valeur propre de A ‘

31. La matrice

(o)

a pour polynoéme caractéristique X 2 _ 1 donc ses valeurs propres sont 1 et —1. Cest un contre-exemple
du résultat précédent dans le cadre des matrices positives.

32. Si X € ker(A —rl,), alors AX = rX donc APX = r’X. Comme p(AP) = p(A)P, par la question 29,
ker(AP —rP1,) est de dimension 1, engendré par un vecteur Y > 0 par la question 27. Cet espace contient
donc X. On en déduit que

ker(A — rl,) C ker(AP —rP1,).
Comme 7 est valeur propre de A, on a dim(ker(A —r1I,)) > 1. Mais on a aussi

dim(ker(A — r1I,,)) < dim(ker(A? — rPI,)) =1

donc ‘dim(ker(A —rly)) =1 ‘ et

ker(A — rl,) = ker(AP —rP1,) = Vect(Y)

donc ‘ker(A —rl,) est engendré par Y > 0 ‘

33. Soit deux valeurs propres A, ;1 de module égal & r. Alors A\, u € {—r,r} : supposons A = r, u = —r.

o Supposons que p soit impair. Alors u” = —rP est valeur propre de AP tout comme r” = p(AP). Cela
contredit la question 30.

e Supposons que p soit pair. Soit X un vecteur propre de A pour la valeur propre —r. Alors A?X =
(—r)? X donc X est un vecteur propre de A? pour la valeur propre 7*. Or, ker(AP —rPI,,) est engendré
par un vecteur strictement positif donc quitte a multiplier par —1, on peut supposer que X > 0.
Ainsi, toutes les composantes de —rX sont donc strictement négatives tandis que AX est un vecteur
positif. Ceci est une contradiction.

Ainsi, ‘T est la seule valeur propre de A de module maximal ‘

34. Soit A une valeur propre de A. Soit X = (x1,---,x,) un vecteur propre associé. Alors AX — A\X = 0.
Considérons 7, I'indice de [1,n] pour que |z;| soit maximal. Alors

(AX —XX); =0.

De fait,

Z Aikmk — )\xi = 0.

k=1
De fait,

(Aii = Nai = > aipag.
k=1 ki

Ainsi,

n
Tk T
A = A =| > Aik‘f <Al H <Al
k=1 ki i ki Til
1

Donc A € {z eC:|z— Ayl < Z ]Azk]} et donc
ki

Sp(A) C

-

=1

ki

{ZE(CI |Z—A“‘ <Z|A7'k|} .

C’est le théoreme de Gerschgorin
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35. Suivons l'indication. Comme B est strictement positive, il existe X > 0 tel que BX = p(B)X. Soit
D = diag(Xy, -+ ,Xy). Alors chaque coefficient diagonaux de D est non nul donc D est inversible
d’inverse D™ = (X1, -, X1, Alors

X

D 'AD = ( A; ) )
Xi" " )1<ij<n

Appliquons la question précédente & D~'AD. Alors

_ " X; X
Sp(D 1AD) :Sp(A) C Q {Z eC:|z— Y:A“ < Z YI:AW }
i=1 k#i

Or, pour tout i,k € [1,n],

X X X

> %Aik =Y Yk Ak <Y X%Bik-
kit ki 0 k£
Maintenant, comme BX = p(B)X, on a
n
Vi€ [1,n],)  BiyXi = p(B)X;
k=1
donc
> Bix Xy = (p(B) — Bii)X;
ki
donc X
Z %Az‘k <p(B)— Bi;
ki
ce qui donne finalement
Sp(A) C U {Z €eC:|z— YA” < p(B) — Bi;
i=1 i

KKk

FIN DU SUJET

kkk
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