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Introduction

Vous trouverez dans ce document une description de mon parcours universitaire au
sein du Magistere de Mathématiques de la faculté d’Orsay, ainsi qu'une présentation du
domaine de recherche en statistiques dont ma these fait actuellement 1’objet. En annexe
sont joints les comptes-rendus des divers travaux effectués au long de mon parcours.
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Chapitre 1

Parcours au sein du Magistere

J’ai étudié a la faculté d’Orsay de 2011 a 2015. Souhaitant depuis fort longtemps de-
venir professeur de mathématiques, c’est des le début de ma premiere année en classe
préparatoire MPSI au lycée Henri Poincaré a Nancy que je me suis intéressé au Ma-
gistere de Mathématiques d’Orsay. C’est au cours de ce cursus de 4 années (dont une
année de césure dans le parcours magistere pour préparer l'agrégation) que mon inté-
rét et ma passion pour les probabilités et les statistiques se sont forgées. Vous trouverez
dans ce qui suit une description plus détaillée de mon parcours.

L3 MFA

L’année de L3 a été 1’occasion pour moi de consolider mes bases en mathématiques

et d’en acquérir de nouvelles. ]'ai suivi les modules de graphes et d’informatique au
premier semestre et d’informatique théorique au second. ces modules m’ont particu-
lierement intéressé, tout comme les cours obligatoires et en particulier les cours d’al-
gebre et de topologie au premier semestre et de théorie de Fourier et de probabilités
au second. Les cours de magisteére, qui nous ont été dispensés par Dominique Hulin et
Wendelin Werner, m’ont permis d’apprendre nombre de choses a la fois intéressantes
et utiles en topologie générale, avec notamment des théoremes et des démonstrations
classiques pour qui prépare 1’agrégation, mais j'ai aussi découvert les ensembles frac-
tals et la dimension de Hausdorff.
Mon stage d’apprentissage hors mur a eu lieu dans un laboratoire de recherche en phy-
sique au sein du Laboratoire Environnement et Minéralurgie de Nancy. Il portait sur
la supraconduction, sujet qui en lui-méme m’avait toujours intéressé, et donc sur des
techniques de résolution d’équations aux dérivées partielles appliquées a ’électroma-
gnétisme. Ce stage a été 1’occasion pour moi de découvrir le fonctionnement d"un labo-
ratoire de recherche.



M1 MFA

C’est au cours de cette année que j’ai vraiment commencé a me spécialiser vers
les probabilités et les statistiques, bien que j’ai tenté de suivre le plus de cours pos-
sibles, étant donné qu’ils étaient nombreux a me sembler passionnants. J’ai suivi avec
une grande joie les cours de probabilité et de statistiques ainsi que le MAO qui allait
avec, les cours d’analyse et mathématiques générales pour avoir des bases plus so-
lides pour 'agrégation, j’ai découvert les distributions. J’ai également suivi le début
du cours d’arithmétique, mais j’ai décidé de l’arréter en cours d’année parce que les
horaires se chevauchaient avec ceux du cours de statistiques et que je me suis apercu
que l'arithmétique n’était pas vraiment ma tasse de thé. En magisteére nous avons eu
une introduction a 1’analyse spectrale par Frédéric Paulin (a ’humour et a la bonne hu-
meur inégalés -et je réfute d’ailleurs immédiatement toute "tentative de corruption du
lecteur"-) et a la théorie de I'information de Shannon par Pierre Pansu, deux cours par-
ticuliérement captivants et notamment pour moi ce dernier qui m’a fait découvrir un
domaine assez particulier des probabilités et des statistiques. Mon sujet de TER portait
sur les fonctions holomorphes et méromorphes, avec une approche assez topologique
que jai particulierement appréciée et un lien avec 1’analyse harmonique dont j’avais vu
les prémices dans le cadre du cours de Monsieur Paulin. J'ai choisi ce sujet car il était
aussi 1’occasion de consolider mes fondamentaux sur les fonctions holomorphes et la
topologie générale.

M2 MFA : Probabilités et statistiques

Cette année m’a permis de me spécialiser en statistiques, notamment en grande
dimension et en bayésien. Au début de 1’année j’ai été quelque peu décontenancé par
le fait que nous devions en théorie savoir si I'on allait s’orienter plutot probabilités
ou plutot statistiques, en effet tout me paraissait intéressant! Pour le magistere nous
devions suivre un cours supplémentaire, et c’est aussi en partie ce qui m’a motivé a
suivre un grand nombre de cours au premier semestre. ]’ai compris lors de ce semestre
que les statistiques étaient vraiment ce qui me tenait a coeur, et le sujet de stage et de
thése proposé par Ismaél Castillo réunissait toutes les notions qui me plaisaient le plus!
Au second semestre j’ai donc uniquement suivi les cours de statistiques qui, bien que
n’étant pas vraiment en lien direct avec mon sujet de stgae, m’ont permis d’acquérir des
connaissances standard en statistiques et notamment en algorithmique. Cette année a
forgé pour moi une base solide pour aborder sereinement ma these encadrée par Ismaél
Castillo, dont je vous présente en quelque sorte les prémices dans la grande partie qui
suit.



Chapitre 2

Estimation bayésienne
non-paramétrique et seuillage dans
un cadre parcimonieux

En statistiques, de nombreux problemes s’intéressent a un parametre en trés grande
dimension sur lequel on ne dispose que d'une seule observation, par exemple apres
avoir moyenné, et sujette a un bruit. Le modéle auquel nous allons nous intéresser
dans ce document est le suivant : on considére les observations a valeurs réelles X =
(X1,...,X,), avec n un entier naturel que I'on fera tendre vers l'infini, telles que, pour
touti e {1,...,n}:

X, =0; +¢;

ol les ¢; représentent le bruit, on les considerera donc comme des variables aléatoires
de loi normale standard. On notera § = (61, ..., 6,) notre parametre d’intérét (et donc
inconnu), qui est donc un vecteur fixé de R™.

Il apparait tout de suite que, sans connaitre un minimum d’informations sur 0, il est
compliqué de I'estimer efficacement. Dans ce document, on supposera I’existence d"une
certaine parcimonie dans cette suite 6.

Cette hypothese de parcimonie se rencontre dans de nombreux contextes, par exemple
en astronomie, en traitement de 1'image, en sélection de modeéle, en data mining ou
encore lorsque l'on fait de 1’estimation non-paramétrique de fonction en utilisant des
ondelettes.

Une approche naturelle a ces problemes parcimonieux peut étre le seuillage : si la
valeur absolue d'un certain X; dépasse un certain seuil ¢, alors on suppose qu’il cor-
respond a un 6; non nul et on 'estime alors généralement par X; lui-méme; sinon, on
I'estime comme étant zéro.

Mon domaine de recherche porte sur un cadre bayésien : on considére une loi a
priori(aussi appelée prior) sur les ¢; qui permettra d'induire de la parcimonie, et on
étudie certains aspects de la loi a posteriori de # sachant X. Dans [1], Johnstone et Sil-
verman mettent en valeur le fait que, sous certaines hypotheses, certains aspects de I'a



posteriori sont de "bons" estimateurs en un certain sens. En effet, la médiane a poste-
riori est alors naturellement un estimateur de type seuillage et qui a en plus une pro-
priété de rétrécissement, et la moyenne a posteriori, bien que n’ayant pas la propriété de
seuillage, est tout de méme un "bon" estimateur de par sa propriété de rétrécissement.

2.1 Cadre général

Le modeéle de suite gaussienne s’écrit, avec X = (Xji,...,X,) le vecteur de R" ob-
serve :

X, = 90,i+€i7 1=1,...n, (21)

oll€1,...,e, sont des variables aléatoires réelles indépendantes identiquement distri-

buées (iid) de loi N(0,1) (de densité notée ¢), et le parametre 6y = (6o 1,...,600.n) ap-
partient a la classe ¢y[p,] ; définie par

lolpn] = {0 € R", [{i € {1,...n}, 6; # O}| < pu},

pour 0 < p, <n, ot |A] est la cardinalité de 'ensemble A.
On supposera p, = o(n) quand n — oo.

On note Ej, 'espérance par rapport a la loi sur les données engendrée par (2.1)(autrement
dit, sous Py, chaque X; suit une loi normale de moyenne 6 ; et de variance 1). On note
| - || la norme euclidienne, ||v|> = > v pour v = (v1,...,v,) € R"™ On notera
Pagp(X) = (2m) /2 X0/,

Un résultat di a Donoho, Johnstone et al [6] sur la vitesse minimax est le suivant :

Théoreme 1. [Vitesse minimax] On note Ry, 2(¢o[py]) = inf sup Z Ey( 0; — 0;) 2 oitla
9 0elo Lpn —

borne inférieure est prise sur tous les estimateurs.

On aalors Ry, 2({o[pn]) = 2Pl(log E)(l + o(1)) quand n — oo.
n Pn

2.2 Une loi a priori naturelle : le Spike and Slab prior

On considére 'a priori suivant sur ¢, un a priori produit qui traduit la parcimonie
du modeéle :

n
0 ~ T = Q)1 — a)do + ay 2.2)
i=1
avec dp la masse de Dirac en 0 sur R, v une densité de probabilité sur R a choisir et
un parametre o € [0, 1] a fixer. Plus ce parametre est proche de 0 et plus le modele est
parcimonieux.
La loi a posteriori s’écrit elle aussi comme un produit. En effet, en notant g = ¢ * v :

n (0:) + oy (61)] (X — 0:)
(9] X) = 1;[1 1 —a)p(Xi) +ag(Xy)




On obtient donc :
n

(0| X) = [J(1 — &)do(6:) + avx, (6:), (2.3)
i=1
_ ag(Xi " A X—)(
avec & = ;75 géi) )ag(Xq;) et la densité ¢x, = %

Johnstone et Silverman montrent alors que la médiane a posteriori est un estima-
teur de type seuillage, mais que ce n’est pas le cas malheureusement pour la moyenne
a posteriori.

2.2.1 Johnstone et Silverman et la médiane et la moyenne a posteriori

Dans [1], il est mis en avant qu’il est bien plus avantageux pour la densité v d’étre
une densité a queues suffisamment lourdes, d’ott aussi le choix dans la suite d’une
densité de Laplace plutot qu'une loi normale standard. Le fait que ceci soit nécessaire
est prouvé dans [3] (pour la mesure a posteriori complete).

Précisément, on suppose pour ce paragraphe que la densité v dans la formule (2.2)
vérifie

d
iliroﬁ%log’y(u)\ =A< oo

On obtient alors que Vu > 0, logy(u) > log~v(0) — Au et donc, Yu > 0 : y(u) >
v(0)e~A4l, ce qui élimine le choix de v gaussienne.
On supposera de plus que u?v(u) est bornée pour tout u et qu’il existe x € [1,2] tel
que, quand y — o0 :
1 > r—1
— y(u)du =< y* .
W) Jy
(pour deux suites u,, et vy, on note u,, < v, s'il existe a et b des réels strictement positifs

tels que pour n assez grand on ait av, < u, < bvy)

Définition 1. Une fonction §(x,t) de R x R dans R est une régle de rétrécissement si pour
tout t > 0 elle est croissante et antisymétrique en x et que pour tout x > 0ona 0 < 6(z,t) < z.
C’est une regle de seuillage de seuil t si et seulement si :

d(z,t) = 0 si et seulement si |x| < t.

Elle a de plus la propriété de rétrécissement borné si et seulement s’il existe une constante b telle
que pour tous x et t, |0(z,t) — x| <t +b.

Johnstone et Silverman ont montré que la médiane a posteriori dans ce cadre était
une regle de seuillage avec la propriété de rétrécissement borné. Bien que n’étant pas
une régle de seuillage, la moyenne a posteriori a la propriété de rétrécissement borné.



Comment choisir le parametre o de la formule (2.2) ?

Il y a plusieurs moyens de choisir a. Tout d’abord, si I’'on considere une approche
seuillage, on aimerait utiliser un seuil ¢, = \/2log(n/py,). Pour cela, sil’on utilise la mé-
diane a posteriori, en établissant le lien entre « et le seuil ¢ de la médiane, on prendrait
a de l'ordre de p,,/n. Ceci n’est pas possible étant donné que le parametre de sparsité
pp, est inconnu !

La premiere possibilité serait de faire le choix @ = 1/n, qui donne un seuil en
v2logn. C’est ce que j'ai fait pendant mon stage de M2, on obtient des résultats sa-
tisfaisants dans le sens ot1 les estimateurs considérés atteignent la vitesse minimax a un
facteur p,, pres dans le log, mais ce qui est quand méme correct en prenant p,, sous la
forme d’une puissance de n.

La seconde possibilité serait d"utiliser une approche complétement bayésienne, c’est-
a-dire de considérer qu’a suit lui aussi une certaine loi a priori.

La troisieme possibilité est d’estimer o par maximum de vraisemblance, c’est-a-dire
de prendre @ = & comme étant la valeur maximisant la quantité suivante (la vraisem-

n
blance du modele) : H((l —a)p(X;)+ag(X;)). C'est ce que font Johnstone et Silverman.
i=1
IIs obtiennent alors le résultat suivant.
Théoreme 2. Soit §(x,t) une regle de seuillage avec la propriété de rétrécissement borné. On
note t le seuil de la médiane a posteriori correspondant au maximiseur & de la vraisemblance.
Alors l'estimateur 0 tel que 0; = 6(X;,t) pour tout i € {1,...,n} atteint la vitesse minimax.

Ce résultat est dit adaptatif au sens ot1, méme sans connaitre la valeur p,, intrinseque
au modele, notre estimateur se rapproche asymtotiquement de ¢ a la vitesse minimax
qui dépend pourtant de p, !

Perspective : On peut alors tenter de prouver des résultats similaires mais avec un
a priori légerement différent : on ne prend plus v comme une densité de probabilité,
mais on prend y la mesure de Lebesgue. La loi a priori est alors impropre puisque n’est
plus une loi de probabilité, mais la loi a posteriori est, elle, parfaitement définie et ce
sont les aspects de la loi a posteriori qui nous fournissent des estimateurs. On peut alors
espérer utiliser des raisonnements similaires pour en dériver des résultats.

2.2.2 Veronika Rockova et un Spike and Slab légerement modifié

Dans [7] est utilisé un a priori légerement différent, on remplace la masse de Dirac
par une densité de probabilité :

n

0~11:= ®(1 —a)y1 + avye (2.4)
i=1

ot les densités 7 et v, sont celles de loi de Laplace (de densité \; /2 exp(—A;|x|)) dont les
parametres \; et A2 sont différents : le premier est beaucoup plus grand que le second,



la premiére densité ressemble donc a un dirac (en une version continue en quelque
sorte) et la seconde a une loi plus diffuse.

Les modes de la loi a posteriori sont alors bien définis (valeurs ot la loi a posteriori
est maximale), et il y a méme un mode unique sous une certaine condition. Veronika
Rockova montre alors un résultat de convergence minimax (et donc lui aussi adaptatif)
pour ce mode unique.

Perspective : On peut alors tenter de prouver des résultats en utilisant cet a priori
pour d’autres aspects de cet a posteriori, comme la médiane. Mais surtout on peut tenter
une approche par le maximum de vraisemblance sur cet a priori!

2.3 Un a priori plus général

On commence par tirer une dimension s € {0, 1, ..., n} suivant une certaine loi 7 (s)
sur ’ensemble {0, 1,...,n}.
On tire ensuite un support S C {1,...,n} uniformément sur les ensembles de cardinal

s:1(S) = ’ES'))

S
On a alors I'a priori général suivant sur 6 :

0 ~ Z H(S)®7®®5o

Sc{l,...n} i€s i¢S

avec v une densité de probabilité.

On peut déja remarquer que, en général, 1’a posteriori n’a plus la forme d'un pro-
duit, ce qui avait I'avantage de simplifier les démonstrations dans la premiere partie.
Dans la suite, on dira que 7 est a décroissance exponentielle s’il existe C' > O et D < 1
tels que 7(s) < Dm(s — 1) pour s > Cp,,. Si cette condition est satisfaite pour C' = 0
alors on dira que 7 est a décroissance exponentielle stricte.

On peut des lors se demander ce que l'on pourrait choisir pour le prior = sur la
dimension, en voici un exemple.

Prior binomial

Si 7 est la loi binomiale B(n, a), le prior sur 6 est exactement celui de la premiere
partie : on retombe sur 1’a priori et 1’a posteriori sous forme de produit. Ce prior 7 est
a décroissance exponentielle pour a < 2*.Le choix @ = 2% correspond a une valeur
oracle, permettant d’atteindre la vitesse minimax. Si on choisit @ = 1, on atteint la vi-
tesse minimax si p, = n®, avec a < 1; mais si p,, est d"un ordre plus grand, on pourrait

rater la vitesse minimax a un facteur logarithmique pres.

2.3.1 Quelques résultats

Dans [2], Ghosal, Ghosh et Van der Vaart démontrent le théoreme général suivant :



Théoreme 3. [Théoreme général]

Soit P un ensemble de mesures de probabilité sur R. Soit d une métrique sur P. Soit II =
(I, ) nen une suite de priors sur P et supposons que les observations X soient des variables
réelles i.i.d. de densité py, dont on note Py la loi associée. Soit (e, )ncn Une suite de réels stricte-
ment positifs telle que €, — 0 et \/ne, — oo quand n — oo.

On suppose qu'il existe des constantes C' et L telles que :

p p _Cne2
M(p € P —Epoflog(. - (X))] < €ns Epo [10g(]70(X))2] <ep) e e
et
H(P \ Pn) < Le—(C+4)’rL8%
pour une suite P,, C P telle qu’on puisse trouver des tests 1, = (X1, ..., X,,) tels que pour

tous les n € N et M > 0 assez grands :

Ep[tn] — Oet sup Ep[1 —y,] < Le—(CH4nel
d(p,po)>Men

Alors TI(d(p, po) > Men|X) — 0 quand n — oo en PY-probabilité.

Il ne s’applique malheureusement pas dans notre cadre puisque nos observations
X; ne sont pas i.i.d.. Il existe cependant une version non i.i.d. de ce théoréme, que I'on
ne peut cependant utiliser telle quelle dans notre cas du fait d"une difficulté technique
liée au fait que la classe ¢y[p,,| dans laquelle vit notre parametre 6y n’est pas bornée.

Pour obtenir leurs résultats, Ismaél Castillo et Aad Van der Vaart démontrent dans
[3] au préalable un résultat sur la dimension :

Théoréme 4. [Dimension]
Si m est a décroissance exponentielle et si vy est centrée avec un moment d’ordre 2 fini, alors il
existe M > 0 tel que quand n — oo :

sup Ep, [II(|Sg| > Mp,|X)] — 0
0o€Lo[pn]

Ils obtiennent alors le théoréme suivant.

Théoreme 5. Si r est a décroissance exponentielle, si ~y est centrée, de moment d’ordre 2 fini et
de la forme " avec h telle que pour tous x et y réels, il existe une constante C réelle strictement
positive telle que |h(x) — h(y)| < C(1 + |z — y|), alors, avec r, tel que

)

9 n 1
r > max(p, log(—), lo
n — (p'fl g(pn) g(ﬂ'<pn)

et M > 0 assez grand, quand n — oo :

sup By, [TI(]|6 — 6o||* > Mr2|X)] — 0.
GOGZO[pn]
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Perspective : Cette approche adaptée de démonstration du théoreme de Ghosal,
Ghosh et Van der Vaart est utilisée dans [5] pour trouver des résultats de convergence
pour la loi a posteriori mais par une approche qui part du maximum de vraisemblance
(comme pour Johnstone et Silverman). Ne pourrait-on pas alors étendre les résultats
de Johnstone et Silverman sur le prior Spike and Slab a la mesure a posteriori entiere ?
On ne peut cependant pas utiliser tels quels les résultats de Rousseau et Szabo que
I'on doit adapter a notre cas spécifique ot1 I’a priori contient une partie atomique. L'a
priori proposé par Rockova semble, lui, rentrer dans le cadre des travaux de Rousseau
et Szabo.

2.4 Des classes plus générales

Au lieu de travailler uniquement sur ¢y[p,], tous ces auteurs ont également travaillé
sur des classes plus générales :

lalpn] = {8; ) 16:| < n(pn/n)"}
i=1

Les auteurs ont prouvé des résultats de convergence minimax sur ces classes pour
leurs estimateurs, et adaptatifs au sens oti, sans connaitre la valeur de ¢ de la classe
dans laquelle notre parametre 6 a estimer vit réellement, nos estimateurs convergent a
une vitesse minimax dépendant de q.

2.5 Une derniére perspective

On pourra ensuite étudier le cas d’observations X = M6 + ¢, ou M est une matrice
de design.
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Rapport de stage

Introduction

Mon stage s’est déroulé au Laboratoire Environnement et Minéralurgie
de Vandoeuvre les Nancy sous la direction de Mr Alain Mailfert. Il a constitué
tout d’abord en la lecture avant mon stage de deux théses sur mon sujet, en
une vérification de calculs déja effectués puis en un travail de recherche sur
mon sujet.
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générosité tout au long de mon stage. Je remercie aussi Delphine Martin
sans qui je n'aurai jamais pu faire ce stage, et enfin tout le personnel du
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I)Présentation du LEM et de ses activités

Le Laboratoire Environnement et Minéralurgie est un centre de recherche
rattaché & la fois au CNRS (centre national de la recherche scientifique) et a
PINPL (institut national polytechnique de Lorraine) qui a pour principales
missions de valoriser les ressources en minerais et les minéraux industriels,
de rechercher de nouvelles techniques de valorisation et de traitement des
minéraux et de veiller a développer des procédés en génie minéral qui soient
a la fois propres et strs. Les différents chercheurs du LEM disposent d’un dis-
positif industriel unique en milieu universitaire, la station STEVAL (STation
Expérimentale de VALorisation des matieres premieres et des substances
résiduaires) ou sont mis en oeuvres de nombreux procédés de séparation
des minéraux (séparation magnétique, électrostatique, hydraulique,...). Le
LEM est ainsi en partenariat avec de nombreux industriels notamment des
opérateurs miniers, des traiteurs d’eau, ou encore des producteurs de rejets.



IT)Problématique

On parle de micropesanteur lorsque la résultante des forces gravitation-
nelles et inertielles auxquelles est soumis un corps est tres faible, ce qui
ne peut étre obtenu qu’en certains points de 1’espace. Recréer sur Terre
des conditions d’apesanteur permet notamment d’étudier le comportement
des fluides dans ’espace, différent du comportement observé sur Terre puis-
qu’il n’y a plus de convexion thermique. De méme, la combustion s’effectue
différemment dans I’espace, la forme de la lamme d’une bougie devient par
exemple quasi-sphérique en microgravité.

Il existe plusieurs moyens de compenser la pesanteur sur Terre, le premier
auquel on peut penser est d’utiliser une accélération suffisante, il existe pour
cela des tours a chute libre, qui n’offrent pas un temps d’expérimentation
suffisant, des fusées sondes qui offrent des temps d’expérimentation d’une
quinzaine de minutes environ. On peut aussi réaliser des vols paraboliques
en avion, avec des durées de microgravité de 25 secondes environ.
On peut aussi s’aider de champs magnétiques pour compenser parfaitement
la pesanteur. On souhaiterait pour cela trouver des distributions de cou-
rant qui génereraient une force magnétique constante sur une zone utile
qu’on veut la plus large possible. Cette utilisation des champs magnétiques
s’avererait aussi utile pour la séparation magnétique des minéraux dans le
cadre des activités du LEM. L’objet de mon stage est précisément ’étude de
la force magnétique que I’on appellera par la suite G.Un champ magnétique
B exerce sur un matériau de suceptibilité magnétique y une force :

ﬁ _ X o0 B2

Fid %gmd(ll B )
Avec pg la perméabilité du vide. On aura ainsi compensation de la gravité si
onaG = % g, ou p est la masse volumique du matériau a faire 1éviter et
7 est la pesanteur. On s’intéressera donc par la suite & la force G = W(H
B ||?), le reste étant des constantes. Il a déja été prouvé par André Colteu
et Alain Mailfert & ’aide des équations de Maxwell vérifiées par le champ
magnétique dans le vide

divB = 0
7olB =0

qu’il était impossible d’avoir une force magnétique uniforme en tout point
d’un espace en trois dimensions

Deux problemes ont été soulevés : le premier étant de trouver une distribu-
tion de courants permettant d’obtenir un G constant sur toute une droite
verticale de Iespace (cas vertical), le second étant d’obtenir un G constant
sur tout un plan horizontal de 'espace (cas horizontal). Mon travail durant
le stage a consisté tout d’abord a vérifier les résultats trouvés pour le cas
vertical par Clément Lorin puis & étudier le cas horizontal. Dans tout ce



qui suit, on travaille dans un repere orthonormé (e, €, €z) en coordonnées
sphériques (r, 0, ¢).



ITT) Travaux effectués
1)Vérification des calculs en cas vertical

On travaille ici en géométrie axisymétrique (invariance par rotation au-
tour de I'axe Oz), de ce fait le champ ne dépend pas de ¢. Afin d’obtenir
un G constant sur I'axe Oz (ou encore l'axe 6 = 0), soit G(r,0) = G1é,
les dérivées successives de G (r,0) doivent étre nulles, ainsi Vn € N, on doit
avoir :

"Gr(r,0)
=
On utilise alors la décomposition en harmoniques sphériques du champ :
dans une sphere de rayon Ry, le champ est défini par une fonction des po-
lynémes de Legendre P, et P! :

oo oo
H= Z —nCr" 1 P, (cosh)e, + Z —Cor™ 1 PY(cosh)ép
n=1 n=1

—

On a B = ugH, G = grad(|| B ||2), dou :

G =242 Z nCrr™ 1 P, (cosh) Z nCp(n — 1)r" 2P, (cosb)
n=1 n=1

+ Z Cr™" 1P (cosh) Z n—1)C "_QPT}(COSQ))é}

n=1 n=1
On sait de plus que P,(1) =1 et P}(1) =0Vn € N, donc :

o) k—2

Gr(r,0) = 2u’ Z ( Z n(k —n)(k—n— 1)C’an_n) k=3
k=3 “n=1

Notre condition de départ nous donne alors, Vk > 3 :
k—2
Z nk—n)(k—n—-1)C,Ct_p, =0
n=1

Si on appelle B la valeur du champ a I’origine, on a tout de suite C; = %

G
et Oy = 4#0131 .

On peut alors démontrer par une (plutét longue) récurrence que, Vn € N,
2(—1)"(2n—5)NGT !

C’I’L (2n)”u032n 3
On a alors 'expression de H sur l'axe : Hyze = > 5oy —nCyr"le. =
o 2(-1)"(2n—5)I!GT™ l,r.n 1—‘
n=1 (2n)”u032n 3



Il faut alors remarquer que cette somme est exactement le développement
en série entiere de la fonction x— > (1 + a:)

L (- (2n - 3)! > 2n—5) > )*(2n — 5)!!
1 5 — n—1
()2 =2 nZ::l 2n— o) nZ::l 2n)!! v
D’ou B a
~ rol
Haa:e:_?l(l"i_ 32 )267‘
D’ou une force constante le long de I'axe Oz dans une sphere de rayon

B? . N N .
Ry = o Ce résultat est fort, dans la mesure ou c’est la premiere fois qu’on

réussit & montrer qu’une force magnétique peut étre constante en un nombre
infini de points de ’espace.

age
2)Etude du cas horizontal

En géométrie cylindrique (invariance par translation), la méthode de la
décomposition du champ en harmoniques a permis de résoudre le cas vertical
et horizontal. On sait ainsi qu’avec une distribution de courants sinusoidale
, on peut réussir a générer une force magnétique constante sur tout le plan
xQy. Il a d’ailleurs été prouvé que dans ce cas G varie exponentiellement sui-
vant z. On cherche désormais a obtenir une force constante sur le plan xOy
dans le cas axisymétrique, c’est-a-dire lorsqu’on a invariance par rotation
autour de 'axe Oz. La méthode des harmoniques devient alors beaucoup
plus compliquée, mais j’ai quand méme souhaité chercher en utilisant cette
méthode, sans résultat jusqu’a présent.

i)Méthodes des harmoniques

Cette fois, la condition sur les dérivées successives de GG s’exprime comme
suit, et ce Vn € N :

"Gyr(r,5)  0"Ge(r, 5)

orn - orn =0

Les choses se compliquent puisque cette fois Gy n’est pas nul, et comme on
est placé en 0 = 7, les Pl(cosf)) ne sont pas nuls non plus. En effet, la valeur
des PP en 0 dépend de la parité de n :

P5,41(0) =0
—1)(2n)!

—1)"(2n !
0) = 72(%217512(7;11))1



La condition de départ nous fournit apres de longs calculs 3 conditions.
On commence tout d’abord par calculer les 2 composantes du vecteur G, on
trouve :

co n—2

Gr(r,0) = 2u3( Z Z kCyPy(cosf)(n — k)(n — k — 1)Cy_ . Py_g(cosf)r™ 3

n=3 k=1

0o n—2
+30 3 KCLP(cost)(n — b~ 1)C, kP yloost)r™™)
n=3 k=1

et

co n—2

Goy(r,0) = 2,ug( Z Z ECy Py (cos0)(n — k)Cyp_p(Pp_i(cosd)) T3

n=3 k=1

oo n—2

+ Z Z CkP]g (COSH)CTLk(Prlb_k(COSQ)),r"_g)
n=3 k=1

On remplace alors 6 par 7 :

0o n—2

Gl 3) =2 Y 3 RCPLO) (0~ k)~ — 1)Co i P (0"
2 n=3 k=1
oo n—2
+> ) kCLPI(0)(n—k — 1)C'n—kpﬁk(0)’"n3)
n=3 k=1

On sépare en pairs et impairs (on note E : R— > N la fonction partie
entiere inférieure) :

oo B(252)
™
Grlr, ) = 2M3< 3 2kClop Pop (0) (n — 2k)(n — 2k — 1)Crr_o P91 (0}~
n=3 k=1

o B(25%)
Y>> (2k+ 1)Copy1Pyyy1(0)(n — 2k — Q)anklpﬁ_%—ﬂo)rn_g)
n=3 k=1

co n—1

Gr(r,=) = 2u3< > 2kCo, P (0)(2n — 2k)(2n — 2k — 1)Cap—9p Pap—2x (0)r*"
n=2k=1

oo n—2
+ 3> (2k 4 1)Cops1 Pag 41 (0)(2n — 2k — 2)02n—2k—1P21n_2k—1(0)?”2”_3>
n=2 k=0



oo n—1
LN 2k(2n — 2k)(2n — 2k — 1)(=1)"(2k)!(2n — 2k)! 5, 4
Gy (r, 2) = 2;40(;:2 kz::l CokCon—2k 220 (kN2((n — k)!)2 r
0o n—2 n—1
(—1)" 12k + 1)!(2n — 2k — 1)1(2n — 2k — 2) 2n_3>
+n§ ];) ot Con—2k—1 20kl (n — k)!(k+ 1)!(n — k — 1)! "

On obtient alors comme condition que, Vn > 2,

i 2k(2n — 2k)(2n — 2k — 1)(—1)"(2k)!(2n — 2k)!
kz=:1 CorCan—2k 2(0n = )12
2 (=1)" 12k 4+ 1)!(2n — 2k — 1)!(2n — 2k — 2)

=0

+ Y Cor1Con 21
k=0

Ki(n — k)l + 1)l(n— k — 1)!

En faisant de méme pour Gy, on obtient les deux conditions que, Vn > 2 :

n—1
(2k + 1)!(2n — 2k + 2)!
> Cory1Canap =0
= kK'(n—k+ 1Y k+ 1) (n—k—1)!
et :
2 (2k + 1)!(2n — 2k)!

> Cor1Con—ok—1 0

= Elln —E)!(k+ 1)!(n—k—1)!
J’ai alors tenté, a l'aide des premiers termes de la suite des C,,, d’établir
une formule de récurrence, mais en vain. On trouve pour les 7 premieres

harmoniques :

C, =&
120)
Cy= ;3
4#0@1
Cy= 1o
37 4BuoB3
Cs=0
_G411
Cs = 38400 B7
Co= 01
6 = 46080u0BY
Cr=—r
7 = 172032u0 BI1

J’ai ensuite cherché a tester des formes particulieres de variation de G en
fonction de z, entre autres des fonctions périodiques, les fonctions puissance
et une variation en exponentielle comme le suggéraient les résultats trouvés
en géométrie cylindrique, mais aucune ne vérifiait les équations de Maxwell.



ii)Démonstration de ’impossibilité pour la force magnétique
de varier exponentiellement selon z

J’ai démontré qu’il est impossible, en géométrie axisymétrique, de trou-
ver un champ B tel que grad(|| B ||?) varie exponentiellement suivant z et
soit dirigé verticalement sur ’axe vertical, tout en étant constant et dirigé
verticalement sur le plan z =0 :

On travaille ici en coordonnées cylindriques (r, 6, z), en considérant la
sphere B(0, R) de rayon R et centrée en l'origine, qui constitue la zone
intérieure, tandis que R3\ B(0, R) constitue la zone extérieure.

On veut sur axe grad(|| B ||2) = aexp(282)é. , (o, 8) € R*?

Sur l'axe (Oz), on a B = B.é,

I B ||*= B?

B 6B2 5 | B2
grad(|| B |?) = Ze, 4 g,

Donc 56325 = aexp(2B2), soit || B ||2= spexp(28z) +C, CER

Doty sur l'axe, B = (Aexp(Bz)+C)e, ,Ne R* ,C €R

B vérifie les équations de Maxwell :

et dérive donc d’un potentiel magnétique V,,, :
o ity
B = —pupgradVy,

) 0Vm > A

donc — }5/;” € — Sme, = (% exp(Bz) + C)é, sur laxe.

Donc V,,, = _M%B exp(Bz) — Cz + C' sur laxe.
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On cherche alors V;,,(r, z) sous la forme f(z)g(r) = (_u%ﬁ exp(Bz)—Cz+
Cg(r)

Vin doit alors vérifier AV, = 0, ce qui revient & :

0V 16V 62V

or2 r or 022 =0

1 d? 1d 1 d?
@7(79 ,79)4_77{*

g(r) dr? ~ rdr’  f(z)dz

donc dK € R;ﬁd% =K
soit 3275 =Kf(z)
ce qui implique que 7/1(%,3 exp(B2)(f%2 — K) = C' — Cz , ¥z non nul
ce qui impose K =32 et C =C' =0

On est finalement ramené a :

qui est une équation de Bessel :

By tdy
de?  zdx

de solution y(z) = vJ,(z) + 6Y,(z) , (v,6) € R?

Ici, v =0 et g(r) = vJo(Br) + Yo (Br) , (7,0) € R?

11



Le fait que Yy tende vers moins I'infini en 0 nous impose premierement
que 6 =0

On a alors V,,,(r, z) = _,t:\o% exp(5z)Jo(Br)

Calculons dés a présent le champ B= —pogradV,y,, en sachant que J)(r) =
—Jy(r) :

B = Myexp(B2)(Jo(Br)é, — Ji(Br)ey)

donc || B = %5 exp(282)(J3(Br) + J3(Br))

donc G = ay? exp(242) <(Jg(,37’)+=]12(ﬂ7“))5z+<]1 (Br)(—=Jo(Br)+J1 (57“))€Z>

Pour que G soit constant et dirigé verticalement sur {z = 0} N B(0, R),
il faut que, Vr € [0; R] :

(35203080 + 72(Br)) = ) I(Br) (= (3r) + 3 (3r) =

Par la formule 2J),(x) = J,—1 — J,41, on a J{(Br) = g(JO(Br) — Jo(Br)),
et 'équation Jy (Br)(—Jo(Br) + J1(Br)) = 0 équivaut a
ou bien Ji(fr) = 0, ce qui n’est pas vérifié en tout point de [0; R],
ou bien Jy(pr) = Bi 2(Br), Vr € [0, R]

Mais au vu des deux expressions :
' —1)k '
Jo(ﬂ?”) Zk 0 (B )% et Ja (5 ):( ) Zk 0 k;l(ki_)Q) <%>2k

on remarque alsement que ceci n’est pas Verlﬁe non plus

On a ici démontré qu’il est impossible, en géométrie axisymétrique, de
trouver une distribution de courant telle que la force magnétique qui en
résulte soit constante en tout point du plan xOy tout en variant exponen-
tiellement selon z, et donc que ce n’est pas la peine de chercher G en expo-
nentielle comme c’était le cas dans le cadre d’une géométrie cylindrique.

12



iii) Derniére tentative a 1’aide des équations de Maxwell

On se place encore une fois en coordonnées cylindriques.
La derniere tentative a consisté a écrire un systéeme d’équations d’inconnues
les deux composantes du champ B, et B,. Tout d’abord, on veut G =

grad(H B ||?) en tant que fonction ne dépendant que de z, G = Gy(2)é,. On
a || B ||>= B2 + B2. Donc

T 0B, (5B> ( 0B, (53)
grad(|| B | )_2( 252 0z € +2 or or e

Le champ vérifie de plus les équations de Maxwell :

{

On obtient ainsi le systéeme :

U

Xy
t

3l
& o
I

Lo

B.%B= 4+ B, %8 = Gy(2)
ngz + B2 =0
lB + (5B7« 4 (5Bz —
(SB7 5Bz

0z~ or

d’inconnues B,(r, z) et B,.(r, z), que je n’ai pas réussi a résoudre..

13



IV)Notions mathématiques utilisées
1)Polynoémes de Legendre

Les polynomes de Legendre sont solutions de I’équation de Legendre :

CZc<(1 - a:z)ﬁ) +n(n+1)y=0

On définit donc les polynémes de Legendre :
4 ((1 - x2)d£") +nn+1)P,(x) =0
P,(1)=1

On utilise aussi 2 autres formules pour définir P, :

(n+1)Pi1(x) = (2n+ 1)zPy(x) — nPy_1(x)

Pg(l’) =1
Pi(z)==
et : L
_ 2
Pul@) = St aam (“ - ””)
On peut aussi définir les polynomes de Legendre sous forme de somme :
E(%)
Po(z) = Y (-1)*CRC3, pa
k=0

(d'oit P2 (0) = SGalEek)

22n(nl)?
On a de plus la formule, ¥(n,m) € N2 :

PP = (1 - 0?3 T

On dispose aussi d’une formule pour trouver la parité des P :

P (=) = (=1)""" P (x)

14



2)Double factorielle et fonction factorielle

oNn=1
On définit la double factorielle de fagon récurrente :¢ 11! =1

n!l=n((n-2)!) Vn >1
On a immeédiatement les formules :

(2n)!! = 2"n!

et
2n+1)  (2n+1)!
2+ 1) = -
@n 4D == 2]

La fonction factorielle peut étre prolongée sur I’ensemble des complexes
grgace a la fonction gamma d’Euler :

o
21=T(z+1) = / xe Pdx
0

On définit la fonction gamma d’Euler comme suit :

1
I'(z)

o0
ya —z
= zeV* —em
ze H (1+ m)e
m=1

avec v la constante d’Euler.On peut alors prouver un certain nombre de
propriétés :

I(z+1) =2I(z)
T(T(1—2)= —

sin(mz))

15



3)Equations de Bessel [4]

Elles prennent la forme suivante :

Avec J,(2) = ()" X2 %(é)%
Soit, si v est un entier n : J,(2) = (5)" 272 %(%)QT

En particulier, Jo(z) = 3202 (—=1)"(r)2(2)%

On a YV(Z) _ cosmvduv(z)—J_v(2)

sin v

Calculons maintenant :

e (=1)" Z\2rty
zJ,(z) = Tz::() m@r + V)(§)2 +
o S VRS
#,(2) ”J”(z)+zrlr(u+r+1)2r(2)
r=0""
) = () = i (- (Z)Rr=D+r+1
v v S (r-DI0(r—1+v+1+1)2

D’otu la formule :
20y (2) = vy (2) = 2Jy41(2)
On a de méme :
20y (2) = —vdy(2) + 2Jy-1(2)
Ce qui nous donne, en additionnant les deux formules :
27,(2) = Jy-1(2) = Ju4a(2)

En particulier, Jj(z) = —J1(2).

16



V)Conclusion

Mon stage aura été un travail de découverte et d’approfondissement d’un
domaine physique qui me plaisait, et qui m’a permis de découvrir un peu ce
a quoi ressemblait le métier de chercheur. J’ai énormément apprécié ce stage
au LEM, d’une part grace a la sympathie de mon entourage pendant mon
stage, et d’autre part pour les nouvelles connaissances que j’ai pu acquérir,
a la fois dans le domaine physique et mathématique.
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Introduction

Ce rapport a pour but d’étudier I’équation g—; = f, en traiter 'existence

de solutions et de solutions vérifiant certaines propriétés. Pour ce faire, on
démontrera des résultats classiques de la théorie des fonctions holomorphes
comme la formule intégrale de Cauchy ou le principe du maximum, puis des
théorémes essentiels comme le théoréme d’approximation de Runge, mais
aussi des résultats qui peuvent paraitre incroyables, comme celui de Weiers-
trass, qui énonce qu’on peut fabriquer une fonction méromorphe dont les
poles et les zéros ont été entiérement prescrits & ’avance. On commencera
donc par rappeler dans un chapitre préliminaire des résultats de base sur
les fonctions holomorphes, mais qui vont s’avérer trés utiles pour démontrer
des résultats essentiels comme le théoréme de Runge, théoréme qui servira a
démontrer le théoréme de Mittag-Leffler et I'existence de solutions de notre
équation de départ. Ces résultats nous permettrons alors de résoudre le pro-
bléeme de Cousin (additif) et de démontrer le théoréme de Weierstrass. Nous
verrons ensuite quelques propriétés des fonctions sous-harmoniques, puis re-
viendrons & notre équation initiale dont on prouvera l’existence de solutions
vérifiant certaines propriétés grace aux fonctions sous-harmoniques.

Plan
1-Préliminaires : formule de Stokes et formule intégrale de Cauchy
2-Le théoréme d’approximation de Runge et ses applications
3-Le théoréme de Mittag-LefHler
4-Fonctions sous-harmoniques



Chapitre 1

Préliminaires : formule de
Stokes et formule intégrale de
Cauchy

1.1 Premiére définition : fonction holomorphe

Dans tout ce document, on notera € un ouvert du plan complexe C, qu’on
identifiera & R%. on note x et y les coordonnées réelles, et z = x+iy, Z = r—iy.

: 1 N Ou _ 1 O0u_ ;0u
Pour u une fonction C*(Q2) a valeurs complexes, on note g7 = 5| g7 —i oy | et

gu —
linéaire de dz et de dz :

ou ou ou ou
du = %d;n + 6—ydy = %dz + gdz

Qu — % (gg-l—igg) . Ainsi, la différentielle de w s’écrit comme une combinaison

Définition 1 (Fonction holomorphe). Soit u € C1(). u est dite holomorphe
(ou analytique) sur Q si % = 0 dans Q (équation de Cauchy-Riemann). On
note alorsu € H(Q). Ceci est équivalent & du proportionnelle a dz. On notera
aussi u' au lieu de g—g, de telle sorte que u holomorphe vérifie du = u'dz.

Exemple (1)Vn € N, d(z") = nz""!, et donc tout polynome P(z) =
S _oarz® est holomorphe et P'(z) = Y 7_, kapzF~L.

(2)En posant e* = e®(cosy + isiny), 'exponentielle complexe est holo-
morphe, et d(e?) = e*dz.

Comme 0 = % est un opérateur linéaire, il est clair que toute combi-

naison linéaire complexe de fonctions holomorphes est holomorphe. 11 en est
de méme pour un produit de fonctions holomorphes. Si v est une fonction
holomorphe sur un ouvert contenant I’image de u, alors v ou est holomorphe
sur 2. Au voisinage d’un point zg ot la dérivée de u est non nulle, u est une



transformation conforme. Sa différentielle en zg est h € C' — u/(z0).h, c’est
une similitude directe du plan pour u/(zg) # 0. Par le théoréme des fonctions

. .. _ .. ou—1 1
implicites, u™! est C* sur un voisinage de u/(z9) et %%— = u'(u=1(z))"

1.2 Formule de Stokes

Définition 2 (1-forme différentielle). Soit U un ouvert de R™, une 1-forme
différentielle est une application f de U dans (R™)*.

n

Va € R"Vz € U, f(x)(a) =< f(x),a >= Zfi(x)ai
i=1
(dzi)ie1;m) base de (R")* (Va € R", dxi(a) = a;) : Vo € U, f(x) =
Z:’L:I fi(x)dz;.

Théoréme 1 (Formule de Stokes). Soit K un compact a bord régulier. Si w
est une 1-forme différentielle de classe C' au voisinage de K, alors

/ w:/dw
oK K

Preuve On va simplement ici montrer la formule de Stokes pour K = R =

) . ; _ _ (9Q
[a; b] % [¢;d] un rectangle du plan. Si w = Pdx + Qdy, alors dw = (5% —

%—g)dx A dy. La formule & prouver s’écrit donc

8Q P

Pdz + Qdy = / (=— — —)dxdy

OR r Oxr Oy

On a

/aR Pdz + Qdy = /abP(:L“,c)der/ch(b, y)dy/abP(x,d)dx/ch(avy)dy

Donc

b d
/ Pda + Qdy — / (P(z,¢) - Pla, d))dz + / Qb ) — Qlasy))dy
OR a c

D’ou

/8RPd:):—|-Qdy:/ab(—/chdy)dx+/cd(/aban;y>dx)dy

Et finalement on a bien :

0Q oP
Pdx + Qd :/ — — —)dxd
/6R Qdy R(ax ay) Y



1.3 Formule intégrale de Cauchy

La formule de Stokes s’écrit, si w est un ouvert borné de C et si u est

une fonction C*(w) :
/ udz:// du N dz
ow

Onadundz = (8“dz + gﬂdz) Ndz = gﬂdz Ndz et dZ Ndz = (dw —ady) A
(dz +idy) = idx A dy — idy A de = 2idx A dy, d’ou du/\dz-22 2dx A dy.
D’ou la formule :

/ udz—2z//dx/\d —//dz/\dz
ow

On a immédiatement en conséquence :

Proposition 1. Soit w un ouvert borné de C et u € C*(w) holomorphe,

alors
/ udz =0
ow

On obtient de plus la formule intégrale de Cauchy :

Théoréme 2 (Formule intégrale de Cauchy). Soit w un ouvert borné de C
et u € CH(w). V¢ € w,

u() = 2;(/&”2_ dz +//a S dz/\d?)

Preuve Soit ( € w. Soit € €]0;d(¢,w®)[, on pose we = {z € w; |z — (| > €}

et¢:z—>z(fzg.

On a ¢ € Cl(w;) et a‘éz) = zig 873(;). Donc (*) appliquée a ¢ donne :

/ / dé A dz = /
We aweqﬁdz

Soit L du(z) ()
u(z
dzNdz = —=d
//wez—c i /awez—cz
Donc ffw — < y 8wz d —fs :(ngz, ou S(¢,€) désigne
le cercle de centre ( gt de rea Oll €.
Or fs )d =/ %M(G)d@, avec vy :
[0;27] — C
0 — ¢ + et

On a v/(0) = ice? et donc :

u(2) /2” u(C + eeie)ieew ,/27r 0
—2dz = — 2 df =i u(C + ee")do
/S(C,e) z—C o (+ee—¢ 0 « )
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donc en faisant tendre € vers 0, on a bien :

// zlg oz La pdz - /aw :@)Cdz—i/02WU(C)d9=/aw :(Z)Cdz—%wu(g‘)

D’ou le résultat.

1.4 Applications de la formule de Cauchy

‘ Cc—-C
Théoréme 3. Soit i une mesure & support K compact dans C. u {

déﬁm't une fonction holomorphe C* en dehors de K. Sur tout ouvert )
ot dp = 5-¢dz A\ dZ avec ¢ € CF(Q )uGCk(Q)et%:gbsik‘Zl.

2

KxK¢—C oo . O
(%C)ﬁﬁ .OnayeC etaZ—Odonc

par dérivation sous l'intégrale, u € C*° et est holomorphe en dehors de K.
* Supposons d’abord Q = R?

2171//2’— 2)dz N dz
// o —2)dzNdz
2@7r

Comme z — % est intégrable sur tout compact, par dérivation sous l'in-
tegrale k fois, on a v € CF et

2m//“’@f’ g ndz
ag(go:;r//ziCaz(:)

et la formule de Cauchy appliquée & ¢ sur un disque contenant le support
de ¢ donne 2% 0( =¢
x Si maintenant ) est un ouvert quelconque, pour zg € 2, J € Cé“ (Q) qui
vaut 1 dans un voisinage V' de zj.
On pose p1 = Yu et pg = (1 —¢)u, on a alors u = uy + ug, avec u;(() =
[ Fedui(2)
Onapu =

Preuve x On pose v : {

Wz N dz avee v € CE(R?) done uy € CF et 2 = g, De

plus po est nulle sur V et u € C¥(V), et g% = ¢ au voisinage de 20-

2z7r

Corollaire 1. H(Q2) = {fonctions holomorphes sur Q} C C*(Q)
Siue H(Q) alors v € H(Q)



Preuve Soit w un disque d’adhérence incluse dans 2, et soit ( € w.

u(C) = 1/3 u@) g

2im Jou, 2 —C

Donc u(¢) = [, ﬁdu(z) avec du(z) = g-u(z)dz

Théoréme 4. VK CC ) etV voisinage ouwvert w C Q de K, 3C;, j = 0,1, ..
tels que sup,cj [ul9) (2)] < C; 1wl L1 (w)Vu € H(Q)

Preuve On prend ¢ € C§°(w) telle que ¢ = 1 au voisinage de K. Soit
0 e}

uEH(Q),%:u%. (

La formule de Cauchy donne ¢({)u(¢) = 5 [, %)Z(—Zg) dz A dz, donc, comme

1 vaut 1 au voisinage de K, V¢ € K :

1
2/52 dez/\dz

\ g

d’oul le résultat.

Corollaire 2. Siu, € H(Q) et u,, converge vers u quand n tend vers linfini
uniformément sur tout compact de Q, alors uw € H(Q)

Preuve En appliquant le thééoréme 4 & up —8um, on ob;ient que (‘95;")”
. 4 Oun Un Un,
converge uniformément. Vn, %2 0 donc ( e )n et ( X )n convergent

aun _

uniformément sur tout compact. Donc u € C! et gﬁ = lim % =

Corollaire 3 (Stieljes-Vitali). Siu,, € H(Q) el |u,| est bornée uniformément
sur tout compact de §2, 3(up;); qui converge uniformément sur tout compact
de Q vers une limite u € H(Q)

Preuve Soit z € Qet e > 0. V2" € Q, |up(2) —un(2)| < |2 — 2| supg |ul,| <
|2—2'|Ck pour tout K CC Q. Donesi [z —2'| <& = &, [un(2) —un(2)] <,
donc cette suite est équicontinue. On a de plus {uy(z),n > 0} relativement
compacte pour tout z, donc par le théoréme d’Arzéla-Ascoli, il existe bien
une sous-suite qui converge uniformément sur tout compact de €2, vers une
limite u qui est holomorphe par le corollaire précédent.

Corollaire 4. La série ), _,a,2" converge uniformément sur tout disque
inclus dans son disque de convergence, u(z) = Y 7 janz" est donc holo-
morphe sur son disque de convergence.



; (n)
Théoréme 5. Soit u € H(Q), Q@ = D(0,7). On a u(z) = Y22 4@ zn
avec convergence uniforme sur tout compact de )

Preuve Siry <7y <r,ona, V|(| <ry, u(z) = 5= Cl=r2 g(fzdg‘, donc
|

m [¢|=r2 (C — Z)n+1
Pour [(] < 71 et |(| = 72, on a Ciz = ZZO:O%(%)” Comme la série est
absolument et uniformément convergente, on obtient le théoréme en intégrant

terme a terme : -
1 u(¢)
u(z) = z”,/ d¢
nZ:O 2 [¢l=r2 ¢t

don u(z) =307, w(0) .

n!

Corollaire 5 (Unicité du prolongement analytique). Siu € H(Q) et 3z € Q
tel que, Yk >0, u®)(2) = 0, alors uw = 0 sur Q si Q est conneze. Donc si Q
est connexe, et que f et g sont 2 fonctions holomorphes sur ) qui coincident
sur un ouvert non vide de ), alors elles sont égales sur € tout entier.

Preuve On pose A = {z € Q;Vk > 0,u®)(2) = 0}. A est un ferme de Q car
tous les u®) sont continus, mais par le théoreme qui précede, si zp € A et
si r est tel que D = D(zp,r) soit contenu dans {2, alors u est identiquement
nul sur D puisque u(z) = Y 7, u(")(zo)% sur ce disque. Ses dérivées
successives le sont aussi et donc D est inclus dans A. Ceci prouve que A est
aussi ouvert donc comme €2 est connexe, A est soit vide soit ) tout entier,

or il n’est pas vide par hypothése, d’ou le résultat.

Corollaire 6. Soit uw € H(D(0,7)). Si u n'est pas identiquement nulle, il
existe un unique v € H(D(0,7)) et un unique n € N tels que v(0) # 0 et
u(z) = 2"v(z2)

k

En effet, on pose n = min{k; u® (0) # 0}, on a u(z) = 332, u¥(0)%; =
30, w07 = 2(2)

Théoréme 6. Soit u € H(D(zg,7)) tel que |u(2)| < |u(zo)| pour tout z €
D(zg,r), alors u est constante sur D(zg,r)

N

a

Preuve Supposons u(zp) # 0. Par la formule de Cauchy, on obtient :

1 [ .
u(zo) = / u(z0 + pe'®)dh,0 < p < r
2 0
2 i0
Donc foﬂ (1-— %)d@ -0
0 )
On a Re(1— %) >0 et =0 si et seulement si u(zp) = u(zp + pe'®).

Dot VO < p < 7 et 6 € [0;27],u(z0) = u(zo + pe'?).



Corollaire 7 (Principe du maximum). Soit Q un ouvert borné et u € C(2)
holomorphe sur Q. Alors le mazimum de |u| sur Q est atteint en un point du
bord.

Preuve S’il est atteint en un point intérieur zg, uw est constant sur tout
disque de centre zy contenu dans {2, donc est constant sur la composante
connexe de €2 contenant zp par unicité du prolongement analytique. Donc le
maximum de |u| est atteint en un point du bord.



Chapitre 2

Le théoréme d’approximation
de Runge et ses applications

2.1 Enoncé

On a vu qu’une fonction holomorphe sur un disque peut étre approchée
uniformément par des fonctions polynomiales sur tout disque plus petit, par
exemple en prenant les sommes partielles de son développement en série
entiére. Le théoréme de Runge fournit un résultat d’approximation plus gé-
néral :

Théoréme 7 (Runge). Soit Q un ouvert de C et K un compact inclus dans
Q. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) Toute fonction holomorphe sur un voisinage V(K) de K peut étre appro-
chée uniformément sur K par des fonctions de H(2)

(b)Q\ K n’a pas de composante relativement compacte dans
(c)Nze Q\ K, 3f € H) telle que | f(z)| > supg | f]

Corollaire 8. Toute fonction holomorphe sur un voisinage de K compact
peut étre approchée uniformément par des polynémes sur K si et seulement
s1 K¢ est connexe (si et seulement si pour tout z € K€ 3f un polynéme tel

que [f(2)] > supg | f])

Preuve *(c) implique (b)

Supposons que 2\ K a une composante O telle que O est un compact de
Q. Le principe du maximum nous dit que Vf € H(Q) le maximum de |f|
sur O est atteint sur 90 C K, donc Vf € H(Q), supg |f] < supg |f]. Or
d’apres (c), Vz € Q\ K3f € H(Q) telle que |f(z)| > supg | f], or pour z € O,
|f(2)] < supg|f|, et on obtient finalement supy |f| > supy |f|, ce qui est
absurde.

(a) implique (b)



On suppose toujours que (b) n’est pas vérifié, (a) nous donne : Vf € H(V(K)),
3f, € H(Q) qui converge uniformément vers f sur K.

sup | frn — fn| < sup|fu — funl
e} K

Donc (fy)n converge uniformément sur O vers une fonction F. Sur O on a
F=feFe H(O) et est continue sur O.

On pose f(z) = = C’ C€0Nz€ 90, (z—()F(z) =1, donc Vz € O,(z —
¢)F(z) =1, ce qui est absurde en prenant z = (.

(b) implique (a)

On veut prouver que G C F, F dénotant I’adhérence des restrictions a K
des fonctions holomorphes au voisinage de K et GG les restrictions & K des
fonctions holomorphes sur ). Cela revient a prouver que toute forme linéaire
continue de C(K) = {formes linéaires continues de K} s’annulant sur G
s’annule sur F. Or par le théoréme de représentation de Riesz, pour toute
forme linéaire L de C(K), Iy mesure borélienne complexe telle que pour
toute f € C(K), L(f) = [ fdu. Nous allons donc prouver que toute mesure
wu sur K qui est orthogonale a H(2) est aussi orthogonale a toute fonction

holomorphe sur V(K).
Posons, pour ¢ € K¢ ¢(¢) = [ Zicd,u( z). ¢ est holomorphe sur K¢ et V¢ €

KenQe, oW () = k! [ Wdu( 2) =0 car 2 — W est holomorphe

sur Q si ¢ € Q¢ Donc ¢ = 0 sur toute composantec connexe de K¢ qui
rencontre Q°. De plus [ 2"du(z) = 0 pour tout n et z — ﬁ est développable
en une série entiere qui converge uniformément sur K dés que |¢| > supg |2/,
donc ¢ = 0 sur la composante non bornée de K. Finalement, par (b), Q\ K
n’a pas de composante relativement compacte dans €2, d’ott ¢ = 0 sur K°.
Soient f € H(V(K)) et ¢ € C§°(V(K)) telle que ¢ = 1 sur K.Vz € K,

£2) = w(2) 2m// Q) A g

2W//f (€ A dT

Donc, puisque ¢ = 0 sur K€ et que 872 =0 sur K, [ f(z)du(z) =0, d’on le

Donc

résultat.

*(b) implique (c)

Soit z € O\ K.

On pose L = D(z,6), avec § choisi tel que L C Q\ K. Q\ (K UL) n’a pas
de composante relativement compacte dans §2 donc on sait que par (a), on
peut approcher la fonction qui vaut O sur V(K) et 1 qur V(L) :3f € H)
telle que |f| < 5 sur K et \f—1| < % sur L. Donc 5t < f(z) =1 < 3, donc

3 < f(2) <3, dou |f(2)| > 5 > supg ||
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2.2 Enveloppe d’holomorphie

Une premiére application de ce théoréme est 'enveloppe d’holomorphie
d’un compact :

Définition 3 (Enveloppe d’holomorphie). Soit K CC Q. L’enveloppe d’ho-
lomorphie de K est définie par K = Ko = {z;2 € QuVf € H(Q), |f(2)] <

supg [ f}-

On peut d’abord remarquer que K C K et K = K. On a aussi les
propriétés suivantes :

Proposition 2 (Quelques propri¢té de enveloppe d’holomorphie). (%) d(K, €2¢) =
d(K,Q°)
(1)K est inclus dans l'enveloppe conveze conv(K) de K.

Preuve (i)Soit ¢ € Q°, 2 — Z—ic est holomorphe sur €. Soit zy € K,

5] < swpi || = e, done d(K, Q%) < d(K,Q°). On a bien sir
d(K,Q°) > d(K,Q°), doi eégalite.

(ii) On a conv(K) = {z € C;Va € C,< z,a >< supeeg < (,a >}. Soit
20 € K, a € C, 2 — ¢ est holomorphe sur Q.[e%| < supy [e%| =
supy efe(<a2>) d'ont Re(< a,zy >) < supj Re(< a,z >)

L’enveloppe d’holomorphie de K apparait donc comme le compact conte-
nant K remplissant les conditions du théoréme d’approximation de Runge.
On peut la caractériser d’avantage grace a la condition (b) du théoréme :

Théoréme 8. K est la réunion de K et des composantes connezes de O\ K
qui sont relativement compactes dans Q.

Preuve On note U la réunion de K et des composantes connexes de Q \ K
qui sont relativement compactes dans 2. Soit O une telle composante, on a
prouvé que supg |f| < supK |f|, donc O C K. Ceci prouve que U C K.

Q\ U est ouvert en tant qu’union de composantes ouvertes de 2\ K. Donc U
est compact et vérifie de plus la condition (b) du théoréme de Runge : Q\ U
n’a pas de composante relativement compacte dans €. Donc la condition (c)
du théoreme de Runge nous indique que U = U.Donc K C U = (7, d’ont
K=U

Exemple OnprendQ—{z€C72<\z\<2} Kl—{zeﬂ\z—l\:i}
et Ko ={z¢€Q;|z|=1}. Alors K| = D(1, )etK2 K.

On a désormais une variante du théoréme de Runge pour 2 ouverts :

11



Théoréme 9. Soient Q1 C Qs deux ouverts de C. Les assertions suivantes
sont équivalentes :

(a) Toute fonction holomorphe sur Q peut étre approchée par des fonctions
holomorphes sur Qo uniformément sur chaque compact de 1.

(b)Si Qo \ Qy est l'union disjointe d’un fermé F de Qo et d’un compact K,
alors K est vide. R

(i VK CC Qy, ISQQ = Kq,- N

(CQ)VK CC Qq, KQQ N = KQl.

(c3)VK CC Qy, I?QQ N Qq est compact.

Preuve On a clairement (a) implique (c2) et (c2) implique (c3).

On pose K’ = Ko, NQy et K = Ko, NS, si (c3) est vérifie, K’ et K" sont
des compacts. Soit f € H(;), par le théoreme de Runge, la fonction qui
vaut f sur K’ et 1 sur K" peut étre approchée uniformément sur K’ U K"
par des fonctions holomorphes sur 5. Donc (c3) implique (a). Si on choisit
de plus f = 0, on obtient que K” est vide, donc I?QQ = IA(QQ Ny = IA(Ql, on
obtient donc I'équivalence de (a), (c1), (c2) et (c3).

(c1) implique (b)

Si )\ Q; = F UK, soit un ouvert w O K tel que w N F est vide et tel
que w est relativement compact dans y. Comme dw N Qg \ Q) est vide, et
comme Jw C (g, on a dw C Q. Donc par principe du maximum ’enveloppe
d’holomorphie relativement & o de dw contient w et donc contient K. Donc
K C Q par (¢1), dou K = 0.

*(b) implique (c1)
Soit K CC g, soit O une composante de Q9 \ K relativement compacte dans
Q5. On 2 90 C K C € donc I'ensemble K/ = ON(22\ Q1) = 0N (22\ )
est un ensemble compact de O. Et comme O° N (Qz \ 1) est un fermé de
Oy, on a K’ = () par (b). D’ot O C €4, donc par le théoréme qui précede,
on a [?QQ C [?Ql, I’autre inclusion est évidente.
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Chapitre 3

Le théoréme de Mittag-Lefller

3.1 Fonctions méromorphes

Pour tout z € C, on note A, 'ensemble des classes d’équivalence des
fonctions f qui sont holomorphes au voisinage de z pour la relation d’équi-
valence f ~ g & f = g au voisinage de z. Si f est holomorphe au voisinage
de z, on note f, la classe de f. A, est un anneau intégre donc on peut
considérer son corps des fractions noté M, .

Définition 4 (Fonction méromorphe). Une fonction méromorphe ¢ sur Q
est une application de Q — |J,.q M. telle que, Vz € Q, ¢(z) € M, et 3
un voisinage w de z et des fonctions f et g holomorphes sur w telles que,
Vz € w, ¢(z) = i;%‘ L’ensemble des fonctions méromorphes sur () est noté

M(Q).

En particulier, si f € H(Q2), 'application z — f, est une fonction méro-
morphe. Comme des fonctions holomorphes différentes définissent des fonc-
tions méromorphes différentes, on identifie H(£2) comme un sous-ensemble
de M(Q).

Les fonctions méromorphes forment un anneau dans lequel tout élément qui
ne s’annule pas identiquement sur une composante connexe de €) est inver-
sible.

Pour tout ¢ € M¢, on peut assigner a ¢ une valeur ¢(¢). Pour cela on prend
f et g holomorphes au voisinage de ( telles que ¢ = g—g, gc #0.5iq=0,

on pose ¢(¢) = 0. Sinon, on sait qu'il existe n,m des entiers et f, et g1 ho-
lomorphes au voisinage de ¢ tels que f1(¢)g1(¢) # 0 et f(2) = (z — ()" fi(2)

1

et g(z) = (2 — ()™gi(z). Il est clair que n —m et 518 ne dépendent que de
q et non du choix de f et g. On définit ainsi

Q(C) - 91(()’n:m



Si ¢ € M(), on obtient une application z — ¢,(z) = F(z) € C U {oo}
de telle sorte que F' est holomorphe sur le complémentaire d’un ensemble
discret D C Q et % est holomorphe au voisinage de D (avec la convention
é = 0). Réciproquement, si on a une fonction F' avec ces propriétés, une
fonction méromorphe ¢ est définie par ¢, = F, si z ¢ D et ¢, = ﬁ
z € D et ¢,(2) = F(z) pour tout z. La définition donnée précédemmegt est
donc équivalente & la définition classique d’une fonction méromorphe. Les
points z pour lesquels F'(z) = oo sont les poles de F.

si

Théoréme 10. Si F' est méromorphe au voisinage de C, alors I(Aq, .., Ay) €
C", G une fonction holomorphe et w un voisinage de ( sur lequel

n Ak
F(z) =Y~k 4 G()
2 (- O

Cette écriture est unique. Si Fr # 0, F' s’écrit aussi de maniere unique sous
la forme F(z) = (2 — ()"G(z), avec n un entier et G(¢) #0. Sin >0, ( est
un zéro d’ordre n; si n <0,  est un péle d’ordre —n.

La preuve découle directement du corollaire 6 du chapitre 1.

3.2 Théoréme de Mittag-LefHler

Théoréme 11 (Mittag-LefHler). Soit (2;); une suite discréte de points de
Q, et Vj, fj méromorphe au voisinage de z;. Alors il existe une fonction
méromorphe f sur § telle que f est holomorphe en dehors des z; et f — f;
est holomorphe au voisinage de z; pour tout j.

nj A]k

Preuve Par le théoréme qui précede, on peut écrire f(z) = > .7, eyE
J

On cherche des fonctions u; € H(Q) telles que la série

o0
F2) =Y (fi(2) —u(2)

j=1
définisse une fonction avec les propriétés requises. Pour cela on choisit une
suite croissante (pour l'inclusion) de compacts K; C  avec K; = IA(j de
sorte que tout compact de 2 soit inclus dans un Kj;. On peut supposer que
Vk > j, 2z, ¢ K; puisque la suite n’a pas de point d’accumulation dans 2.
Donc par le théoréme de Runge, il existe u; € H(Q) tel que, Vz € Kj,

1fi(2) —uj(2)] <27

Ainsi la série 372, (f(2) — uj(2)) converge uniformément sur K}, pour tout
k vers une fonction holomorphe & lintérieur de K. La définition de f ci-
dessus a donc un sens et f a les propriétés requises.
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On a aussi la formulation suivante :

Théoréme 12 (Mittag-Leffler bis). Sout Q = (J,€2; avec Q; des ouverts de
C. Si fj € M() et fj — fi € H(Q; N Q) pour tous j et k, alors il existe
fe M) telle que f — f; € H(Q;) pour tout j.

Preuve On a bien équivalence entre les deux formulations : Si ce théoréme
bis est vérifié, soit (z;); une suite discréte de points de Q, et Vj, f; méro-
morphe au voisinage de z;. On écrit alors ) = Uj ), avec z; € ; pour
tout j, on a f; € M(Q;) et fj — fr € H(Q; N Q) pour tous j et k, donc il
existe f € M(Q) telle que f — f; € H(§2;) pour tout j, donc le théoréme bis
implique bien le théoréme de Mittag-Leffler.

Si le théoréme de Mittag-Lefller est vérifié, et si Q = (J; Q; avec Q; des ou-
verts de C, soient f; € M(Q;) telles que f; — fi, € H(;NYy,) pour tous j et
k. On utilise alors Mittag-Leffler pour construire une fonction f holomorphe
en dehors des poles des f; et telle que f — f; est holomorphe au voisinage
des poles de f; pour tout j. Donc pour tout j, on a bien f — f; € H(Q;)

SN
3.3 Equation %

~ = [ et probléme de Cousin

On peut, & ’aide d’une preuve trés analogue a celle donnée pour le théo-
réme de Mittag-Lefler, prouver le résultat suivant :

Théoréme 13. Pour toute f € C*°(Q), l’équation ‘3—; = [ a une solution
ue C>(Q)

Preuve On commence par choisir une suite croissante de compacts K; C (2
avec K; = K ; de sorte que tout compact de (2 soit inclus dans un Kj. Soit
alors 1; € C§°(92) égale a 1 au voisinage de K, on pose alors ¢1 = 9 et,
pour tout j > 1, ¢; = 1p; — ;1.

On a ¢; = 0 au voisinage de K;_1 et Z;; ¢j = 1 sur €1. Par le théoreme
3 du chapitre 1, Ju; € C®(R?) telle que % = ¢;f. En particulier on a u;
holomorphe au voisinage de K;_1.

Par le théoréme de Runge Jv; € H(R) telle que |u; — v;j| < 277 sur Kj_;.

La série
o

u(z) =Y (uj(2) —vi(2))
j=1
est uniformément convergente sur tout compact de 2. De plus la somme qui
débute au terme k+ 1 est constituée de termes qui sont holomorphes au voi-
sinage de K, et converge uniformément sur K}, vers une fonction holomorphe
a l'intérieur de K. Donc u € C*°(Q) et en dérivant terme & terme on a

a o
3% :Z¢jf:f
j=1
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Le probléme de Cousin additif est le suivant :

Soit Q = UjeJ Q; et soit pour tout couple (i,j) € J? une fonction g;; €
H(Q; N Q). Est-il possible de trouver des fonctions g; € H(£2;) pour tout
j € J telles que g;; = g; — gi sur ©; N §Y; pour tout (i,5) € J*7?

Si ce probléme admet des solutions, il est clair que les fonctions g;; doivent
vérifier Gij = —gji Sur ;N Qj et gij + gjk + gki = 0 sur ;N Qj N Q.

1l s’avére que ces conditions suffisent a elles seules & assurer I'existences des
95 :

Théoréme 14. Si ces conditions sont vérifiées, il existe des solutions pour
le probléme de Cousin additif

On introduit d’abord la notion de partition C§° de 'unité :

Définition 5 (Partition C§° de l'unité). On appelle partition C§° de l'unité
d’un espace topologique X la donnée de fonctions (¢;)jes qui sont CG° a
valeur dans [0; 1] et telles que,Vx € X,

(i) 1l existe un voisinage de x tel que les ¢; sont nulles sur ce voisinage a
Uexception d’un nombre fini d’entre elles,

(i1)> e bi(x) =1

Définition 6 (Partition C5° de l'unité subordonnée & un recouvrement).
On appelle partition CG° de Uunité subordonnée au recouvrement (25);es
une partition (¢;)jcg au sens de la premiére définition, indexée par le méme
ensemble que le recouvrement, et telle que, pour tout j € J, le support de ¢;
soit inclus dans )

On sait alors qu’on peut toujours trouver une telle partition subordonnée
au recouvrement de tout ouvert Q C R™.

Preuve On choisit une partition C§° de l'unité subordonnée au recouvre-
ment (£2;) e notée (¢;)jes. Si gi; = gj — gi sur ;N pour tout (i, j) € J?,
onaVie J, ¢igj = ¢igij + ¢igi, donc

gj:hj—l—u

avec hj = Y .7 $igij et u = Y ;. ; $igi.hj est bien définie par les fonctions
gi;j et est dans C*°(€2;). On a de plus

hj—=hi=>> ¢i(gkj — gri) = Y _ Srgij = 9ij
keJ keJ

gij est holomorphe sur €2; N €; donc % = %}g sur €; N €2;. Donc il existe

une fonction ¢ € C*°(Q) telle que ¢ = % sur 25 pour tout j € J.
On sait qu’il existe une solution u de %g = —1). Ainsi, on a bien g; = hj+u €

H(Q;) pour tout j et g;; = g; — g; sur £; N Q; pour tout (i,j) € J2.
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Ce théoréme est en fait une forme plus forte du théoréme de Mittag-
Leffler, montrons en effet qu’il implique la forme bis du théoréme :

SiQ = Uj Q; avec Q; des ouverts de C, soient f; € M(;) telles que
fi — fr € H(Q; N Q) pour tous j et k. On pose g;; = fi — fj. On a bien
gij = —gji sur ;N et gij+gjk+gri = 0 sur Q;NQ;NQy,, done Jg; € H(Q;)
telle que

fi—fi=9i=9;— 9

sur €; N ;. Donc sur ; N Q;, fi +¢; = fj + g;. On a donc f = f; + g; sur
; pour tout i et f — f; = g; € H(€;) pour tout 4.

3.4 Théoréme de Weierstrass et applications

Théoréme 15 (Weierstrass). Soit (2;); une suite discréte de points de (Q,
et nj des entiers. Alors il existe une fonction méromorphe f telle que f soit
holomorphe et non nulle mis a part en les z;, et z = f(2)(z — z;)™™ est
holomorphe et non nulle au voisinage de z; pour tout j € J.

Ainsi on peut trouver une fonction méromorphe f avec des zéros et des
poles d’ordres donnés prescrits & 'avance !

Preuve On commence par choisir une suite croissante de compacts K; C (2
avec K; = K ; de sorte que tout compact de 2 soit inclus dans un Kj.

On choisira successivement des fonctions rationnelles f; avec les zéros et poles
désirés dans K et des fonctions holomorphes sur 2 telles que |fj41 fj_legj —
1] < ¢j sur Kj, avec ), ;€; < o0.

Supposons qu’on ait déja choisi de telles f1,.., fj et g1,..,gj—1. Soit f une
fonction rationnelle avec les zéros et poles prescrits sur K;;1. On peut écrire

JJ;:CH(z—wk)m’“

avec L un ensemble fini, w; € K; pour tout j et les my sont des entiers.
Comme aucune composante connexe de Q \ K n’est relativement compacte
dans €2, on peut choisir pour tout k des ( € KJ‘?H dans la méme composante
connexe de K¢ que wg. La fonction fjt1 = f]l;ep (2 — G)7™ a ainsi les
bons zéros et poles sur Kj 1, et

log(fjgzz()z)) = logc—i—%mklog(z__lg:)

peut étre défini comme une fonction holomorphe sur un voisinage de K;
puisque wy, et ¢ sont dans la méme composante connexe de K7. On peut
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par Runge choisir g; € H(Q) telle que ]log(f"'f—?l) + gj] < log(1+¢;), d'ou

\fj+1fj_169j — 1| < ¢; sur Kj. Et finalement on a

! = fir
im fio [T et = A [T %5 7e”
J k=1 k=1 I

ce qui définit une fonction f avec les propriétés requises, le produit débutant
au terme j convergeant vers une fonction holomorphe & l'intérieur de K.

Corollaire 9. Toute fonction méromorphe F sur  peut s’écrire sous la
forme 5 avec f et g holomorphes sur §Q.

Preuve Si I’ a des poles z; d’ordres nj, le théoréme de Weierstrass donne
une fonction holomorphe g dont les zéros sont les z; d’ordre n;. f = Fg est
alors holomorphe, d’ou le résultat.

Corollaire 10. [l existe une fonction f € H(Q) qui ne peut étre prolongée
holomorphiquement & aucun ensemble plus grand, méme en fonction méro-
morphe.

Preuve On note les points de coordonnées rationnelles de € en une suite
(zj) telle que chaque point apparaisse une infinité de fois. On pose r; =
d(z;,2¢).0n choisit une suite croissante de compacts K; C  avec K; = IA(]-
de sorte que tout compact de 2 soit inclus dans un K;. On prend ensuite
pour chaque j un point w; € K¥ tel que |w; —r;| <r;.

Comme la suite (w;)j est discréte dans €, le théoréme de Weierstrass nous
donne une fonction f holomorphe sur € qui a pour uniques zéros les w;. Si
a € § a des coordonnées rationnelles, on note r = d(a, Q2°). Le disque D(a, )
contient une infinité de points w; puisque a = z; pour une infinité de j.
Donc f ne peut étre prolongée en une fonction méromorphe sur aucun disque
contenant D(a,r), puisque les zéros d'une fonction méromorphe non identi-
quement nulle sont isolés.

Corollaire 11. Soient (z;); une suite discréte de points de Q, f; holomorphe
au voisinage de zj, et nj des entiers positifs. Alors il existe f € H(Q) telle
que, pour tout j :

F(2) = fi(2) = Oamszy (|2 — 257

Preuve Soit g € H(Q2) avec pour zéros d’ordre n; + 1 les z;. Par Mittag-
Leffler, il existe une fonction méromorphe h dont les uniques pdles sont les
zj et telle que h — % est holomorphe au voisinage de z; pour tout j. Alors
la fonction f = gh convient.
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Chapitre 4

Fonctions sous-harmoniques

4.1 Définition et propriétés

Définition 7 (Fonction harmonique). Une fonction h € C?(QQ) est harmo-

nique si el seulement si Ah = 4(%25% = 0.

Définition 8 (Fonction sous-harmonique). u de Q — [—o00; +00) est sous-
harmonique st et seulement si :

u est SCS(semi-continue par valeurs supérieures) : Vs € R {z € Q;u(z) < s}
est un ouvert.

VK CC Q et Vh continue sur K harmonique & Uintérieur de K, si h > u
sur OK, alors h > u sur K entier.

Théoréme 16. (i)u sous-harmonique et ¢ € RY* = cu sous-harmonique.
(i1)(ua)aca famille de fonctions sous-harmoniques = u = SUpyeg Uq €St
sous-harmonique si u < +00, et u est SCS.

(711)(un )nen suite décroissante de fonctions sous-harmoniques = u = lim;_, o u;
sous-harmonique.

Preuve (i)Vs € R, {z € Q;cu(z) < s} = {z € Qu(z) < I} est un ou-
vert, donc cu est SCS. Soit K CC ) et h continue sur K et harmonique a
l'intérieur de K avec h > cu sur 0K. % est continue sur K et harmonique
a lintérieur de K avec % > u sur 0K donc % > u sur K entier, d’ou cu

sous-harmonique.

(ii)vs € R{z € Qu(z) < s} = Upealz € Qua(z) < s} est un ouvert
en tant qu’union quelconque d’ouverts, donc u est SCS. Soit K CC Q et h
continue sur K harmonique a l'intérieur de K, avec h > u sur 0K. On a,
Ya € A, h > uy sur 0K done sur K entier, donc h > u sur K entier, donc u
est sous-harmonique.

(ili)vVs € R{z € Qu(z) < s} = Uj2,{# € Qu;j(z) < s} est un ouvert
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en tant qu'union quelconque d’ouverts, donc u est SCS. Soit K CC € et
h continue sur K harmonique & intérieur de K, avec h > u sur 0K. Soit
e >0, on pose Kj = {z € 0K;u;(z) > h(z)+e€}. C'est une suite décroissante
de compacts, ﬂj‘;l K; =0, donc Jjo tel que pour tout j > jo, K; = (). Donc
uj < h+ e sur 0K donc sur K pour tout j > jo, donc h > v sur K, donc u
est sous-harmonique.

Théoréme 17. Soit u : Q — [—o0; +00) une fonction SCS. Les assertions
sutvantes sont des conditions nécessaires et suffisantes pour que u soit sous-
harmonique :

(i)Pour tout disque fermé D C Q et f polynéme tel que u < Re(f) sur 0D,
u < Re(f) sur D.

(11)S1 Qs = {z;d(z,9Q°) > 0},0n a, pour toute mesure p positive sur [0, 0],
pour tout z € Qg,

2mu(z) / du(r) < / /O (e 4 re®)dbdu(r)

(#ii) Pour tout 0 > 0 et tout z € Qs, il existe une mesure positive p & support
dans [0,0] qui charge des points en dehors de 'origine et telle que pour tout
z € Qs,

2mu(z) / du(r) < / /0 - u(z + re)dfdp(r)

Preuve 1l est clair que u sous-harmonique implique (i) et que (ii) implique
(ii).

(i) = (i)

Soit 2 € Qs et 0 <r <. On pose D = D(z,r) C Q.

Si ¢(0) = 3" are™® est un polynome trigonométrique tel que u(z+re? < $()
pour tout 6, le polynome f(¢) = ao+2 ;- ax (C;,f)k vérifie Re(f) > u sur
0D, donc sur D, et en particulier

1 27
w(z) <ag= — 0)do
() <a=5- [ 66)
Si maintenant ¢ est une fonction continue telle que u(z + re®® < ¢(6), pour
tout € > 0 on peut trouver un polynome trigonométrique ¢, avec ¢ < ¢ <

¢ + €, donc pour toute fonction ¢ continue telle que u(z + ret? < ¢(0), on a

u(z) < — /O " 5(0)d6

- 27

Donc comme u est SCS,



D’ou (ii) en intégrant.

(iii) = wu sous-harmonique

Soit K CC Q et h continue sur K harmonique a I'intérieur de K, avec h > u
sur OK. On pose v = u — h et M = supgv. Si M > 0, on a v SCS donc
v = M sur un compact F' non vide inclus dans 'intérieur de K. Soit zg € F
tel que la distance de 2z & K soit minimale. Si cette distance est > 4, alors
tout cercle centré en zg et de rayon r < § contient des points sur lesquels
v < M, c’est méme un arc de cercle entier puisque v est semi-continue. On
a donc

/ / v(z0 + re®)d0du(r) < 2w M / du(r) = 2mv(z0) / du(r)

pour x4 une mesure comme dans (iii). Mais cela contredit (iii), d’ou le résultat.

Corollaire 12. uq et us sous-harmoniques = uj + us sous-harmonique.

Corollaire 13. Une fonction u est sous-harmonique si chaque point de
Q admet un voisinage ot u est sous-harmonique. Autremnt dit, la sous-
harmonicité est une propriété locale.

Corollaire 14. Si f € H(QY) alors log|f|est sous-harmonique sur (2.

Preuve Cela découle du principe du maximum en utilisant le point (i) du
théoréme précédent.

Ceci suggére donc que |f]| est sous-harmonique si f est holomorphe. En
fait, on a le résultat suivant :

Théoréme 18. Soit ¢ une fonction convexe croissante sur R. On pose
d(—00) = limys_ oo (). Si u est sous-harmonique, alors ¢(u) est sous-
harmonique.

Preuve Soit zp € R. Vz € R, 3k € R tel que ¢(x) > ¢(xg) + k(x — xo).
Donc

1 2

2T
o ), d(u(z +re?))ds > ¢(x) + k(% /0 u(z 4 re?)dd — xo)

On prend alors zg = 5= f027r u(z + re'?)df, on obtient :

RNV 9))d > §(
27 ), d(u(z+re))do > ¢ 5

2
/0 u(z +re)df) > ¢(u(z))

par croissance de ¢ et sachant que u est sous-harmonique. De plus ¢(u) est
SCS, d’ou le résultat.
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Corollaire 15. Soient uj,us > 0 tels que loguy et logug soient sous-
harmoniques (log0 = —o0). Alors log (uy + uz) est sous-harmonique.

Preuve Soit D un disque de 2 et f un polynome tel que Re(f) > log (u1 + u2)
sur OD. On a donc u; + uz < |ef| sur dD. Puisque logu; — Re(f) est
sous-harmonique et comme exp est croissante et convexe, ui|e_f | est sous-
harmonique. Donc (u; +us)|e~/| est sous-harmonique, donc (ug +uz)le™f| <
1 sur D, d’ou Re(f) > log (uj + ug) sur D, d’ou le résultat.

Théoréme 19. Soit u sous-harmonique non identiquement égale 4 —oo sur
aucune des composantes connezes de . Alors u € L}OC(Q), ce qui implique
que u > —o0 presque partout.

Preuve Soit z € Q tel que u(z) > —oo et D un disque fermé de centre z
contenu dans 2, u est intégrable sur D. Si E = {z € Q;u est intégrable au
voisinage de z}, on a u = —oo au voisinage de chaque point de \ E. Donc
E et Q\ E sont tous deux ouverts donc Q2 \ E est une union de composantes
de €2, mais ces composantes sont forcément vide par hypothése. D’ou Q = F.

On donne maintenant une autre description des fonctions sous-harmoniques :

Théoréme 20. Soit u sous-harmonique non identiquement égale 4 —oo sur
aucune des composantes connezes de ). On a, pour tout v € Cg(Q) positif :

/uAvd)\ >0

(A désigne la mesure de Lebesgue)

Preuve Soit 0 < r < d(supp(v),2¢), pour tout z € supp(v), on a
2m )
aru(z) < / u(z +re')df
0

On multiplie ensuite par v et on intégre par rapport a z, on obtient (aprés
un changement de variables) :

21
/u(z)(/o o(z — re®)d — 2m0(2))dA(2) > 0

On obtient finalement I'inégalité désirée en multipliant par # et, aprés
un développement de Taylor de v, en faisant tendre r vers 0.

Si u € C?(Q), en intégrant cette inégalité par parties, on obtient :

Corollaire 16. Soit u € C%(Q), u est sous-harmonique si et seulement si
A >0 (on dit que u est strictement sous-harmonique si Au > 0)
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Preuve Réciproquement : si A > 0: On a Au > 0, donc :

2 10 1 0° 0
A df
/(07‘2 * rOr + r2 802)U(Z+T6 )
Soit M(r) = 5= 027r u(z +re?)dd, on a donc M”(r) + 1M'(r) > 0 donc
r — rM'(r) est croissante, comme elle tend vers 0 quand r tend vers 0, on
obtient que M'(r) > 0, donc M est croissante. On a donc M (0) < M(r),
d’olt u sous-harmonique.

Théoréme 21. Soit u € L}, (Q) tel que linégalité du théoréme précédent
soit vérifiée pour u. Alors U fonction sous-harmonique de  qui vaut u
presque partout. Si ¢ est une fonction de |z| positive, intégrable et a support
compact, alors pour tout z € Q)

= 50N
U@ = i = S an)

Preuve Si U est sous-harmonique, on a pour ¢ petit :

< UG 82600)
M FEITIYEY

et comme U est SCS, la limite sup du membre de droite est inférieure & U(z)
quand 6 — 0. D’ot 'inégalité si u = U presque partout.
Soit ¢ € C§°(C) dont le support est inclus dans le disque unité telle que

¢ > 0 et ¢ ne dépende que de |z|. On pose us = fu(szié,))(z(;(/ifl)’\(zl), ug est

dans C*(Qs) et us — u en norme L' quand & tend vers 0 sur les compacts
de €.

On remarque que 'inégalité du théoréme précédent est aussi vérifiée pour us,
Ju(z—ez")¢(2")dA(2")
J o(z)dA(=")
quand € décroit vers 0. Si on fait tendre ¢ vers 0, on constate que ue(z)

décroit quand e décroit vers 0. Donc U(z) = limg_, ue(2) existe et est sous-
harmonique par le théoréme 16. De plus u. — u dans L, (Q), donc u = U
presque partout.

donc Aug > 0 donc ug est sous-harmonique, donc décroit

Théoréme 22. Si 0 < f € C? et log f est sous-harmonique, la fonction
log (1 + f) est strictement sous-harmonique sauf la ot grad(f) = Af =0.

Preuve Comme log f est sous-harmonique, fAf — |grad(f)[*> > 0. Si on
note fi = 1+ f, ona fidfi —|grad(fi)]> = Af + (fAf — [grad(f)]?), ce
qui ne peut valoir 0 que si Af = 0, ce qui implique grad(f) =0

Théoréme 23. Soit (v;)r une suite de fonctions sous-harmoniques de Q uni-
formément bornées sur tout compact de 2. On suppose que limsupy_, , o vi(2) <
C pour tout z € Q. Pour tout € > 0 et tout compact K C Q, il existe ko tel
que vi(z) < C + € pour tout z € K et k > ko
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Preuve Comme on peut remplacer {2 par un sous-ensemble relativement
compact contenant K, on peut supposer que la suite est uniformément bornée
dans €2, ou méme v; < 0 dans Q pour tout k. On a

mriu(z) < v (2)dN (2
(@5 [ wEn

par Fatou, la limite sup de ce qui est & droite est inférieure a 7Cr2. Donc
pour tout z € K on peut choisir kg tel que pour tout k > kg :

/ vp(2)dA\(Z) < 7(C + E)r2
|[z—2/|<r 2
Comme v, < 0, on a, pour |z —w| < d <,

m(r+ 5)2vk(w) < /

|z—2'|<r+d

vE(2)dA(Z') < /|_ < v(2)dA(2)

Si § est assez petit, on a donc v (w) < C+esik >koet lw—2z <6
A 1A : ou __
4.2 Retour a I’équation 32 = f
Etant donné une fonction sous-harmonique ¢, on cherche & fabriquer une
solution de g—g = f qui vérifie en plus

[ et <0 fures

On peut démontrer le résultat suivant :

Théoréme 24. Pour ¢ une fonction SCS, pour Q) un ouvert de C, on pose
L?(Q,e7?) = {g mesurable telle que [, |g|*e™® < +o0} Soit ¢ une fonction
C™ wérifiant A¢p > 0, pour toute fonction f € L*(Q,e™?) et a > 0, il existe

ou
une solution u de G2 = f telle que

/ [ul?(1+ [2[2) % < / P+ 222

Preuve Soit v € C§°(Q2) Pour un tel v, on note

dve? ov 8¢
—e® - _
ov = 0z 0z v 0z

On suppose d’abord que A¢ > 0 et on cherche une fonction ¢p € C* a
valeurs dans R telle qu’on ait U'inégalité : (pour un C € R)

/\vPew—w < C/év]26_¢
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ov)  O*v v ¢ L Ov
9z 9.0 920: M) 5(8*)

En intégrant par parties, sachant que le terme de bord est nul puisque v
est a support compact, on a :

/ |6v|2e? = / gve?
Q Q
ov 1
2 —¢ _ v ¢ 1 2N~
/|5v| e /5(82)06 +4/Q|v Age

On a de plus [, 6(%2)ve % = [, |%|26_¢ > 0, donc on a l'inégalité vou-

v

Donc

lue pour % telle que e’f’ = 4¢e¢.

On considére désormais la forme linéaire de L%(Q,e7?) : & : dv —
ffﬁe_‘zs =< f,v >, montrons qu’elle est continue pour la norme induite
de L?(Q,e7?).
Par Cauchy-Schwarz, |®(6v)|*> = | [ foe=¢|? = |ffe_*@ - R ([1fPe?) ([ [vPe¥=29)

Donc
B(60)P < ( / 1) ( [ 130fe)

Donc ® est une forme linéaire continue de L2?(£2,e~?), donc par le théo-
réeme de représentation de Riesz, il existe un unique u € L%*(Q,e™?) tel
que, pour tout v, ff@e‘q5 =< u,dv >, or par intégration par parties on a
< u,dv >= < ,U >, donconag?—f.

Reste maintenant & prouver l'inégalité souhaitée. On vient de prouver

que |fue_%576_%|2 < ([1fPPe ) ([ [6v]’e™?), donr

[upee < [lape

Pour conclure, il reste & appliquer ce qui précéde a la fonction ¢ =

¢ + alog (1+ |z|?). En effet on a % = % + W > 0. On a donc

existence d’une solution u qui vérifie

/ uf?e < / P
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2\2
onae V= e*‘m%%, or Ai% < (Hf' )~ car A¢ > 0. En remplacant ¢ par

son expression on en déduit bien I'inégalité attendue :

o [Py 0e < [P o
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Conclusion

Ce T.E.R. m’aura permis de découvrir des résultats intéressants de théo-
rie des fonctions holomorphes et sur les fonctions sous-harmoniques, mais
aussi de renforcer mes connaissances en matiére de calcul différentiel et de
topologie générale, deux domaines dont I'importance a été sous-jacente mais
capitale pour démontrer ces résultats. Je tiens a remercier Monsieur Sibony
dont 'aide m’aura été précieuse tout au long de ces travaux.
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Annexe C

Mémoire de M2

61



Mémoire de M2 de Romain Mismer : Analyse
bayésienne du modele de suite gaussienne
parcimonieuse



Introduction

En statistiques, de nombreux problemes s’intéressent a un parametre en trés grande
dimension sur lequel on ne dispose que d’une seule observation, par exemple apres
avoir moyenné, et sujette a un bruit. Le modele auquel nous allons nous intéresser
dans ce document est le suivant : on considere les observations X = (X3,..., X,,) telles
que, Vi€ {1,...,n}:

X, =0;,+¢;

ol les ¢; représentent le bruit, on les considerera donc comme des variables aléatoires
de loi normale standard. On notera 6§ = (61, ..., #,) notre parametre d’intérét.

Il apparait tout de suite que, sans en connaitre un minimum sur 6, il est compliqué de
'estimer efficacement.

Dans ce document, on supposera l'existence d"une certaine parcimonie dans cette suite
6. Cette hypothese de parcimonie se rencontre dans de nombreux contextes, par exemple
en astronomie, en traitement de 1'image, en sélection de modele, en data mining ou
encore lorsque l'on fait de 1’estimation non-paramétrique de fonction en utilisant des
ondelettes.

Une approche naturelle a ces problemes parcimonieux peut étre le seuillage : si la valeur
absolue d’un certain X; dépasse un certain seuil ¢, alors on suppose qu’il correspond
a un 6; non nul et on l'estime alors généralement par X; lui-méme; sinon, on 1'estime
comme étant zéro.

Ce document traitera d"un cadre bayésien : on considerera une loi a priori sur les ; qui
permettra d’induire de la parcimonie, et on étudiera certains aspects de la loi a poste-
riori de # sachant X. Dans [1], Johnstone et Silverman mettent en valeur le fait que,
sous certaines hypotheses, certains aspects de I’a posteriori sont de "bons" estimateurs
en un certain sens. En effet, la médiane a posteriori est alors naturellement un estima-
teur de type seuillage et qui a en plus une propriété de rétrécissement, et la moyenne
a posteriori, bien que n’ayant pas la propriété de seuillage, est tout de méme un "bon"
estimateur de par sa propriété de rétrécissement.

Dans une premiere partie on présentera donc certains résultats de [1], tout en s’inté-
ressant a un autre aspect de la loi a posteriori, qui s’avére étre la loi a posteriori elle-
méme ! On montrera qu’elle possede elle aussi de bonnes propriétés de convergence.
Dans une seconde partie, on s’intéressera a une loi a priori plus générale, qui s’avére
inclure la forme de loi a priori présentée dans la premiere partie. Encore une fois, la
loi a posteriori aura, sous certaines hypotheses, de bonnes propriétés de convergence.



Dans une troisieme partie, on s’attachera a simuler certains aspects de la loi a posteriori
pour différents a priori. Enfin, une quatriéme partie permettra de conclure et d’ouvrir
sur quelques perspectives. En fin de document on trouvera également les preuves des
principaux résultats énoncés au long de ce mémoire.
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Chapitre 1

Une Premiere Forme de Loi a Priori

1.1 Présentation du cadre

Le modele de suite gaussienne s’écrit, avec X le vecteur de R" observé :

X; :90,i+5i7 1=1,...n, (1.1)
oliey, ...,y sont indépendantes identiquement distribuées (iid) de loi N (0, 1) (de den-
sité notée ¢), et le parametre 6y = (6p,1,...,60,) appartient a la classe ¢y[p,| définie

par
EO[ n] = {9 € an |{Z € {1,...71}, 91 7£ 0}| Spn}a

pour 0 < p, <n, ot |A] est la cardinalité de I'ensemble A.

On supposera p, = o(n) quand n — oo.

On note Ej, I'espérance par rapport a la loi sur les données engendrée par (1.1). On
note || - || la norme euclidienne, ||v]|? = >, v? pour v € R™ On notera p, ¢(X) =

=1 "1
(2) /2~ 1 X~6]1/2

Un résultat dGt a Donoho, Johnstone et al [¢] sur la vitesse minimax, dont la preuve
est présentée en fin de document, est le suivant :

. .. 1 A
Théoréme 1. [Vitesse minimax] On note R,, 2(o[ps]) = inf sup — Z FEq(6; — 6;)*.

0 6ctolpn] ™ 35

On a alors Ry, 2(Co[pn]) = 2’% log(pﬁ)(l +0(1)) quand n — oo

1.2 Une loi a priori naturelle

On considére 'a priori suivant sur ¢, un a priori produit qui traduit la parcimonie
du modele :

0~11:= é(l —a)dy + ay (1.2)

i=1



avec 0 le Dirac en 0, y une densité de probabilité a choisir et un parametre o € [0;1] a
tixer. Plus ce parameétre est proche de 0 et plus le modéle est parcimonieux.

1.3 Premiéres propriétés
1.3.1 Expression de la loi a posteriori

La loi a posteriori s’écrit elle aussi comme un produit. En effet, en notant g = ¢ * v :

- (6:) + av(6:)]o(Xi — 6:)
I1(0) X)
(9] 11_11 1 —a)o(X;) + ag(X;)
On obtient donc : .
I(0)X) = [J(1 — @)do(6:) + aox, (6:) (1.3)
i=1
avec & = g ;‘%;}){i)ag( %y etla densité yx, = %

On peut alors montrer que la médiane a posteriori est un estimateur de type seuillage,
mais que ce n’est pas le cas malheureusement pour la moyenne a posteriori.

On peut désormais se demander ce que 1’on pourrait choisir pour la densité v. Le pre-
mier réflexe serait de prendre une densité gaussienne.

Cas ot v est la densité de N (0, 0?)

Dans ce cas, Jpour touti € {1,. n} Yx, est également la densité d"une loi normale,
de moyenne 5 i 2X et de variance + .
On obtient ainsi pour 1" estimateur de moyenne a posteriori :

Ao

émoy —
1402

Si on suppose maintenant que o2 = 1 et en faisant ’hypothése que a = 1, on obtient
a=1letdmy =3

Considérons alors 6y = 0 € £o[p,] et regardons Ep, [||§7Y — 6o||?] :
Eg, [ — 60|} ZEeo X7 =

ce qui est tres loin de la vitesse minimax 2p * log(;-).. Ceci est en partie d& au fait que

le choix @ = 1 est loin d"un choix optimal, pulsque ‘cela retire la parcimonie du modeéle.

En revanche, quel que soit le choix de «, on a toujours |0™°¥| < u, ce qui n’est intuiti-
2

vement jamais tres "bon" pour estimer tout coefficient non nul de 6..



En réalité, les hypotheses des propriétés suivantes démontrées par Johnstone et Sil-
verman excluent le cas gaussien :

Propriétés de la médiane a posteriori

Hypotheéses sur le prior Dans [1], il est mis en avant qu’il est bien plus avantageux
pour la densité v d’étre une densité a queues suffisamment lourdes, d’ou1 aussi le choix
dans la suite d'une densité de Laplace plutdt qu'une loi normale standard. Le fait que
ceci soit nécessaire est prouvé dans [3] (pour la mesure a posteriori complete).
Précisément, on suppose désormais que

d
2 — A
iﬁﬂdu ogy(u)] <00

On obtient alors que Vu > 0, log y(u) > log v(0) — Au et donc, Vu > 0: y(u) > v(0)e A,

ce qui élimine le choix de  gaussienne.
On supposera de plus que u?y(u) est bornée pour tout u et qu’il existe € [1, 2] tel que,
quand y — oo :

’Y(1@/> /OO y(u)du = 3t

Propriétés de la médiane a posteriori Sous ces hypotheéses, la médiane a posteriori,
notée 0™, a les propriétés suivantes :

Propriété 1. 674 = §med (g, o) est une fonction croissante en x, antisymétrique et qui possede
la régle de rétrécissement :
Ve >0,0< Gme‘j(x,a) <z (1.4)

De plus c’est un estimateur de type seuillage : il existe t = t(«) > 0 tel que

0"z, 0) = 0 & |z| < t(a) (1.5)

On a également la propriété de rétrécissement borné : il existe b > 0 tel que
Vi, o, |0m¢ o) — x| < t(a) + b (1.6)

Johnstone et Silverman en déduisent de "bons" résultats de convergence (minimax)
pour la médiane a posteriori, mais également pour la moyenne a posteriori qui posseéde
malgré tout la propriété de rétrécissement borné. Ils comparent dans leurs simulations
ces estimateurs a des estimateurs de seuillage classiques et obtiennent de meilleurs
résultats en général, notamment pour la médiane a posteriori.

On va pouvoir désormais s’intéresser a un autre aspect de la loi a posteriori : la loi a
posteriori complete.



1.4 Lien entre le seuil ¢ et le parametre o

On commence par établir un lien entre ¢ et a, ce qui nous permettra de travailler
non plus exclusivement avec la médiane, mais avec une loi a priori appropriée au seuil
classique que nous voulons utiliser.

On commence par montrer que P(§ > 0|X =) = 1 :

On ne se place ici que sur une seule coordonnée.
Onadmed(z) = f (7)1)4)>¢, avec f une fonction continue.

De plus 67¢(t) = ™¢4(—t) = 0.

Yz €R, P < 0™ 2)| X =x) < L
En évaluant en x = t, on obtient P(6 < 0|X =) < 1/2,d'ou P(§ > 0|X =¢) > 1

Ve > 0,ona P(f < émed(t) +elX =t)> %

En faisant tendre ¢ vers 0, par continuité a droite, on a P(§ < 0|X = t) > % D’ou
P(0>0|X =t) <1 etfinalement P(§ > 0|X =t) =1
Lien entre a et ¢
On prend v Laplace standard, soit v(z) = %e*m.
400 0
Onnote Vz € R, g4 (x) = (x —u)y(u)du et g_(x) = / d(x — u)y(u)du
0 —o0
: ) — agy (z)
Soitz € R,ona P(6 > 0|X =x) = T—a)o() Ta9@)
donc 2ag4(t) = (1 — a)¢(t) + ag(t)
o ()9 0) +
1 g+(t) —g-(1 / R _u?
—=1l+"—""—>=1+4+2 sinh(tu)e™ 2 vy(u)du 1.7
X g [ sinb (e (w) (17)

On obtient ainsi un seuil fonction de «, continu, et qui décroit de +oo quand « vaut 0 a
0 quand « vaut 1.

Pour obtenir le seuil classique t,, = v/Iog n, on prendra donc o = 1 (on aurait préféré un
seuil en , /log -, mais il aurait pour cela fallu prendre o = £, ce qui n’est pas possible

n 7

puisque p,, est inconnu).

1.5 Un premier résultat de convergence pour la loi a posteriori

On peut désormais choisir v comme la densité d"une Laplace standard et o = % On
obtient ainsi la loi a priori suivante :

n—1 1
9~H::® —do+ 7 (1.8)



On peut ainsi énoncer ce premier théoreme de convergence de la loi a posteriori,
dont on trouvera une preuve en fin de document :

Théoreme 2. Pour tout 6y € {y[py], avec M choisi assez grand et 11 comme dans (1.8) :

Epy[T1(]|6 — bo||* > Mpy log(n)|X)] — 0

n—oo

Dans [3], Aad Van der Vaart et Ismaél Castillo utilisent une forme d’a priori qui
s’avere plus générale, puisque la loi a priori étudiée dans cette premiere partie en est
un cas particulier. On obtiendra donc le résultat de convergence de 'a posteriori de
cette premiere partie a travers un théoreme qui donne un résultat plus général.



Chapitre 2

Une Loi a Priori Plus Générale

2.1 Forme delaloi a priori

On commence par tirer une dimension s suivant une certaine loi 7(s) sur 'ensemble

{0,1,...,n}
On tire ensuite un support S C {1, ...,n} uniformément sur les ensembles de cardinal

s:T1(S) = ’ESf;
On a alors I'a priori général suivant sur 6 :

o~ D TSR @) do

Sc{l,...n} €S ¢S

avec y une densité de probabilité.
On peut déja remarquer que, en général, 1’a posteriori n'a plus la forme d’un produit,
ce qui avait ’avantage de simplifier les démonstrations dans la premiére partie.
Dans la suite, on dira que 7 est a décroissance exponentielle s’il existe C' > 0et D < 1
tels que 7(s) < Dm(s — 1) pour s > Cbp,,. Si cette condition est satisfaite pour C' = 0
alors on dira que 7 est a décroissance exponentielle stricte.
On peut dés lors se demander ce que 1’on pourrait choisir pour le prior 7 sur la dimen-
sion, en voici quelques exemples :

Prior binomial

Si 7 est la binomiale B(n, «), le prior sur 6 est exactement celui de la premiere par-
tie : on retombe sur 1’a priori et 1’a posteriori sous forme de produit. Ce prior 7 est a
décroissance exponentielle pour o < 2. = 22 correspond a une valeur oracle, permet-
tant d’atteindre la vitesse minimax. Si on choisit o = %, on atteint la vitesse minimax si
pn, = n%, avec a < 1; mais si p,, est d'un ordre plus grand on pourrait rater la vitesse
minimax a un facteur logarithmique pres.

Une approche bayésienne naturelle serait alors de mettre un a priori sur o :



Prior 8

On cherche a obtenir que s|a soit une B(n, «). Pour cela on fait suivre a o une loi 3 :
a ~ B(k, ) et on prend

X

Bk, A) sl(n —s)!

m(s) = <Z>5(H+s’)‘+”—3) I'(k+s)I'(A+n—s)

2n—s

'~*), qui a une décroissance exponentielle

Pourk = let A =n+1lonamn(s) o (
stricte avec D = %
On peut plus généralement prendre x = 1 et A = k1(n + 1) et on a dans ce cas 7(s)
((”1:31”_5), a décroissance exponentielle stricte avec D = 1/(k; + 1). On se réferera

dorénavant a cette expression pour le prior £.

Complexity prior

Ce prior est de la forme 7(s) o ™ loz(%) 1] s’avere étre bien adapté au probleme.

En effet, comme €° log () < (2‘) < e“og(%), il est inversement proportionnel au nombre
de modeles de taille p et parait donc adapté pour baisser la complexité du probleme. Il
est a décroissance exponentielle dés que b > 1 + e, ce qu’on suppose pour le reste de ce
document.

2.2 Des résultats de convergence

Dans [2], Ghosal, Ghosh et Van der Vaart démontrent le théoréme général suivant :

Théoreme 3. [Théoreme général]

Soit P une collection de mesures de probabilité. Soit I1 = II,, une suite de prior et supposons
que les observations X soient i.i.d. de densité py : dPy(x) = po(x)dx. Soit €, une suite de réels
positifs telle que €, — 0 et \/ne,, — oo quand n — oo.

On suppose qu'il existe C et L des constantes telles que :

(p € P —Ep log( (X))] < &5, Ep log(1-(X))*] < 27) > &=
Po Po
et
(P \ P,) < Le (¢4l
pour une suite P, C P telle qu'on puisse trouver des tests v, = (X1,...,X,) tels que

Vn € Net M > 0 assez grand :

Ep[n] = 0et  sup  Ep[l —b,] < Le™ (C0nen
d(p)pO)ZMEn

Alors TI(d(p, po) > Men|X) — 0 quand n — oo en PY-probabilité.
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Il ne s’applique malheureusement pas dans notre cadre puisque nos observations
X; ne sont pas i.i.d.. Il existe cependant une version non i.i.d. de ce théoreme, que 'on
ne peut cependant utiliser telle quelle dans notre cas du fait d’une difficulté technique
liée au fait que la classe ¢y[p,| dans laquelle vit notre parametre 6y n’est pas bornée.
Pour obtenir leurs résultats, Ismaél Castillo et Aad Van der Vaart démontrent au préa-
lable un résultat sur la dimension :

Théoréeme 4. [Dimension]
Si 7 est a décroissance exponentielle et si ~y est centrée avec un moment d’ordre 2 fini, alors il
existe M > 0 tel que quand n — oo :

sup Eg,[I1(|Ss] > Mp,|X)] — 0
GOGZO[pn]

On a alors le théoréme suivant :

Théoreme 5. Si 7 est a décroissance exponentielle, si ~y est centrée, de moment d’ordre 2 fini et
de la forme e avec h telle que Y,y € R, |h(z) — h(y)| < 1+ |z — y|, alors, avec r,, tel que

(29) v (log(——

Pn W(pn)

)

r2 > (pnlog

et M > 0 assez grand, quand n — oo :

sup By, [TI(]|0 — 6o]|* > Mr2|X)] — 0
0o€Lo[pn]

L'hypothese sur v est vérifiée sil’on prend une Laplace, et les 3 priors sur la dimen-
sion cités en exemple sont conformes aux hypotheses du théoreme.
En outre, si on considere le complexity prior, les auteurs ont montré que la moyenne a
posteriori atteignait elle aussi la vitesse minimax.

Au cours du stage, on a pu démontrer une version plus simple qu’on appellera ici
version semi-implicite de ce théoreme, en supposant que vy est une Laplace standard,
une preuve se trouvant en fin de document :

Théoreme 6. Pour les prior binomial, (3 et le complexity prior, avec vy densité d’une Laplace standard :
Eg,[11(]|0 = 6o|* > Mpy log(n)| X)] — 0

n—oo

avec M choisi assez grand

11



Chapitre 3

Algorithme et Simulations

3.1 Algorithme

3.1.1 Loi a posteriori

Soit B = By X --- X B,, un événement.

On note Q,, := Y WN;)D) Z (H¢(Xz)><Hg(Xz)>

|S|=p “i¢S €S

Ona:II(B|X) = ZH <Hd> JloeB)<H/¢> X; - 6;) )d9i>

€S

On pose P(Z) = H (¢(Xi) + g(X;)Z). Le coefficient en Z? de ce polyndme vaut :
i=1

ce qui permet de calculer ), avec une complexité quadratique en n, alors qu'un algo-
rithme "naif" aurait une complexité exponentielle.

3.1.2 Moyenne a posteriori

La moyenne a posteriori est un vecteur de R” qui s’écrit ™% = / 0dll, (0| X)

Pour toutj € {1,...,n},ona:

z S (o) ( I )

p |S|=p.jes “i¢S

en notant, Vz € R, {(x fugb x — u)y(u)du.

On pose P;(Z) = ((X}) H (6(Xi) + g(X;)Z). Le coefficient en ZP de ce polyndme
i=1,i#j

12



vaut:

«x) ¥ (Teeo)( I stx)

|S|=p,jeS ~igS i€8,i#]

ce qui permet de calculer é;”oy

3.1.3 Meédiane a posteriori

Pour tout u € R,ona II(] — ooju] x R"™ | X) = (1 — g,1)1u>0 + qn,1¢;€§§£?)

en notant, ¥(z, u) € R?, (x, u) = / b(x — 1)g(t)dt et gn1 — 1 — TI(6; = 0[X).

1 — Tn

On a1~y =110 =01X) = 53 (ﬁf) 3 (qu(xi))(r[g(m),
"p=0 \p/ |S|=p,1¢S “i¢S icS

ce que l'on calcule a I'aide du Coeff1c1ent en ZP de

n

Py(Z) = g<X1>ZH (6(X:) + 9(X:)Z)

On note Hy,1(u) = ((X 1’))Vu € R, H, 1(u) son inverse avec la convention qu’elle
vaut —oo pour u < 0 et +oo pour u > 1, la premiére coordonnée de la médiane a
posteriori s’écrit alors :

fed — (1 (1 - )V 0) + (H, 3 ( ) A0)

2(]11,1 2Qn,1

et de méme pour les autres coordonnées.

3.1.4 Risque quadratique
Onnote R = [ |6 — 6°||dI1(6| X).
Onafk— Z /(ei — 09)2ami(o|x),

soit R = Z /92dH 01X) — 20907 + 692)

On calcule alors les coordonnées du moment d’ordre 2 a posteriori de la méme fagon
qu’on a calculé celles de la moyenne a posteriori, mais en remplacant simplement les
¢(X;) par des (2(X;) = [u?¢(X; — u)y(u)du. Leurs expressions sont rassemblées dans
la propriété ci- dessous

Propriété 2. Pour tout x € R, ona
1 “+o00 “+o00

((z) = = [e@x)((x—n d(u)du+d(z—1))+e2T) ((z+1) p(u)du—¢(z+1))

2 11—z 1+x

13



1 1 +o0 1
et (o) = 5 {6(2””)((1’2 +2 — 2z) /1 d(u)du + (z — Dz — 1)) + 24 ((2? + 2 +
+oo
2) d(u)du — (z + 1)op(z + 1))}
14+x

3.2 Simulations

On a effectué des simulations avec un ¢y nul sur les n — p,, premieres coordonnées
et valant une constante A sur les p, dernieres. On a comparé, avec n = 500 et p,, et A
variables, risque de la médiane, de la moyenne et risque quadratique pour un prior 1
complexity aveca = 0,1 etb =4 etun prior2 favecx; =0,1:

pn 25 50 100

A 3 4 5 3 4 5 3 4 5
Médiane 1 166 97 73 206 137 133 250 266 280
Médiane 2 109 78 74 158 141 145 252 272 286
Moyenne 1 131 91 81 174 156 156 266 290 305
Moyenne 2 106 93 95 164 169 175 270 294 310
Risque 1 188 180 176 312 333 334 541 590 610
Risque 2 230 233 239 355 384 389 559 600 619

On voit que dans tous les cas, notre "risque quadratique" donne des performances
beaucoup moins bonnes qu’a la fois médiane et moyenne, et méme pire : qu'il dépasse
la valeur de n pour p,, = 100... Cet aspect précis de la loi a posteriori semble donc ne
pas aussi bien se comporter que la médiane et la moyenne a posteriori.

14




Chapitre 4

Conclusion et Perspectives

On a vu au long de ce document que la méthode bayésienne consistant a prendre
des lois a priori qui tiennent en compte de la parcimonie du modéle fournit des esti-
mateurs efficaces, en particulier la médiane a posteriori qui est de type seuillage, mais
également d’autres aspects de la loi a posteriori comme la moyenne ou encore la loi a
posteriori elle-méme qui a de bons résultats de convergence.

Les simulations mettent en avant le fait que le risque quadratique a posteriori n’ob-
tient pas d’aussi bons résultats que la médiane ou méme la moyenne, voire méme des
résultats pas vraiment satisfaisants. Une des perspectives maintenant serait d’étudier
théoriquement pourquoi ces résultats n’étaient pas aussi bons qu’on aurait pu espérer.
On pourra voir que les aspects de la loi a posteriori n’ont pas tous le méme comporte-
ment asymptotique et qu’ils n’ont pas forcément tous de bonnes propriétés de conver-
gence. On peut en effet dresser un paralléle entre modes a posteriori, quand ils sont
bien définis, et estimateurs pénalisés en sélection de modeles comme dans [7]. A 1’ave-
nir, on pourra également se pencher sur le cas ot les €; ne suivent plus une loi normale
standard, mais une loi normale centrée de variance o2 inconnue.

On pourra aussi regarder un modele de la forme X = M0 + ¢, ou M est une matrice de
design.

Dans [1], on utilise une approche par le bayésien empirique avec le maximum de vrai-
semblance pour obtenir des résultats de convergence sur la médiane et la moyenne a
posteriori. On pourra s’intéresser aux mémes types de résultats mais pour 1’a posteriori
tout entier, on pourra pour cela étudier [6] et voir si leurs résultats s’appliquent dans
notre cas précis.
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Chapitre 5

Preuves

5.1 Deux lemmes de concentration

Lemme 1. En notant N'(0, 1) la loi normale standard, on a, Vt € R

N

t

P(N(0,1)| >t) <e 2

Lemme 2. On note A,, = {max ;| < \/4logn}. Ona P(AS) = O(%)

5.2 Preuve du résultat de vitesse minimax

Théoreme 7. Vitesse minimax On note Ry, 2({o[pn]) = inf sup
0 0ely [pn}

On a alors Ry, 2(4o[pn]) = 2Pn log(
n

n

pn)(l + o(1)) quand n — oo

Démonstration

I) Majoration de R, 2(¢o[pn])

Soit 0 € 4 [pn]
Considérons l'estimateur oracle

*
T

1 n

n-
1=

A~ n
On = (Xill x>, )ief1,..n}>  tn = 4/2log o’

On s’intéresse a "
R(0) = Egll0 — 0] = > Eg(0; — 0:)°.
=1

16

quand n — oo.

Ey(0; — 6;)%.
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Commencgons par étudier

E(B1 = 01)* = By [(6 — 61)*15,_o| + By [(61 — 01)°15,_|
= 07 Ep [1x, <1, ] + Eo [(X1 — 01)° 1 x5, ]
= 07P (|61 + 1] < to] + E [e1 19,40, 51, ]
= 7(61) + q(01).

Distinguons trois cas :
a) 91 =0

b) 6, est ‘petit’, soit |0;| < \/@ +C,,

c) 01 est ‘grand’, soit |01| > , /2log > 4 Cy, avec Cy, = y/2log(log(n)) & choisir.

a)Cas0; =0
z? t2 22
(1) = 0etq(61) = |x\£t z?e” T \j% = \2/%6_7 —I—ML e” 'z \;% apres intégration
par parties. ' "
2
Ort, = logp% dotte 2 = b

2log >
d'ott q(61) = 2221/ =522 + P(IN(0,1)] > t,,)
et on a donc dans ce cas 7(61) + q(61) < B2, /2log pi(i + L)
n n /21 /QIOgPL

b) Cas |01] < ,/2log > + C,
Pn

01’1 a q(91) =F [5%]1\91+51|>tn] S 1

etr(01) = 2P |01 +e1| <tn] < 2log ot + C2 +2C, log(;-)

1+C2+2Ch, , /log(%)
d’otr(61) + q(61) < log ;-(2 + -+——) dans ce cas

Ingn
o) Cas |01] > , /2logpin +C,

Onaq(6y) <1letr(6y) < O2P[e1| > |01 — t,] par inégalité triangulaire.
(1911=tn)?
Onadoncr(f) < 62 7
Distinguons maintenant selon que |0,| >, /8log ;* ou non.
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01]  161] 104

Sicestlecas,ona || —t, = 5 + 5 —t, > 5 104

2

+
f%
|
®
a?

>
P =

92
d'ottr(f)) < #2e 2 <1

2
Sinon, r(#;) < 810g(1%)e_% <8 )

log(*)

08y, d'ott 7 (fh) + q(fh) < 2+ 8

log(n)

Conclusion

On sait qu’il y a au plus p,, composantes de § non nulles, on obtient donc :

1+ C2%+20,, /log(2) log( 2

n pp, 2 1 n n " Pn og(p )

R(09) < 21 n log —(2 n (248 -
A AN T i P g2 (248 )

On obtient donc R(# ) < 2pplog (1 + o(1))
D'ott Rp2(lolpn]) < 27 log ﬁu +o(1))

II) Minoration de R, 2(¢y[pr])

Une premiere version de la preuve est la suivante :
Soit IT un prior sur R™.

int [ BlIT(X) ~ 0121an(0) < igfsup El|T(X) ~ 0] [ i)

d'ott R = nfos(folpi]) > inf / Byl T(X) — 0]2]dII(8).
S
On choisit alors le prior suivant,

n 41 n
en notant o, = % et M,, =

l'infini plus lentement que /2log i :

II ~ ®(1 — an)50 + Oén(SMn
=1

2log i — C,, avec (), une suite qui tend vers

C’est un prior sur ©; = {0, M, }". On peut restreindre l'infimum sur 7" a la classe S des
estimateurs a valeurs dans [—2M,,; 2M,,].

En effet, si T est un estimateur et § € Oy : |T(X) — 6||> > ||T(X) — 0||?, avec Vi, T; = T;
si |T;| < 2M,, et 2M,,sign(T;) sinon.

Ona 2 fuf (| BAITCO o)~ [ s{IT00) -~ oan)

Done R > inf( E9[||T(X)—e|y2]dn(9))—sup(/ E[|T(X) —6||2]d1(h)) = I —II
0, TeS JO1\0

18



Pour le second terme : I1 < sup(2/ E9[||T(X)||2]dH(9)+2/ E[||0]|%)dI1(6))
©1\0 01\0

TeS
donc IT < 10nM2T1(©, \ ©)

On note V,, = nay, (1 — ay).
2

Pour tout z > 0, par Bernstein, on a II(]|Sy| — nay,| > x) < 2e2Vn+3).
pn logn

donc I'T = 10nM2TI(|Sg| > pn) < 10nM2TI( now| > /Alog(n)pn) < 20nM2e Vnt5VarnToen
(c’estici que 'on se sert du fait que «,, est légerement inférieur a p,, /n)

Or V,, + %\/ 4pylogn < py, — /4pplogn + é\/4pn logn
donc V,, + +/Ap, logn < p, — 2\/4p, logn < p,

2
d’ott IT < 20nM2e2losn — 200,

n

Pour le premier terme :
On a, en notant § la moyenne a posteriori :

1nf/E9 T — 6]2]dTi(0 /Eg 16 — 0|21dI1(6) /Eg ((6; — 0,)2]dT1(0;)

Soiti € {1,...,n}, 4; .—/Eg [(6; — 6;)%)dI1(0;) > T1(0; = M,,)Eny, [(0; — My,)?)

Donc A; > anEn, [(0; — My,)? I, < k, |, avec K, une suite qui tend vers l'infini plus
telle que 4C,, > K,

De plus, un rapide calcul montre que 6; = Cotle

an+(1—ap)e 2 —X;Mn
Donc 8; = MQM”
(1) B X s
Sous Py, ona X; = M, +¢;, d’ouf; = A%” -
1+(1fan)e_#_EiM"HOg(W)
N ] 1
D’ou, sous Py, 0; — M, = —M, 5

M3
an T+€i1Wn
1+71—an e

or, sur I'évenement {|¢;| < K, },

M? 1 / 1 C? / 1
— + g M, <log — — Cpy/2log — + —= + K, (1/2log — — Cy)
2 o’ an 2 an

M2 / 1 Cn 1 Cn a1
donc 1343[ eTn+€iM" < - 1 e 2log —+ \/2log \/210g Ch)
n

—

, N 2 M | —Cn folog L_Ca .

d’oti, {#2-e Freiy <1 e ! an 4 quantité qui tend vers 0 quand n — oo.
n
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Donc A; > o, M2(1 + o(1))P(|e;| < Kp)
or P(le;] < K,,) — 1 quand n — oo, et finalement I > na, M2(1 + o(1))

D'ott R > 2py, log(5-)(1 + o(1)), et finalement on a bien Ry, » > 28 log(5-)(1 + o(1)), ce
qui acheve la démonstration.

Remarque
Une version alternative a la preuve de la minoration pourrait utiliser le lemme de Fano
suivant dont une preuve est fournie par Bin Yu en [5]

Lemme 3. Soit P une famille de mesures de probabilités de paramétre d'intérét 6(P), a valeurs
dans un espace pseudo-métrique (D, d). Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2, et M,, =
{Poy,---, Py, } CPtelquonaitVj#k:d(0;,0r) > mnet K(Py,, Py,) < M,

i M, 4+ log2
Alors max By [d(6,6,)] > %(uﬁ

) pour tout estimateur 0.
je{l,..,n} logn

5.3 Preuve du premier théoréme de convergence de laloi a pos-
teriori
Le résultat

Pour II comme dans (1.8),

By, [T1(]|6 — 6o||*> > Mpylog(n)|X)] — 0avec M choisi assez grand
n—o0

Démonstration

Dans tout ce qui suit, on travaillera sur I'évenement A = { max , lei] < v/4log(n) },
e{l,...,n
étant donné que P(A°) = O (1)

n

Onnote S ={ie{l,...,n};0; #0} et So ={i € {1,...,n};6p,; # 0}
On commence par décomposer selon qu’il y a ou non du signal :

16— 6ol1* = 110, — o, 1I” + [l

et donc:

M M
I (16— 60? = Mp g X) < 10 (15, ~ oyl = o) ) 410 (517 = o tog(m| )

1 11
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I: Présence de signal

On va distinguer si le signal est "grand" ou "petit". Pour cela on considere I’ensemble
So.c={ie{l,...,n};6p; > +/Cilog(n)}, avec C; > 0 une constante a choisir.

M M
I<m <”950,G = 00,506l > —pm log(n)|X> +1I <l9ss,g = 00,55, 1” = P log(””X)

NV

io= H( > (ei—eo,z’)QZ]fpnlog(nﬂX)

Z'GSQG
< 5 (0 00,)° = gdlpalog(n)] X)
lESo,G
> H<|ei—eo,i\z 14”1og<n>\x)
i€S0,G
> H(wi—mz 4flog<n>—|ez-||x)
iESo,G
M
< > I | |6, — X5 > \— —2 Vlog(n)| X
i€S0,G 4
L

Lemme 4. On choisit M = 442 = 1936 et Cy = 36. En probabilité :

11 (16, — X > L/log(m)|x) = 0 (i)

et par conséquent i = O (B2)

T H( S (0 —00:)% > Xp, log(n)|X>

€56 ¢

< Z 11 ((91 — 9072')2 > AHSLMP" log(n)|X)

i€S5 o

< > H(!9i—90,z’|2 J‘flog(n)|X>
iESSyG

> H(reirz %flog(n)—wo,iHX)
iGS&G

<

R (\/? —ﬁ) Viog(m) X

€56 o

=l
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Lemme 5. En probabilité :

i (|9i| > lmw) =0 (711)

et par conséquent ii = O (E2)

Nos deux termes sont des O (£2) et tendent donc bien vers 0 quand n — occ.

II : Pas de signal

On traite ensuite le second terme :
M
11 = 1 Jogg = 4, ot )
Pour toutc > 0,ona:

M C M C
I1<TI <H955||2 > > Dn log(n), S N S; < cpn|X> +1I <|055||2 > > Pn log(n), |S N S| > cpn|X>

/

Ve

Lemme 6. En probabilité : ii = op, (1)

Pour le premier terme, ona:i= > II(||0s]*> > ¥ pnlog(n), SN S§ = S*|X)

|S*|<cpn
soiti =Y T(SNS§=S*X)I (|05 > Y pnlog(n)| X, 5N S5 = 5%)
|S*|<cpn
donci < max (I (||6sc]? > & pplog(n)|X,SNSE=S%)) > I (SNS5=5%X)
|S*|<cpn |S*|<cpn
doui < |SH|13X (IT (HHSSH2 > Mp,log(n)| X, SN SE=5%))
*|<cpn

De plus,V.S* tel que |S*| < ¢pp, ona:

M M
I <||933‘2 2 - pnlog(n)|X, SN 55 = S*> <> I <912 2 915+ log(n)|X, 5N S5 = S*>
i€s*

donc IT ([|0s¢||* > ¥ pn log(n)| X, 5N S5 = 5%) < Zs IT <|ei| > /3 log(n)| X, SN S5 = S*)
1e5™*

Lemme 7. I1 (0| X,S = S*) = [] d0(0:) ] ¢x,(6:)
i¢S* 1€S*

Ainsi, Vi € S*:

M
IT (6] > 1/ 5= log(n)|X, S NS5 = S*> = / ¥x, (u)du
< 2¢ ful>/ 2L 1og(n)
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Or:

U, (u)du = X —uy(u)

/|u|2‘ / % log(n) ' /|u|21 / ]2% log(n) g(Xl)
X; —u)?
/ exp <—(“) ~Jul + \Xi) du
jul>+/ 2 log(n) 2

Or |X;| = |e;| < 24/log(n) et en prenant ¢ = 2, on a /2L = 22 et donc | X;| < |—12‘|
Ainsi | X; — u| > [u| — |X;| > 4. Dou:

2
/ Yx, (uw)du < / exp <_u — u\) du
ful> /2L 1og(n) lu[>22+/og(n) 2 2

2
/ exp <_u> du
|u|>22+/log(n) 2

P(IN(0,1)| > 224/log(n))

S

(224/log(n))?
S e e
N

N

N

1
n242

Finalement, i = O (£2) et on a donc Ep,[II] — 0

n—0o0

Dot Eg, [I1(]|0 — 6o]]* > Mp, log(n)|X)] — 0 CQFD

Preuve des Lemmes

On prend M = 1936 et C; = 36

Preuve du Lemme 4

Enoncé :

Si 0071' > /C1 log(n),
1
il (\91' - Xi| > L\/log(n)’X) =0 <L2>
n’s

Démonstration.

H(]Hi—XZ-|2L\/M]X) :(1—&)+d/

in (u)du
|u—X;|>L+/log(n)
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D’une part :
5 o— (1—)¢(Xi)
(1—a)¢(Xi)+ag(X:)

IN
3
L

Ona |X;| = |00 +ei| > (VC1 —2)/log(n) = 44/log(n) et % est une fonction croissante,
n—1

d 1 —a< —"=——— Deplus, Vz >0, :
onc a_%(4\/m) e plus, Vx ona

1 +o00 w2
%(CC) = / e 7 Uy
2/ .
1 rx —u—2+ux—u
> 5 € 2 du
1 7ﬁ+x27:r 7“—2+u:1:7u 4 :
> e 2 (caru — e 2 est décroissante sur [z — 1; x])
=
Sz
> zez2
- ~ 2(n—1) _ 2(n—1)etVlos(n)  _ 2(p_1)nt
Ainsil —a < om0 = 5 < S5
€f74\/log(n)
, o ~ 1
Doul—-a=0(3)
D’autre part :
2
J St Yxi(w)du S ~E
al ¢Xiuduw/ ———du
[u=Xi[2L+/log(n) |u—X;|>L+/log(n) g(Xl)
2
< / o~ ST —lul+Xil g
|lu—X;|>L+/log(n)
Xi7u2
< SR
lu—Xi|>L4/log(n)

X;—u)2
— sl —Xi—ul=3 gy

1
= € Juoxi >0 /logim) ©

(=12

S Jupryieme 2 @
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Onal= /M _2=20et|o]-1>1 dou:

G oy X2 L fiogtey X (Wt S s g€ T A
< PN, 1)] > §/log(n))
< 1 _ 1
~ 2 = 7,50
n 8

Preuve du Lemme 5

Enoncé :

Sifp; < /C1log(n),
n(|9i| > ZW\X) =0 <15>

ns
Démonstration.
IT (|6;] > 1\/log(n)| X ) = &/ V¥x, (u)du
( ) lu|>1+/Tog(n)
< Vx; (u)du
|u|>1+/log(n)
lu|>11/Iog(n) ulzty/logm  9(Xi) )
</ exp (=5 <l 414
lu|>11/Tog(n) 2

Or | X;| = |60, +&i| < (VC1+2)/log(n) et = (,/]Z[ — \/Cl). Comme M = 1936

etC; = 6,0ona /Oy +2=8etl =16 donc |X;| < . Ainsi | X; — u| > |u| — |X;| > 14,
Dot :

Yx, (uw)du < / exp (— - > du
/u|>lw/10g(n) lu|>1\/Tog(n) 4 2

U2
S / exp (—) du
jul>1y/Tog(n) 2
1
< PINO.D)| = 1/ %)

_ (1y/1og(n))?
S e
S %: 154

n4 n
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Preuve du Lemme 6

Enoncé :
I (|05 ]1* > &pnlog(n),[S NS5l > epalX) = op, (1)

Démonstration. On note B,, 'éveénement {6 € R™;|S N S§| > cpy, }
On peut choisir comme on veut les coordonnées de 6 qui sont dans le support Sy de 6y
eton aainsi: B, = R% x B/,

M
1 (0551 > %5 o). 1511851 > e X ) < 1B )
Ennotant 02 = {0;,i € Sj },Xo = {X;,i € S } etna =n —p,,ona:

T1(B,|X) = fB,’I Prz.0>(X2)dil(0:) N
" S Py 02 (x2)d11(02) D

OnaD > / P s (X2)dTT(62) = (1 — @)pmy0(X2) = "L pn 0(X2)
{02=0} n

D'ott II(B,|X) < — / Praa ( x,)dI1(6s)
n—1/p Pnyo

Donc Ey, [II(B,|X)] < n / Ey, [M(XQ)] dIl(62)
n—1 B, png,o

Or By, [p"m (X2)} ~1

Do
Ainsi By, [I(By|X)] < ——T1(B) < —"— L B[l s¢]]
n—1 n—1cp,
Or |3 1 551 ~ Bz, ), done By [I(B,|X)] < —"——(n = p,)a

— 1
L LN
n—1 cp, n—oo

D'oit By, [[1(B,| X)) <

Preuve du Lemme 7

Enoncé :

I(0|1X,5=5%) = I do(0i) I ¥x,(6:)
i¢S* i€S*

Démonstration. 1l suffit de vérifier sur les événements produits.
Soit B C R", qu’on écrit B = By x .. X By,
II(6 € B,S =5*X)
II(S = 5*X)
On a d'une part : IT (S = §*|X) = al¥"l(1 — a)»~1%"]
Etd’autre part: I1 (0 € B, S = S*|X) = (H / dwxi(ei)d0i> <H (1- d)ﬂ{OeBi}>
B

€S ¢S

(0 €B|IX,S =S =
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doncII (6 € B, S = 5*|X) = al¥l(1 — &) 15" (H /B wxi(9i>d9i> <H ﬂ{OeM)

i€S* i¢S*
dou Tl (0 € BIX, S = 5) = (Lics- fi, ¥x.(6)6;) (Tigs- Uyoen,)

5.4 Preuve du théoréme version semi-implicite
Enoncé
Pour les prior binomial, 3 et le complexity prior, avec v densité d"une Laplace standard :

Eoy[T1(]|6 — bo||* > Mpy log(n)|X)] — 0

n—oo

avec M choisi assez grand

Démonstration
Soit B un événement.

Jp e 2O e)
f ef%||e+0079||2d1—[(9)

I(B|X) =

1 2
fB e 3 le+600—0|| dH(H)
pu— P
fe—%HeJreo—eH?dH(g) SOUS £

fB ec’ (6—60)—3 ||90*9H2d1‘[(9)
f =T (0—00)—3 ||90—9H2d1‘[(9)

N

2

On commence par prouver les deux lemmes suivants :
Lemme 8. Ona D > H(So)e—ll%\ll—pn

Lemme 9. On suppose que B C {|S| < Cp,, } et on se place sur Iévenement A,, = {max |¢;| <

Valogn}.
Alors,¥0 € BetVA > 0,0na |7 (0 — 0p)| < 2A(1 + C)p, logn + %10 — 6o||?
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On choisit alors A = 4 et on obtient, sur A, :

I(BIX) = 3

< 68(1+C)pn logn fB 6_%”90_6”2d1—[(6)
- H(So)e*H@oHrpn

On montre ensuite le résultat suivant :

Lemme 10. On suppose que B C {|S| < Cp,} N {||0 — 6]|*> > Mp,logn}.
Alors fB 67%”9079”26[[[(0) < eCQPn*%pn log n—||6o][1

On a de plus II(Sy) = ?(f")) , on obtient ainsi que, pour un certain M’ > 0, sur A,, :

Pn
n

II(B|X) < %e‘M'p" logn pour B € {|S]| < Cpn} N {]|6 —6o||*> > Mp, logn}. On vérifie
aisément que cette quantité tend vers 0 quand n — oo pour les 3 a priori.

On peut donc conclure :

([0 = 6o]|* > Mpylog(n)|X) = TI([| — 6||* > Mp, log(n) N{|S| < Cpn}|X)
HIL([|0 — 6ol1* = Mpn log(n) N {|S| > Cpa}|X)

IN

TI([|0 — 8ol* > Mpy log(n) N {[S] < Cpn} N An|X)
+P(AL) + {[S| > Cpa}|X)

Les deux premiers termes tendent bien en probabilité vers 0, il en est de méme du
dernier terme pour les 3 différents prior d’apres le théoreme sur la dimension démontré
par Castillo et Van der Vaart, étant donné la décroissance exponentielle des 3 prior.

Preuve des lemmes

Lemme 8
D= [0l o
OnaD > / e=' (0=00) =3 1100—01” gr1(9) = T
-~ Js=5,

En notant dGg,(0) = H ~v(6;)dh;, ona I =TI(Sp) / eET(g_QO)_%”eO_e”?dGSO(9)
i€Sp
T 1 2 GZ(())
0—00)—=||00—0||- —log(-==2 (0
En notant dG% (6) = [ ~(6:—60,:)d6;, on réécrit I = T1(Sp) / = (0-00)~H190—0] los (552 () 4% (6)

(IS
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et on peut ensuite appliquer Jensen a la fonction exponentielle pour obtenir :

0o

G
I > TI(So) exp (/sT(a — 00)dG% () - % / 160 — 0112dG% (6) - /log(ZGZZ (0)dG% (0))

Soit I > T1(So) exp (— & [ 160 — 0]2dG% (0) — K(G%,Gs,))
De plusona:

1
2/||«90—9|y?d(;g%(9) = Z/ — 00.)%7(0; — 00,5)db;

ZESO

_ Z/u2
fieSo

— 522
i€So

DPn

IN

et

K6 Gs) = [ toe 50 acts o

1€So

Z 10g(6*|9¢—9o,i|+|0¢|))ng%(9)

IS
(> tog(el®il))dG% ()
i€So
J(X s e
i€Sp
/ 160 ]1dG% (6)
< 6o]l1

IN

IN

IN

Et finalement on a bien D > I1(Sg)e~l%ll1=pn

Lemme 9

Soient € Bet A > 0.
Par Cauchy-Schwarz, on a |e7(0 — 6)| < /Alogn||0 — 6|1

Ona 2 x \/4logn||6 — g, = 42 Vogn|6; — 6y
=1
. A A
soit 2 x +/4lognl|6 — foll1 = 4/logn(>_ [6; — fo.il 7 + > 801 )

ics i€So~S
9 9 0.4 2 9 i 2
donc 2 x \/4logn|6 — fof1 < (Y44 logn + 19: = b0il” > 4A%logn + 0. )
€5 A2 /€S0~S A2
1 1ESo~
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n . |2
d’ot1 2 x \/4logn|@ — Oy||1 < 4A4%(1 —i—C’)pnlogn—l—ZW

i=1
Et finalement, VA > 0, |e7(6 — 6p)| < A(1 + O)py logn + w

Lemme 10

2 2
% 0;—00 ;)

16— GOHQ _ 200 _®i=60,9)7 —164]
exp(—————)dII(9) < H(S)/ e 2 e e "ldo;
\/B 2 Z [16—60|2>Mpy logn H H

|S|<Cpn 1€SoNS 1€S

or exp(—0 —100||2 —110111) = exp(—=5110 = ol = |6l + bollr — [16o]l1)
et donc exp(— (|6 — 6o||> — [|0])1) < exp(—1/10 = 6o[|* + [[6 — 6ol — [|6o]l1)
deplust>0,—‘%2+x < —%2+2
1 2 1 2
J— — — < = _
done —2110 = fo[* + 110 = foll < —gll6 = 0ol +2 > 1
i€SUSp

o1 1

d’ott —— 6 - fol|> + 1|6 — 6oll1 < —5lo - 00|12 + 2(C + 1)py,

[N (6,—90,)°
Ainsi / exp(—w)dﬂ(e)g > T(S)e 1ol e2(C e / 11 e~ 1 db;
B 2 |S|§Cpn H9790”2>Mp” logn 1€SgUS
0 )2
67(01 Zo,z) d; < (2W)(C+1)pn67%pnlogn

Or/
[16—00|2>Mpr logn i€SqUS

et Z II(S) < 1,d’ou:
ISI<Cpn

16 — 6o]|? M
; exp(—T)dH(H) < exp((C + 1)pn(2 + log(27) — Epn logn — ||6o||1)

5.5 Preuve du théoréme général

Le résultat

Soit P une collection de mesures de probabilité. Soit II = II,, une suite de prior et
supposons que les observations X soient i.i.d. de densité pg : dPy(x) = po(z)dx. Soit &y,
une suite de réels positifs telle que ¢,, — 0 et /ne, — oo quand n — oo.

On suppose qu'il existe C' et L des constantes telles que :

I(p € P; —Ep, [1og(p%(X))] <&, Ep, [1og(p£0(X))2] < e2) > e Cnen

et
(P \ P,) < Le~ (CH0nen
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pour une suite P,, C P telle qu'on puisse trouver des tests ¢, = (X1, ..., X,) tels que
Vn € Net M > 0 assez grand :

EPo [wn] — Oet sup EP[l — wn] < LG*(C+4)’H€%
d(p’pO)ZMEn

Alors T1(d(p, po) > Me,|X) — 0 quand n — oo en P)\-probabilité.

Démonstration

Tout d’abord, comme Ep, [I1(d(p, po) > Mep| X)) < Ep,[ty] qui tend vers 0 quand
n — 0o, on doit juste prouver la convergence en probabilité vers 0 de

e, Lt 2 (X)dTI(p) (1 — 4y,
v = TI(d(p, po) > Men|X)(1 — ) = fdw,po)_ﬂijlglnllz(()( i))ﬂ((pp))( Wn)

On utilise pour cela le lemme suivant :
Lemme 11. Pour tous € > 0 et v mesure de probabilité sur

b

B = {p € P;~Eplog(-—(X))] < &* Ep, [log(;o(X))zl <’}

b
Po
on a, pour tout ¢ > 0 :

n

PY( /B T 2 (Xdv(p) < e 9me") <

20 2
p cene
i=1 0

Onnote B, = {p € P; —Ep[log(£(X))] < e}, Ep, [log(£(X))*] < €7}

et A, = {/B H Z%(Xi)dﬂ(p) > H(Bn)e_znai > e—(2+C)n6%}
n =1

. II .
On peut alors appliquer notre lemme avec e = ¢, ,c = letv = H(‘BEZ) pour obtenir

que Fj'(A,) > 1 — —L5, qui tend vers 1 quand n — oo.
donc Ve > 0:

Fli(v > €) < PI(AS) + PY(eGHOme (1 y,) / 12 (X0)dni(p) > )
d(pﬁPO)ZMEn i=1 po

Pour gérer le second terme, on s'intéressea A = Ep, [(1—y,) / H
d(p.po)>Men ;
n

Ona A < Ep| / TT 2 (X)dm(p))+ Ery (1) / TT 2 (X:)an)
PEP\Pn;d(p,po)>Men, ;- PO PEPn;d(p,po)>Men ;_; PO

donc 4 < / (/ p(z)dz)" dII(p) + sup Ep[(1 — )]
pEP\Pn;d(p,po)=Men  Jpo>0 pEPn;d(p,po)=Men
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dou A<II(P\Pn)+ Le—(C+4)ned < 2 [,e— (CHa)ne;

Finalement, Ve > 0 :

2 2 . .
Fy'((1 = n) fd(p7p0)2M€7l [[i2: & (Xi)dll(p) > ge~(2HOmen) < 2Le=2nsh qui tend bien
vers 0 quand n — oo, ce qui conclut la preuve.

Preuve du lemme 11

Par Jensen, /B Hp%( Z / log* v(p)
i=1

donc, en notant /n(P, — Pp) le processus empirique, on a :

Aim Pg)\‘(/B [] 2 (xavtp) < 017 Z/ log 2-(X)dv (p) < ~(1+ cJne?)
=1

asrivalf | 1ogpﬁo<xi>du<p>d<P “Ry) < —V(l+a)e?—vh / [ 108 L @)avip)iri(a)
Par Fubini, \/n [ [5log L (z)dv(p)dPy(x =n [z (- Ep, [log 2 ]) dv(p) < \/ne?

Dot A < P§(\/ﬁ/ /B log p%(Xi)du(p)d(Pn — Py) < —/nce?)

Donc A < le Varpo/log p%(X)dl/(p),

. 1 D 2
soit par Jensen : A < WEPO / (log —O(X)) dv(p)

Et finalement A < ——, ce qui conclut la preuve.

5.5.1 Un résultat d’existence de tests point contre complémentaire de boule

On sait comment construire des tests de P contre la boule {P;d(P, P;) < n} pour
un P; donné. On considerera dans ce paragraphe une distance d telle que pour toute
paire (Py; P) € P? il existe des tests w, tels qu’il existe K > 0 telle que pour tout n
entier naturel :

Ep,wn] < e~ Knd*(Po,P1) < et sup Ep[l —w,] < e~ Knd*(Po,P1) (5.1)
d(P,P1)<d(Py,P1)/2

On peut par exemple prendre pourd la distance en variation totale ou d’'Hellinger.
On notera D(e, P, d) le nombre maximal de points de P dont la distance entre chaque
paire est au moins ¢. On a alors le résultat suivant :

Théoreme 8. On suppose l'existence d'une fonction décroissante D(e) telle que pour tout €, >
0 et tout e > e, onait : D(5,{P;e < d(P, Py) < 2¢},d) < D(e)
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Alors Ve > ey, il existe des tests ¢, (qui dépendent de ¢ > 0) tels qu'il existe K > 0 telle que
VjeN*:

_ 2
e Kne

_ 2,2
Epy[¢n] < D(e)——=—= et sup Ep[l —¢,] <e K
l—e d(P,Py)>je

Démonstration. Soit j € N*.

On consideére 'ensemble S; = {P; je < d(P, Py) < (j + 1)}, dont on tire un ensemble
maximal S} de points je/2-séparés. Par hypotheése, cet ensemble contient au plus D(je)
points. Tout point P de S; est a distance au moins je /2 d"un de ces points.

Soit alors P; € S, il existe des tests wp, ,, vérifiant (5.5.1).

Vn € N, on pose ¢, = sup sup wp, n

JEN* PleS’
Ainsi Ep,[¢y] < Z Z —Kne??
JEN* P1€S/
2,2
donc Ep,[¢n] < Z D(je)e KneTi
JjEN*
K e—Kn€2
7 - nEj
d'ott Bp[¢n] < D(e) ) e D) —7n=
JEN*
_ 2,2 _ 2.2
Onadeplus: sup Ep[l — ¢, <supe Knes < g7 Knew O
PeU,~, S i>]
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