Critere de nilpotence par la trace

Thomas CHEN

On présente ici un exercice classique : un critere de nilpotence par la trace.

Exercice 1. Soit A, une matrice de M, (C). Montrer que A est nilpotente si, et seulement si, Vn €
N, tr(A™) = 0. (On pourra redémontrer pourquoi une matrice A est semblable a une matrice triangulaire
stricte).

Corrigé : 1l existe plusieurs preuves qui montrent qu’une matrice nilpotente est semblable & une matrice
triangulaire stricte. Par exemple, notons x4 le polynéme caractéristique de A. Soit A € C tel que x4(A) = 0.
Alors \ est valeur propre donc en notant & l'indice de nilpotence de A, on a 0 = A¥X = \¥X ot X € &, (A4)
donc A =0et x4 = X". A est donc trigonalisable et sa diagonale n’est composé que de 0 donc elle est semblable
a une matrice triangulaire stricte.

Ainsi, les traces tombent d’elles-méme.

Réciproquement, soit A une matrice triangulaire telles que Vk € [1, n], tr(Ak ) = 0. A est trigonalisable par
d’Alembert-Gauss : soit A1, - , A, les valeurs propres non nulles de A de multiplicités respectives my, -, m,.
A est alors semblable & une matrice triangulaire de diagonale (0,---,0, A1, -+, A1,-+ , Apy -+, Ap). Soit k € N
— a priori, il se peut quil n’y ait pas de 0 —. Alors A est semblable & une matrice triangulaire de diagonale
(0,---,0,XE ..o XNE oo AR 0 AR Par hypothése, on a donc

1=1 i=1

Cela se traduit en le systéeme suivant :
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Tous les A\;, 1 < ¢ < r sont non nuls donc
M A oA 1 Ao e 1
A2 N2 r M VR W r r
o =11 . . | =VOnL = T Ga= ) [N #0.
: : : i=1 : ) : . : . i=1 1<p<q<r i=1
r— r— -
PV VARPURR 4 VD Vo
Ainsi, on a (mg,---,m,) = 0 ce qui n’est pas. Ainsi, si ce n’est 0, A n’a pas de valeur propre. Donc A est

semblable & une matrice triangulaire stricte : A est nilpotente.



