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Thomas CHEN

I Partiel

I.1. Pour choisir M dans M,,({—1,1}, il faut choisir [M]; ; pour tout 7,5 € [1,n]. Comme il n’y a que deux

choix possible pour chaque coefficient de M, on a 9" matrices dans My ({-1,1} |

Cependant, M,,({—1,1} n’est pas un espace vectoriel puisqu’il ne contient pas la matrice nulle.
L.2. Soit X = (z)1<i<n, Y = (yj)1<j<n € {=1,1}", A = (aij)1<ij<n € Ma({=1,1}).

e Alors " non
XT(Ay) = S mi[AY ] =)0 aijwiy;
i—1 i—1j—=1
Or,
Vi,j € [1,n], =1 < ajjziy; <1
donc n n n n o n
—nt=) > CL<) D agmy; <3 ) 1=n"

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

Ainsi, XTAY € [—n?,n?]. Ainsi,

S(A) C [-n?,n?]|

e Comme a; j;y; € {—1,1} pour tout 4, j € [1,n], XT AY a la méme parité que n? en tant que somme
de n? éléments impairs.
Puisque n? et n? — 1 nont pas la méme parité, X7 AY ne peut égaler n?> — 1, et ce, pour tout
X,Y € {—1,1}". On en déduit que n> —1 ¢ S(A) donc

S(A) C [-n*,n?]|

e Soit k € S(A). Alors il existe X,V € {—1,1}" tel que X7 AY = k. Comme —X € {—1,1}" et
(=X)TAY = —k, on a bien —k € S(A). ‘S(A) est bien symétrique.‘

L.3. Soit X = (2;)1<i<n, Y = (Yj)1<j<n € {—1,1}". Notons C = diag(c1, - ,¢,), D = diag(dy, - - ,dn).
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Multiplier par des matrices diagonales, c’est censé étre rapide. Je rappelle ici le résultat. Soit
M € M, (K). On I’écrit en colonnes et en lignes :

Ly
M=(Cy|-|C)=] :
Ly
Notons D = diag(dy, - ,dy), A = diag(dy,- - ,d,). Alors
61L1
cnly

Quand on multiplie une matrice par une matrice diagonale a gauche, on agit sur les lignes. Si c’est
a droite, on agit sur les colonnes.

\ J

Alors XTC = (CTX)T = (CX)T est aussi dans {—1,1} puisque

C121
X =1 : | eMu({-1,1})

CnTn
et de méme pour DY. Alors
XTBY = XTCADY = (CX)TADY € S(A)

Ceci étant vrai pour tout X,Y € {—1,1}", on en déduit que S(B) C S(A). Comme C? = I,, et D? = I,,,
on a A= CBD donc de méme, S(B) C S(A). Ainsi,

L4. S(I) = {XTIV : X,Y € {~1,1}?} = {2191 + 2291 + 1y + T2y2 : 71,22, y1,y2 € {—1,1}}. La question
2 assure que
S(I) C [-4,-2,0,2,4].

T
4 € S(I) puisque G) 1 <1> = 4. Par la question 2, —4 € I. On a aussi 0 € S(I) puisque

()

Pour que 2 soit dans S(A), il faut et suffit de trouver x1, 2, y1,y2 € {—1, 1} tel que z1y1+x2y1 +21y2+T2Y2
ce qui revient a dire que 3 des 4 termes sont positifs (donc égaux a 1) et le dernier négatif (donc égal a
—1 pour compenser), disons les 3 premiers. Alors I’égalité

Ty =1

entraine x1 = y;. De méme, zoy; = 1 donc xo = y; et enfin, 1 = y3. On en déduit que xo2 = yo donc
x2y2 = 1. En contraposant, on a bien que 2 ¢ S(A) donc —2 ¢ S(A) par la question 2.
Finalement, on a

| S(1) = {-4,0,4}|

0 O
(o)

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com Page 2 Ne pas diffuser sans ’accord du concepteur

On a




Thomas Chen

donc VX = (z1,22),Y = (y1,42) € {1, 11", XTJY = XTIV — 2255. On en déduit que

SW)Clr+2:reSIYU{r—2:reSI)}={-6,-2,2,6).

Or, S(J) C {—4,-2,0,2,4} donc S(J) € {—2,2}. Enprenant X =Y = (1,1),ona X' JX = XTIX -2 =
4 —2=2donc {—2,2} € S(J). On a bien

[S(7) = {-2,2}}

I.5. 11 est classique de savoir montrer que A est de rang 1 si, et seulement si, A s’écrit X YT ot XY €
M, 1 (K)\{0}. On va donc montrer (a) <= (b) et (b) <= (¢).

(b) = ()

Soit X,V € {~1,1}" et A= XYT. Alors en notant (y; --- y,) =Y7, on a
A= X |- [yaX)

donc les colonnes de A sont engendrées par X # 0 : A est de rang 1.

Soit A de rang 1. Notons A = (Cy | --- | Cp,). Comme A est de rang 1, A n’est pas nulle : soit donc
X une colonne non nulle de A. Comme A est a coefficients dans {—1,1}, X 'est aussi.

Par ailleurs, Vect(C1,---,Cy) C Vect(X) et dim(Vect(Cy,---,C,)) =rg(A4) = 1 donc
Vect(Ch, -+, Cp) = Vect(X)

i.e. il existe y1,- -+ ,yn € Rtels que Vi € [1,n],C; = 4;X. On a donc A = XYTouy? = (Y1« Yn).
Or, pour tout 4, j € [1,n], le coefficient en (7,5) de A est y;2; € {—1,1}. Comme z; € {—1,1}, on a
alors y; € {—1,1} et ce, pour tout ¢ € [1,n] : on en déduit que Y € {—1,1}".

1l existe donc X,V € {—1,1}" tels que A = XY,

Soit X = (xi)lgign,y = (yj)lgjgn S {—1, 1}” et A= XYT. Alors

XTAY = ( XTX)(YTY)=> a7 yf =n?
k=1 j=1
donc n? € S(A).
Si n* € S(A), alors il existe X = (2;)1<i<n, Y = (yj)1<j<n € {—1,1}" tels que X AY = n?. Notons
(ai ;) le coeflicient en (i,7) de A. On a alors

n o n
’I’L2 = Z amxiyj S ZZ 1= n2

n
i=1j=1 i=1j=1

donc
\V/’L,] € [[Lnﬂaai,j$iyj =1

i.e.
Vi, j € [1,n], a;i;(wy;)? = aij = zy;

donc A = XY7T par I'égalité coefficient par coefficient.

1.6. Pour obtenir une matrice qui vérifie n? € S (A), il faut et suffit que A s’écrive X YT 1l faut donc choisir
la premiére colonne (n coefficients a choisir) puis choisir par quoi on multiplie cette colonne pour obtenir
les n — 1 autres (donc n — 1 coefficients & choisir). Cela fait au total 2n — 1 coefficients a choisir dans
{—1,1} donc 2*"~! matrices A vérifiant n* € S(A).

Ainsi, la proportion cherchée est

nombres de matrices A vérifiant n? € S(A) 22! 1

Card(M,,({-1,1}) P TCE
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II Partie 11

Remarque culturelle : une variable aléatoire X & valeurs dans {—1,1} est dite loi de Rademacher de

parametre P(X = 1). Ici, les (U;)1<i<k suivent une loi de Rademacher de parametre 3

I1.1. Soit A € R. Soit f:z € R — e’ € R. Alors par le théoréme de transfert,

1 —1
E[f(U1)] = Z fW)P(U =w) = f(2) + f(2) = cosh(]).
w€U1(w)
Or,
2n t2n
R — <
vVt e R,Vn € N, @i = 2l
donc on a l'inégalité (tres classiqueE[)
R R e
h(t) = — < = .
cosh(t) nZ::O 2n)! = 7;)271”! e

On en déduit que
2
VA € R,exp(p(A)) = cosh(N) < exp <)\2> .

Par croissance de In, on a

)\2

11.2. Comme A > 0, on a I’égalité des événements
(S > t) = (ASE > At).
Par croissance de exp qui est bijective,
(AS > Xt) = (e > M),

On a donc

(S >1t) = <exp ()\Zk:w) > e)‘t> = <ﬁ exp(AU;) > e’\t> .
i=1

i=1
Par linégalité de Markov, puisque e*”* est une variable aléatoire réelle positive,
P(S), > t) = P(e* > M)
E[eAS’“]
BY;

k
— o MR [H e)\Ui‘|
i=1

k
— e—)\t H }E[e}‘Ui}
=1

<

k
*__* ef)\t 1:[1 E[e)\Ul]
" =exp(p(N)
= exp(kp(A) — At).

1. pour la démontrer, il suffit de constater que m
n

étudiant X — (\) — A*/2 mais c’est un peu plus long.

1
P < Sl pour tout n € N. On peut aussi faire une étude de fonction en
! mn!
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ou (%) vient de 'indépendance de (Uy,--- ,Uy) et (%) vient du fait que les (Ui, -+ ,Uy) ont la méme loi
donc (e*1, ... e*Ur) ont la méme espérance. On a bien

[P(Sk > t) < exp(kp(A) — A)|

2
I1.3. On a ¢(\) < > donc par croissance de exponentielle,

kX2
Ceci étant vrai pour tout A > 0, I'inégalité passe a 'infimum en

P(Si > t) < inf ex k—/\z—)\t
S A ’

On minimise I'argument de l’exponentielle : c’est une fonction polynomiale de degré 2 de coefficient

t
dominant positif donc atteint son minimum en e Pour \ = T on a

On a donc bien

2
P(S, > t) <exp (-;{) :

11.4. e Comme C' est une variable aléatoire, pour tout 7,5 € [1,n], C; ; est aussi une variable aléatoire (de
Q2 dans {—1,1}). Ainsi, pour tout ,y € {—1,1},2yC; ; est aussi une variable aléatoire de €2 dans
{—1,1}. En particulier,

(:9:Ci j)1<i,j<n est une famille de n? variables aléatoires & valeurs dans {-1,1}|

e Montrons qu’elles suivent toutes la loi uniforme. Soit 4, j € [1,n]. Soit € € {—1,1}.

P (ziy;Cij =€) =P(Cij = emyy;).
Or Iévénement (C;; = ) est réalisé si, et seulement si, I'événement
(C est une matrice ou le coefficient en (i, ) est «)
est réalisé. Or, C' est uniforme : le cardinal de ’ensemble des matrices ayant un coefficient fixé est

2_
27"~ donc

i
Plew;Cij =) = o = 5 = Plaiy;Cij = —¢)

donc | pour tout 4,5 € [1,n], z;y;C; ; suit la loi uniforme dans {—1,1} |

e Montrons qu’elles sont toutes indépendantes. Soit A C [1,n]?. Soit (ex)xea € {—1,1}* une famille
d’éléments de {—1, 1} indexée sur A. Alors ’événement

( N (xiyjci,j:e(i,j)))
(

1,j)EA

est réalisé si, et seulement si, '’événement (C' est une matrice ou ses coefficients en A sont imposés

par la condition souhaitée) est réalisé. Comme C' est uniforme, il s’agit de compter le cardinal de

2_Card(A)

Pensmeble des matrices ayant Card(A) coefficients fixés : il y en a 2" matrices possibles.
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IT.5.

II.6.

Ainsi,
on 2_Card(A) 1
P ( ﬂ (ZL'iijiJ = E(i,j))> on? QCard(A)'
(i,7)€A
Or,
1 1
H P(ziy;Ci; = 5(w) H 5 ~ 9Card(4)”
(i,5)€A i,j)eA
On a donc

( M (@€ ,n) II Plriy;Cis =)
. (i

2

et ce, pour tout A C [1,n]* : |les (2;4;C; ;)1<i j<n sont mutuellement indépendantes |

n n

Soit X = (2i)1<i<n,Y = (yj)1<j<n € {—1,1}". Alors XTCY = Zinij'i,j est une somme de n?
i=1j=1

variables aléatoires indépendantes de loi uniforme dans {—1,1}. On peut donc appliquer l'inégalité de

Hoeffding (II.3)) :
3/2)2 2n
Toy > tn3/?) < (e = ——.
IP’(X CY > tn ) _exp< D exp 5

Or, on a I’égalité des événements pour tout a

(max {XTCY: X,V € {~1,1}"}) > a) = (3X,V € {-1,1}", XTCY >a) = [J (XTCY >a).
X, Ye{-11}"

On a donc

P(M(C) > tn®?) =P ( U &'cy > tn3/2))
X, Ye{-11}"
et par o-sous-additivité,

PM(C) =t < > PXTCY > tn?)
Xye{-1,1}"

12
< exp <_2n> Z 1

X,Ye{-1,1}n

= exp <— (i — 21n(2)> n) .
P(M(C) > tn®/?) < exp <— < —2In(2 ) ) .

On a bien

Commengons par 'indication. Soit £ > 0. Par la question [I.5} on a
P(M(C) > tn*/?) < exp (— ( —2In(2 n)

pour tout ¢ > 0 : pour ¢t = 24/In(2) 4+ ¢, on a

P(M(C) < tn®/?) < exp <—n (412(2) + 1 1121(2)6 + 522 - 2111(2))) =exp | —n (W) <1

>0
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II1

II1.1.

II1.2.

donc
P(M(C) > tn*?) > 0.

Ainsi, il existe w € Q tel que M(C)(w) > tn®? i.e. M(C(w)) > tn®?. Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe
une matrice A vérifiant

M(A) > (2 In(2) +£> n3/2.

Attention! A dépend de ¢. En particulier,
min{M(A): A e M,({-1,1}) < M(A) < (2 In(2) + 6) n3/?
(c’est bien un minimum qui existe car il y a un nombre fini d’élément & considérer) ce qui donne

M(n) < (2\/M+ 5) n®/2.

L’inégalité passe a la limite quand ¢ tend vers 0 en

M(n) < 2y/In(2)n*? |

Partie 111
Soit X = (x1,--- , @) € {—1,1}". Alors
n n
XTAY = 2551 Z aiyjyj
=1 j=1
et
n n
Vie [Lin],zi Y aijy; < | aigy;
j=1 Jj=1
n
avec égalité si, et seulement si, x; = sgn Z a; ;y; |- Ainsi, I'inégalité précédente donne que
j=1
n n
ga(Y) <> 1D aijy;
i=1 [j=1
n
et avec T; = sgn Z a;jy; | pour tout ¢ € [1,n], on a
j=1
n n
ga(Y) 2 XTAY =3 1> aigy;
i=1 [j=1
donc
n
ga(Y) => 1> aijy;| |
i=1 |j=1
Soit i € [1,n]. Alors pour tout j € [1,n], a; ; Z; suit une loi uniforme & valeurs dans {—1, 1} en raisonnant

comme a la question (II.4]). On cherche donc & connaitre la loi de S comme dans la partie II du sujet.

1
=(a;;Z; + 1), X; suit une loi

Ou bien on fait a la main, ou bien on peut remarquer qu’en notant X; = 5
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1
de Bernoulli de parametre —. Ainsi, comme les Z; sont indépendantes (on refait la méme preuve qu’a la

n
question [IT.4)) et identiquement distribuées, les (X;)i1<j<n les sont aussi. Ainsi, Z X =: T}, suit une loi
j=1

1
binomiale de parametre (n, 2). On en déduit que

n
E
j=1

> aijZ;

2X; — [127,, — 2k — n|P(S = —2k|— .
> B (27, —nl = 3= 2k = nlF(S, = 1) = 3= =241 )

1 & n
2 P k

_ : ;iyn—2k|<z> - iln—%I( )

k=0

On a bien

n
Z ai,ij
j=1

On en déduit que

donc

I1L.3.
(I11.3.1) On a

On a bien

é(n g (Z) _ n<”7; 1) .

(IT1.3.2) On peut appliquer cette formule avec m = |n/2] ce qui donne

/2] n n—1
kz:%)(n—Zk‘) (k) :n<Ln/2J>

)\n—Qk\ = 0 donc en écrivant [0,n] = {k € N: 2k <n}U{k € N:

Si k vérifie 2k = n, on a (Z
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2k > n}, on a

n—2k[+ 3 <Z>|n—2k\

2k>n

= ()
-z <Z>\n 2k| +2k§>:n < ) n — 2k|
= ()

|n — 2k| 4+ > (nnk> In —2(n — k)|
— —_—
2n — 2]{3 2 VIR , :\n—2k|

s2k<n =(})

S

=2 n — 2k
2%71(]{;)’ |
[n/2] n
=2 Z ( > (n — 2k)
n—1
—2n<Ln/2J>.

Ainsi, par la question (II1.2]), on a exactement

Bloa(2)] = = 3 (’;>| - 2] = (’@5) .

I11.4.
(II1.4.1) Pour tout w € 2, on a ga(Z(w)) < M(A) donc par croissance de l’espérance, on a

Elga(Z)] < M(A).
Ainsi, par la question précédente, on a
n? (n—1
— < M(A).
on—1 (Ln/Qj) < M(4)

La majoration est vraie pour tout A € M, ({—1,1}) donc I'inégalité passe a I'infimum : on a alors

(IIT.4.2) On a P'équivalent classique

En effet, par la formule de Stirling,

<2k>:(2k)! N (2]‘3)%mﬁiz4k(m)—v2,

k k1?2 ketoo €2k k2k 2km

Ainsi, si n s’écrit 2k, on a

n? (n—1 ak? k(2K Ak?
- - 7 4k k —-1/2 —4 71/2k3/2'
i (fray) = 35 (1) o R 2=
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Sin s’écrit 2k + 1, on a

n? (n—1 (2k +1)% (2k 4k2 L
v _\evT ) ~ Y —1/2 _ q1—1/213/2
gn-1 (Ln/ﬂ) 2\ k) e ar FET) mk

Puisque k = [n/2] ~nt0o~ /2, 0n a

n? (n—1 1 2
- ~1/2 3/2 _ [2,.3/2
5=l (Ln/2J> et A% (n/2) —n

, 2 ,
La constante C' cherchée est |C = \/; et la constante o cherchée est .

On a un équivalent d’un minorant qui est du méme ordre que le majorant. On veut donc montrer
que C' est inférieure a la constante trouvée pour la majoration i.e. vérifier

\/Z<2\/M

2
ce qui est équivalent a demander — < 41n(2) i.e. 2In(2)7 > 1. Or 2In(2) = In(4) > In(e) =1, on a

bien 2In(2)7 > 1. On a "
/2 /

IV Partie IV

+oo
L’étude de la fonction I': z — / t*Le~tdt est trés classique en CPGE. Ici, I, = I'(n + 1).
0

IV.1. On nous propose une récurrence, je vais plutot faire un télescopage.

e Déja, soit n € N. Alors f: 2z € R+ 2"e™* € R est continue sur R™.
e Par ailleurs, lim z%z"e”
T—>+00

donc par le critere de Riemann et par comparaison, f est intégrable au voisinage de +oo.

T = () par croissances comparées. On en déduit que 2" ™% = 04y o0 (7 2)
e Ainsi, f est intégrable sur RT donc I,, existe.
Soit A > 0. Alors
A A A 1
/ e dr = [—z"e ], +n/ 2" e dx
0 ~—_——— 0

=—Ane=4 — 0
A—+oo

donc I'égalité passe a la limite quand A — 400 en
In = nInfl.

Comme I,, n’est pas nulle (puisque z +— z™e™* est positive continue sur R™ et non identiquement nulle),
on a

I,
=n.
In—l
On en déduit que
LI I, I ﬁ k |
H — = — = 1p = = n!
e k=1

donc |Vn € N, I, = n!|.
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ce qui donne

NG

n

" —zv/n n\" Hoe n_ —n(u—1) n
e dr = - \/ﬁ/ u'e \/ﬁdu:n/
0 0

—+oco
u"e” ""ndu.

IV.2. On réalise le changement de variable affine u =1+

n\" /*OO ( T
— n 1 4+ —
(e) v -V Vn
On réalise le changement de variable affine ¢ = nu ce qui donne
+oo +oo
t"n e tdt = / the~tdt = I,,.
0

—+o00
n"/ u"e "ndu = n"/
0 0

n n +o00 T n
= (= ) e zVn
I, <6> \/ﬁ/_ﬁ<1+\/ﬁ) e dz |

On a donc bien

IV.3.
(IV.3.1) Si (t,x) e U et x <0, alors u = % €] —1,0]. Alors
2 2
f(t,z) < —% e ln(l+u)—u< _%.

2
Posonscp:ue]—l,O]|—>ln(1+u)—u+u?ER. Alors ¢ est dérivable et
(11— 2
1 —1—|—u:1 (1 u)(1+u): u >0
1+u 1+u

Vau 6] - 170]7410/(“) - 14w

Vu €] = 1,0], p(u) < (1) =0

Ainsi, ¢ est croissante donc
u2

donc
Vu €] —1,0],In(1+u) —u < _T
x

On en déduit donc avec u = — que

2
V(t,z) € U,z <0, f(t,z) < ——

:t<21n <1+f )th(x/t)

(IV.3.2) Soit x > 0,t > 1. Alors
x/t? x/t oz
=2l (1+>) -2 — - =z
O f(t, ) tn<+t> tl—i—% ) T+2 1
avec F':u € RT = 2In(1+u) — —— —u € R. On aimerait connaitre le signe de F. F' est dérivable
21 4u)—1—(1+u)? _ u? <0
(14u)? —

et
2 1
Vu >0, F'(u) = - —-1=
wz 0 F ) =~ arae 1+ u)?
donc F' décroit. Or F(0) = 0 donc F est négative. On en déduit que 0,f (¢, ) est négative pour tout

t > 1,2 > 0. On en déduit que pour tout = > 0,¢ — f(t,z) décroit sur [1,+oo[ donc

V> 1, f(t,2) < f(1,2).]

IV.4. On cherche la limite quand n — +oo de
—+o0 T n —+o0 T n
1+ ) e ™Vdx = / <1 + > eV e (z) da.
L . < » Tn =y, +ool ()
=:fn(x)
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e Pour tout n € N, f,, est continue par morceaux sur R.
e OnaVr e R 1)_ 5. (x) — 1. Par ailleurs,

n—-+00

(1 + jﬁ)n = exp (nln (1 + %)) = exp <\/ﬁ:c - 3322 + on_>+oo(1)>

donc
2
fn(l’) = exp <\/ﬁ:17 _ £ + On%Jroo(l)) e~ nac(l + On~>+oo(1)) _ e—x2/2+oz~>+oo(1) — e—x2/2‘
2 n——+o0o
e Domination. Soit z € R,n € N*. Alors
T
a0 < exp (nln (14 ) — ov/in) = expl (v ).
Vn
La question (IV.3.a) assure que
2
Ve <0, f(Vi2) < -
La question (IV.3.b) assure que
Vo > 0, f(vinz) < f(1,2)
72
Notons alors ¢(x) = —?ﬂwgo—i—f(l, )1 450. €xp oy est continue par morceaux, égale x — exp(—z2/2)

sur R donc intégrable en —oo, égale & x — (14 x)"e™® sur R™ donc intégrable en +oo.
exp oy est alors intégrable et

Vz € R,Vn € N*, | fu(2)| < exp(f(Vn, x)) < exp(p(z)).

Ainsi, on a la domination souhaitée.

Par le théoreme de convergence dominée,

Feo z \" —zy/n oo z \" —xy/n oo —a? \V

Ainsi, par

(2)"vn  J-va vn n—+oo

ce qui donne bien par

V Partie V

V.1 Soit Y = (y1,--- ,yn) € {—1,1}" et A = (a;;)1<ij<n € Mn({—1,1}). On note [AY]; le i-éme coeflicient
de la matrice colonne AY. On a alors

[AY]Z = Z a;;Y; € [[—n,n]].
=1 ——
e{-1,1}

Ainsi, pour tout X = (z1,---,z,) € {—1,1}", on a XTAY qui est une somme de termes de la forme
x;o; avec x; € {—1,1} et a; € [—n,n].
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Montrons par récurrence sur k que sion a (aq,--- ,a) € [—C, C)¥, alors il existe zq,- -,z € {—1,1}F
tel que

k
Z T;0y € [—C, C}
=1

Avant cela, montrons un lemme. Soit C' > 0. Si a, b sont deux réels tels que |al, |b] < C, alors |a —b| < C
oula+bl < C.

Démonstration. Sans perdre de généralités, on peut supposer que a < b. Si |b—a| > C, alors b > a + C
et comme b < C, nécessairement, a < 0 donc b+ a < C. Par ailleurs, b+a >2a+C > -2C+C > -C

donc |b+ a| < C. Ainsi, soit |b —a| < C, soit |b+a| < C. O
e Pour k=1, il n’y a rien a faire.
e Supposons le résultat acquis au rang k. Soit aq, - -+ , a1 € [—C, C’]kH. Alors ay, -+, € [-C, C]k
donc par hypothese de récurrence, on dispose de z1,- -,z € {—1, 1}k tel que

k
o= inai € [-C,C].
i=1

Comme « et agy1 € [—C, C], par le lemme, il existe xx1 € {—1,1} tel que |a+ xg10p11] < C. On

en déduit que
k+1

Z iy € [—C, C]
=1

ce qui conclut I’hérédité.
e Par le principe de récurrence, on a le résultat souhaité.

Soit donc (z1,- -+ ,zy) € {—1,1}" tel que
Zmi[AY]i € [-n,n].
i=1

Alors X = (x1,--- ,x,) € {—1,1}" satisfait | X7 AY| < n. En particulier,
min{|ZTAY|: Z € {-1,1}"} < |XTAY| <n
et comme {|ZTAY|: Z € {~1,1}"} € S(A)NN, on a
m(A) <min{|ZTAY|: Z € {-1,1}"} < n.
V.2. Posons t = /2nln(2n) + €. Notons A = (a;;)i<ij<n € Mu({—1,1}). Soit Z une variable aléatoire

uniforme de €2 dans {—1,1}". Notons Z; sa i-eéme coordonnée. Pour tout i € [1,n], comme & la question
(I11.2), a; ; Z; suit une loi uniforme sur {—1,1} et les (a; jZ;)1<j<n sont indépendantes. En notant .S; , =

n
Z a;;Zj;, on est dans le cadre de la partie II. On peut utiliser I'inégalité de Hoeffding :
j=1

t2

]P)(Si,n > t) < €xp <_> :

2n
Par ailleurs, on a I'égalité des événements

([Sin| = t) = (Sin 2 ) U (Sin < 1)

)

donc
P(Sinl > £) < P(Sip > £) + P(Rin > 1)
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n
ou R;,, = Z(—aij) et les (—aj;Z;)1<j<n sont indépendantes et suivent toutes la loi uniforme sur
j=1
{—1,1} donc on peut aussi appliquer I'inégalité de Hoeffding sur R;,. On obtient alors

t2
P(|S; | > 1) < 2 L
(15002 1) < 200 (-

3

On veut appliquer les mémes techniques que la question précédente : pour cela, on veut w € €2 tel que
n
P(3i € [1,n],|Sin >t) = (U |Sm|>t> > P(

pour tout i € [1,n],|S;n(w)| <t On a
12
Sin| >t) <2nexp | ——
= 2n

t* t* & —12 + 2n1n(2
2n expl—— 1] = 2n exp|—— | =exp| —— + ln(2n) = exp +2n Il( n) <1
2n 2n 2n 2n

puisque t* = (1/2nIn(2n) + &) > /2n1n(2n) = 2nlIn(2n). Ainsi, en passant au complémentaire,

P (Vi e [1,n],[Sin| <t)>0

donc il existe w € Q2 tel que Vi € [1,n <t.

11> aijZi(w)

J=1

A la question précédente, on a montré que si on a (ay,--- ,0p) € [—C,CJ*, alors il existe z,--- ,x; €
{—1,1}* tel que

k
inozi e [-C,C].
i=1
On applique donc ce résultat pour obtenir un vecteur X € {—1,1}" tel que | X7 AZ(w)| < t. En particulier,
min{|UTAY|: U € {-1,1}"} < |XTAZ(w)| <t
donc comme & la question précédente,

m(A) <min{|UTAY|: Z € {-1,1}"} <t = /2nIn(2n) + <.

L’inégalité m(A) < 1/2nIn(2n) + € est vraie pour tout € > 0 donc elle passe a la limite en

m(A) < /2nln(2n) |

kkk

FIN DU SUJET

$okok
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