
Différentielle du déterminant

Thomas CHEN

On présente ici le calcul de la différentielle du déterminant.

Exercice 1. Montrer que le déterminant det : M ∈ Mn(R) 7→ det(M) ∈ R est de classe C∞ et calculer
sa différentielle.

Corrigé : On utilise ici la densité de GLn(R) dans Mn(R) 1.

On calcule la différentielle de det en In. Soit H ∈ Mn(R). On a alors det(In + tH) =
n∏

i=1
(1 + tλi), où pour

tout i ∈ [[1, n]], λi ∈ SpC(H), donc

det(In + tH) =
n∏

i=1
(1 + tλi) = 1 + t

n∑
i=1

λi︸ ︷︷ ︸
=tr(H)

+ot→0(t)

donc ddetIn(H) = tr(H).
On calcule la différentielle de det en P ∈ GL(R). Pour tout H ∈ Mn(R), on a

det(P + H) = det
(
P

(
In + P −1H

))
= det(P ) det(In + P −1H)

= det(P )
(
1 + Tr(P −1H) + o(H)

)
= det(P ) + det(P )Tr(P −1H) + o(H)
= det(P ) + Tr(det(P )P −1H) + o(H))
= det(P ) + Tr([Com(P )]T H) + o(H)

quand H → 0 car P [Com(P )]T = det(P )In. Ainsi, ddetP (H) = tr((Com(P ))T H).
On calcule la différentielle de det en M ∈ Mn(R). Soit une suite de matrices Mp inversibles tel que

Mp −→
p→+∞

M . Alors

ddetMp(H) = tr((Com(Mp))T H).

Par continuité de la comatrice, par continuité de la différentielle du déterminant, on a donc

ddetM (H) = tr((Com(M))T H).

1. Ce n’est pas dur. Soit M ∈ Mn(R). Alors det(M +xIn) est polynômiale en x donc n’a qu’un nombre fini de racines. Soit alors
x0, la racine de module la plus petite. On considère alors la suite (1/p)p≥p0 tel que |1/p0| < |x0|. On construit ainsi (M + 1

p
In)p≥p0

suite de matrices inversibles qui tend vers M en +∞.
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