Ce document est constitué de trois problemes : une étude sur 1’intégrale de WALLIS

w/2
/ cos™(0)do
0

et deux applications. Premierement, le calcul de ’intégrale de GAuUss

+oo
/ e~/ = Vo

—00

et deuxiemement, la formule de STIRLING

n\"
n!  ~ — 27n.
n—-+oo ( e )

PROBLEME : INTEGRALES DE WALLIS

/2

On pose W,, = / cos"(6)d# pour n € N.
0

1. Montrer que

/2 w/2
Vn € N,/ cos"(6)dd = / sin”(0)d6.
0 0

Solution: Soit n € N. On réalise le changement de variable affine 8 = g —t. On a alors

w/2 0 T w/2
/ cos"(0)dl = / cos” ( - t> (=1)dt = / sin" (¢)dt
0 /2 2 0

car Vo € R, cos (;r - :L’) = sin(z).

2. Calculer Wy, Wy et Wa.

/2 T
Solution: On a Wy = / 1dt = 5 Ensuite,
0

/2 /2
Wy = / cos(6)dd = [sin(0)]," " = 1.
0

Enfin,

/2 /2 _ : w/2
Wy =/ cos?(0)df :/ cos(20) =1,y _ L ({51“(29)} _ 77) _
0 0 2 2 2 0

3. Montrer que (W),,),, décroit et est positive.
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Solution: Soit 6 € [0,7/2] et n € N. Alors 0 < cos(f) < 1 et par positivité de cos"(6), on a

0 < cos™TH(h) < cos™(h).

Par croissance de I'intégrale, on a donc

0 < Wn+1 < Wn'

La suite (W,,), décroit donc bien et est positive.

4. Soit n € N. Montrer que W,, > 0.

Solution: C’est l'intégrale d’une fonction continue positive non identiquement nulle donc

W, > 0.

5. Montrer que
Vn e N, (n+2)Wyyo = (n+ 1)W,,.

Solution: Soit n € N. On écrit
/2 w/2

W2 :/ cos"2(6)do :/ cos"T1(6) cos(#)de.
0 0

*1 sont de classe C! sur R, elles vérifient en particulier les hypotheses du

Puisque cos et cos”
"+l et en intégrant cos,

théoreme d’intégration par parties. On a donc, en dérivant cos

w/2 T /2
/0 cos"(6) cos(0)df = [COSn+1(0) sin(@)]o/2 —|—/0 (n + 1) sin?(0) cos™ (#)dO

=0—-0=0

"/
_ (n+1)/0 *(1 = cos2(6)) cos™ (6)dB

w/2 /2
_ (n+1)/0 cosn(e)de—(n+1)/o

=n+1)W, —(n+1)Wyio.

cos"2(6)d#h

On en déduit que (n 4+ 2)Wy40 = (n 4+ 1)W,,.

6. En déduire les valeurs de Wa, et Wa, 41 pour tout n € N.

Solution: Soit k € N. Par la question [f], on a
(2k + 2)Wap 2 = (2k + 1) Wy
Par la question [4] W5, > 0 donc
Watsr) _ 2k +1
Wok 2k + 2

Par produit télescopique, on en déduit que pour tout n € N*,

T Wagtn) nl:f 2k+1 _ T[Sk +1)

WQn_
Wo_kl;lo Wor, 20 2k+2 [[Zd2(k+1)
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Au numérateur, on a le produit des impairs de 0 a 2n — 1. On a donc

711:[1(21€ +1)= ”1:[1(2k +1) [Tp—1(2k)  (2n)!

k=0 k=0 [ioi(2k) — 27nl”

Au dénominateur, par décalage d’indice, on retrouve le dénominateur précédent donc finale-

ment,
(2n)! 2n)! 7
Wy = —Wo = ————.
2 220 gy (2nnl)2 2
De méme,
(2k + 3)Wap13 = (2k + 2)Wapt1
donne

Waoni1 " Warys " 2k+2  TIPCo(2k +2)

Wi oo Worer 502k +3 0 TIZg(2k+3)

Le numérateur est déja calculé : il vaut, par décalage d’indice, 2"n!. Quant au dénominateur,
il s’agit du produit des impairs de 3 & 2n + 1 donc de 1 & 2n + 1 : en raisonnant comme
précédemment, on en déduit que

n—1 n—1
_ [Ti=:(2k) _ (2n+1)!
kl;[g(% +3) = kl;[o(% +3) szi(%) -2

Ainsi,
_(2"nl)? _(2'nl)?
T @n+ D! @ @nr )

Remarque 1.
e On aurait pu faire par récurrence en intuitant la formule générale.
e On exprime parfois ce résultat avec des coefficients binomiaux grace a ’identité

<2n> _ (2n)!
n) a2’

7. Montrer que ((n + 1)W,41Wy,), est une suite constante. Déterminer cette valeur.

Solution: Soit n € N*. Alors
(Tl + 2)Wn+2Wn+1 = (’Tl + 1)Wan+1
par la question [l Ainsi, ((n + 1)W,4+1W,,), est constante, déterminée par son premier terme

qui est, en vertu de WiWy = 5

Qs . . . ™
8. En déduire un encadrement de la suite (nW?2), ey puis montrer que cette suite converge vers 7"

Solution: Fixons n € N*. Par la suite (W),),, décroit et est positive. Ainsi, W, > W, 11 >0
donc en multipliant par (n+ 1)W,, >0, on a

T
(n+1)Wi > (n+ )WoWoia F7
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On en déduit que

™ n
w2 > Z )
T S|

De plus, en multipliant cette fois-ci par (n + 1)W1, on a
s
9= (n+1)WpWhp1 = (n+ 1)W3+1-

Ceci étant vrai pour n € N*, on en déduit que

™

5 nW2

n

v

pour n € N. Finalement,
T n T
VneN, ——— <nW?< =,
T

Par le théoréme d’encadrement, on en déduit que la suite (nW?2),, converge et

2 il
9. Dans la suite, = est dans |0, 1].
(a) Montrer que
n i /2 1
Vn € N Wi = ——df — R
me ’Z ke /0 1 — z cos(h) "

k=0

w/2 n+1
avec R, == / Md& pour n € N.
0 1 — xcos(f)

Solution: Soit n € N. Alors
n n w/2
Z Wyt = Z/ cos®(#)dfz".
k=0 k=070

Par linéarité de 'intégrale,
w/2 "

Y Wit = cos(0)z)Fd6.
3wt = [ con(0))

Pour z €]0, 1], cos(f)z €] — 1, 1[ pour tout # € R donc cos(f)x # 0 pour tout # € R. Ainsi,

1 —(cos(f)z)"
 1—cos(@)r

Vo € R, i(cos(&)x)k
k=0

n /2 1 w/2 (a; COS(Q))”JFI
k _ - _ A IO\V))
kz:% Wia" = /0 1 —xcos(0) a9 /0 1 — zcos(d) a0

=R,

Ainsi,

n
(b) Montrer que R, — 0. En déduire I'existence et la valeur de lim Z Wi,
n——+o0o n—-+00 =0
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Solution: On a

o< |r < [l o R
<| n’_/o |1 — zcos(0)] _/0 K _2K’

‘nJrl

en utilisant successivement | cos" ™! 4| < 1 et je peux trouver un K tel que |1—z cos(6)| > K
pour tout 6 € [0,7/2[ : par exemple, je peux prendre |1 — z|. Par théoréme d’encadrement,
R, tend vers 0. Ainsi,

) k /2 1
lim Z Wipx® = / —dé.
0

n—y-+o0 L= 1 — xcos()

0
(c¢) (Question de cours) Soit 6 un réel et ¢ = tan <2) Montrer que

1—¢2 2 2

; sin(f) = T tan(f) = Tl

COS(G) = m )

Solution: C’est du cours!

(d) A Taide du théoréme de changement de variables, montrer que

/W/2 ;de = L arctan HJ
o 1—xcos(h) RN ) 1—=x

2
Solution: On fait le changement de variable u = tan(6/2) et df = ﬁdu. En utilisant
u

1—u?
cos(f) = TR

/2 1 1 1 2du 1 2du 1 du 1
/ 7d9_/ :/ :2/ :
o 1—wxcos(f) 01—z 0o 1+u?—z(1—u?) 0 HTy2 11—

/1
On réalise le changement de variable ( = u T e .Ona:

[ /f Vi,
0

1 — zcos(f 12z C2—|—1

s JE @
m/o +1

2 ¢ 1+2
= ———— arctan — .
1—2a2 -2z

PROBLEME : INTEGRALES DE (GAUSS
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Ce probléme utilise un résultat sur 1’intégrale de Wallis! Il s’agit de la limite trouvée

en question
L’objectif de ce probléme est d’établir que

X
: —t2/2 9,
mll)l}_loo ; e dt = /7/2.

On définit alors
F: Rt — R

X
r /e_t2/2dt.
0

1. (Question de cours). Montrer que Vz € R, e* > 1+ z.

Solution: C’est du cours!

2. Montrer que F' est croissante.

xT

donc F' est bien croissante.

F(y) — F(z) = /y e 124t > 0

Solution: Soit z,y € R,z > y. Par la relation de Chasles puis par positivité de I'intégrale,

1
3. Montrer que pour tout z >0, e™* < o2 En déduire que F' converge en +0o. On note C cette
x

limite.

on a . )
Ve >0,e"=— <
er — 1+

Ainsi, pour tout ¢t > 0, on a

e /2 < ! 1/v2 V2.

Par croissance de l'intégrale, on a

+ 22

majorée. Etant croissante, F' converge en +o00.

S 1422 1+2)2

F(z) = /Ox e 124t < \/i/ox 11/\@dt = v2arctan(z/v2) < \[g

Solution: Puisque Vz > 0,e” > 14+ > 1, par décroissance de la fonction inverse sur [1, +00],

T
puisque arctan est une fonction croissante qui tend vers 5 en +o0o0. On en déduit que F' est

4. Justifier pourquoi (F'(v/n)), converge et donner sa limite.

converge, et ce, vers C.

Solution: Puisque v/n —, to° et que I est définie sur R, on en déduit que (F(v/n)),
n—-—+0oo

5. Soit n € N*.

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com Page 6/ 3  Ne pas diffuser sans 'accord du concepteur




Chen Thomas

(a) Montrer que

/2 1 Jn 2\ n/2
Woer = [ (01— s sin' @00 = - [ (1_t> ar
0 0

Solution: On écrit
w/2
Wit :/ cos(#) cos™(6)do

0
w/2

f/o cos(6)(1/1 — sin%(6))"dé
/2 /2

_ / (1 — sin®(8))™2 cos(6)dA _ / (1 — sin®(8))™/2 sin’ (8)d8
0 0

et on justifie  car cos et sin sont positives sur [0, 7/2] donc ’égalité cos® + sin? = 1 entraine
sin = v/1 — cos2. On fait le changement de variable ¢ = sin?(f).

1
Wiyt = / (1 — )24t
0

Pour conclure, réalisons le changement de variable affine u = ty/n. Alors du = y/ndt donc

1 v u? n(2
= 1— — .
Wn+1 \/ﬁ A < n ) du

(b) Montrer que

F(y/n) > /nWpq1.
En déduire que C' > \/Z .

Solution: Il s’agit donc, en vertu de de montrer que

NG N 9\ /2
/ e 24t > / (1 — t) dt.
0 0 n

Fixons t € [0, /n]. On rappelle alors que

VreR,e* > 1+ .
Ainsi,
2

n

donc en élevant cette inégalité a la puissance n/2 (possible car t € [0,+/n] entraine que

1 —*/n > 0), on obtient
/2
2\"
e_t2/2 > (1 — ) .
n

Par croissance de 'intégrale, on a donc, grace a

F(\/ﬁ) > \/ﬁWn-‘rl'
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n ™
f Vvn+ 1Wn+1 — —.
vn+1 —_—— n—+oco \ 2
—_— %( sur Wallis)

— 1 n—+oo

n—-+oo

\/ﬁWn+1 =

Comme (F(v/n)), converge, par passage a la limite, on en déduit C' > \/Z .

/4
6. Soit n € N. Posons V,, = / cos"(0)dl et A, =W, — V.
0

(a) Justifier pourquoi ¥n € N,0 < V,, < W,,.

/2
Solution: Puisque % < g, ona W, -V, = / cos™(6)d# > 0.

(b) Montrer que

Y N>o, V, i 71 n/2t '(6)d6 L o 71 n/2dt
e N2 niQ_./o <1+tan2(9)) an’ () _\/ﬁ./o 1+% '

Solution: Déja, pour tout § € [0,7/4], on a 1 + tan?(f) = donc cos?(f) =

L
cos?(0)

1 . .
H—Tnz(t?)' Ainsi, pour tout n € N>o, on a
(1>n/2 tan’(0) = (0052(0))71/2(1 + tanQ(G)) _ cos”(e)# _ Cosn_Q(Q)
L tan’(6) cos2(6) '

Ainsi, on a bien

V e 1 "2 "(0)de
= t :
2 /0 (1 —|—tan2(9)> an’(0)

Ensuite, on utilise encore le théoreme de changement de variable pour avoir

1 1 n/2

On conclut en faisant le changement de variable affine u = t/n. Alors du = \/ndt donc

n/2
1 [vn 1
Vi :—/ — dt.
s (Hif)

(¢c) Montrer que
Vn € NZQ,F(\/’E) < \/ﬁVn,g.

En déduire que C < \/Z .

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com Page 8/ 3 Ne pas diffuser sans 'accord du concepteur



Chen Thomas

Solution: Il s’agit donc, en vertu de de montrer que

NG N n/2
/ e*t2/2dt§/ ( ! 2) dt
0 0 1+ £

pour n € N>9. On a montré a la question [3| que

1

Vo >0,e %< )
1+x

2
On applique ce résultat pour x = — > 0 avec t > 0. On a donc
n

1
0< *tQ/"<7
R ey

puis en mettant a la puissance n/2, on obtient

n/2

et2/2<< 12> .
T \1+ £
n

Par croissance de l'intégrale, on a donc, grace a [6b]

F(\/ﬁ) < \/ﬁvn—Q < \/ﬁWn—2

avec la question [6a] Or,

™
— /=
n—-+00 2

\/ﬁ vVn — 2Wn_2
n — ~—_— —————

—_— %( sur Wallis)
— 1 n—+oo
n—-+oo

\/ﬁWn—Q =

[\]

Comme (F(v/n)), converge, par passage a la limite, on en déduit C' < \/Z )

7. Conclure.

Solution: Par la question |5b| et on obtient C' = \/Z . On en déduit que

T
. 2 T
lim e t/2 = |2
z—+o00 Jo 2

PROBLEME : FORMULE DE STIRLING

Posons, pour tout n € N w,, définie par

()" Vo

Up = I
n:
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1
Remarque 2. On peut faire ’exercice avec v, = — en guise d’entrainement.

n

u
1. Déterminer un équivalent simple de In (nH)
Un

Solution: Soit n € N*. On a

Uns1  (n+1)"eny/n + In! 11 n+1\" fn+1 1 1\"2
= 1 = ~(n+1) =1+ :
U, (n+ 1)Inrnently/n n+1le n n e n
Dot
1 1 1 1 1
ln<un+1)——l+(n+)ln(1+)——1+1n<1—i—>+nln<1+>
Unp, 2 n 2 n n
11 1 11 1 1
= T o ) TG T e T e o
B 11 11 1
Sl T gt T
1

1
= 712n2 + On— 100 (n2> .

2. En déduire que (u,)nen converge. On note ¢ la limite. En déduire un équivalent en fonction de ¢

3. Avec I'étude des intégrales de Wallis, montrer que £ =

de n!.

Solution: Par le critére de Riemann, la série des Z In <Un+1> converge. Or, pour tout
Un
n>1

N >1,

N _— N

Zln( nt ) = 3" (W (tns1) — In(un)),

U,
n=1 n=1

donc c’est une série télescopique. Puisque la série converge, on a la convergence de (In(uy,))nen-
Par continuité de exp sur R, on a la convergence de (up)nen, vers une limite strictement
positive. Ainsi,

donc

1
Vor
Solution: Par la proposition sur les intégrales de Wallis, on a I’équivalent

(2n)! m [T
(27n!)2 2 no+oo | 4n’

Simplifions le membre de gauche par I’équivalent que nous venons de trouver. On a
(2n)! w 2(2n)?me"\/2n & T2
(2”n‘)2 2 n—+oo %222nn2n672nn 2 2\/ﬁ ’
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m
Ainsi, v2nly, — — et vV2nly, — {m par I'équivalent précédent. Par unicité de la
n—+00 2 n—+oo

fﬂ':\/?.
2

n
n
n!l ~ - 2mn.
n—-+4o0o (e)

limite,

1

Ainsi, / = et on a bien

5
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