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Avant-propos
Ce document est l’aventure en khôlles de Mathématiques avec Thomas Chen et les MP* de la promotion

2024-2025 du lycée Louis Pasteur à Neuilly-sur-Seine. Chaque chapitre correspond à un programme de khôlle,
prédéfini par Franck Taieb, professeur de mathématiques en MP* au lycée Louis Pasteur. Un chapitre contient
deux structures : des exercices de difficultés variées, normalement tous exempt d’erreurs, complétés par des
éléments de corrections. La locution « éléments de corrections » est cruciale. Je ne garantis pas avoir la rédaction
suffisante digne des concours pour tous les exercices. Ils sont là pour que vous soyez suffisamment aiguillés pour
conclure.

Rappelons que ces exercices ont été donnés en khôlle : la présence d’un examinateur est très souvent
nécessaire pour cadrer vos recherches, et vous guider via quelques indications. Il est donc normal que certains
exercices vous paraissent très difficile. C’est en cela que sert une correction. Toutefois, pour juger la difficulté
d’un exercice, il faut s’y pencher un minimum. Selon le temps que vous avez, je préconise au moins 10 minutes
afin d’exploiter vos pistes.

Ces exercices sont inspirés de différentes sources : livres, extraits d’oraux, planche de TD et divers exercices
que j’ai pu croiser tout au long de mes études.

L’ouvrage a été entièrement écrit par ma main, et directement sur le compilateur : ils ne sont donc pas
forcément exempt de coquilles. Si vous en voyez une, aussi petite soit elle, je vous serai gré de me le signaler
par mail :

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com

Bonne lecture ! Thomas Chen.
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Chapitre 1

Rappels d’analyse de MPSI

Exercice 1. Soit α > 0, u1 > 0 et ∀n ∈ N∗, un+1 = un + 1
nαun

.

1. Déterminer la convergence ou divergence de (un)n∈N∗ en fonction de la valeur de α.
2. Dans ce cas où (un)n∈N∗ diverge, donner un équivalent de (un)n.
3. Dans le cas où (un)n∈N∗ converge, en notant ℓ la limite de (un)n, donner un équivalent de (un− ℓ)n

(le résultat peut s’exprimer à l’aide de ℓ).

Corrigé :
1. Déjà, par une récurrence immédiate, (un)n∈N∗ est définie et est strictement positive (il suffit de poser
Hn : un existe et un > 0 pour n ∈ N∗). Ainsi,

∀n ∈ N∗, un+1 − un = 1
nαun

> 0

donc

∀N ∈ N,
N∑
n=1

un+1 − un = uN+1 − u1 =
N∑
n=1

1
nαun

≤
N∑
n=1

1
nαu1

= 1
u1

N∑
n=1

1
nα
.

Ainsi, si α > 1, par comparaison, (un)n∈N∗ converge.
Supposons maintenant que (un)n∈N∗ converge. Alors la série

∑
n≥1

un+1−un converge aussi par télescopage.

On en déduit la convergence de ∑
n≥1

1
nαun

mais en notant ℓ, la limite de (un)n∈N∗ , on a 1
nαun

∼
n→+∞

1
nαℓ

. Par comparaison, on en déduit que la
convergence de (un)n∈N∗ entraîne α > 1.

2. On se place dans le cas α ∈]0, 1]. Comme tout système dynamique de la forme un+1 = f(un) avec f(x)−x
qui est équivalent à un monôme lorsque x → lim

n→+∞
un, il est intéressant (non nécessairement fructueux

a priori) de considérer uβn+1 − uβn pour un β bien choisi. On a

∀n ∈ N∗, uβn+1 − u
β
n =

(
un + 1

nαun

)β
− uβn = uβn

((
1 + 1

nαu2
n

)β
− 1

)

= uβn

(
1 + β

nαu2
n

+ on→+∞

( 1
nαu2

n

)
− 1

)
= uβn

β

nαu2
n

+ on→+∞

(
uβn
nαu2

n

)
.
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CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE DE MPSI Chen Thomas

Ainsi, poser β = 2 semble pertinent car cela permet de simplifier les puissances de un. Soit donc β = 2.
On a

∀n ∈ N∗, u2
n+1 − u2

n ∼
n→+∞

2
nα
.

Par comparaison, la série
∑
n≥1

u2
n+1 − u2

n diverge et par le théorème de sommation des équivalents (les

termes généraux considérés étant positifs), on a

n∑
k=1

u2
n+1 − u2

n ∼
n→+∞

2
n∑
k=1

1
nα
.

A gauche, c’est équivalent à u2
n+1 qui est équivalent à u2

n en +∞ (il suffit de diviser par un dans la relation
de récurrence pour s’en convaincre) et à droite, par une comparaison série-intégrale, c’est clair que c’est

équivalent à n1−α

1− α quand α ∈]0, 1[ et ln(n) si α = 1.

Ainsi,

• Si α = 1, alors un ∼
n→+∞

√
ln(n).

• Si α ∈]0, 1[, alors un ∼
n→+∞

√
n1−α

1− α .

3. Soit α > 1. Pour obtenir l’ordre d’après dans un développement asymptotique f(x) = g(x) + o(h(x)) –
donc essayer d’expliciter de o(h(x)) –, on considère souvent f(x) − g(x) et on regarde ce qu’on peut en
faire. Posons vn = un − ℓ pour n ≥ 1. Alors

vn+1 = un+1 − ℓ = un − ℓ+ 1
nαun

= vn + 1
nαun

.

Ainsi, comme 1
nαun

∼
n→+∞

1
nαℓ

, et que
∑ 1

nα
converge, par le théorème de sommation des équivalents

(les suites considérées sont positives), on a

+∞∑
k=n

vk+1 − vk ∼
n→+∞

+∞∑
k=n

1
nαℓ

.

A gauche, c’est équivalent à −vn puisque vn −→
n→+∞

0 et à droite, par une comparaison série-intégrale,

c’est clair que c’est équivalent à 1
ℓ

1
α− 1

1
nα−1 . On en déduit que

vn ∼
n→+∞

1
1− α

1
ℓnα−1 .

Ainsi,

un = ℓ+ 1
1− α

1
ℓnα−1 + on→+∞

( 1
nα−1

)
.

Exercice 2. On souhaite montrer le théorème suivant.
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CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE DE MPSI Chen Thomas

Théorème 1.1. Soit f une fonction définie au voisinage de 0 vérifiant f(x) = x − αxp+1 +
βx2p+1 + ox→0(x2p+1) avec α ∈ R∗

+, β ∈ R∗, p ∈ N∗. Alors il existe η > 0 tel que f([0, η]) ⊂ [0, η]

et en posant u0 ∈]0, η] et un+1 = f(un) pour tout n ∈ N, si γ := (1 + p)α2

2 − β ̸= 0, on a

un =
( 1
pnα

)1/p
− γ

p2α2

( 1
pnα

)1/p ln(n)
n

+ on→+∞

(
ln(n)
n

1+ 1
p

)
.

1. Montrer l’existence de η.
2. Montrer alors que (un)n est bien définie et qu’elle tend vers 0.
3. Établir un développement asymptotique de uαn+1−uαn pour n au voisinage de +∞. On choisira un
α convenable.

4. En déduire le théorème.

Corrigé :
1. Puisque f(x) vérifie ce développement limité, je peux trouver g, h continues au voisinage de 0 (car f l’est)

telles que dans ce voisinage
• f(x) = xg(x),
• x− f(x) = αxp+1h(x),
• g −→

0
1, h −→

0
1.

Ainsi, il existe η > 0 tel que
∀x ∈]0, η], g(x) > 0, h(x) > 0.

Ainsi,
∀x ∈]0, η], f(x) > 0, x− f(x) > 0.

Ainsi, η ≥ x > f(x) ce qui donne f(]0, η]) ⊂]0, η].
2. Soit u0 ∈]0, η] ⊂]0, η]. Alors (un)n est bien définie par le point précédent. Par ailleurs,

∀n ∈ N, un − f(un) > 0

i.e. (un)n est décroissante. Etant minorée par 0, elle converge dans [0, η] par le théorème de la limite
monotone. De fait, soit ℓ ∈ R telle que un −→

n→+∞
ℓ. Alors l’égalité vraie pour tout n ∈ N un+1 = f(un)

passe à la limite en ℓ = f(ℓ). Or, pour tout ℓ ∈]0, η], ℓ ̸= f(ℓ). Donc ℓ = 0 et un −→
n→+∞

0.

3. Faisons l’analogie avec les équations différentielles.

L’idée « analogie » est la suivante :

un+1 − un︸ ︷︷ ︸
≈u′

≈ αup+1
n .

Donc u′ ≈ αup+1 ce qui donne u′

up+1 ≈ α. En intégrant, on a

( 1
up

)′
≈ constante.

On s’attend donc à ce que 1
upn+1

− 1
upn

soit à peu près constante.
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CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE DE MPSI Chen Thomas

Regardons donc la quantité
1

upn+1
− 1
upn

pour n ∈ N∗ et p ∈ N∗. Cette quantité est bien définie car u0 ∈]0, η] et cet intervalle est stable par f donc
∀n ∈ N, un > 0. On a, puisque un −→

n→+∞
0

u−p
n+1 − u

−p
n = (f(un))−p − u−p

n

= (un − αup+1
n + βu2p+1

n + on→+∞(u2p+1
n ))−p − u−p

n

= u−p
n

[(
1− αupn + βu2p

n + on→+∞(u2p
n )
)−p
− 1

]
= u−p

n

(
1− (−p)

(
−αupn + βu2p

n

)
+ (−p)(−p− 1)

2
(
−αupn + βu2p

n

)2
− 1 + on→+∞(u2p

n )
)

= u−p
n

(
pαupn − p

(
β + −(p+ 1)

2 α2
)
u2p
n + on→+∞(u2p

n )
)

= pα+ p

(
p+ 1

2 α2 − β
)

︸ ︷︷ ︸
=γ

upn + on→+∞(upn).

On en déduit
u−p
n+1 − u

−p
n −→

n→+∞
pα.

Par le théorème de Cesàro (ou sommation des équivalents car α ̸= 0), on a

n∑
k=1

u−p
k+1 − u

−p
k ∼

n→+∞
npα.

Par télescopage, on en déduit :
u−p
n+1 ∼

n→+∞
npα

et on a un ∼
n→+∞

un+1 puisque f(x)/x −→
x→0

1. On a donc

un ∼
n→+∞

( 1
npα

)1/p
.

Avec ceci,

u−p
n+1 − u

−p
n − pα = pγupn + on→+∞(upn) ∼

n→+∞
pγ

( 1
npα

)p×1/p
= γ

αn

donc par le théorème de sommation des équivalents, puisque γ

αn
> 0 pour tout n ∈ N∗, on a

n∑
k=1

u−p
k+1 − u

−p
k︸ ︷︷ ︸

∼
n→+∞

u−p
n

−pαn ∼
n→+∞

γ

α
ln(n).

Ainsi,

u−p
n = pαn+ γ

α
ln(n) + on→+∞(ln(n))

= pαn

(
1 + γ

pα2
ln(n)
n

+ on→+∞

( ln(n)
n

))
.
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CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE DE MPSI Chen Thomas

Ainsi, en passant à l’exposant −1/p, on a

un =
[
pαn

(
1 + γ

pα2
ln(n)
n

+ on→+∞

( ln(n)
n

))]−1/p

=
( 1
pαn

)1/p [
1− 1

p

γ

pα2
ln(n)
n

+ on→+∞

( ln(n)
n

)]
.

Finalement,

un =
( 1
pnα

)1/p
− γ

p2α2

( 1
pnα

)1/p ln(n)
n

+ on→+∞

(
ln(n)
n

1+ 1
p

)
.

Exercice 3. On définit la suite suivante :

un :
{
u0 ∈]0, π[
un+1 = sin(un)

Montrer que (un)n est bien définie et montrer qu’elle converge en 0. Établir un développement asymp-
totique de (un)n à l’ordre 2.

Corrigé : Dans toute la suite, je pose f : x 7→ sin(x)−x sur [0, π]. f est dérivable, de dérivée x 7→ cos(x)−1,
qui est tout le temps négative. Autrement dit, f est décroissante. Mais f(0) = 0. Donc f est négative, puis
sin(x) ≤ x, pour tout x dans [0, π[. Un développement limité en 0 de la fonction sin me dit que f(x) =
−x3/6 + ox→0(x3). Autrement dit, au voisinage de 0+, f est strictement négative. On sait par ailleurs que f
décroît. Donc f est strictement négative sur ]0, π]. Mais f(0) = 0. Donc la seule solution de l’équation est 0.
Soit un fixé. Alors j’ai immédiatement

0 ≤ sin un = un+1 ≤ un.

Il reste à montrer qu’elle est minorée par 0. Comme f stabilise [0, 1], ∀n ∈ N, un ≥ 0 donc (un)n∈N converge
par le théorème de la limite monotone. On note ℓ, la limite. Alors dans l’égalité un+1 = sin(un), l’égalité passe
à la limite en ℓ = sin(ℓ). Ainsi, on a que ℓ = 0.

L’astuce machiavélique est de considérer upn+1 − upn avec p = −2 (pour trouver, faites un développement
asymptotique de upn+1 − upn puis choisissez un p convenable).

Au voisinage de +∞, on a

u−2
n+1 − u

−2
n = (sin(un))−2 − u−2

n =
(
un −

u3
n

6 + on→+∞(u3
n)
)−2

− u−2
n

= u−2
n

((
1− u2

n

6 + on→+∞(u2
n)
)
− 1

)

= u−2
n

(
1 + 2u

2
n

6 + on→+∞(u2
n)− 1

)

= 1
3 + on→+∞(1).

Déjà,
1
n

n−1∑
k=0

1
u2
k+1
− 1
u2
k

= 1
n

( 1
u2
n

− 1
u2

0

)
.

Mais je sais que le terme de gauche converge vers 1
3 d’après le théorème de Cesàro, puisque la limite du terme

général est 1
3 . Autrement dit, l’égalité passe à la limite en :

1
3 = lim

n→+∞

1
n

(
1

u2
n+1
− 1
u2

0

)
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Autrement dit,
lim

n→+∞

1
nu2

n

= 1
3

Et donc :
un ∼

n→+∞

√
3
n

Pour pousser l’équivalent, il faut pousser le développement asymptotique u−2
n+1 − u−2

n = 1
3 puis utiliser le

théorème de sommations des équivalents.

Exercice 4. Soit (E, ∥·∥), un R-espace vectoriel muni d’une norme sur E. On dit qu’une suite (un)n∈N ∈
EN est une suite de Cauchy lorsque

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p, q ≥ N, ∥up − uq∥ ≤ ε.

1. Montrer que si E = R, une suite est de Cauchy si, et seulement si, elle converge. Indication : on
pourra montrer que (un)n admet une valeur d’adhérence.

2. On se place dans le cas général. On dit que E est complet lorsque pour toute suite (un)n∈N ∈ EN,
si u est de Cauchy, alors u converge. Montrer que E est complet si, et seulement si, toute série
absolument convergente est convergente. Indication : on pourra trouver une extraction φ de sorte∑
∥uφ(n+1) − uφ(n)∥ soit convergente.

Corrigé :
1. Soit u une suite réelle convergente. Notons ℓ sa limite. Soit ε > 0. Soit N ∈ N tel que ∀n ≥ N, |un − ℓ| ≤
ε/2. Soit p, q ≥ N . Alors |up − uq| ≤ |up − ℓ|+ |uq − ℓ| ≤ 2ε/2 = ε donc u est de Cauchy.
Réciproquement, montrons un lemme.

Lemme 1.2. Une suite de Cauchy de E est bornée.

Démonstration. Soit u de Cauchy. Soit ε > 0. Il existe alors N ∈ N tel que ∀p ≥ N, ∥up − uN∥ ≤ ε. Soit
M = max

[0,N ]
∥u∥. Alors :

∀n ∈ [[0, N ]], ∥un∥ ≤M ; ∀n ≥ N, ∥up∥ ≤ ε+ ∥uN∥.

Ainsi, u est bornée par max(M, ε+ ∥uN∥).

Soit maintenant u une suite réelle de Cauchy. Alors u est bornée, disons par M . u est à valeurs dans
[−M,M ] qui est un compact de K. Montrons alors que u n’a qu’une valeur d’adhérence (un résultat du
cours nous dit alors que u converge). Soit ℓ, ℓ′ deux valeurs d’adhérence de u. Soit φ,ψ deux extractions
telles que uφ(n) −→

n→+∞
ℓ, uψ(n) −→

n→+∞
ℓ′. Soit ε > 0. Il existe un rang N ∈ N tel que :

(a) ∀p, q ≥ N, |up − uq| ≤ ε,
(b) ∀n ≥ N, |uφ(n) − ℓ| ≤ ε,
(c) ∀n ≥ N, |uψ(n) − ℓ| ≤ ε.

Puisque ψ(n) ≥ n ≥ N,φ(n) ≥ n ≥ N , on a

|ℓ− ℓ′| = |ℓ− uφ(n) + uφ(n) − uψ(n) + uψ(n) − ℓ′| ≤ |uψ(n) − ℓ|+ |uφ(n) − ℓ|+ |uφ(n) − uψ(n)| ≤ 3ε.

(cette inégalité, que j’appelle inégalité carrée, est une « méthode » à connaitre : pour aller à un point
A à un point D, mieux vaut faire la ligne droite que de passer par B puis par C.) Ainsi, pour tout
ε > 0), |ℓ− ℓ′| ≤ 3ε donc ℓ = ℓ′. Ainsi, u admet une unique valeur d’adhérence donc converge.
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2. Supposons que E est complet. Soit (un)n une suite de E et Sn =
n∑
k=0

uk. On suppose que la série

(Sn)n converge absolument, ce qui veut dire que
n∑
k=0
∥uk∥ converge quand n → +∞ ce qui signifie que

+∞∑
k=n+1

∥uk∥ −→
n→+∞

0. Soit donc ε > 0. Soit N ∈ N tel que ∀n ≥ N

+∞∑
k=N+1

∥uk∥ < ε.

Soit p ≥ q ≥ N . Alors

∥Sp − Sq∥ =

∥∥∥∥∥∥
q−1∑
k=p

uk

∥∥∥∥∥∥ ≤
q−1∑
k=p
∥uk∥ ≤ ε.

Alors (Sn)n est de Cauchy donc converge.
Réciproquement, la stratégie repose sur le lemme plus général suivant que l’on démontrera après.

Lemme 1.3. Si u est de Cauchy sur E et a une valeur d’adhérence, elle converge.

Supposons que toute série absolument convergente converge. Soit u une suite de Cauchy dans E. Soit
ε > 0. Il existe alors Nk ∈ N 1 tel que ∀p, q ≥ N, ∥up − uq∥ ≤ ε. Construisions une extraction φ
par récurrence. Une première remarque que si on prend k ∈ N, alors il existe un entier φ(k) tel que
∀p, q ≥ φ(k), ∥up − uq∥ ≤

1
2k ce qui implique que ∀p ≥ φ(k), ∥up − uφ(k)∥ ≤

1
2k .

(a) Il existe φ(0) ∈ N tel que ∀p ≥ φ(0), ∥up − uφ(0)∥ ≤ 1.

(b) Il existe φ(1) ∈ N tel que ∀p ≥ φ(1), ∥up − uφ(1)∥ ≤
1
2. On peut alors supposer que φ(1) ≥ φ(0).

(c) On construit ainsi par récurrence φ(k) > φ(k − 1) tel que ∀p ≥ φ(k), ∥up − uφ(k)∥ ≤
1
2k .

Soit vn = uφ(n+1)− uφ(n). Alors ∥vn∥ ≤
1
2n par construction. De fait, la série

∑
vn converge absolument

donc converge par hypothèse. Par télescopage, cela revient à dire que (uφ(n))n converge. u est une suite
de Cauchy admettant une valeur d’adhérence : elle converge.

Démonstration. Montrons le lemme. Soit u de Cauchy dans E. Soit ε > 0. Soit N ∈ N tel que ∀p, q ≥
N, ∥up − uq∥ ≤ ε. Soit φ une extraction telle que (uφ(n))n converge, disons vers ℓ. Il existe alors un rang
n0 tel que ∀n ≥ n0, ∥uφ(n) − ℓ∥ ≤ ε.
Soit n1 = max(N,n0). Alors ∀n ≥ n1, n ≥ N,φ(n) ≥ n ≥ N,n ≥ 0. De fait,

∀n ≥ n1, ∥un − ℓ∥ ≤ ∥un − uφ(n)∥+ ∥uφ(n) − ℓ∥ ≤ 2ε.

Ainsi, u converge.

Exercice 5. Montrer qu’une fonction continue sur R et périodique est uniformément continue sur R.

Corrigé : Disons T > 0, la période. Fixons ε > 0. Par le théorème de Heine, f est uniformément continue
sur le segment [−T, 2T ] : il existe donc η > 0,∀x, y ∈ [−T, 2T ], |x − y| ≤ η =⇒ |f(x) − f(y)| ≤ ε. On peut
supposer η ≤ T (si η > T , la propriété est vraie pour T en particulier). Soit donc x, y tel que |x − y| ≤ η. x
est alors compris entre kT et (k + 1)T pour un certain k. Alors x′ = x− kT ∈ [0, T ]. Puisque |x− y| ≤ η ≤ T ,
on a y′ := y − kT ∈ [−T, 2T ]. Puisque |x′ − y′| = |x− y| ≤ η et que x′, y′ ∈ [−T, 2T ], on a |f(x′)− f(y′)| ≤ ε.
Mais f(x′) = f(x), f(y′) = f(y) donc |f(x)− f(y)| ≤ ε.

1. cet entier dépend de k
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Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

Exercice 6. Soit (an)n∈N une suite positive décroissante. Pour tout n ∈ N, on note

fn : [0, 1] → R
x 7→ anx

n(1− x) .

1. Montrer que
∑
n≥0

fn converge simplement sur [0, 1], disons vers f .

2. Montrer que f converge normalement sur [0, r] pour tout r ∈]0, 1[.
3. Établir une CNS en fonction de (an)n pour la convergence normale de f .
4. Établir une CNS en fonction de (an)n pour la convergence uniforme de f .
5. Trouver une suite (an)n telle que f converge uniformément mais pas normalement.

Corrigé :
1. Soit x ∈ [0, 1]. Si x = 1, fn(x) = 0 pour tout n ∈ N. Sinon, (an) est décroissante positive donc elle est

bornée. Ainsi,
anx

n(1− x) = On→+∞(xn)
et x ∈ [0, 1[ entraine la convergence de

∑
xn. Par comparaison,

∑
fn(x) converge. Ainsi,

∑
fn converge

simplement.
2. Soir r ∈]0, 1[. Soit n ∈ N. On a

∀x ∈ [0, r], |fn(x)| = anx
n(1− x) ≤ anrn

donc ∥fn∥∞ = On→+∞(rn) donc par comparaison, on a la convergence normale de f sur tout segment
de [0, 1[.

3. Calculons ∥fn∥∞ pour n ∈ N. Soit n ∈ N∗. On a f ′
n(x) = anx

n−1(n − (n + 1)x). Ainsi, fn croit sur[
0, n

n+ 1

]
puis décroit jusqu’à 1. Par positivité de fn, on en déduit que ∥fn∥∞ = fn

(
n

n+ 1

)
. Or,

(
n

n+ 1

)n (
1− n

n+ 1

)
=
(

1 + 1
n

)−n

︸ ︷︷ ︸
−→

n→+∞
e−1

1
n+ 1︸ ︷︷ ︸

∼
n→+∞

1
n

.

Ainsi, ∥fn∥∞ ∼
n→+∞

an
ne

donc f converge normalement si, et seulement si,
∑ an

n
converge.

4. Estimons Rn(x) pour tous x ∈ [0, 1] et n ≥ 1. Par décroissance de (an)n, on en déduit que

0 ≤ Rn(x) =
+∞∑

k=n+1
akx

k(1− x) ≤ an+1

+∞∑
k=n+1

xk(1− x) = an+1
(
xn+1 − 0

)
≤ an+1.

11
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Ainsi, 0 ≤ ∥Rn∥∞ ≤ an+1 donc si an −→
n→+∞

0, alors ∥Rn∥∞ −→
n→+∞

0.

Supposons maintenant que (an)n ne tend pas vers 0. En vertu du théorème de la limite monotone, (an)n
converge, disons vers ℓ vérifiant ℓ = inf {an : n ∈ N∗}︸ ︷︷ ︸

⊂[0,a0]

≥ 0. ℓ ̸= 0 par hypothèse et donc ℓ > 0. Ainsi,

∀x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N∗, Rn(x) =
+∞∑

k=n+1
akx

k(1− x) ≥ ℓ
+∞∑

k=n+1
xk(1− x) = ℓxn+1.

Puisque ∥Rn∥∞ ≥ Rn(x) pour tout x ∈ [0, 1] et pour tout n ∈ N∗, on a

∀x ∈ [0, 1], ∀n ∈ N∗, ∥Rn∥∞ ≥ ℓxn+1.

L’inégalité passe donc au sup à droite en

∀n ∈ N∗, ∥Rn∥∞ ≥ ℓ > 0.

Ainsi, ∥Rn∥∞ ne tend pas vers 0 quand n → +∞. Ainsi, f converge uniformément si, et seulement si,
an −→

n→+∞
0.

5. Par le critère de Bertrand, an = 1
ln(n+ 2) pour tout n ∈ N convient.

Exercice 7. Soit n ≥ 2, x ≥ 0 et fn(x) = xe−nx

ln(n) .

1. Montrer que
∑

fn converge simplement sur R+, disons vers f .
2. Montrer que f ne converge pas normalement sur R+ mais sur [a,+∞[ pour tout a > 0.
3. Montrer que f converge uniformément sur R+.
4. Établir un équivalent de f(x) quand x→ +∞.

Corrigé :

1. D’abord la convergence simple. Soit x ∈ R+. Alors pour tout n ≥ 2, un(x) = xe−nx

ln(n) . Si x = 0, un(x) = 0.
Sinon,

n2xe−nx

ln(n) −→
n→+∞

0

par croissances comparées. Ainsi,
un(x) = on→+∞(1/n2)

donc
∑

un(x) converge. Ainsi, la série
∑

un converge simplement.

2. La convergence n’est pas normale sur tout R+. En effet, calculons ∥un∥∞ pour tout n ∈ N≥2. Pour cela,
étudions la fonction fn : x 7→ xe−nx pour tout n ≥ 2. On a :

∀x ≥ 0, f ′
n(x) = e−nx − nxe−nx = e−nx(1− nx).

Ainsi, fn est extrémale en 1
n

, croissante puis décroissante. Ainsi, ∥un∥∞ = 1
ln(n)∥fn∥∞ = 1

ln(n)fn(1/n) =

1
ln(n)

e−1

n
pour tout n ≥ 2. Ainsi, par le critère de Bertrand (hors-programme je rappelle), on a la

divergence de
∑
n≥2

e−1

n ln(n) donc la divergence de
∑
n≥2
∥un∥∞.
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Par contre, la convergence est normale sur tout intervalle [a,+∞[, a > 0. En effet, soit a > 0 et x ≥ a.
Alors il existe N assez grand tel que ∀n ≥ N , 1

n
≤ a ce qui signifie qu’à partir de ce N (ce N vaut donc

⌊1/a⌋+ 1), on a fn qui décroit sur [a,+∞[ ce qui signifie que

∀n ≥ N, ∥fn∥∞ = fn(a) = ae−na.

Ainsi, ∑
k≥N
∥un∥∞ =

∑
k≥N

1
ln(n)ae

−na.

Cette série converge bien évidemment ce qui entraine la convergence normale de
∑

un sur [a,+∞[ pour
tout a > 0.

3. Soit n ≥ 1. Soit x > 0. Le reste Rn(x) s’écrit alors
+∞∑

k=n+1

xe−kx

ln(k) ≤
+∞∑

k=n+1

xe−kx

ln(n+ 1) = x

ln(n+ 1)

+∞∑
k=n+1

(e−x)k = xe−(n+1)x

(1− e−x) ln(n+ 1) .

Ainsi,

∀x > 0, |Rn(x)| ≤ e−(n+1)x

ln(n+ 1)
x

1− e−x = e−nx

ln(n+ 1)
x

ex − 1 . (2.1)

Or, f : x 7→ x

ex − 1 tend vers 0 en +∞ donc il existe A telle que f est bornée sur [A,+∞[. Par ailleurs,
f est bornée sur [0, A] par le théorème des bornes atteintes (f est prolongeable par continuité en 0) : f
est donc bornée sur [0,+∞[, disons par M . On a donc

e−nx

ln(n+ 1)
x

ex − 1 ≤

≤1︷ ︸︸ ︷
e−nxM

ln(n+ 1) ≤
M

ln(n+ 1) .

Ainsi,
∥Rn∥∞ ≤

M

ln(n+ 1)
ce qui conclut quant à la convergence uniforme de

∑
un.

4. On a

f(x) = xe−2x

ln(2) +
+∞∑
n=3

xe−nx

ln(n)︸ ︷︷ ︸
R2(x)

.

On veut alors montrer que R2(x) = ox→+∞

(
xe−2x

ln(2)

)
(on peut enlever le ln(2) dans le petit o bien

évidemment). Pour cela, on va essayer d’avoir une estimation de R2(x). J’ai choisi de prendre la plus
précise, à savoir celle que j’ai notée (8.1). On a

∀x > 0, |R2(x)| ≤ e−2x

ln(3)
x

ex − 1 = xe−2x

ln(3)
1

ex − 1︸ ︷︷ ︸
−→

x→+∞
0

= ox→+∞(xe−2x).

Ceci montre donc que R2(x) = ox→+∞(xe−2x) ce qui montre que

f(x) = xe−2x

ln(2) + ox→+∞(xe−2x).

Ainsi,

f(x) ∼
x→+∞

xe−2x

ln(2) .
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Exercice 8. Soit s ∈ R. Soit I =]1,+∞[, on note pour s ∈ I

ζ(s) :=
+∞∑
n=1

1
ns

On note fn : s ∈ I 7→ 1
ns

.

1. Montrer que ζ converge simplement sur I.
2. Sur I, calculer ∥fn∥∞ pour tout n ∈ N∗. En déduire que ζ ne converge pas normalement sur I.
3. Montrer que ζ est continue sur I.
4. Montrer que ζ est de classe C∞ sur I (cette question utilise le critère de Bertrand) et exprimer ses

dérivées.
5. En déduire que ζ est convexe sur I.
6. Étudier les limites de ζ sur le bord de I.
7. Établir un développement asymptotique à deux termes de ζ en 1+.
8. On souhaite montrer que ζ est log-convexe sur I, c’est-à-dire, ln ◦ζ =: f est convexe.

(a) Calculer f ′′ et exprimer le résultat en fonction de ζ, ζ ′, ζ ′′.
(b) Montrer alors que f est convexe grâce à l’inégalité de Cauchy-Schwarz (que l’on peut montrer

ou admettre) :

Théorème 2.1 (Cauchy-Schwarz). On note ℓ2(N∗) =

u ∈ RN :
∑
n≥1

u2
n <∞

. Alors

pour toute suite u, v ∈ ℓ2(N∗), on a∑
n≥1

unvn

2

≤

∑
n≥1

u2
n

∑
n≥1

v2
n

 .
9. On souhaite montrer l’identité suivante :

∀s > 1,
+∞∑
n=1

1
ns

=
∏
p∈P

1
1− p−s =

+∞∏
k=1

1
1− p−s

k

où l’on dénote P = {p1, · · · , pk, · · · } rangés dans l’ordre croissant. Remarque : en probabilités,
on montrera d’une autre manière cette identité.
(a) Etablir l’existence du produit infini.
(b) On fixe un N ∈ N∗. Montrer qu’il existe un entier m0 et un entier M0 tel que ∀m ≥ m0, ∀M ≥

M0,

∀s > 1,
N∑
n=1

1
ns
≤

m∏
k=1

M∑
ik=0

1
(pikk )s

≤ ζ(s).

Indication : on pourra réécrire le produit du milieu en une seule somme.
(c) Conclure.

10. En déduire que la somme des inverses des nombres premiers diverge.

Corrigé :

1. Soit s > 1. Alors par le critère de Riemann, la série
∑ 1

ns
converge. Ainsi, ζ converge simplement sur I.
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2. Soit n ∈ N∗. Alors s ∈ I 7→ (1/n)s est une fonction décroissante donc

sup
s∈I

∣∣∣∣ 1
ns

∣∣∣∣ = 1
n

donc
∑
∥fn∥∞ =

∑ 1
n

diverge.

Remarque 2.1. De fait, pour utiliser les théorèmes de régularités des séries de fonctions, on devra
se placer sur des intervalles [a,+∞[ avec a > 1 !

3. Soit a > 1. Soit n ∈ N. Alors par décroissance de fn sur [a,+∞[, on a

sup
x∈[a,+∞[

|fn(x)| = fn(a) = 1
na

puisque fn est positive. Or,
∑ 1

na
converge par Riemann donc

∑
∥fn∥∞,[a,+∞[

converge. Ainsi, ζ converge normalement sur [a,+∞[. La continuité de fn sur [a,+∞[ entraine donc, par
le théorème de continuité des séries de fonctions, la continuité de ζ sur [a,+∞[. Ceci étant vrai pour tout
a > 1, ζ est continue sur ]1,+∞[.

4. Utilisons le théorème de régularité C∞ des séries de fonctions. On a déjà que ζ converge simplement sur
I donc sur [a,+∞[ avec a > 1. Soit k ∈ N, soit n ∈ N∗. Alors fn ∈ C∞([a,+∞[,R) et

∀s ≥ a, f (k)
n (s) = (−1)k lnk(n)

ns
.

Ainsi,

sup
s≥a
|f (k)
n (s)| = lnk(n) sup

s≥a

1
ns

= lnk(n)
na

.

On rappelle que le critère de Bertrand est hors-programme ! Puisque a > 1, soit γ = 1 + a

2 > 1, ε =
a− 1

2 > 0. Ainsi, a = γ + ε et lnk(n)
nε

−→
n→+∞

0. Ainsi,

lnk(n)
na

= lnk(n)
nε

1
nγ

= on→+∞

( 1
nγ

)
.

Ainsi, par comparaison et positivité de ∥f (k)
n ∥∞,[a,+∞[, la série

∑
f (k)
n converge normalement.

Par le théorème de régularité C∞ des séries de fonctions, ζ est de classe C∞ sur [a,+∞[ et

∀s ≥ a,∀k ∈ N, ζ(k)(s) =
+∞∑
n=1

(−1)k lnk(n)
ns

.

Ceci étant valide pour tout a > 1, on en déduit que ζ est de classe C∞ sur ]1,+∞[ et

∀s ∈ I, ∀k ∈ N, ζ(k)(s) =
+∞∑
n=1

(−1)k lnk(n)
ns

.

5. ζ ′′ est alors positive sur I en vertu de la question précédente assurant la convexité de ζ sur I.
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6. Réalisons une comparaison série-intégrale. On a

∀s > 1, ∀n ∈ N≥2,

∫ n+1

n

dt
ts
≤ 1
ns
≤
∫ n

n−1

dt
ts
.

Ainsi, en sommant avec Chasles,

∀s > 1,
∫ +∞

1

dt
ts

= 1
s− 1 ≤ ζ(s) ≤ 1 + 1

s− 1 .

On déduit deux choses : puisque ζ ≥ 1, par encadrement, ζ tend vers 1 en +∞. Aussi, au voisinage de
1+, l’inégalité ci-dessus donne donc ζ(s) ∼

s→1+

1
s− 1.

7. On a déjà obtenu le premier ordre. Pour avoir le deuxième, il faut être plus subtil dans la comparaison
série-intégrale. Pour cela, pour s ∈ [1, 2], on regarde

ζ(s)− 1
s− 1 =

+∞∑
n=1

1
ns
−

+∞∑
n=1

∫ n+1

n

dt
ts

=
+∞∑
n=1

1
ns
−
∫ n+1

n

dt
ts︸ ︷︷ ︸

=:un(s)

On va vouloir intervertir limite et série. Pour cela, une convergence normale n’est pas de refus. On a

∀s ∈ [1, 2], ∀n ∈ N∗, 0 ≤ un(s) ≤ 1
ns
− 1

(n+ 1)s =
∫ n+1

n

s

ts+1 dt ≤ 2
∫ n+1

n

1
t2

dt

et on sait que
∑
n≥1

∫ n+1

n

1
t2

dt converge puisque par le critère de Riemann,
∫+∞

1
1
t2

dt converge. On a bien

convergence normale de la série donc par interversion limite-série,

ζ(s)− 1
s− 1 −→s→1+

lim
n→+∞

n∑
k=1

un(1) = lim
n→+∞

Hn − ln(n+ 1) = γ.

Donc
ζ(s) = 1

s− 1 + γ + os→1+(1).

8. (a) Clairement, ζ > 0 donc par composition de fonctions, f est C∞ sur I. En particulier,

f ′ = ζ ′

ζ
; f ′′ = ζ ′′ζ − ζ ′2

ζ2 .

(b) On rappelle que
∀s > 1, ζ ′(s) =

∑
n≥1

− ln(n)
ns

=
∑
n≥1

ln(n)
ns/2

−1
ns/2 .

Or, pour tout s > 1,
(

ln2(n)
n

)
et
( 1
ns

)
sont des termes généraux de séries convergentes donc( ln(n)

ns/2

)
n

et
( −1
ns/2

)
sont dans ℓ2(N∗). Ainsi, par Cauchy-Schwarz,

∀s > 1,

∑
n≥1

ln(n)
ns/2

−1
ns/2

2

≤

∑
n≥1

ln2(n)
ns

∑
n≥1

1
ns


ce qui signifie exactement

∀s > 1, (ζ ′(s))2 ≤ ζ ′′(s)ζ(s).

Ainsi, ∀s > 1, ζ ′′(s)ζ(s)− (ζ ′(s))2 ≥ 0 donc ζ ′′ζ − ζ ′2 ≥ 0 donc f ′′ ≥ 0 : f est convexe.
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9. (a) Pour qu’un produit infini existe, il suffit de regarder avec un ln. En effet, soit s > 1.

∀n ∈ N, ln
(

n∏
k=1

1
1− p−s

k

)
= −

n∑
k=1

ln(1− p−s
k ).

Puisque ln(1 − p−s
k ) ∼ p−s

k ≤ n−s, par encadrement, la série avec les ln converge donc le produit
converge.

(b) Considérons les entiers compris entre 1 et N et regardons pm0 , le plus grand nombre premier ap-
paraissant dans une décomposition d’un des entiers entre 1 et N . De même, regardons M0, la plus
grande valuation apparaissant dans une décomposition d’un des entiers entre 1 et N . En considérant
un m ≥ m0 et M ≥M0, tout nombre compris entre 1 et N divise pM1 pM2 pM3 · · · pMm par construction.
Mieux, chaque entier entre 1 et N s’écrit donc pα1

1 pα2
2 · · · pαm

m avec α1, · · · , αm dans [[0,M ]]. Ainsi,

N∑
n=1

1
ns
≤

∑
0≤α1,··· ,αm≤M

1
(pα1

1 pα2
2 · · · p

αm
m )s ≤ ζ(s). (2.2)

Il faut maintenant remarquer que

∑
0≤α1,··· ,αm≤M

1
(pα1

1 pα2
2 · · · p

αm
m )s =

m∏
k=1

M∑
αk=0

1
(pαk
k )s .

(c) En faisant tendre M puis m vers +∞ dans 2.2 (en remplaçant avec l’identité ci-dessus) valide pour
tout m ≥ m0,M ≥M0, on a donc

N∑
n=1

1
ns
≤

+∞∏
k=1

+∞∑
αk=0

1
(pαk
k )s ≤ ζ(s).

En remarquant la série géométrique

+∞∑
αk=0

1
(pαk
k )s = 1

1− p−s
k

,

on a
N∑
n=1

1
ns
≤

+∞∏
k=1

1
1− p−s

k

≤ ζ(s).

En faisant tendre N vers +∞, on a le résultat voulu.

10. Supposons que la série
+∞∑
k=1

1
pk

diverge. Alors par l’équivalent ln
(

1
1− 1

pk

)
∼ 1/pk montre que le produit

+∞∏
k=1

1
1− 1

pk

converge. Notons ℓ, cette limite. Alors ∀s > 1,

ζ(s) =
+∞∏
k=1

1
1− p−s

k

≤
+∞∏
k=1

1
1− 1

pk

= ℓ.

Donc ζ est majorée sur ]1,+∞[ ce qui est absurde puisqu’elle diverge en 1+.

Exercice 9. Soit s ∈ R. On note pour s ∈ R+∗

η(s) :=
+∞∑
n=1

(−1)n−1

ns
.
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On note gn : s ∈ R+∗ 7→ (−1)n−1

ns
.

1. Montrer que η converge simplement sur R+∗.
2. Montrer que η est de classe C1 sur R+∗.
3. Montrer que ∀s > 1, η(s) = (1− 21−s)ζ(s).

Corrigé :

1. Soit s > 0. Alors
( 1
ns

)
n

est décroissante et tend vers 0. Par le critère spécial des séries alternées, η(s)
converge.

2. Il n’y aura pas de convergence normale sur tout ]0,+∞[ (elle n’existe déjà pas sur ]1,+∞[...) mais le
critère spécial des séries alternées nous donne un contrôle uniforme (et c’est le point important de ce
critère) : plaçons nous sur [a,+∞[ avec a > 0.

• η converge simplement sur R+∗.
• gn est clairement C1 sur R+∗ et on a

∀s > 0, g′
n(s) = (−1)n ln(n)

ns
.

Étudions la fonction h : x ∈]0,+∞[ 7→ ln(x)
xs

pour s > 0 (on peut prendre s > a si on veut). Cette
fonction est dérivable sur ]0,+∞[ de dérivée

∀x > 0, h′(x) = 1− s ln(x)
xs+1

donc h′ s’annule en exp(1/s) =: xs. De plus, h′ est positive puis négative donc h est croissante sur
]0, xs] puis décroissante sur [xs,+∞[. Soit donc ns = ⌊xs⌋ + 1. On en déduit que la suite

( ln(n)
ns

)
décroit à partir du rang ns et tend trivialement vers 0. Comme s ≥ a, on a na ≥ ns. Par le critère
spécial des séries alternées, on a le contrôle du reste :

∀s > a,∀n ≥ na, |Rn(s)| ≤ ln(n+ 1)
(n+ 1)s ≤

ln(n+ 1)
(n+ 1)a .

Ainsi,
∥Rn∥∞,[a,+∞[ ≤

ln(n+ 1)
(n+ 1)a −→

n→+∞
0.

On en déduit que η′ converge uniformément sur tout ]a,+∞[.
Par le théorème de dérivation des séries de fonctions, η est donc de classe C1 sur [a,+∞[ et ce, pour tout
a > 0 donc η est de classe C1 sur ]0,+∞[.

3. Soit s > 1. Alors

η(s)− ζ(s) =
+∞∑
n=1

(−1)n−1 − 1
ns

.

Or, (−1)n−1 − 1 vaut 0 si n est impair, −2 sinon. Ainsi,

+∞∑
n=1

(−1)n−1 − 1
ns

=
⋆

+∞∑
n=1

−2
(2n)s = −2 1

2s
+∞∑
n=1

1
ns

= −21−sζ(s).

Remarque 2.2. L’égalité (⋆) est loin d’être anodine. Si la notion de familles sommables a été vue,
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on s’en sort aisément mais c’est overkill. Le mieux est d’écrire
2N∑
n=1

(−1)n−1 − 1
ns

=
2N∑
n=1
n pair

(−1)n−1 − 1
ns

+
2N∑
n=1

n impair

(−1)n−1 − 1
ns

=
N∑
n=1

−2
(2n)s −→

N→+∞

+∞∑
n=1

−2
(2n)s .

Exercice 10. 1. Soit f , une fonction continue sur [0, 1] vérifiant ∀n ∈ N,
∫ 1

0
tnf(t)dt = 0. Que dire

de f ?
2. Montrer que toute fonction continue sur [0, 1] est limite uniforme de polynômes de la forme Pn(X2).
3. Considérons f , une fonction continue et (a1, · · · , an) n réels distincts de [0, 1]. Montrer qu’il existe

une suite de polynômes approximant f uniformément tel que chaque polynôme coïncident avec f
en les (a1, · · · , an).

Corrigé :
1. f va être nulle. On remarque déjà que par linéarité de l’intégrale, pour tout P ∈ R[X], ⟨Pn, f⟩ = 0. Soit

(Pn)n, une suite de polynômes tendant uniformément vers f sur [0, 1] (d’après le théorème de Weierstraß).
Alors par le théorème d’interversion limite-intégrale, on a

0 =
∫ 1

0
Pnf −→

n→+∞

∫ 1

0
f2.

Donc f2 est identiquement nulle donc f aussi.
2. L’astuce est de "rendre pair" f . Posons donc g : x ∈ [−1, 1] 7→ f(x)1x≥0 + f(−x)1x<0. Alors g est paire

et est continue. Par le théorème de Weierstraß, il existe une suite de polynômes (Pn)n qui convergent
uniformément sur [−1, 1]. On remarque que (Pn(−X))n est une suite de polynômes convergeant unifor-
mément vers x 7→ g(−x) = g(x). Ainsi, Qn = Pn(X) + Pn(−X)

2 pour n ∈ N constitue une suite de
polynômes convergeant uniformément vers g sur [−1, 1] donc a fortiori sur [0, 1] donc vers f . On conclut
en remarquant que Qn est un polynôme en X2.

3. D’après le théorème de Weierstraß, il existe une suite de polynômes (Pn)n convergeant uniformément
vers f sur [0, 1]. Considérons la base d’interpolation de Lagrange

Li(X) =
n∏

j ̸=i,j=1

X − aj
ai − aj

, 1 ≤ i ≤ n.

On pose alors pour k ∈ N

Qk(X) = Pk(X) +
n∑
i=1

(f(ai)− Pk(ai))Li(X).

Alors ∀1 ≤ i ≤ n,Qk(ai) = f(ai). De plus,

∥f −Qk∥∞ ≤ ∥f − Pk∥∞ +
n∑
i=1
|f(ai)− Pk(ai)|∥Li∥∞ ≤ ∥f − Pk∥∞

(
1 +

n∑
i=1
∥Li∥∞

)
−→
k→+∞

0.

On a le résultat voulu.

Exercice 11. On souhaite généraliser le théorème de Weierstraß en le suivant : toute fonction continue
et 2π-périodique est limite uniforme de polynômes trigonométriques. Le théorème de Fejér donne une
réponse. L’exercice propose une preuve orienté vers ce corollaire. On laissera le cas général au lecteur.
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On parle dans la suite, sans le dire, de la théorie des séries de Fourier. Nous ne rentrons pas dans les
détails, c’est un prétexte pour faire des séries de fonctions. Soit f ∈ C0(R,C). On suppose que f est
2π-périodique. Pour tout k ∈ Z, on note ek : x ∈ R→ eikx ∈ C. Pour tout n ∈ N on définit pour n ∈ N

cn(f) := 1
2π

∫ 2π

0
f(t)e−intdt, Sn :=

n∑
k=−n

ck(f)ek, Cn := 1
n+ 1

n∑
k=0

Sk.

Ce sont respectivement le n−ème coefficient de Fourier de f , la somme partielle de la série de Fourier
de f , la moyenne de Cesàro de la série de Fourier. On note aussi

S̃n :=
n∑

k=−n
ek, C̃n := 1

n+ 1

n∑
k=0

S̃k.

1. Calculer
∫ π

−π
C̃n pour tout n ∈ N.

2. Soit α ∈]0, π[. Montrer que (C̃n) converge uniformément vers 0 sur [−π, π]\[−α, α].
3. On pourra admettre cette question dans un premier temps. Montrer qu’une fonction continue sur

R et périodique est uniformément continue sur R.
4. Montrer que (Cn)n tend uniformément vers f .

Indication : on pourra montrer que ∀x ∈ R,∀n ∈ N, Cn(x) = 1
2π

∫ π

−π
f(t)C̃n(x − t)dt =

1
2π

∫ π

−π
f(x− t)C̃n(t)dt.

Corrigé :

1. Il est aisé de montrer que ∀k ∈ N,
1

2π
∫ π

−π ek = δk,0. Ainsi,

∀n ∈ N,
1

2π

∫ π

−π
S̃n(t)dt = 1

et
∀n ∈ N,

1
2π

∫ π

−π
C̃n(t)dt = 1.

2. D’abord, S̃n. Pour tout x ∈ R\2πZ, on a

∀n ∈ N, S̃n = e−inx
2n∑
k=0

(eix)k =
sin(n+ 1

2)x
sin(x2 ) = 1

sin(x2 )ℑ(ei(n+ 1
2 )x).

Or ∀n ∈ N,
n∑
k=0

sin(n+ 1
2)x

sin(x2 ) =
n∑
k=0

1
sin(x2 )ℑ(ei(k+ 1

2 )x) = 1
sin(x2 )ℑ

(
ei

x
2
ei(n+1)x − 1
eix − 1

)

= 1
sin(x2 )Im

(
ei

n+1
2 x sin(n+1

2 x)
sin(x2 )

)
=
(

sin(n+1
2 x)

sin(x2 )

)2

.

De fait,

∀n ∈ N, C̃n(x) = 1
n+ 1

(
sin(n+1

2 x)
sin(x2 )

)2

.

On en déduit donc que

∀α ∈]0, π[,∀n ∈ N,∀x ∈ [−π, π]\[−α, α], |C̃n(x)| ≤ 1
(n+ 1) sin2(α/2) .

Donc la série de fonctions converge uniformément.
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3. Disons T > 0, la période. Fixons ε > 0. Par le théorème de Heine, f est uniformément continue sur
le segment [−T, 2T ] : il existe donc η > 0,∀x, y ∈ [−T, 2T ], |x − y| ≤ η =⇒ |f(x) − f(y)| ≤ ε. On
peut supposer η ≤ T (si η > T , la propriété est vraie pour T en particulier). Soit donc x, y tel que
|x − y| ≤ η. x est alors compris entre kT et (k + 1)T pour un certain k. Alors x′ = x − kT ∈ [0, T ].
Puisque |x − y| ≤ η ≤ T , on a y′ := y − kT ∈ [−T, 2T ]. Puisque |x′ − y′| = |x − y| ≤ η et que
x′, y′ ∈ [−T, 2T ], on a |f(x′)− f(y′)| ≤ ε. Mais f(x′) = f(x), f(y′) = f(y) donc |f(x)− f(y)| ≤ ε.

4. Déjà, on remarque que

∀x ∈ R,∀n ∈ N, Sn(x) = 1
2π

n∑
k=0

(∫ π

−π
f(t)e−iktdt

)
eikx = 1

2π

∫ π

−π
f(t)S̃n(x− t)dt.

Ainsi, on en déduit
∀x ∈ R,∀n ∈ N, Cn(x) = 1

2π

∫ π

−π
f(t)C̃n(x− t)dt.

Par le changement de variable u = x− t et la 2π-périodicité de l’intégrande, on a

∀x ∈ R, ∀n ∈ N, Cn(x) = 1
2π

∫ π

−π
f(t)C̃n(x− t)dt = 1

2π

∫ π

−π
f(x− t)C̃n(t)dt.

Soit ε > 0. Par la question précédente, il existe η > 0 tel que ∀x, y ∈ R, |x− y| ≤ η =⇒ |f(x)− f(y)| ≤ ε.
On peut supposer que η < π. Une fonction continue périodique étant bornée, notons M un majorant de
|f |. Alors ∀x ∈ R,∀n ∈ N

|f(x)− Cn(x)| =
∣∣∣∣ 1
2π

∫ π

−π
((f(x− t)− f(x))C̃n(t)dt

∣∣∣∣
≤ 1

2π

∫
α≤|t|≤π

2MC̃n(t)dt+ 1
2π

∫ α

−α
εC̃n(t)dt

≤ 2M
2π

∫
α≤|t|≤π

C̃n(t)dt+ ε.

La convergence uniforme de (C̃n)n assure que l’intégrale est bornée par ε à partir d’un certain rang. On
a la convergence uniforme voulue.

Exercice 12. Déterminer quelles sont les fonctions continues de [0, 1] dans R qui sont limite uniforme
sur [0, 1] d’une suite de fonctions polynômiales strictement croissantes.

Corrigé : Ce corrigé présuppose la connaissance des polynômes de Bernstein.
Déjà, si f est une telle fonction, alors f est croissante car la monotonie est une propriété qui passe à la

convergence simple (donc uniforme aussi). Réciproquement, soit f une fonction continue croissante sur [0, 1] et
considérons pour n ∈ N :

Bn(f) =
n∑
k=0

(
n

k

)
f

(
k

n

)
Xk(1−X)n−k.

Alors la suite de fonctions B̃n(f) : x 7→ Bn(f)(x) converge uniformément vers f . Il s’agit donc de montrer que
B̃n(f) est une fonction croissante pour tout n ∈ N. Soit x ∈ [0, 1]. Alors

[Bn(f)]′(x) =
n∑
k=1

(
n

k

)
f

(
k

n

)
kxk−1(1− x)n−k −

n−1∑
k=0

(
n

k

)
f

(
k

n

)
(n− k)xk(1− x)n−k−1.

La formule des chefs 1 assure que k
(
n

k

)
= n

(
n− 1
k − 1

)
et donc

(n− k)
(
n

k

)
= n

(
n

k

)
− n

(
n− 1
k − 1

)
= n

(
n− 1
k

)
1. ou du capitaine, du roi, ...
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et ce pour tout k, n entier (on convient que pour tout n ∈ N,
(
n

k

)
est nul lorsque k /∈ [[0, n]]). Ainsi, on a

[Bn(f)]′(x) = n
n∑
k=1

(
n− 1
k − 1

)
f

(
k

n

)
xk−1(1− x)n−1−(k−1) −

n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
f

(
k

n

)
xk(1− x)n−1−k

= n
n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
f

(
k + 1
n

)
xk(1− x)n−1−k −

(
n− 1
k

)
f

(
k

n

)
xk(1− x)n−1−k

= n
n−1∑
k=0

(
n− 1
k

)
xk(1− x)n−1−k

(
f

(
k + 1
n

)
− f

(
k

n

))
︸ ︷︷ ︸

≥0

≥ 0

par croissance de f . Ainsi, Bn(f) est croissante.

Maintenant, considérons Pn = X

n
+Bn(f). Alors Pn converge uniformément vers f sur [0, 1] car

∥Pn − f∥∞ ≤ ∥Bn − f∥∞ + 1
n

et Pn induit une fonction strictement croissante ce qui conclut.

Exercice 13. Soit n ∈ N∗. On définit fn : x ∈ R\{±1} 7→ xn

1− xn ∈ R et f(x) =
∑
n≥1

fn(x) s’il y a

existence.
1. Déterminer le plus grand intervalle I où f est défini. Est-elle continue ? Dérivable ?
2. Établir un équivalent en 1−.
3. Montrer que

∀x ∈ I, f(x) =
+∞∑
n=1

d(n)xn

où d(n) désigne le nombre de diviseurs positifs de n.

Corrigé :

1. Si |x| < 1, alors |fn(x)| ∼
n→+∞

|x|n donc par comparaison de séries à terme général positif, f(x) existe. Si
|x| = 1, fn(x) n’est pas défini, et ce pour tout n et si |x| > 1, f(x) diverge grossièrement.
Montrons donc que f est continue puis dérivable sur ]− 1, 1[. Soit a ∈]0, 1[. Alors pour tout x ∈ [−a, a],
on a

|fn(x)| ≤ an

1− an = fn(a).

Or,
∑

fn(a) converge donc on a la convergence normale de f sur [−a, a]. fn étant continue pour tout n
sur ] − 1, 1[, par le théorème de continuité des séries de fonctions, f est continue sur [−a, a] pour tout
a ∈]0, 1[ donc sur ]− 1, 1[. De plus, pour tout x ∈ [−a, a],

|f ′
n(x)| =

∣∣∣∣∣ nxn−1

(1− xn)2

∣∣∣∣∣ ≤ nan−1

(1− an)2 ∼
n→+∞

nan−1 = on→+∞(1/n2).

Ainsi,
∑

f ′
n converge normalement sur [−a, a] donc par le théorème de dérivation des séries de fonctions,∑

fn convergeant simplement vers f , f est de classe C1 sur [−a, a] et ce pour tout a ∈]0, 1[.
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2. Il faut penser à la comparaison série-intégrale. Soit x ∈]0, 1[. Alors φ : t ∈ R+∗ 7→ xt

1− xt est continue
décroissante en tant que produit de fonctions continues positives décroissantes. Ainsi, on a 2

∫ n+1

n

xt

1− xtdt ≤
xn

1− xn ≤
∫ n

n−1

xt

1− xtdt

pour tout n ≥ 2. En sommant, par Chasles, on a, pour tout N ≥ 2,

∫ N+1

2

xt

1− xtdt ≤
N∑
n=2

xn

1− xn ≤
∫ N

1

xt

1− xtdt.

Réalisons le changement de variable u = xt = exp(t ln(x)) dans les intégrales sur [α, β]. On a alors
du = ln(x)xtdt et on a ∫ β

α

xt

1− xtdt =
∫ xβ

xα

u

1− u
1

u ln(x)du = 1
ln(x) [ln(1− u)]x

β

xα .

On prend α = 1 et on fait tendre β vers +∞ ce qui donne (car x ∈]0, 1[)∫ +∞

1

xt

1− xtdt = ln(1− xα)
ln(x)

Mais en notant x = 1 + h

1− xα = 1− (1 + h)α = 1− 1− hα+ o(h) = α(1− x) + ox→1(1− x).

Ainsi,
ln(1− xα) = ln(1− x) +O(1)

donc ln(1 − xα) ∼
x→1

ln(1 − x). Puisque ln(x) ∼
x→1

x − 1, par quotient d’équivalent,
∫ +∞

1

xt

1− xtdt ∼x→1
ln(1− x)
x− 1 . Ainsi, par encadrement, on a

f(x) ∼
x→1

ln(1− x)
x− 1 .

3. On a, pour n ≥ 1 et |x| < 1
xn

1− xn = xn
+∞∑
k=0

xk =
+∞∑
k=0

xnk.

Or,
N∑
k=0
|x|nk converge donc la famille (xnk)(n,k)∈N∗×N∗ est sommable. En vertu du théorème de sommation

par paquets, puisque 3

N∗ × N∗ =
⊔
p∈N∗
{(n, k) ∈ N∗ × N∗ : nk = p}︸ ︷︷ ︸

=:Ep

,

on a

f(x) =
+∞∑
n=1

+∞∑
k=1

xnk =
∑

(n,k)∈N∗×N∗

xnk =
∑
p∈N∗

∑
(n,k)∈Ep

xnk =
+∞∑
p=1

∑
(n,k)∈Ep

xp =
+∞∑
p=1

xp Card(Ep)︸ ︷︷ ︸
=d(p)

.

2. en pratique, un dessin suffira aux oraux mais assurez-vous de savoir le démontrer rigoureusement
3. justifions-le. L’inclusion de droite à gauche est triviale. De gauche à droite, si je me donne (n, k) ∈ N∗ ×N∗, alors (n, k) ∈ Enk

donc il existe p tel que (n, k) ∈ Ep (on prend p = nk) et la réunion est clairement disjointe.
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Chapitre 3

Intégration

Exercice 14. 1. Montrer le théorème suivant :

Théorème 3.1. Soit f une fonction C1 sur R telle que f ′ ∈ L1(]1,+∞[). Alors
∫ +∞

1
f(t)dt

et
∑
n≥0

f(n) ont la même nature.

Remarque : on pourra remplacer
∫ +∞

1
f(t)dt converge par

(∫ n

1
f(t)dt

)
n

converge, plus simple à
montrer et suffisant pour la suite.

2. Étudier la nature des séries suivantes :∑
n≥1

sin(
√
n)

n
.a)

∑
n≥1

cos(ln(n))
n

.b)

3. Soit α > 0. Montrer que la série
∑
n≥1

ein
1/2

nα
converge si, et seulement si α > 1/2 (Le sens direct est

dur).

La suite est culturelle. Avec une formule du type Euler-Maclaurin, on peut démontrer le théorème
suivant

Théorème 3.2. Soit p ∈ N≥2. Soit f ∈ Cp([0,+∞[) telle que f et ses dérivées jusqu’à
p− 1 tendent vers 0 à l’infini et que f (p) soit intégrable sur R+. Alors

∑
f(n) converge si,

et seulement si,
∫+∞

0 f(t)dt converge.

Corollaire 3.3. Soit α > 0, β ∈]0, 1[. La série
∑
n≥1

ein
β

nα
converge si, et seulement si α+β > 1

Corrigé :

1. Soit F : x ∈]0,+∞[ 7→
∫ x

0
f(t)dt. Alors F ∈ C2(]0,+∞[) et par le théorème de Taylor avec reste intégral,
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pour tout n > 0,

F (n+ 1)− F (n) = F ′(n) +
∫ n+1

n
(n+ 1− t)F ′′(t)dt

ce qui s’écrit ∫ n+1

n
f(t)dt− f(n) =

∫ n+1

n
(n+ 1− t)f ′(t)dt.

Ainsi, ∣∣∣∣∫ n+1

n
f(t)dt− f(n)

∣∣∣∣ ≤ ∫ n+1

n
|n+ 1− t|︸ ︷︷ ︸

≤1

|f ′(t)|dt ≤
∫ n+1

n
|f ′(t)|dt.

Ainsi, ∑
n≥0

∫ n+1

n
f(t)dt− f(n)

converge absolument donc elle converge. Ainsi,
∑

f(n) converge si, et seulement si la suite
(∫ n

1
f(t)dt

)
converge. On va alors montrer que c’est équivalent à la convergence de

∫+∞
1 f(t)dt.

⇐= C’est évident. Si F (x) converge en +∞ quand x→ +∞, alors la suite (F (n))n converge.
=⇒ Soit x réel. Alors ∫ x

1
f(t)dt =

∫ ⌊x⌋

1
f(t)dt+

∫ x

⌊x⌋
f(t)dt.

Or, l’intégrale
∫ ⌊x⌋

1
f(t)dt converge lorsque x → +∞ ce qui entraine que

∑
f(n) converge donc

f(n) tend vers 0 quand n→ +∞. f ′ étant intégrable, nécessairement, f(t) converge quand t→ +∞
vers 0 donc

∫ x

⌊x⌋
f(t)dt converge 1. Ainsi,

∫ +∞

1
f(t)dt converge.

2. (a) On regarde f : x ∈ [1,+∞[ 7→ sin(
√
x)/x. Elle est dérivable sur R+∗ de dérivée

∀x > 0, f ′(x) =
1

2
√
x

cos(
√
x)x− sin(

√
x)

x2 = 1
2x2 (

√
x cos(

√
x)− 2 sin(

√
x)).

Au voisinage de +∞, cette fonction est intégrable car
√
x cos(

√
x)−2 sin(

√
x) ∈ O(

√
x) donc f ′(x) ∈

O(x−3/2). La continuité sur [1,+∞[ assure donc l’intégrabilité de f ′. Ainsi,

∑
n≥1

sin(
√
n)

n
et
(∫ n

1

sin(
√
x)

x
dx
)
n

ont la même nature. Soit n > 0. Un changement de variable indique que

∫ n

1

sin(
√
x)

x
dx = 2

∫ n2

1

sin(u)
u

< +∞.

(c’est classique. Faites une IPP). La série converge.

(b) On regarde g : x ∈ [1,+∞[ 7→ cos(ln(x))
x

. Elle est dérivable sur R+∗ de dérivée

∀x > 0, g′(x) = − sin(ln(x))− cos(ln(x))
x2

1. c’est un petit exercice. Il suffit de passer aux ε pour conclure rapidement. Pour x assez grand, l’intégrale est plus petite que
ε(x − ⌊x⌋) ≤ ε.
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intégrable au voisinage de +∞, continue sur [1,+∞[. Elle est donc intégrable sur [1,+∞[. Ainsi, la
série converge si, et seulement si

(∫ n

1

cos(ln(x))
x

dx
)
n

converge. On réalise le changement de variable

u = ln(x) ce qui donne du = 1
x

dx. Ainsi,

∫ n

1

cos(ln(x))
x

dx =
∫ ln(n)

0
cos(x)dx.

Ainsi, la série diverge.

3. On changera β = 1/2 juste après. Notons f : t ∈]0,+∞[ 7→ eit
β

tα
. Alors f est clairement de classe C1 sur

R+∗ et
∀t > 0, |f ′(t)| =

∣∣∣∣∣βitβ−1eit
β

tα
− eit

β

tα+1

∣∣∣∣∣ ≤ β

t1+α−β + 1
tα+1 .

Puisque β est strictement positif, f ′ est intégrable sur ]1,+∞[ dès que 1 + α− β > 1 c’est-à-dire α > β.

Ainsi, le théorème s’applique. La série
∑
n≥1

ein
β

nα
converge si, et seulement si,

(∫ n

1

eit
β

tα
dt
)
n

converge. Or, par le changement de variable u = tβ puis par intégration par parties, on a, en notant
γ = α+ β − 1 ∫ n

1

eit
β

tα
dt =

∫ nβ

1

eiu

uα/β
1

βu1−1/β du

= 1
β

∫ nβ

1

eiu

u(α+β−1)/β du

= 1
β

[1
i

eiu

uγ

]nβ

1
+
∫ nβ

1

γ

i

eiu

uγ+1 du


donc ∫ n

1

eit
β

tα
dt = 1

β

[1
i

eiu

uγ

]nβ

1
+
∫ nβ

1

γ

i

eiu

uγ+1 du

 (3.1)

donc converge dès que γ > 0. Ainsi, on impose α > β et α+ β > 1.
Ainsi, lorsque β = 1

2, la série converge lorsque α > 1
2. Si α ≤ 1

2, f ′ n’est plus intégrable donc il faut être
plus fin. Ici, f étant C2, on pourrait écrire un Taylor avec reste intégral un cran plus loin :

∀n ∈ N∗,

∣∣∣∣∫ n+1

n
f(t)dt− f(n)− f ′(n)

2

∣∣∣∣ ≤ ∫ n+1

n

∣∣∣∣∣(n+ 1− t)2

2

∣∣∣∣∣︸ ︷︷ ︸
≤1

f ′′(t)dt

et ici, par Leibniz

f ′′(t) = −e
i
√
t

4tα+1 + ot→+∞

( 1
tα+1

)
donc f ′′ est intégrable. Ainsi, en raisonnant comme avant,

∑∣∣∣∣∫ n+1

n
f(t)dt− f(n)− f ′(n)

2

∣∣∣∣
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converge. Or, f ′(n) = iei
√
n

2nα+1/2 − α e
i
√
n

n1+α

donc le résultat dans le cas « α > 1/2 s’applique ici pour assurer

la convergence de
∑

f ′(n). Ainsi,
∑∣∣∣∣∫ n+1

n
f(t)dt− f(n)

∣∣∣∣ converge donc
∑

f(n) et
∫ +∞

1
f(t)dt ont la

même nature. Vu l’équation (8.1), on a la divergence de
∫ +∞

1
f(t)dt donc la série diverge dans le cas

α ≤ 1/2.

Exercice 15. 1. Donner le domaine de définition de Γ. On le note D.
2. Montrer que Γ est de classe C∞. On explicitera la valeur de Γ(k), pour k ∈ N.
3. Montrer que Γ(1) = 1. On dira que Γ vérifie la propriété (1).
4. Montrer que ∀x > 0,Γ(x + 1) = xΓ(x). Dans la suite, on dira que Γ vérifie la propriété (2). En

déduire la valeur de Γ(n+ 1).
5. Montrer que ln Γ est convexe. Dans la suite, on dira que Γ vérifie la propriété (3).
6. Soit f , une fonction strictement positive sur D vérifiant les propriétés (1), (2), (3). On pose g = ln f .

(a) Montrer que x 7→ g(x)− ln Γ(x) est 1-périodique.
(b) Montrer que ∀n ∈ N, g(n) = ln Γ(n).
(c) Montrer que f = Γ.

Corrigé : Dans toute la suite, on notera hx(t) = tx−1e−t.

1. Au voisinage de 0, hx(t) ∼
t→0

1
t1−x Or l’étude des intégrale de Riemann nous indique que t 7→ 1

t1−x est
intégrable en 0 dès lors que x > 0. Par ailleurs, t2hx(t) −→

t→+∞
0. Ainsi, comme hx est continue sur R, on

en déduit que Γ est bien définie dès lors que x > 0.

2. • ∀t > 0, x 7→ hn(t, x) ∈ C∞(R+∗) : ∀t > 0,∀x > 0, ∂
nhx
∂xn

(t, x) = lnn(t)tx−1e−t.

• Pour tout x > 0, pour tout n ∈ N, t 7→ ∂nhx
∂xn

(t, x) est continue par morceaux sur R+∗.
• Domination : Soit (a, b) tels que 0 < a < 1 < b < +∞. Alors :

∀n ∈ N,∀x ∈ [a, b],∀t > 0, | lnn(t)|tx−1e−t ≤ | lnn(t)|e−t × (ta−1 + tb−1) := gn(t).

Il suffit de montrer que gn est intégrable ce qui est le cas car elle est continue, et par croissances
comparées, elle est intégrable en 0 et +∞.

Par le théorème de dérivation sous le signe intégral, j’ai :

Γ ∈ C∞, ∀x > 0,Γ(n)(x) =
∫ +∞

0

∂nhx
∂xn

(t, x)dt =
∫ +∞

0
lnn(t)tx−1e−tdt.

3. Γ(1) =
∫ +∞

0
e−tdt = 1.

4. Soit 0 < a < b, deux réels. Alors :∫ b

a
txe−tdt = [−txe−t]ba + x

∫ b

a
tx−1e−tdt.

Le crochet tend vers 0 quand a→ 0, b→ +∞. Or, pour x > 0, l’intégrale de droite converge vers xΓ(x).
L’égalité passe donc la limite en :

Γ(x+ 1) = xΓ(x).
Une simple récurrence nous dit donc que :

Γ(n+ 1) = n!
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5. Par la question 2, nous savons que pour x > 0 :

|Γ′(x)| ≤
∫ +∞

0
| ln(t)|tx−1e−tdt =

∫ +∞

0
| ln(t)|t

x−1
2 e−t/2t

x−1
2 e−t/2dt.

J’utilise donc Cauchy-Schwarz :

|Γ′(x)| ≤
√∫ +∞

0

(
| ln(t)|tx−1

2 e−t/2
)2

dt
√∫ +∞

0

(
t

x−1
2 e−t/2

)2
dt

Je développe le carré, et j’ai au final :

|Γ′(x)| ≤
√∫ +∞

0
ln2(t)tx−1e−tdt

√∫ +∞

0
tx−1e−tdt = Γ′′(x)Γ(x).

D’où :
Γ′′(x)Γ(x)− (Γ′(x))2 > 0

Par ailleurs,

ln(Γ)′′ = Γ′′Γ− Γ′2

Γ2 > 0

Donc ln Γ est convexe.
6. (a)

∀x > 0, ln(Γ(x+ 1)) = ln(x) + ln(Γ(x)) ; ∀x > 0, ln(f(x+ 1)) = ln(x) + ln(f(x))
D’où :

∀x > 0, (ln(Γ)− g)(x+ 1) = (ln(Γ)− g)(x).
C’est la 1-périodicité.

(b) Comme (ln(Γ)− g)(1) = 0, par une récurrence immédiate, j’ai :

∀n ∈ N, g(n) = ln(Γ(n)).

(c) Alors pour tout x > 0, on a g(x + 1) = g(x) + ln(x) (⋆). Il suffit de montrer que ln ◦Γ = g sur
]0, 1[. Fixons n ∈ N∗. Par convexité de g et par le lemme des pentes croissantes, sur n ≤ n + 1 ≤
n+ 1 + x ≤ n+ 2 avec x ∈]0, 1[, on a

g(n+ 1)− g(n) ≤ g(n+ 1 + x)− g(n+ 1)
x

≤ g(n+ 2)− g(n+ 1).

Par (⋆), on a
ln(n) ≤ g(n+ 1 + x)− g(n+ 1)

x
≤ ln(n+ 1)

ce qui donne

x ln(n) ≤ g(n+ 1 + x)− ln(n!) ≤ x ln(n+ 1) = x ln(n) + x ln
(

1 + 1
n

)
.

Par ailleurs, en itérant (⋆) par récurrence, on a g(n + 1 + x) = g(x) + ln
(

n∏
i=0

(x+ i)
)

. On obtient

donc
0 ≤ g(n+ 1 + x)− ln(n!nx) ≤ x ln

(
1 + 1

n

)
ce qui donne

0 ≤ g(x)− ln

 n!nx
n∏
i=0

(x+ i)

 ≤ x ln
(

1 + 1
n

)
−→

n→+∞
0.
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Ainsi, g est uniquement déterminé par

g(x) = lim
n→+∞

ln

 n!nx
n∏
i=0

(x+ i)

 .
Par continuité de exp, on a donc

f(x) = lim
n→+∞

n!nx
n∏
i=0

(x+ i)

donc on a bien unicité de f vérifiant (a), (b) et (c) donc comme Γ satisfait ces propriétés, f = Γ et
on a de surcroît

Γ(x) = lim
n→+∞

n!nx
n∏
i=0

(x+ i)

constituant la formule d’Euler.

Exercice 16. On souhaite montrer que
∫
R
e−x2/2dx =

√
2π. En considérant f(x) =

∫ 1

0

e−x2(t2+1)

t2 + 1 dt et

F (x) =
∫ x

0
e−t2dt, retrouver la valeur de l’intégrale de Gauss.

Corrigé : Déjà, il est clair que x 7→ e−x2 est intégrable sur R. Soit f : (x, t) ∈ [0,+∞[×[0, 1] 7→ e−(t2+1)x2

t2 + 1 ∈
R. Pour tout x ∈ R, t 7→ f(x, t) est continue par morceaux. De plus,

∀t ∈ [0, 1], x 7→ f(x, t) ∈ C1(R+) , ∀x ≥ 0,∀t ∈ [0, 1], ∂f
∂x

(x, t) = −2xe−x2(t2+1).

Or, pour tout t ∈ [0, 1], ∀x ≥ 0,−2xe−x2(t2+1) ≤ −2xe−x2 . Or, ∀x ≥ 0, x ≤ ex
2 donc la dérivée partielle en x

de f est dominée par 2. Par le théorème de dérivation sous le signe intégral,

∀x ≥ 0, F ′(x) = −2x
∫ 1

0
e−x2(t2+1)dt = −2xe−x2

∫ 1

0
e−(tx)2dt =

u=xt
−2e−x2

∫ x

0
e−u2du = −2f ′(x)f(x).

En intégrant, on a donc
∀x ≥ 0, F (x)− F (0) = −f2(x) + f2(0)

ce qui donne ∀x ≥ 0, F (x) = π

4 − f
2(x). Par ailleurs,

∀x ≥ 0, 0 ≤ F (x) ≤ e−x2
∫ 1

0

dt
1 + t2

−→
x→+∞

0.

Ainsi, ∫ +∞

0
e−u2du =

√
π

4 =
√
π

2
car f est positive. En réalisant le changement de variable u = x/

√
2, on a donc∫ +∞

0
e−x2/2dx =

√
2π
2

et par parité, on a ∫
R
e−x2/2dx =

√
2π.
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Exercice 17. Soit F : x ∈ R+ 7→
∫ +∞

0
f(x, t)dt avec f : (x, t) ∈ R× R 7→ sinc(t)e−xt. Montrer que

1. sinc n’est pas intégrable.
2. F est bien définie
3. F admet une limite en +∞
4. F est de classe C1 sur R+∗

5. F (0) = π

2 .

Corrigé :
1. Soit n ∈ N.∫ nπ

0

∣∣∣∣sin(t)
t

∣∣∣∣ dt =
n−1∑
k=0

∫ (k+1)π

kπ

∣∣∣∣sin(t)
t

∣∣∣∣ dt ≥ n−1∑
k=0

1
(k + 1)π

∫ (k+1)π

kπ
| sin(t)|dt =

n−1∑
k=0

2
(k + 1)π −→

n→+∞
+∞.

2. Pour tout x ∈ R+, f(x, ·) est continue sur R+. Par ailleurs, au voisinage de +∞, lorsque x ̸= 0, on
a t2sinc(t)e−xt −→

t→+∞
0 donc par comparaison, f(x, ·) est intégrable au voisinage de +∞ ce qui assure

l’existence de F sur ]0,+∞[. Il reste la convergence de f(0, ·) en +∞ pour conclure. Pour cela,∫ A

1
sinc(t)dt =

[− cos(t)
t

]A
1︸ ︷︷ ︸

−→
A→+∞

0+cos(1)

−
∫ A

1

cos(t)
t2

dt. (3.2)

Or l’intégrale résiduelle converge absolument donc
∫ A

1
sinc(t)dt admet une limite finie quand A→ +∞.

3. sinc est bornée par 1 donc par inégalité triangulaire,

|F (x)| ≤
∫ +∞

0
|sinc(t)||e−xt|dt ≤ 1

x
−→
x→+∞

0.

4. On souhaite utiliser le théorème de Leibniz. Pour cela, on a
(a) Soit x ∈ R+∗. t 7→ f(t, x) est intégrable sur R+ (continue sur R+ et intégrable en +∞).
(b) ∀t ∈ R+, x 7→ f(t, x) ∈ C1(R. ∀t ∈ R+, ∀x ∈ R+∗

∂f

∂x
(t, x) = −tsinc(t)e−xt.

(c) Domination :
∀t ∈ R+,∀a ∈ R+∗,∀x ∈]a,+∞[,

∣∣∣∣∂f∂x
∣∣∣∣ ≤ tsinc(t)e−at ∈ L1(R+).

Par le théorème de dérivation sous le signe intégral, F est de classe C1 sur ]a,+∞[ pour tout a > 0
donc sur ]0,+∞[ et

∀x ∈ R+∗, F ′(x) = −
∫ +∞

0
sin(t)e−xtdt.

5. On a par la ligne précédente,

∀x ∈ R+∗, F ′(x) = −
∫ +∞

0
sin(t)e−xtdt

= −ℑ
(∫ +∞

0
e(i−x)tdt

)
= −ℑ

( −1
i− x

)
= −1

1 + x2 .
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Ainsi, il existe C réel tel que ∀x > 0, F (x) = − arctan(x) + C. Puisque F (x) −→
x→+∞

0, l’égalité passe à

la limite et C = π

2 . Ainsi, si la limite de x → 0 de F (x) existe, alors, (⋆) lim
x→0+

F (x) = π

2 et c’est ce

qu’on voulait. Pour cela, on va utiliser le théorème de convergence dominée. Soit G : x ∈ R+ 7→
∫ x

0
sinc

la primitive de sinc s’annulant en 0. G est bornée en tant que fonction continue sur R+ ayant une limite
finie en 0 et en +∞. Alors pour tout A > 0, pour tout x ∈ R+∗,∫ A

0
sinc(t)e−xtdt =

[
G(t)e−xt

]A
0

+
∫ A

0
xe−xtG(t)dt.

On fixe x ∈ R+∗. G étant bornée, la convergence du crochet et de l’intégrale est du même acabit que
l’équation 3.2 et on a finalement

∀x > 0, F (x) = 0 +
∫ +∞

0
xe−xtG(t)dt.

L’application u = xt est C1 bijectif de R+ dans lui-même. Le théorème de changement de variable nous
assure alors

∀x > 0, F (x) =
∫ +∞

0
e−uG

(
u

x

)
du.

(a) Soit x > 0. u 7→ e−uG
(
u
x

)
est continue par morceaux sur R+.

(b) Soit u ∈ R+. e−uG

(
u

x

)
−→
x→0+

e−uF (0).

(c) Domination : ∀u ∈ R+,∀x ∈ R+∗,

∣∣∣∣e−uG

(
u

x

)∣∣∣∣ ≤ e−u∥G∥∞ ∈ L1(R+).

Par le théorème de convergence dominée, on a donc bien

F (x) −→
x→0+

∫ +∞

0
e−uF (0)du = F (0).

Ainsi, dans (⋆), on a F (0) = π

2 ce qui signifie que

∫ +∞

0

sin(t)
t

dt = π

2 .

Exercice 18. Donner un équivalent quand t→ +∞ de

I(t) =
∫ 1

0
cos(x) exp(it cosh(x))dx.

Corrigé : Lorsque t → +∞, la quantité t cosh(x) est très grande donc exp(it cosh(x)) oscille très vite. Le
lemme classique de Riemann-Lebesgue nous mets sur la voie sur le fait que l’intégrale va être petite lorsque
t→ +∞. Pour autant, lorsque x est proche de 0, cosh(x) varie peu (sa dérivée est nulle) donc l’effet oscillant
(permettant la convergence vers 0) se trouve atténué. Ainsi, c’est au voisinage de 0 que l’intégrande a sa partie
la plus prépondérante.

Étudions donc l’intégrande en 0. Par Taylor-Young, on a cosh(x) = 1 + x2

2 + ox→0(x2). Ainsi, on a

cosh(x)− 1 ∼
x→0

x2

2 .

Il est de bon goût de poser le changement de variable y =
√

2(cosh(x)− 1) = 2 sinh(x/2) (et on s’aliène tout de
suite du 2 devant sinh) qui est bien C1 bijectif de [0, 1] dans [0, sinh(1/2) =: a]. Alors cosh(x) = 2 sinh2(x/2)+1,
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cosh(x/2) =
√

1 + sinh2(x/2), dy = cosh(x/2)
2 dx et par le théorème de changement de variable,

I(t) =
∫ a

0

cos(2argsinh(y))√
1 + y2︸ ︷︷ ︸

=:h(y)

e2ity22eitdy.

h a été créé pour peu contribuer donc on a bon espoir que

I(t) ∼
t→+∞

2eit
∫ a

0
e2ity2dy.

Avant d’estimer l’écart, assurons-nous déjà à quel ordre nous devons faire nos contrôles. Par le changement
de variable x = 2ty2, on voit immédiatement que∫ a

0
e2ity2dy = 1

2
√

2t

∫ 2ta2

0

eix√
x

dx

et
∫ +∞

0

eix√
x

dx converge (en 0, c’est trivial. En +∞, c’est une intégration par parties : assurez-vous de savoir

le faire). Ainsi, si on trouve des contrôles de l’ordre de 1
t

par exemple, on est sur la bonne voie. Considérons
maintenant H(t) égal à I(t) sans le facteur 2eit et regardons

H(t)−
∫ a

0
e2ity2dy =

∫ a

0
(h(y)− 1)e2ity2dy.

Pour contrôler ce genre d’intégrale, une intégration par parties est une bonne idée pour mettre en exergue
les oscillations. On aimerait intégrer l’exponentielle mais le y2 est gênant. Par contre, avec un y devant, cela
change la donne.

H(t)−
∫ a

0
e2ity2dy =

∫ a

0
(h(y)− 1)e2ity2dy =

∫ a

0

h(y)− 1
y︸ ︷︷ ︸
h̃

ye2ity2dy

et h̃ est clairement de classe C1 sur R en la prolongeant convenable en 0. Par intégration par parties, on
obtient donc

H(t)−
∫ a

0
e2ity2dy = 1

4it
[
h̃(y)e2ity2]a

0︸ ︷︷ ︸
bornée en t

− 1
4it

∫ a

0
h̃′(y)e2ity2dy︸ ︷︷ ︸
|·|≤a∥h̃′∥∞

= O(1/t).

(∥h̃′∥∞ <∞ par le théorème des bornes atteintes). Ainsi,

H(t) =
∫ a

0
e2ity2dy +O(1/t)

ce qui donne l’équivalent de H espéré et

I(t) ∼
t→+∞

Keit√
2t

avec K =
∫ +∞

0

eix

x
dx (Remarque : K vaut

√
πeiπ/4).

Exercice 19. Donner un équivalent quand t→ +∞ de

I(t) =
∫ 1

0

dx
(1 + x+ x2)t .

Corrigé : Le théorème de convergence dominée donne immédiatement que I(t) tend vers 0 quand t→ +∞.
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Pour trouver un équivalent, la recette est la suivante : déterminer là où l’intégrande est la plus « importante
» car c’est cette quantité qui régit l’intégrale. L’intégrande, ici, apporte sa contribution la plus importante en
0 (puisqu’elle est maximale en 0). On va donc réaliser un développement limité de l’intégrande en 0. On a

1
(1 + x+ x2)t = exp(−t ln(1 + x+ x2)) = exp(−t(x+ ox→0(x))) = exp(−tx+ ox→0(x))

donc on a envie de dire que I(t) est pas si loin de
∫ 1

0
exp(−tx)dx. Par un changement de variable,

∫ 1

0
exp(−tx)dx = 1

t

∫ t

0
e−udu ∼

t→+∞

1
t

puisque
∫ +∞

0
e−udu = 1.

Ainsi, on aura gagné si on arrive à montrer que

I(t) ∼
t→+∞

∫ 1

0
exp(−tx)dx.

Pour cela, contrôlons la différence. On a∣∣∣∣I(t)−
∫ 1

0
exp(−tx)dx

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
| exp(−t ln(1 + x+ x2))− exp(−tx)|dx

=
∫ 1

0
exp(−tx)| exp(−t ln(1 + x+ x2) + tx])− 1|dx

=
u=tx

1
t

∫ t

0
e−u

∣∣∣∣∣exp
(
−t
[
ln
(

1 + u

t
+ u2

t2

)
− u

t

])
− 1

∣∣∣∣∣ du.
Une banale étude de fonction montre que x 7→ ln(1 + x + x2) − x montre que cette quantité est positive sur

[0, 1] donc exp
(
−t
[
ln
(

1 + u

t
+ u2

t2

)
− u

t

])
− 1 est négative. On peut donc enlever les valeurs absolues en

mettant un signe − ce qui donne :

∣∣∣∣I(t)−
∫ 1

0
exp(−tx)dx

∣∣∣∣ ≤ 1
t

∫ t

0
e−u

(
1− exp

(
−t ln

(
1 + u

t
+ u2

t2

)
+ u

))
du

= 1
t

∫ +∞

0
e−u

(
1− exp

(
−t ln

(
1 + u

t
+ u2

t2

)
+ u

))
1[0,t](u)︸ ︷︷ ︸

=:ϕ(u)

du.

On applique maintenant le théorème de convergence dominée puisque ϕ est dominée par e−u, intégrable
sur [0,+∞[. Puisque ϕ tend vers 0 en +∞, on en déduit que, après application du théorème de convergence
dominée, ∣∣∣∣I(t)−

∫ 1

0
exp(−tx)dx

∣∣∣∣ = ot→+∞

(1
t

)
.

Ainsi,
I(t) ∼

t→+∞

1
t
.

Exercice 20. Montrer que pour tout n ∈ N∗, on a

Li(x) :=
∫ x

2

dt
ln(t) =

n∑
k=0

k!x
lnk+1(x)

+ ox→+∞

(
x

lnn+1(x)

)
.
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Corrigé : On réalise des intégrations par parties jusqu’à obtenir

Li(x) =
n−1∑
k=0

k!
[

t

lnk+1(t)

]x
2

+ n!
∫ x

2

1
lnn+1 .

On cherche un équivalent du dernier terme. Pour cela, « on dérive ce qui lentement vite et on intègre ce qui
bouge vite ». Ici, on dérive le ln et intègre 1. On obtient alors par intégration par parties∫ x

2

1
lnn+1 =

[
t

lnn+1(t)

]x
2

+ (n+ 1)
∫ x

2

1
lnn+2 .

Mais 1
lnn+2 ∈ o∞

1
lnn+1 et par divergence de l’intégrale, par le théorème d’intégration des relations de compa-

raisons, on a le résultat souhaité.

Exercice 21. Soit a ∈ R et g : [a,+∞[→ R de classe C1. On suppose que g ne s’annule pas en l’infini
et que

g′/g ∼
+∞

µ

x

pour µ ̸= 0, µ ̸= −1. On suppose que µ > −1. Montrer que∫ +∞

a
g diverge et

∫ x

a
g ∼
x→+∞

xg(x)
µ+ 1 .

(Si µ < −1, il y a convergence et
∫ +∞

x
g ∼
x→+∞

−xg(x)
µ+ 1 et le résultat se montre de la même manière).

Corrigé : Le théorème d’intégration des relations de comparaisons entraine∫ x

a

g′(t)
g(t) dt ∼

x→+∞
µ

∫ x

a

1
t
dt.

Ainsi, ln ◦g ∼
+∞

µ ln. Par définition, en fixant ε > 0 telle que µ − ε > −1, il existe A > a tel que ∀x ≥

A, ln(g(x)) ≥ (µ − ε) ln(x) ce qui donne g(x) ≥ xµ−ε. Ainsi,
∫ +∞

a
g diverge vers +∞. Par intégration par

parties, on trouve ∫ x

a
(g(t) + tg′(t))dt = xg(x)− ag(a).

Or, g(t) + tg′(t) ∼
t→+∞

g(t)(1 + µ). Par le théorème d’intégration des relations de comparaisons, sachant qu’on
est dans le cas divergent, on a bien

xg(x) ∼ (µ+ 1)
∫ x

a
g.

Exercice 22. Soit f ∈ C0(R). On note, lorsque c’est possible,

f̂(t) :=
∫ +∞

−∞
f(x)e−2iπtxdx.

Soit g : x ∈ R 7→ exp(−πx2). Montrer que g et ĝ vérifie la même équation différentielle. A l’aide de la
valeur de l’intégrale de Gauss, montrer que g = ĝ.

Corrigé : g est de classe C∞ et ∀x ∈ R, g′(x) = −2πxg(x). Soit donc (E) : y′(x) + 2πxy(x) = 0, x ∈ R.
Montrons que ĝ vérifie cette équation différentielle. Déjà, ĝ est définie sur R car ∀t ∈ R, x 7→ g(x)e−2iπtx

est continue sur R et est négligeable devant 1
x2 au voisinage de ±∞.

Montrons que g est de classe C1. Soit φ : (t, x) 7→ g(x)e−2iπtx.
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• Pour tout x ∈ R, φ(x, ·) est de classe C1(R) et on a

∀x ∈ R,∀t ∈ R,
∂φ

∂t
(t, x) = −2iπxφ(t, x).

• Pour tout t ∈ R, φ(t, ·) et ∂φ
∂t

(t, ·) sont continue sur R.

• Domination :
∀a > 0, ∀t ∈]− a, a[, ∀x ∈ R,

∣∣∣∣∂φ∂t (t, x)
∣∣∣∣ ≤ 2πxe−πx2 ∈ L1(R)

(le dernier fait par croissances comparées). Ainsi, par le théorème de dérivabilité des intégrales à para-
mètres, ĝ est de classe C1 sur ]− a, a[ pour tout a > 0 donc sur R et de surcroît, on a

∀x ∈ R, ∀t ∈ R, [ĝ]′ (t) =
∫ +∞

−∞
i−2πxg(x)︸ ︷︷ ︸

=(E)g′(x)

e−2iπtxdx.

Réalisons une intégration par parties. On va naturellement intégrer g′ et dériver l’exponentielle. On a
donc, ∫ +∞

−∞
ig′(x)e−2iπtxdx = i lim

a→−∞,b→+∞

[
g(x)e−2iπtx

]b
a︸ ︷︷ ︸

=0

+i22πt
∫ +∞

−∞
g(x)e−2iπtxdx = −2πtĝ(t).

Ainsi, on vient de montrer que ∀t ∈ R, [ĝ]′ (t) = −2πtĝ(t) donc ĝ vérifie (E).

Puisque g ne s’annule jamais, ĝ
g

est bien définie et mieux, elle est de classe C∞. On peut donc dériver
pour obtenir (

ĝ

g

)′
= [ĝ]′ g − ĝg′

g2 .

Or, puisque g et ĝ vérifie la même équation différentielle du premier ordre, on montre facilement que
[ĝ]′ g − ĝg′ = 0 et donc qu’il existe une constante C tel que ĝ = Cg(on pouvait aussi utiliser Cauchy-
Lipschitz...). On regarde en 0. Or,

g(0) = 1, ĝ(0) =
∫ +∞

−∞
g(x)e0dx.

On doit donc calculer
∫ +∞

−∞
e−πx2dx qui vaut 1 puisque

∫ +∞

−∞
e−x2/2dx =

√
2π. Ainsi, ĝ = g.

Remarque 3.1.
On a montré plusieurs choses ici. Avec notre convention de la transformée de Fourier, sous réserve
d’existence, en faisant l’abus de considérer f(t) par sa fonction,

•
[
f̂
]′

(t) = (−2iπ)t̂f(t)

• f̂ ′(t) = 2iπtf̂(t)
• La gaussienne est invariante à constante près par transformée de Fourier.
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Chapitre 4

Algèbre générale

Exercice 23. Soit G, un groupe non réduit à {0}.
1. On suppose que ∀x ∈ G, x2 = e. Montrer que G est abélien.
2. On veut montrer que si G est fini, G est isomorphe à (Z/ZZ)d pour un certain d. On propose deux

méthodes.
(a) Exhiber la forme des éléments de G. Conclure.
(b) Montrer qu’il existe une loi interne × de sorte que (Z/2Z,+,×) soit un corps. Conclure.

Corrigé :
1. Pour tout x ∈ G, x2 = e donc x = x−1. Soit donc x, y ∈ G. On a (xy)2 = e donc xyxy = e. En multipliant

à gauche par x−1 et à droite par y−1, on a yx = x−1y−1 = xy en vertu de la première remarque. G est
donc abélien.

2. (a) Déjà, en notant (x1, · · · , xn) les éléments de G, {x1, · · · , xn} génère G. On peut donc considérer
l’ensemble des parties génératrices de G et écrire celle de cardinal minimal (g1, · · · , gd). Tout élément
de G s’écrit par commutativité de G

G =
{

d∏
i=1

gαi
i : ∀1 ≤ i ≤ d, αi ∈ Z

}
.

Or tout élément de G est d’ordre 2 donc on peut se contenter de αi ∈ {0, 1} pour tout 1 ≤ i ≤ d
par division euclidienne de αi par 2. Ainsi,

G =
{

d∏
i=1

gαi
i : ∀1 ≤ i ≤ d, αi ∈ {0, 1}

}
.

Soit donc
φ : G → {0, 1}d

g 7→ {α1(g), · · · , αd(g)}

où g =
d∏
i=1

g
αi(g)
i en vertu de l’écriture de G précédente. φ est alors un isomorphisme (c’est clairement

un morphisme de groupe et admet une application inverse). De fait, G ≃ {0, 1}d ≃ (Z/2Z)d.
(b) Du fait que G soit abélien, on adopte la convention additive pour G. Il s’agit de la multiplication

standard de Z/nZ et pour cette multiplication, (Z/pZ,+,×) pour p premier est un corps. Il suffit
alors de montrer que G est un (Z/2Z)-espace vectoriel pour conclure. On prend la loi externe

· : Z/2Z×G → G
(n, x) 7→ nx

.
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On vérifie sans peine les propriétés d’espace vectoriel. G est donc un (Z/2Z)-espace vectoriel mais est
de cardinal fini donc en particulier de dimension finie. Notons d cette dimension. Alors G ≃ (Z/2Z)d
en tant qu’espace vectoriel donc en particulier en tant que groupes.

Exercice 24. Déterminer tous les groupes de cardinal inférieur à 7 à isomorphisme près.

Corrigé : Soit G un groupe, on lui met une loi additive.
1. De cardinal 1, il n’y a que {0} groupe ne contenant que le neutre.
2. De cardinal 2, soit 0 neutre de G et a l’autre élément. Alors a + a = a (absurde car alors a = e) ou
a+ a = e donc a est d’ordre 2. G est alors isomorphe à Z/2Z (on envoie a sur 2 et 0 sur 1).

3. De manière générale, si p est premier et G de cardinal G, alors G ≃ Z/pZ. En effet, soit x un élément
qui n’est pas le neutre de G. Son ordre divise p donc est p car ce n’est pas 1. Le sous-groupe engendré
par x est alors de cardinal p donc par cardinalité, G est engendré par x. Il suffit alors d’envoyer x sur un
générateur de Z/pZ et on construit ainsi un isomorphisme.

4. Il ne reste que 6 et 4. Commençons par 4. Soit x un élément de G qui n’est pas le neutre. Alors x
est d’ordre divisant 4 donc est 2 ou 4. Si c’est un élément d’ordre 4, par l’argument précédent, G est
isomorphe à Z/4Z. On peut donc supposer que tous les éléments de G sont d’ordre 2 et G est alors
isomorphe à Z/2Z× Z/2Z.

5. Finissons par 6.
• Soit x ∈ G, x ̸= e. Si w(x) = 6, alors G est cyclique donc isomorphe à Z/6Z.
• Supposons que G admet aucun élément d’ordre 6. On va montrer que G contient un élément d’ordre

2 et un élément d’ordre 3.
• Supposons déjà qu’il n’existe pas d’élément d’ordre 3. Alors tout élément est d’ordre 1 ou 2 donc
G est abélien (exercice classique). On peut montrer que le cardinal de G est alors une puissance
de 2 ce qui n’est pas. G admet donc un élément d’ordre 3. Sinon, on peut aussi dire que si on
prend x, y deux éléments d’ordre 2 distincts, alors xy est différent de x et y, et {e, x, y, xy} est
un sous-groupe de G. Par le théorème de Lagrange fort, c’est absurde.

• Alors G contient e, x, x2 avec x, un élément d’ordre 3. Supposons que tous les éléments sont
d’ordre 3. Soit donc y d’ordre 3. Alors G contient e, x, x2, y, y2, éléments distincts. En effet,
• si y2 = x, alors y3 = e = yx donc y = x−1 = x2. Absurde.
• Si y2 = x2, alors x2y = e donc x3y = y = x. Absurde.

Il manque un élément, appelons z. Alors G contient z, z2 et ces derniers sont distincts des
x, x2, y, y2 par les deux points précédents. Ce qu’on a fait ne dépendait pas de x et y, seulement
que ces deux éléments étaient d’ordre 3. Mais donc c’est absurde car G contiendrait 7 éléments :
e, x, x2, y, y2, z, z2.

Finalement, G contient un élément d’ordre 3 et un élément d’ordre 2, notés respectivement x et y.
Ainsi, G contient e, x, x2, y. G contient aussi xy, x2y. Reste à savoir s’ils sont différents des éléments
précédents. Si G était abélien, on a xy ̸= e, (xy)2 = x2y2 = x2 ̸= e, (xy)3 = x3y3 = y ̸= e donc xy
est d’ordre 6. Donc G est isomorphe à Z/6Z. Or, l’application

φ : Z/3Z× Z/2Z → G
(1, 0) 7→ x
(0, 1) 7→ y

est clairement un isomorphisme. Donc si G est abélien, G est isomorphe à Z/6Z ≃ Z/3Z× Z/2Z.
On va donc supposer G non abélien. On va essayer de montrer qu’il y a 2 éléments d’ordre 3 (les
3-cycles) et 3 éléments d’ordre 2 (les 2-cycles). Je te propose 2 méthodes :

• Si xy = x, alors y = e absurde. Si xy = x2, alors x3y = y = x2x2 = x absurde. Si xy = y, alors
x = e, absurde. Bref, xy est distinct des autres, et de même pour x2y. On peut en fait s’arrêter
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là. En effet, on considère l’application φ : G→ S3 suivante :

x 7→ (1 2 3), x2 7→ (1 3 2), y 7→ (1 2), xy 7→ (1 3), x2y 7→ (2 3)

qui est un isomorphisme.
• On va regarder yxy qui est dans G. Si yxy = e, alors x = y−1y−1 = e absurde. Si yxy = y, alors
yx = e absurde. Si yxy = xy, alors y = e, absurde. Si yxy = x2y, alors y = x, absurde. Donc
yxy vaut soit x, soit x2.
• Si yxy = x, alors yx = xy. Puisque tous les éléments de G sont composés de x ou de y,

alors G est abélien.
• On a donc yxy = x2. Donc yx = x2y donc x2yx2y = yxx2y = yy = e donc x2y est d’ordre

2. Pareillement, xyxy = x(x2y)y = x3y2 = e donc xy est d’ordre 2. On peut donc faire le
même isomorphisme.

Exercice 25. Soit G, un groupe cyclique de cardinal n ∈ N. Soit d, un entier naturel divisant n. Montrer
que G possède un et un unique sous-groupe d’ordre d. En déduire que

n =
∑
d|n

φ(d)

où φ est l’indicatrice d’Euler.

Corrigé : Puisque G est isomorphe à Z/nZ, il suffit d’obtenir le résultat pour G = Z/nZ. Dans toute la
suite, on ne notera pas la barre au-dessus d’un élément de Z : tous les éléments vivent dans Z/nZ. Soit d|n.
Considérons Cd = {1, n/d, 2 ∗ n/d, · · · , (d − 1)n/d}. Alors Cd est un groupe et est clairement de cardinal d.
Par ailleurs, tout élément d’ordre d est dans Cd. En effet, soit x tel que dx = 0. En effet, – on note X, un
représentant de x –, on a l’existence d’un k tel que dX = kn. Or, d|n donc X est de la forme kn/d. Mais tous
les éléments de la forme kn/d modulo n sont exactement les éléments de Cd. D’où ce résultat intermédiaire.
Maintenant, soit H, un sous-groupe d’ordre d. Par Lagrange, tous les éléments de H vérifie dx = 0 donc
H ⊂ Cd. Par cardinalité, on a l’égalité.

Pour obtenir la somme, il suffit de montrer que

Z/nZ =
⋃
d|n
{x ∈ Z/nZ : o(x) = d}

avec o(x) l’ordre de x dans Z/nZ. On a clairement l’inclusion de droite à gauche. De gauche à droite, on sait
que chaque élément d’un groupe admet un ordre et que cet ordre, par Lagrange, divise le cardinal du groupe
qui est n. Pour l’union disjointe, un élément ne peut pas avoir deux ordres.

Ainsi, par cardinalité, on a
n =

∑
d|n

φn(d)

avec φn(d) le nombre d’élément d’ordre d dans Z/nZ. On va montrer qu’il y en a φ(d). Pour cela, soit x un
élément d’ordre d dans Z/nZ. Alors ⟨x⟩ = Cd donc tout élément d’ordre d est dans Cd ≃ Z/dZ. Comme il y
a φ(d) élément d’ordre d dans Z/dZ, par isomorphisme, il y en a aussi φ(d) dans Cd donc dans Z/nZ. Ainsi,
φn(d) = φ(d) et on a

n =
∑
d|n

φ(d).

Exercice 26. Soit p ∈ P. Montrer que (Z/pZ)× est cyclique. On pourra utiliser le fait que

n =
∑
d|n

φ(d).

(On pourra trouver deux preuves de ce résultat dans cette planche : l’exercice 25 et l’exercice 28.) De
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manière générale, pour tout K corps, pour tout G sous-groupe fini de K×, G est cyclique ce qui est fait
dans l’exercice 27. D’un autre point de vue plus général, on peut aussi montrer que (Z/pαZ)× est aussi
cyclique pour α ∈ N sauf p = 2, α ≥ 3.

Corrigé : On démontre le premier cas général. Soit n, cardinal de G. Supposons que G contienne un élément
d’ordre d. Notons-le x. Alors xd = 1 et tous les éléments g de ⟨x⟩ vérifient l’équation Xd − 1 = 0. Dans le
corps K, cette équation a au plus d solutions. Par cardinalité, Gd est exactement l’ensemble des solutions de
Xd− 1 dans G. G étant cyclique, il est isomorphe à Z/dZ donc possède φ(d) générateurs. Ces générateurs sont
exactement les éléments d’ordre d de G puisque un élément d’ordre d est solution de Xd− 1. Ainsi, si G admet
un élément d’ordre d, il en admet φ(d). Si non, il n’en admet... aucun. De fait, il existe εd ∈ {0, 1} pour tout
d|n tel que

n =
∑
d|n

εdφ(d)

en comptant les éléments de G selon leurs ordres possibles. Mais par le résultat admis (on pourra trouver deux
preuves de ce résultat dans cette planche : l’exercice 25 et l’exercice 28), nécessairement, tous les εd sont égaux
à 1 et en particulier, on a φ(n) éléments d’ordre n : G est bien cyclique.

Exercice 27. Soit G un groupe abélien fini. On note o(x) l’ordre de x ∈ G. On appelle exposant de G
l’entier ppcm(o(g) : g ∈ G) que l’on note e(G). Cet exercice ne prétend pas à étudier la notion d’exposant
d’un groupe.

1. Soit x, y ∈ G. Que dire de o(xy) ?
2. Soit a, b deux entiers positifs. Montrer qu’il existe a′, b′ premiers entre eux tel que pgcd(a, b) = a′b′

et a′|a, b′|b.
3. A-t-on e(G) = Card(G) ?
4. Montrer qu’il existe z ∈ G tel que o(z) = e(G).
5. En déduire que pour tout corps k, tout sous-groupe de k∗ est cyclique.

Corrigé :
1. Notons n = o(x),m = o(y). Si n ∧ m = 1, alors o(xy) = nm. En effet, soit k l’ordre de xy. Alors

1 = (xy)kn = xknykn = ykn donc m divise kn. Par Gauss, m divise k. De même, en passant à la puissance
m, on aura n|km donc n|k. Ainsi, nm|k. Or, (xy)nm = 1 donc k|nm. Ainsi, o(xy) = nm.
Si n ∧m ̸= 1, on n’a plus rien. Par exemple, soit x d’ordre k. Alors x−1 est aussi d’ordre k et le produit
est d’ordre 1. On n’a donc pas o(xy) = ppcm(xy) en général.

2. Soit
a =

∏
p∈P

pvp(a) ; b =
∏
p∈P

pvp(b).

On a donc
ppcm(a, b) = a =

∏
p∈P

pmax(vp(a),vp(b)).

Pour trouver deux nombres premiers entre eux, il faut et suffit qu’ils n’ont pas de diviseurs premiers en
commun. Faisons un petit exemple. On va trouver a′, b′ dans le cas où a = 243253 et b = 2233527.
Alors ppcm(a, b) = 2433537. Le 24 provient de a tout comme 53. On pose alors a′ = 2453. Posons donc
b′ = 337. Alors a′b′ = ppcm(a, b) et par construction, a′ et b′ sont premiers entre eux.
Ainsi, posons

a′ =
∏
p∈P

pαp ; b′ =
∏
p∈P

pβp

avec, pour p ∈ P, αp qui vaut vp(a) si vp(a) > vp(b), 0 sinon et βp qui vaut vp(b) si vp(b) ≥ vp(a), 0 sinon.
Ainsi, a′, b′ convient.
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3. Pour G = {eG}, l’exposant est 1 = Card(G). Pour Z/2Z× Z/2Z =: G, on a e(G) = 2 ̸= 4 = Card(G).
4. Soit x ∈ G d’ordre maximal 1. Notons n = o(x). Montrons que e(G) = n.

Soit y d’ordre m. Soit n′,m′ tel que pgcd(n′,m′) = 1 et ppcm(nm) = n′m′. Soit d, δ ∈ N tel que
n = dn′,m = δm′. Alors xd est d’ordre n′. C’est un fait général qu’on montre ici : si x est d’ordre n = dn′

alors xd est d’ordre n′. En effet, (xd)n′ = xn = 1 donc o(x)|n′. Par ailleurs, (xd)o(x) = xdo(x) = 1 donc
do(x)|n mais Z étant intègre, o(x)|n′.
De même, yδ est d’ordre m′. Ainsi, xdyδ est d’ordre n′m′ = ppcm(n,m) mais par maximalité de n, on a
ppcm(n,m) ≤ n. Ce n’est possible que si ppcm(n,m) = n. Ainsi, m|n : tous les ordres des éléments de
G divise n donc n est un multiple commun à tous les ordres. C’est le plus petit puisque n = o(x) donc
n = e(G).

5. Dans un corps, un polynôme de degré n admet au plus n racines. Ainsi, soit n = e(G) et N = Card(G).
Alors l’équation Xn − 1 admet au plus n solution dans G mais n étant l’exposant du groupe, pour tout
g ∈ G, on a gn = 1 donc G est inclus dans l’ensemble des racines de Xn − 1 de cardinal au plus n. On
a donc N ≤ n et par Lagrange, puisqu’il existe un élément x d’ordre n, on a n|N donc n = N . Ainsi, x
génère G et G est cyclique. Ceci redémontre l’exercice 26.

Exercice 28. Soit n ∈ N∗. On note Pn, l’ensemble des racines n-ème primitives de l’unité i.e. elles
génèrent Un. On note ω = e2iπ/n. On appelle n-ème polynôme cyclotomique, le polynôme Φn =

∏
ζ∈Pn

(X−

ξ).
1. Déterminer une CNS sur k pour que ωk soit une racine n-ème primitive de l’unité.
2. Déterminer Φn pour n ∈ {1, 2, 3, 4, 5, 6}.
3. Déterminer deg(Φn) pour tout n ∈ N∗.
4. Déterminer Φp pour p ∈ P.
5. Montrer que Xn − 1 =

∏
d|n

Φd.

(a) Déduire de cette question que
n =

∑
d|n

φ(d).

(b) Déduire de cette même question que Φn est à coefficients entiers.
On peut aussi montrer que Φn est irréductible dans Z[X] mais l’exercice devient beaucoup plus ardu.

Corrigé :
1. Il faut et suffit que k soit premier avec n. Supposons que k et n soit premiers entre eux. Par le théorème

de Bézout, il existe u, v tel que ku+nv = 1. Donc ku = 1[n]. De fait, e2ikuπ/n = e2iπ/n et e2ikuπ/n ∈ ⟨ωk⟩
donc ⟨ωk⟩ contient un générateur de Un : ωk est bien racine n-ème primitive de l’unité. Réciproquement,
supposons que ωk soit racine n-ème primitive de l’unité. Il existe alors un u ∈ Z tel que ωku = ω. De fait,
ωku−1 = 1 donc ku− 1 = 0[n]. Par le théorème de Bézout, k est premier avec n.

2. On trouve respectivement X − 1, X + 1, X2 +X + 1, X2 + 1, X4 +X3 +X2 +X + 1, X2 −X + 1.
3. Le degré de Φn correspond au cardinal de Un : c’est φ(n).
4. Puisque pour p premier, Pn = Un\{1},

Φp(X) = 1
X − 1

∏
ω∈Un

(X − ω) = Xp − 1
X − 1 =

p−1∑
k=0

Xk.

5. Il suffit de montrer que {U∗
d : d|n} forment une partition de Un. Il est clair que l’union est disjointe et que

les U∗
d sont non vides. Il suffit de montrer le résultat par double inclusion. Soit ω ∈ U∗

d pour d|n. Alors

1. l’ensemble {n : x = o(n), x ∈ G} est une partie de N non vide (contient 1 pour x = eG) majorée (car ∀x ∈ G, xn = 1)
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ωd = 1. De fait, d divisant n i.e. n = kd, ωkd = 1 donc z ∈ Un. Réciproquement, soit ω ∈ Un. On note
d son ordre. Alors par Lagrange, d|n d’où la réciproque. De fait, pour n = 1, on a Φ1 = X − 1 et pour
n ≥ 2,

Xn − 1 =
∏
ζ∈Un

(X − ζ) =
∏
d|n

∏
ζ∈U∗

d

(X − ζ) =
∏
d|n

Φd.

(a) On prend les degrés et on a le résultat.
(b) Par l’étape 1, on en déduit que

∀n ∈ N∗, Xn − 1 = Φn

∏
d|n,d ̸=n

Φd.

Par récurrence forte, Φn est le quotient dans Q[X] de Xn − 1 et
∏

d|n,d ̸=n
Φd := B qui sont deux

polynômes de Z[X]. On peut montrer un résultat assez utile : on ne peut pas faire la division
euclidienne dans Z[X] a priori. On peut le faire si le coefficient dominant du polynôme par lequel on
divise est inversible 2 ! Une preuve de ce résultat est écrite après. Un corollaire est le lemme suivant.

Lemme : Soit A,B ∈ Z[X] avec B unitaire. On suppose que B|A dans Q[X]. Alors c’est vrai
dans Z[X].

Démonstration. Soit Q, le quotient dans Q[X]. Par unitarité de Q, il existe C,R dans Z[X]
tels que A = BC + R avec deg(R) < deg(B). Donc (Q − C)B = R. Par degré, R = 0 donc
par intégrité, Q = C et Q ∈ Z[X].

On applique donc le lemme pour A = Xn − 1 et B =
∏
d|n
d̸=n

Φd pour obtenir Φn ∈ Z[X] (et unitaire

par unitarité de A et B.
Preuve de la division euclidienne dans Z[X].

Théorème 4.1. Soit A,B ∈ Z[X] et B unitaire. Alors il existe Q,R ∈ Z[X] tel que A = BQ+R avec
deg(R) < deg(B) ou R = 0.

Démonstration. Si B est un polynôme constant, il n’y a rien à faire car B = 1 par unitarité. On suppose
donc que B est de degré au moins 1 que l’on note b. On procède par récurrence sur le degré de A. Soit
Hn : ∀A ∈ Zn[X], ∃Q,R ∈ Z[X], A = BQ+R ∧ (deg(R) < deg(B) ∨R = 0).

• Pour n = 0, on prend Q = 0 et R = A.
• Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n− 1, n ∈ N∗. Soit A ∈ Zn[X] et an coefficient dominant de A .

Alors A−B(anXn−b) est de degré au plus n−1. En effet, deg(A) = n = n−b+b = deg(B)+deg(anXn−b) =
deg(anBXn−b) et le coefficient dominant de A est an tandis que celui de anBXn−b est an × 1 (B est
unitaire) donc le terme de degré n disparait. On applique l’hypothèse de récurrence sur cette différence.
Il existe Q,R ∈ Z[X] tel que deg(R) < deg(B) ou R = 0 vérifiant A − B(anXn−b) = QB + R. Ainsi,
A = B(anXn−b +Q) +R et (anXn−b +Q) ∈ Z[X]. On a donc écrit une division euclidienne de A par B
ce qui montre Hn.

• Par le principe de récurrence, le résultat est vrai pour tout n ∈ N.

Exercice 29. Dans la suite, les anneaux sont supposés commutatifs.
1. Rappeler pourquoi A[X] est un anneau principal (c’est-à-dire que ses idéaux sont engendrés par

2. donc ±1
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un seul élément) lorsque A est un corps.
2. Z[X] est-il un anneau principal ?
3. Soit A un anneau. Montrer que A[X] est principal si, et seulement si, A est un corps.

Corrigé :
1. C’est du cours.
2. Supposons par l’absurde que Z[X] est principal. Soit I l’idéal de Z[X] engendré par 2 et X (on a
I = (2) + (X)) et P tel que I = (P ). Pour les idéaux, diviser, c’est contenir ! Ainsi, (P ) contenant (2),
on a que P divise 2 donc P = ±1,±2. De même, P divise X et ±2 ne divise pas X donc P = ±1. Ainsi,
(1) = (2) + (X) donc il existe U, V ∈ Z[X] tel que 1 = 2U +XV . En 0, on a donc 1 = 2U(0) ce qui est
absurde car 2 n’est pas inversible dans Z.

3. Supposons que A ne soit pas un corps. Supposons par l’absurde que A[X] est principal. Soit a ∈ A non
nul, non inversible. Alors soit I = (a) + (X) et P ∈ Z[X] tel que (P ) = (a) + (X). En raisonnant de
même qu’avant, on montre l’existence de U, V ∈ Z[X] tel que 1 = aU +XV . En 0, on a donc 1 = aU(0)
ce qui est absurde car a n’est pas inversible dans Z.

Exercice 30. Soit G un groupe, H un sous-groupe de G. On dit que H est distingué dans G lorsque
∀g ∈ G, ∀h ∈ H, ghg−1 ∈ H. Autrement dit, ∀g ∈ G, gHg−1 ⊂ H et on montre aisément qu’il y a égalité.
On dit que deux éléments h1, h2 de H sont conjugués dans G lorsqu’il existe g ∈ G, gh1g

−1 = h2.
Soit n ∈ N≥3.

1. Montrer que les 3-cycles engendrent An.
2. Montrer que les 3-cycles sont conjugués dans An si n ̸= 4. Que se passe-t-il pour n = 4 ? En déduire

que pour n ̸= 4, si H est un sous-groupe distingué de An qui contient un 3-cycle, alors H = An.
3. On se place dans le cas n = 5. Classifier et dénombrer les éléments de An en fonction de la forme

de leurs supports.
4. Soit H un sous-groupe distingué de An distinct de {id}. On veut montrer que H = An.

(a) Montrer que les doubles-transpositions sont conjugués dans An.
(b) Montrer que si σ est un 5-cycle, alors tout 5-cycle de An est conjugué à σ ou σ2.
(c) Conclure.

Corrigé :
1. Sn est engendré par les transpositions. De fait, par multiplicativité de la signature, un élément de An

est un produit pair de transpositions : soit σ ∈ An. Alors il existe N ∈ N et (τi = (ai bi))1≤i≤2N des
transpositions telles que

σ =
2N∏
i=1

τi.

Or, pour tout a, b, c, d ∈ N∗ deux à deux distincts, (a b)(a c) = (a c b) et (a b)(c d) = (a c b)(a c d) donc
en regroupant par 2, on a le résultat souhaité.

2. Soit (a b c), (α β γ) deux 3-cycles de An. Dans Sn, ces permutations sont conjuguées : il existe σ ∈ Sn

tel que σ(a b c)σ−1 = (α β γ). Si σ ∈ An, c’est gagné. Sinon, soit d, e distincts de a, b, c dans [[1, n]] ce
qui est possible puisque n ≥ 5. Alors σ ◦ (d e) est dans An et

σ ◦ (d e)(a b c)(d e)︸ ︷︷ ︸
=(a b c)

σ−1 = σ(a b c)σ−1 = (α β γ)

donc deux 3-cycles sont conjugués dans An. Cela est faux dans A4 : (1 2 3) et (2 3 4) ne peuvent être
conjugués dans A4 : mettons que σ soit telle que σ(1 2 3)σ−1 = (2 3 4). Alors σ(4) = 1. En imposant
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(σ(1) σ(2) σ(3)) = (2 3 4), cela impose que σ ∈ {(1 4)(2 3), (1 2 4), (1 3 4)}. Dans les trois cas, cela ne
fonctionne pas.
Ainsi, si H est un tel groupe, alors comme n ̸= 4, les 3-cycles sont conjugués dans An donc H contient
tous les 3-cycles. Puisque les 3-cycles engendrent H, on en déduit que An = ⟨{3-cycle} ⊂ H donc H = An.

3. • Il y a identité.

• Il y a les doubles transpositions : pour obtenir une double transposition, on choisit
(

5
2

)
éléments à

permuter, puis
(

3
2

)
éléments à permuter, le dernier élément sera automatiquement fixé. L’ordre ne

compte pas donc je divise par 2 le résultat. Il y a donc 15 doubles transpositions.

• Il y a les 3-cycles : pour obtenir un 3-cycle, on choisit nos deux points fixes. Il y a
(

5
2

)
choix que

l’on multiplie par les 2 3-cycles que l’on peut créer après ce choix. J’ai donc 20 3-cycles.
• Pas d’éléments d’ordre 4 – mais pas besoin de justifier via la suite – 3.
• Un 5-cycle est déterminé par un tirage sans remise de 5 éléments dans une urne à 5 éléments et faire

tous les tirages possibles donnera 5 fois un même 5-cycles : il y a donc 4! = 24 5 cycles.
Au total, on a donc obtenu 60 éléments donc il n’y en a pas d’autres.

4. (a) Soit (a b)(c d)(e), (α β)(γ δ)(η) deux doubles transpositions. Soit σ ∈ S5 telle que σ(a) = α, σ(b) =
β, σ(e) = η. On a σ(a b)(c d)(e)σ−1 = (α β)(σ(c) σ(d))(η) ce qui signifie (σ(c) σ(d)) = (γ δ).
Si σ ∈ A5, nos deux doubles transpositions sont conjugués dans A5.
Sinon, soit σ′ = σ ◦ (c d). Alors σ′ ∈ A5 et le résultat tient toujours.

(b) Notons σ′ un 5-cycle. Alors σ et σ′ sont conjugués dans S5 : il existe τ ∈ S5 tel que σ′ = τστ−1. Si τ
est dans A5, c’est gagné. Sinon, on note σ = (a b c d e) et σ2 = (a c e b d) de sorte qu’on arrive à les
conjuguer avec un 4-cycle : en prenant la permutation (b c e d), on arrive à σ = (b c e d)σ2(b c e d)−1.
Ainsi,

σ′ = τστ−1 = τ(b c e d)︸ ︷︷ ︸
∈A5

σ2[τ(b c e d)]−1

(c) • Si H contient un 3-cycle, c’est terminé : H = An.
• Si H contient une double transposition, il les a tous : cela fait 1 + 15 = 16 ∤ 60 donc H doit

contenir autre chose, et si c’est un 3-cycle, c’est fini donc on va dire aussi un 5-cycle, disons σ.
H étant un groupe, il contient σ2 et donc par précédent, il contient tous les 5-cycles : H est
donc au-moins de cardinal 1 + 15 + 24 > 30 donc H = A5.

• Si H contient un 5-cycles, il contient son carré donc tous les 5 cycles : cela fait au moins
1 + 24 = 25 ∤ 60 éléments donc H contient aussi une double-transposition et on est ramené à
précédent.

Exercice 31. On souhaite obtenir une condition nécessaire et suffisante pour que (−1) soit un carré
dans Z/pZ =: K avec p premier.

1. Lemme préliminaire : soit φ : G → G′ un morphisme de groupe avec G de cardinal fini. Montrer
que |G| = | ker(φ)||Im(φ)|.

2. Montrer que x ∈ K 7→ xp ∈ K est un automorphisme de corps.
3. Conclure le cas où p = 2.
4. On note K2 l’ensemble des carrés de K et K2∗ = K2\{0}. Quel est le cardinal de K2 ?

5. Soit x ∈ K. Montrer que x ∈ K2 ⇐⇒ x
p−1

2 = 1.
6. Conclure.

3. Si on a un élément d’ordre 4, c’est un 4-cycle donc il est de signature −1. Ce n’est pas long mais on peut se permettre de ne
pas écrire cette puce.
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Corrigé :
1. On peut faire comme dans la preuve du théorème de Lagrange : utiliser la relation R définie par xRy ⇐⇒
ϕ(x) = ϕ(y) pour x, y ∈ G. R ainsi définie est clairement une relation d’équivalence. Soit {y1, · · · , yp} =
Im(φ) et xi ∈ G tel que φ(xi) = yi pour tout 1 ≤ i ≤ p. Soit {e1, · · · , eq} = ker(φ). Alors on a donc

G =
p⊔
i=1

Cl(xi)

et il suffit maintenant de démontrer que

∀1 ≤ i ≤ p,Cl(xi) = {xie1, · · · , xieq}.

Soit 1 ≤ i ≤ p. Clairement, on a l’inclusion de droite à gauche puisque φ est un morphisme de groupes.
Réciproquement, soit a ∈ Cl(xi). Alors φ(a) = φ(xi) donc φ(ax−1

i ) = eG donc ax−1
i ∈ ker(φ) donc il

existe 1 ≤ k ≤ q tel que ax−1
i = eq i.e. a = eqxi.

Ainsi,

|G| =
p∑
i=1
|Cl(xi) =

p∑
i=1

q = pq = | ker(φ)||Im(φ)|.

2. On peut montrer que ce morphisme (dit morphisme de Frobenius) est l’identité sur ce cas ici mais soyons
général. Notons F cette application. On a déjà F (0) = 0p = 0 (inutile à vérifier) et F (1) = 1p = 1.
Ensuite, on a

F (xy) = (xy)p = xpyp = F (x)F (y)
puisque × est commutative dans un corps et

F (x+ y) = (x+ y)p = xp + yp +
p−1∑
k=1

(
p

k

)
xkyp−k

par le binôme de Newton (× est toujours commutative). On a

k!(p− k)!
(
p

k

)
= p!

donc p|k!(p−k)!
(
p

k

)
mais comme k < p et p−k < p, par primalité de p, on a p∧k! = 1 et p∧(p−k)! = 1 :

par le théorème de Gauss, p|
(
p

k

)
. Ainsi, F (x+ y) = xp + yp = F (x) + F (y).

3. Si p = 2, alors tout élément de K est un carré.
4. Déjà, (K∗)2 est clairement un groupe multiplicatif. On considère φ : K∗ → (K∗)2, x 7→ x2. Alors φ est

par construction surjective et x2 = 1 ⇐⇒ x = ±1 donc ker(φ) = {±1}. Par la première question, on a
donc p− 1 = 2|(K∗)2| donc le cardinal cherché est p− 1

2 .

5. Par le théorème de Lagrange, ∀x ∈ (K∗)2, x
p−1

2 = 1 puisque |(K∗)2| = p− 1
2 . Ainsi, on a l’inclusion de

gauche à droite (le cas x = 0 est trivial). Réciproquement, soit E l’ensemble des racines du polynôme
X

p−1
2 − 1 dans K. Alors K étant un corps, ce polynôme admet au plus p− 1

2 racines.

Par ailleurs, il contient (K∗)2 qui est de cardinal p− 1
2 donc E est de cardinal au moins p− 1

2 : il est

donc de cardinal p− 1
2 donc E = (K∗)2.

6. Ainsi, (−1) est un carré si, et seulement si, (−1)
p−1

2 = 1 ce qui implique que p− 1 = 0 dans Z/4Z donc
p ≡ 1[4].

Pour x ∈ K, la quantité x
p−1

2 est notée
(
x

p

)
: c’est le symbole de Legendre.
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Exercice 32. On souhaite obtenir une condition nécessaire et suffisante pour que 2 soit un carré dans
Z/pZ =: K avec p premier. On suppose connu les résultats de l’exercice 31. On considère L un surcorps
de K qui contient un α tel que ⟨α⟩ ≃ Z/8Z.

1. Soit y = α+ α−1. Calculer y2.
2. Calculer yp selon la classe de p dans Z/8Z.
3. Conclure.

Corrigé :
1. On a α2 + α−2 = α−2(α4 + 1) = 0 donc y2 = 2 + α2 + α−2 = 2.
2. Par Frobenius, yp = αp + α−p. p étant impair, p est congru à ±1[8] ou à ±5[8].

• Si p ≡ ±1[8], alors yp = α+ α−1 = y

• Si p ≡ ±5[8], alors yp = −y car α4 = α−4 = −1.
3. Le lien entre les deux questions est le suivant : 2

p−1
2 = yp−1 par le critère de l’exercice 31, 2 est un carré

dans K si, et seulement si, yp−1 = 1.
• Si p ≡ ±1[8], alors yp = y donc yp−1 = 1. 2 est un carré.
• Si p ≡ ±5[8], alors yp = −y donc yp−1 = −1 : 2 n’est pas un carré.

Exercice 33. Soit G un groupe et X un ensemble. On dit que G agit sur X lorsqu’on se donne une
application

· G×X → X
(g, x) 7→ g · x

de sorte que
• ∀g, g′ ∈ G, ∀x ∈ X, g · (g′ · x) = (gg′) · x.
• ∀x ∈ X, eG · x = x.

· est alors appelé une action de groupes. Une action de groupes généralise la notion de loi externe dans
la structure d’un espace vectoriel. Si E est un K-espace vectoriel, alors K agit sur E. Toutefois, E ayant
une structure vectorielle (c’est un groupe), on demande que l’action soit compatible avec ces opérations
alors que ici, X n’est qu’un ensemble sans structure. Le but des actions de groupes est d’étudier X à
travers G en choisissant un couple groupe/action adéquat.

1. Montrer que tout sous-groupe H de G agit sur G via l’action ∀g ∈ H,∀x ∈ G, g · x = gx.
2. Montrer que G agit sur lui-même par conjugaison : l’action ∀g ∈ G,∀x ∈ G, g · x = gxg−1.
3. Dans la suite, on se donne une action de G sur X. Soit la relation ∀x, y ∈ X,x y ⇐⇒ ∃g ∈ G, y =
g · x. Montrer que est une relation d’équivalence. On appelle orbites les classes d’équivalences de
.

4. Soit x ∈ X, on note Stab(x) = {g ∈ G : g · x = x}. Montrer que Stab(x) est un sous-groupe de G.

5. On suppose maintenant que G est de cardinal fini. Montrer que |G|/
|Stab(x)| = |ω(x)|. On admettra

(ce n’est pas dur) que si H est un sous-groupe de G, alors on peut définir l’ensemble des classes
d’équivalences noté G/H = {gH : g ∈ G} pour la relation d’équivalence x ∼G y ⇐⇒ x ∈ yH. On

a alors |G/H| = |G|
|H|

.

6. En déduire l’équation aux classes : soit Ω un système de représentant des orbites. On a

|X| =
∑
ω∈Ω

|G|
|Stab(ω)| .

7. Une application. Soit n ∈ N∗, G = (Z/nZ)×, X = Z/nZ. On fait agir G sur X via g · x = gx.
Écrire l’équation aux classes. On pourra établir une bijection entre l’ensemble des orbites pour
cette action et les diviseurs de n.
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Corrigé :
1. Soit H un sous-groupe de G. Montrons que H agit sur G via l’action de l’énoncé appelée action par

translation à gauche.
• Soit h, h′ ∈ H, g ∈ G. Alors h · (h′ · g) = h · (h′g︸︷︷︸

∈G

) = h(h′g) = (hh′)g = (hh′) · g.

• Soit g ∈ G. Alors 1Hg = 1Gg = g.
Beaucoup d’opérations naturelles vue en cours de Mathématiques supérieures ou Mathématiques spéciales
sont en réalité des actions par translation à gauche. Par exemple, GLn(K) agit par multiplication à gauche
sur Mn,p(K). GL(E) agit sur l’ensemble des bases de E via l’action (f, (ei)1≤i≤n) 7→ (f(ei)1≤i≤n).

2. • Soit g, g′ ∈ G, x ∈ G. Alors g · (g′ · x)) = g · (g′xg′−1) = gg′x(gg′)−1 = (gg′) · x.
• Soit x ∈ G. Alors 1G · x = 1Gx1G = x.

Même remarque ! Par exemple, Sn agit sur l’ensemble des k-cycles ,k ∈ [[1, n]], par conjugaison. Aussi,
GLn(K) agit par conjugaison sur Mn(K).

3. Il s’agit de montrer les trois points pour avoir une relation d’équivalence :
• Réflexivité : soit x ∈ G. Alors 1G · x = x donc x ∼ x.
• Transitivité : soit x, y, z ∈ G tels que x ∼ y, y ∼ z. Soit g, g′ ∈ G tel que y = g · x et z = g′ · y. Alors
z = g′ · (g · x)) = gg′︸︷︷︸

∈G

x donc x ∼ z.

• Symétrie : soit x, y ∈ G tels que x ∼ y. Soit g ∈ G tel que y = g · x. Alors g−1 · y = g−1 · (g · x) = x
et g−1 ∈ G : on a donc y ∼ x.

Regardons quelques exemples. Pour l’action par translation à gauche de GLn(K) sur Mn,p(K), le repré-
sentant privilégié de chaque orbite est une matrice triangulaire supérieure : c’est le Pivot de Gauss !
Pour l’action par conjugaison de GLn(K) sur Mn(K), deux éléments d’une même orbite sont dites sem-
blables. Si on regarde l’orbite d’une matrice diagonalisable (resp. trigonalisable), le représentant privilégié
est naturellement la matrice diagonale (resp. triangulaire) associée. Enfin, lorsqu’on dit que quelque chose
est invariant par conjugaison, c’est qu’il est constant sur chaque orbite.

4. Soit x ∈ X. Alors 1G · x = x donc 1G ∈ Stab(x). Soit y, y′ ∈ Stab(x). Alors
• (yy′) · x = y · (y′ · x) = y · x = x donc yy′ ∈ Stab(x).
• y−1 · x = y−1 · (y · x) = (y−1y) · x = 1G · x = x donc y−1 ∈ Stab(x).

Ainsi, Stab(x) est un sous-groupe de G.
Bien sûr, Stab(x)(1G) = G pour toute action.

5. Soit φ : g ∈ G/Stab(x) 7→ g · x ∈ ω(x).
• Bien définie : soit g, g′ tel que g = g′. Alors il existe h ∈ Stab(x) tel que g = g′h. On a alors

g · x = (g′h) · x = g′ · ( h · x︸︷︷︸
=x car h∈Stab(x)

) = g′ · x.

Ainsi, φ(g ne dépend pas du représentant de g.
• Injectif : Attention, ce n’est pas un morphisme ! Soit g, g′ ∈ G tel que g ·x = g′ ·x. Alors (g′−1g)·x = x

donc g′−1g ∈ Stab(x) i.e. g ∈ g′Stab(x) i.e. g = g′.
• Surjectif : soit y ∈ ω(x). Il existe g ∈ G tel que g · x = y. Alors φ(g = y.

Ainsi, φ est bijectif donc on a l’égalité des cardinaux souhaités.
6. Les orbites forment une partition de X. Ainsi, on a

|X| =
∑
x∈Ω
|ω(x)| =

∑
x∈Ω

|G|
|Stab(x)| .
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Exercice 34. Cet exercice utilise les résultats sur les actions de groupes. Les résultats utilisés sont vus
dans l’exercice 33. On utilisera librement l’exercice 28. Soit (k,+,×) une algèbre à division ou corps
gauche (un corps commutatif avec × non commutatif). On suppose que k est fini. On souhaite montrer
que k = Z(k).

1. Montrer que Z(k) est un corps. On suppose par l’absurde que k ̸= Z(k). On note q = |Z(k)|.
2. Montrer qu’il existe n ∈ N∗ tel que |k| = qn.
3. Montrer que k∗ agit sur lui-même par conjugaison.
4. On fixe dans la suite x ∈ k∗. Soit kx = {y ∈ k : xy = yx}. Montrer que kx est une algèbre à

division et que k∗
x = Stab(x).

5. Montrer que kx est un Z(k)-espace vectoriel. En déduire qu’il existe d ∈ N∗ tel que qd = |kx|.
6. Montrer que qd − 1|qn − 1. Que dire de d et n ?
7. Ecrire l’équation aux classes. En déduire qu’il existe une liste d’indice I = {d1, · · · , dp} tels que
di|n, di ̸= n pour tout i de sorte que

qn − 1 = q − 1 +
∑
d∈I

qn − 1
qd − 1 .

8. Montrer que Φn(q)|q − 1. On utilisera l’exercice 28. En déduire que |Φn(q)| ≤ q − 1.
9. Montrer pourtant que Φn(q) > q − 1. Conclure.

Corrigé :
1. Il est aisé de montrer que Z(k) est un sous-anneau de k qui a la commutativité de × et tous ses éléments

non nuls sont inversibles dans Z(k) (si x ∈ Z(k)\{0}, alors x−1 ∈ k et x−1 commutent avec tous les
éléments de k puisque x a cette propriété. C’est donc un corps.

2. Il faut penser à la dimension ! Il est aisé de montrer que k est un Z(k)-espace vectoriel. Puisque k est
fini, k est de Z(k)-dimension finie donc il existe n ∈ N tel que k ≃ (Z(k))n donc |k| = |Z(k)|n = qn.

3. Tout groupe agit sur lui-même par conjugaison. Puisque k∗ est un groupe (multiplicatif), on a le résultat.
4. Il est aisé de montrer que kx est un sous-anneau de k. De plus, soit y ∈ kx\{0}. Alors y−1 est inversible

dans k et de l’égalité yx = xy, alors xy−1 = y−1x donc y−1 ∈ kx. Ainsi, kx est une algèbre à division.
Enfin,

y ∈ k∗
x ⇐⇒ xy = yx

⇐⇒ yxy−1 = x

⇐⇒ y · x = x

⇐⇒ y ∈ Stab(x).

Ainsi, k∗
x = Stab(x).

5. Il est aisé de montrer que kx est un Z(k)-espace vectoriel (en montrant tous les axiomes) sachant qu’on
a déjà la structure de groupe de (kx,+). Par le même argument que 2, il existe d ∈ N tel que |kx| =
|Z(k)|d = qd.

6. k∗
x est un sous-groupe de k∗ donc par le théorème de Lagrange, qd− 1|qn− 1. On a alors que d|n (et c’est

équivalent). En effet, soit b, r quotient et reste de la division euclidienne de n par d. Alors

qn − 1 = qbd+r − 1 = (qd)bqr − 1
= (qd)bqr − qr + qr − 1 = qr((qd)b − 1) + qr − 1

= (qd − 1)qr
b−1∑
i=0

qid + qr − 1.

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com Page 48 Ne pas diffuser sans l’accord du concepteur



CHAPITRE 4. ALGÈBRE GÉNÉRALE Chen Thomas

On vient d’écrire la division euclidienne de qn − 1 par qd − 1. Ainsi, d|n ⇐⇒ r = 0 ⇐⇒ qr − 1 = 0 ⇐⇒
qd − 1|qn − 1.

7. Soit X un système de représentant de chaque orbite. Alors

|k∗| =
∑
x∈X
|ω(x)| = |Z(k)∗|+

∑
x∈X,x/∈Z

|ω(x)|

puisque si x ∈ Z, alors ω(x) = {x} ce qui donne le terme |Z(k)∗|. Réciproquement si |ω(x)| = 1, alors
ω(x) = {x} donc x ∈ Z(k)∗. Ainsi, sur la somme sur x ∈ X,x /∈ Z, alors |ω(x)| > 1.
Puisque

|ω(x)| = |k∗|
|Stab(x)| = |k

∗|
|k∗
x|

= qn − 1
qd − 1 ,

alors en replaçant,
qn − 1 = q − 1 +

∑ qn − 1
qd − 1

où la somme porte sur des d tels que d|n (question précédente) et d ̸= n (pour avoir |ω(x)| ≠ 1).
8. On a

Xp − 1 =
∏
q|p

Φq

par l’exercice 28. On a donc

Xn − 1
Xd − 1 =

∏
j|n

Φj∏
ℓ|d

Φℓ

=
∏

j|n,j∤d
Φj .

pour d|n, d ̸= n. En particulier, Φn divise ce quotient mais Φn divise Xn − 1 donc dans la formule
précédente,

Φn(q)|q − 1.

Si n|m, alors |n| ≤ |m|. Ainsi, |Φn(q)| ≤ q − 1.
9. Par inégalité triangulaire, pour tout u ∈ U ̸= {1},

|q − u| ≥ ||q| − |u|| = q − 1

et l’inégalité est stricte puisque u ̸= 1 4. Puisque 1 est racine primitive de l’unité si, et seulement si n = 1,
on en déduit que

|Φn(q)| =

∣∣∣∣∣∣
∏
x∈µn

(q − x)

∣∣∣∣∣∣ > |q − 1|φ(n) ≥ q − 1

ce qui est contradictoire avec le point précédent. Ainsi, k = Z donc k est bien un corps.

4. dans ce cadre, le cas d’égalité de l’inégalité triangulaire est le caractère positivement colinéaire et par positivité de q ...
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Chapitre 5

Espaces vectoriels normés

Exercice 35. Soit E = R[X].

1. On munit E de ∥ · ∥∞. Soit u ∈ L(E) vérifiant ∀k ∈ N, u(Xk) = 1
k + 1X

k. Montrer que u est
continue, inversible, mais d’inverse non continue.

2. Exhiber deux normes non équivalentes sur E.
3. Soit D : P ∈ E 7→ P ′ ∈ E et M : P ∈ E 7→ XP ∈ E.

(a) Donner une norme sur E de sorte que M soit continue, et une autre de sorte que M ne le
soit pas.

(b) Même question pour D.
4. Existe-t-il une norme de sorte que M et D soient continues ?

Corrigé :

1. Soit P , un polynôme, disons de degré n. Alors P s’écrit
n∑
k=0

akX
k. Ainsi, u(P ) =

n∑
k=0

ak
k + 1X

k. Ainsi,

∀k ∈ [[0, n]],
∣∣∣∣ ak
k + 1

∣∣∣∣ ≤ |ak|
k + 1 ≤ |ak| ≤ ∥P∥∞.

D’où ∥u(P )∥ ≤ ∥P∥. u est donc continue car 1-lipschitzienne.
Par ailleurs, u envoie une base de K[X] sur une famille échelonnée en degré, qui contient tous les degrés :
c’est donc une base donc u est bijective. Maintenant, pour tout k ∈ N, u−1(Xk) = (k + 1)Xk donc
∥u−1(Xk)∥/∥Xk∥ n’est pas bornée. u−1 n’est pas continue.

2. On considère la norme infinie et la norme 1. Pour Pn =
n∑
i=0

Xk. Alors ∥Pn∥1
∥Pn∥∞

−→
n→+∞

+∞ donc les normes

ne sont pas équivalentes.
3. (a) De manière générale, pour toute suite de réels strictement positifs (un)n∈N, pour un polynôme

P =
n∑
k=0

akX
k, l’application définie par Nu(P ) =

n∑
k=0

uk|ak| est une norme sur E. Considérons alors

la norme N pour u = (n!)n∈N. Alors

N(D(P )) =
n−1∑
k=0
|ak+1|(k + 1)! ≤

n∑
k=0
|ak|k! = N(P ).

Donc D est continu pour N . Par contre, D n’est pas continu pour ∥ · ∥∞.
(b) On a ∥M(P )∥∞ = ∥P∥∞. Par contre, pour la norme N précédente, on a N(Xn) = n!, N(M(Xn)) =

(n+ 1)! donc N(M(Xn))
N(Xn) = n+ 1 donc M n’est pas continu pour N .
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4. Supposons qu’une telle norme existe, disons ∥ · ∥. Alors il existe k, h tel que

∀P ∈ R[X], ∥M(P )∥ ≤ k∥P∥, ∥D(P )∥ ≤ h∥P∥.

Alors
∥nXn∥ ≤ ∥M(nXn−1∥ ≤ k∥nXn−1∥ ≤ k∥D(Xn∥ ≤ kh∥Xn∥.

Ainsi, on en déduit que n ≤ kh, ce qui est absurde.

Exercice 36. Soit E, un espace vectoriel normé, u, v deux endomorphismes continus de E. On suppose
que u ◦ v − v ◦ u = aId.

1. Montrer que ∀n ∈ N∗, un ◦ v − v ◦ un = anun−1.
2. Montrer que u et v commutent (c’est-à-dire a = 0).
3. Et si E est de dimension finie ?
4. Déduire de cet exercice qu’il n’existe pas de norme sur K[X] rendant les endomorphismes D et M

continus (c.f. l’exercice 35).

Corrigé :
1. C’est une récurrence.
2. Soit n ∈ N∗. Alors

n|a|
∣∣∣∣∣∣∣∣∣un−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = |||un ◦ v − v ◦ un||| ≤ 2|||un||||||v||| ≤ 2
∣∣∣∣∣∣∣∣∣un−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣|||u||||||v|||.
Il y a deux cas.

• Soit un−1 ̸= 0 pour tout n ≥ 1 donc |a|n est majorée : a = 0.
• Soit il existe un rang p tel que up−1 = 0 donc a est nilpotente. Si p = 1, alors u est nulle, donc u et v

commutent. Si p ≥ 2, supposons a ̸= 0. Alors par 1, on en déduit que up−2 = 0. Par une récurrence
descendante finie, u = 0 contredisant le fait que a ̸= 0. Donc a = 0.

3. Si E est de dimension finie, on a, en prenant la trace, 0 = adim(E) donc a = 0.

Exercice 37. On considère E = C0([0, 1],R) muni de la norme ∥ · ∥1 : f ∈ E 7→
∫ 1

0
|f(t)|dt ∈ R.

1. Soit g ∈ E. On considère φg : f ∈ E 7→
∫ 1

0
f(t)g(t)dt ∈ R. Montrer que φg est une forme linéaire

continue puis calculer sa norme d’opérateur.
2. Soit g ∈ E. Soit Φ : f ∈ E 7→ Φ(f) ∈ E telle que ∀f ∈ E,

Φ(f) : [0, 1] → R
x 7→

∫ x

0
f(t)g(t)dt.

Montrer que Φ est un endomorphisme continu puis calculer sa norme d’opérateur.

Corrigé :
1. Il est aisé de montrer que φg est linéaire. De plus,

∀f ∈ E, |φg(f)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
f(t)g(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ 1

0
|f(t)||g(t)|dt ≤ ∥g∥∞∥f∥1.

Ainsi, φg est continue car elle est ∥g∥∞ lipschitzienne.
Une propriété du cours assure que la |||φg||| est l’infimum des constantes de Lipschitz de φg donc on a
déjà

|||φg||| ≤ ∥g∥∞.
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Réciproquement, on souhaiterait exhiber une fonction f de norme 1 telle que |φg(f)| = |||φg|||. Pour cela
puisque g est continue sur le segment [0, 1], il existe x0 tel que |g(x0)| = ∥g∥∞. Quitte à considérer −g,
on peut supposer que g(x0) est positive puisque |||φg||| = |||φ−g|||. On peut même supposer g(x0) > 0 car
si g(x0) = 0, alors g est nulle. On va donc essayer de construire une fonction f concentrée en x0 de sorte
que ∫ 1

0
f(t)g(t)dt = g(x0).

Le problème est qu’une bonne fonction satisfaisante est le Dirac en x0 qui n’est pas une fonction sympa-
thique. On va donc essayer de l’approcher via une fonction en forme de pic.

Soit n ∈ N avec n > max
( 1
x0
,

1
1− x0

)
et

fn(x) =



0 si x /∈
[
x0 −

1
n
, x0 + 1

n

]
n2
(
x− x0 + 1

n

)
si x ∈

[
x0 −

1
n
, x0

]
−n2

(
x− x0 −

1
n

)
si x ∈

[
x0, x0 + 1

n

] .

Remarquons déjà que pour tout n ∈ N, par la formule de l’aire d’un triangle,
∫ 1

0
fn(t)dt = 1 et que fn

est positive : on a donc ∀n ∈ N, ∥fn∥1 = 1.

Sur l’intervalle
[
x0 −

1
n
, x0 + 1

n

]
, g étant continue sur [0, 1], soit donc ε > 0 : il existe n0 ∈ N tel que

∀n ≥ n0,∀x ∈
[
x0 −

1
n
, x0 + 1

n

]
, |g(x)− g(x0)| ≤ ε.

On écrit maintenant

|φg(fn)− g(x0)| =
∣∣∣∣∫ 1

0
fn(t)(g(t)− g(x0)dt

∣∣∣∣ ≤ ∫ x0+ 1
n

x0− 1
n

|fn(t)| |g(t)− g(x0)|︸ ︷︷ ︸
≤ε

dt ≤ ε.

On vient de montrer que

∀ε > 0,∃n0 ∈ N, ∀n ≥ n0, |φg(fn)− g(x0)| ≤ ε.

Ainsi, φg(fn) −→
n→+∞

g(x0) donc |φg(fn)| −→
n→+∞

∥g∥∞. L’inégalité

∥φg(fn)∥ ≤ |||φg|||

passe donc à la limite en ∥g∥∞ ≤ |||φg|||.

2. Il est aisé de montrer que Φ est un endomorphisme : elle est clairement linéaire et x 7→
∫ x

0
fg est C1 sur

[0, 1] donc dans E. De plus,

∀f ∈ E, ∥Φ(f)∥1 =
∫ 1

0

∣∣∣∣∫ x

0
f(t)φ(t)dt

∣∣∣∣ dx
≤
∫ 1

0

∫ x

0
|f(t)φ(t)|dtdx

≤
∫ 1

0
∥φ∥∞

∫ x

0
|f(t)|dt︸ ︷︷ ︸

≤∥f∥1

dx

= ∥φ∥∞∥f∥1.
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Ainsi, Φ est continue et on a déjà |||Φ||| ≤ ∥φ∥∞ mais cela est assez grossier. En effet, si on retourne en
arrière, il y a une majoration très grossière à cause de l’intégrale de 0 à x. Soyons plus subtil et procédons
à une intégration par parties. On intègre 1 et on choisit la constante pour annuler le crochet :

∀f ∈ E, ∥Φ(f)∥1 ≤
∫ 1

0

∫ x

0
|f(t)φ(t)|dtdx =

[
(x− 1)

∫ x

0
|f(t)φ(t)|dt

]1

0
−
∫ 1

0
(x− 1)|f(x)φ(x)|dx.

On a donc
∀f ∈ E, ∥Φ(f)∥1 ≤

∫ 1

0
(1− x)|φ(x)||f(x)|dx︸ ︷︷ ︸

=φa(f)

≤ sup
x∈[0,1]

(1− x)|φ(x)|∥f∥1.

On a donc
|||Φ||| ≤ sup

x∈[0,1]
(1− x)|φ(x)| =: M

Puisque u : x ∈ [0, 1] 7→ (1 − x)φ(x) est continue sur [0, 1], soit x0 tel que |u(x0)| = M que l’on peut
supposer strictement positive comme avant. Soit (fn)n suites de fonctions pics en x0 comme avant. Pour
n assez grand, l’image de l’intervalle

[
x0 −

1
n
, x0 + 1

n

]
par u est inclus dans R+∗ (donc φ aussi car

x0 ∈]0, 1[). On a alors Remarquons déjà que

∀n ∈ N, |∥Φ(fn)∥1 −M | =
∣∣∣∣∫ 1

0

∣∣∣∣∫ x

0
fn(t)φ(t)dtdx

∣∣∣∣ dx−M ∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
∫ 1

x0− 1
n

∣∣∣∣∣
∫ x

x0− 1
n

fn(t)φ(t)dt
∣∣∣∣∣ dx−M

∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
∫ 1

x0− 1
n

∫ x

x0− 1
n

fn(t)φ(t)dtdx−M
∣∣∣∣∣

=
IPP

∣∣∣∣∣∣
[
(x− 1)

∫ x

x0− 1
n

fn(t)φ(t)dt
]1

x0−1/n
+
∫ 1

x0− 1
n

(1− t)fn(t)φ(t)dt−M

∣∣∣∣∣∣
=
∣∣∣∣∣
∫ 1

x0− 1
n

u(t)fn(t)dt− u(x0)
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∫ x0+ 1

n

x0− 1
n

u(t)fn(t)dt− u(x0)
∣∣∣∣∣

≤
∫ x0+ 1

n

x0− 1
n

u(t)− u(x0)︸ ︷︷ ︸
≤ε

fn(t)dt ≤ ε.

Cela conclut et montre que |||Φ||| = M = sup
x∈[0,1]

(1− x)|φ(x)|.

Exercice 38. Soit n ∈ N∗ et A ∈Mn(C). Montrer que si |||A||| < 1, alors In−A est inversible et calculer
son inverse à l’aide d’une série de vecteurs. (C’est la formule de von Neumann.)

Corrigé : Il faut penser à l’identité sur R suivante :

∑
k≥0

xk = 1
1− x

pour |x| < 1.
Ici, on a bien envie de dire que l’inverse de In − A est

∑
k≥0

Ak. Pour ce faire, admettons dans un premier

temps que cette série est bien définie. Alors
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(In −A)
+∞∑
k=0

Ak =
+∞∑
k=0

Ak −Ak+1 = In − lim
k→+∞

Ak = In.

Il y a donc deux choses à justifier : la convergence de la série et le fait que Ak −→
k→+∞

0 (ce que l’on sait déjà
par la série). On écrit donc

∥∥∥∥∥∥
∑
k≥0

Ak

∥∥∥∥∥∥ ≤
∑
k≥0
∥Ak∥ ≤

∑
k≥0
∥A∥k = 1

1− ∥A∥ .

Ainsi, la série converge et on a bien

In −A ∈ GLn(R) : (In −A)−1 =
+∞∑
k=0

Ak.

Exercice 39. Soit n, k ∈ N∗ et A ∈Mn(C). Montrer que(
In + 1

k
A

)k
−→
k→+∞

exp(A)

où exp(A) =
+∞∑
j=0

Aj

j! . (On s’assurera de la bonne définition de exp(A). Pour rappel, une série de vecteurs

converge lorsque la suite des sommes partielles converge.)

Corrigé : Soit A ∈ Mn(C). Soit n ∈ N∗. Soit ∥ · ∥ une norme sous-multiplicative sur Mn(C) (il en existe :
par exemple, on prend une norme d’opérateur ou même la norme de Frobenius qui est A 7→ tr(AAT )). Alors
la série exponentielle est bien définie. En effet,

∥∥∥∥∥∥
∑
ℓ≥0

1
ℓ!A

ℓ

∥∥∥∥∥∥ ≤
∑
ℓ≥0

1
ℓ!∥A

ℓ∥ ≤
∑
ℓ≥0

1
ℓ!∥A∥

k = exp(∥A∥).

Ainsi, la série exponentielle converge. On écrit alors

exp(A) =
+∞∑
ℓ=0

1
ℓ!A

ℓ ;
(
In + 1

k
A

)k
=

k∑
ℓ=0

(
k

ℓ

)
1
kℓ
Aℓ.

Ainsi,

exp(A)−
(
In + 1

k
A

)k
=

k∑
ℓ=0

(
1
ℓ! −

(
k

ℓ

)
1
kℓ

)
Aℓ +

+∞∑
ℓ=k+1

1
ℓ!A

ℓ.

Or,

∀ℓ ∈ [[0, k]], 1
ℓ! −

(
k

ℓ

)
1
kℓ

= 1
ℓ!

(
1− k!ℓ!

ℓ!(k − ℓ)!
1
kℓ

)
= 1
ℓ!

1−
k∏

i=ℓ+1

i

k

 > 0.
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Ainsi,

∥ exp(A)−
(
In + 1

k
A

)k
∥ =

∥∥∥∥∥∥
k∑
ℓ=0

(
1
ℓ! −

(
k

ℓ

)
1
kℓ

)
Aℓ +

+∞∑
ℓ=k+1

1
ℓ!A

ℓ

∥∥∥∥∥∥
≤

k∑
ℓ=0

∣∣∣∣∣ 1ℓ! −
(
k

ℓ

)
1
kℓ

∣∣∣∣∣ ∥Aℓ∥+
+∞∑
ℓ=k+1

1
ℓ!∥A

ℓ∥

≤
k∑
ℓ=0

∣∣∣∣∣ 1ℓ! −
(
k

ℓ

)
1
kℓ

∣∣∣∣∣ ∥A∥ℓ +
+∞∑
ℓ=k+1

1
ℓ!∥A∥

ℓ

=
k∑
ℓ=0

(
1
ℓ! −

(
k

ℓ

)
1
kℓ

)
∥A∥ℓ +

+∞∑
ℓ=k+1

1
ℓ!∥A∥

ℓ

= exp(∥A∥)−
(

1 + ∥A∥
k

)k
−→
k→+∞

0.

On a bien la convergence souhaitée.
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Chapitre 6

Topologie

Exercice 40. Soit E, un espace vectoriel normé. Soit φ ∈ E∗ non nul et H = ker(φ), hyperplan de E.
Montrer que H est fermé ou dense dans E.

Corrigé : En dimension finie, un sous-espace vectoriel est bien fermé. On rappelle la preuve. Soit x, une suite
convergente de F sev de E. Alors x est bornée dans F . Il existe donc R tel que {xn : n ∈ N} ⊂ Bf (0, R). Donc
Bf (0, R) ∩ F est une boule fermée de E donc compact par dimension finie de F . Il existe donc une sous-suite
convergente dans F . Par unicité, la limite de x est dans F . Sinon, H est le noyau d’une application linéaire,
continue par dimension finie. Donc H est fermé.
En dimension infinie, si φ est continue, alors H est fermé. Supposons donc que φ n’est pas continue. Alors φ
n’est pas lipschitzienne : ∀n ∈ N, ∃an ∈ E, |φ(an)| > n∥an∥.

Soit x ∈ E. Pour tout n ∈ N, posons yn = x + λnan. Alors φ(yn) = 0 pour λn = − φ(x)
φ(an) . Ainsi définie,

yn ∈ H pour tout n. Or

∥yn − x∥ =
∥∥∥∥ φ(x)
φ(an)an

∥∥∥∥ = |φ(x)| ∥an∥
|φ(an)| ≤

|φ(x)|
n

−→
n→+∞

0.

Donc H est bien dense dans E.
Il existe une alternative plus élémentaire mais je tiens à présenter cette méthode.

Exercice 41. Soit E, un espace vectoriel normé. Soit K, un compact non vide de E. Soit f : K → K
vérifiant ∀x ̸= y ∈ K, ∥f(x)− f(y)∥ < ∥x− y∥. Montrer que f admet un unique point fixe. Montrer que
ce dernier est obtenu par limite d’une suite vérifiant u0 ∈ X,∀n ∈ N, un+1 = f(un).

Corrigé : Soit g : x ∈ K 7→ ∥f(x) − x∥ ∈ R+. g est clairement continue sur K donc par le théorème des
bornes atteintes, g admet un minimum sur K compact. Notons-le α. Alors si f(α) ̸= α), on a g(f(α)) =
∥f(f(α)) − f(α)∥ < ∥f(α) − α∥ = g(α), ce qui est absurde. Donc α est bien point fixe. Pour l’unicité, si α, β
sont deux points fixes, on a ∥α− β∥ = ∥f(α)− f(β)∥ < ∥α− β∥. Cela signifie que α = β.

Considérons maintenant la suite définie pour tout n ∈ N par dn = ∥xn − α∥ (α est point fixe de f). Alors
d est une suite décroissante, minorée par 0, donc converge, disons vers ℓ. Par compacité de K, x admet une
valeur d’adhérence, disons ξ. Par passage à la limite, on en déduit ℓ = ∥ξ − α∥. En appliquant la même chose
à dn+1 = ∥xn+1 − α∥ = ∥f(xn) − f(α)∥ et par continuité de f , on a ℓ = ∥f(ξ) − f(α)∥. Donc ξ = α. Ainsi, x
admet une unique valeur d’adhérence qui est α : elle est donc convergente, et ce, vers α.

On présente dans ce qui suit trois résultats intéressants, pas si facile, assez utiles, de topologie.
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Exercice 42. Soit E un espace vectoriel normé et (xn)n ∈ EN une suite convergente de limite ℓ. Montrer
que {xn : n ∈ N} ∪ {ℓ} est compact.

Corrigé : Notons K = {xn : n ∈ N} ∪ {ℓ}. Soit (yn)n∈N une suite dans KN. Si (yn)n prend la valeur de ℓ
une infinité de fois, il est aisé de construire une extraction φ telle que ∀n ∈ N, yφ(n) = ℓ donc (yn)n admet une
valeur d’adhérence.

On suppose donc que ce n’est pas le cas. Notons X = {xn : n ∈ N}. Alors on peut construire une extraction
φ de sorte que (yφ(n))n soit à valeurs dans X.

• Pour chaque k ∈ N, il existe nk ∈ N tel que yφ(k) = xnk
. Notons nk = ψ(k).

• Alors on a ∀k ∈ N, yφ(k) = xψ(k).
• • Si ψ est bornée, alors (yφ(k))k prend un nombre fini de valeurs : elle admet donc une sous-suite

convergente donc (yn)n aussi.
• Si ψ n’est pas bornée, alors il existe une extraction σ tel que ψ ◦ σ soit une extraction. On a alors

yφ(σ(k)) = xψ(σ(k)) −→
k→+∞

ℓ

donc (yn)n admet une sous-suite convergente.

Exercice 43. Soit E,F deux espaces vectoriels normés et f : E → F une application continue bijective.
Montrer que si E est compact, alors f−1 : F → E est continue.

Corrigé :
On va montrer que f−1 : F → E est continue par caractérisation séquentielle. Soit donc (yn)n ∈ FN une

suite convergente dans F , disons vers ℓ. On veut montrer que

f−1(yn) −→
n→+∞

f−1(ℓ).

Par hypothèse, on sait alors que F = f(E) est compact. On va donc montrer que (f−1(yn)) admet une
unique valeur d’adhérence qui est f−1(ℓ) ce qui conclut quant à la convergence vers cette unique valeur.

Soit φ une extraction telle que (f−1(yφ(n)))n converge, disons vers a. Alors par continuité de f , on a

ℓ ←−
n→+∞

yφ(n) −→
n→+∞

f(a)

donc par unicité de la limite, ℓ = f(a) donc a = f−1(ℓ).
Ainsi, f−1(ℓ) est l’unique valeur d’adhérence ce qui conclut quant à la continuité de f−1.

Exercice 44. Soit E, un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit F , un fermé non vide de E.
Montrer que d(x, F ) := inf

y∈F
∥x−y∥ est atteinte. Même question mais E est supposé de dimension infinie

et F , un sous-espace vectoriel de dimension finie.

Corrigé : On rappelle qu’un espace de dimension finie est fermé (rappelé en ??. Il faut savoir le démontrer !).
Soit a ∈ F, d = ∥x− a∥. Soit K = F ∩Bf (x, d) = {y ∈ F : ∥x− y∥ ≤ d}. K est inclus dans un fermé, et K est
fermé borné. Ainsi, K est compact (dans K) car F est de dimension finie . L’application y 7→ ∥y−x∥ est continue
sur K donc atteint son minimum en c ∈ K par le théorème des bornes atteintes. Ainsi, ∀y ∈ K, ∥x−y∥ ≤ ∥x−c∥
donc ∥x− c∥ ≤ d. Par ailleurs, ∀y ∈ F\K, ∥x− y∥ > d ≥ ∥x− c∥. Ainsi, d(x, F ) ≥ ∥x− c∥ mais puisque c ∈ F ,
on a égalité.

Exercice 45. Soit E, un espace vectoriel normé. Montrer que sa sphère unité fermée est compacte si, et
seulement si, E est de dimension finie. Indication : On pourra utiliser l’exercice 44 et regarder un vecteur
unitaire u vérifiant d(u, F ) = 1 pour F , un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, et construire
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une suite d’éléments de Bf (0, 1) sans valeur d’adhérence.

Corrigé : Si E est de dimension finie, c’est clair. Si E est de dimension infinie, pour F de dimension finie
de E, on sait par l’exercice 44 qu’il existe y ∈ F , vérifiant d(x, F ) = ∥x− y∥ pour tout x ∈ E\F . Posons donc
u = x− y

∥x− y∥
. Alors u est unitaire, donc d(u, F ) ≤ ∥u∥ = 1. Par ailleurs,

∀z ∈ F, ∥u− z∥ = 1
∥x− y∥

∥x− (y + ∥x− y∥z)∥.

De plus, ∥x− (y + ∥x− y∥)z︸ ︷︷ ︸
∈F

∥ ≤ d(x, F ) = ∥x−y∥. Donc ∥u−z∥ ≥ 1, et ce, pour tout z ∈ F . Donc d(u, F ) = 1

au final.
Considérons maintenant une suite u à valeurs dans Bf (0, 1) vérifiant ∀n, p ∈ N2, n ̸= p =⇒ ∥un − up∥ ≥ 1.

Cela signifie que u n’a pas de valeur d’adhérence, contredisant la compacité de la boule fermée de E.
On considère u0, un élément unitaire quelconque. Supposons u0, · · · , un−1 construit. L’espace Vect(u0, · · · , un−1)

étant de dimension finie, le début de la preuve assure un élément un vérifiant d(un, Fn) = 1. Alors ∀k ∈
[[0, n− 1]], ∥un − uk∥ ≥ 1. D’où la construction de un. On construit ainsi une suite u satisfaisante.

Les deux exercices qui suivent peuvent utiliser les exercices 42 et 43.

Exercice 46. Soit E,F deux espaces vectoriels normés et f : E → F injective. Montrer que f est
continue si, et seulement si, l’image de tout compact de E par f est un compact de F .

Corrigé : Par le cours, si f est continue, alors l’image d’un compact de E par f est un compact de F .
Réciproquement, soit (xn)n ∈ EN une suite convergente dans E, disons vers ℓ. On veut montrer que

lim
n→+∞

f(xn) = f(ℓ).

Soit K = {xn : n ∈ N} ∪ {ℓ} qui est un compact de E par l’exercice 42. Alors K ′ = f(K) est compact. Soit
g = f|K . g est alors bijective de K dans K ′ et on note alors g−1 : K ′ → K.

K étant compact, g−1 est continue : en effet, soit A un fermé de K compact donc A est compact. Montrons
que l’image réciproque de A par g−1 est fermé. Si c’est le cas, c’est vrai pour tout fermé donc g−1 est continue.
Pour montrer ce fait, il suffit de remarquer que (g−1)−1(A) = g(A) qui est compact car g(A) = f(A) qui est
compact.

g−1 étant continue et K ′ étant compact, par l’exercice 43, (g−1)−1 est continue donc g est continue. En
particulier, f(xn) = g(xn) −→

n→+∞
g(ℓ) = f(ℓ) donc

f(xn) −→
n→+∞

f(ℓ)

donc f est continue.
L’injectivité est cruciale ! Si on prend f = 1R+∗, alors l’image de tout compact de F est soit {0}, {1} ou

{0, 1} qui est compact.

Exercice 47. 1. Soit E,F deux espaces vectoriels normés et f : E → F continue. On suppose que
l’image réciproque de tout compact de F par f est un compact de E. Montrer que f est fermée
i.e. l’image de tout fermé de E par f est un fermé de F .

2. Soit Fn l’ensemble des polynômes de Rn[X] unitaires et scindés sur R. Montrer que Fn est un
fermé de Rn[X].

Corrigé :

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com Page 59 Ne pas diffuser sans l’accord du concepteur



CHAPITRE 6. TOPOLOGIE Chen Thomas

1. Soit A un fermé de E. Soit (yn)n ∈ AN une suite convergente dans f(A), disons vers ℓ. Soit (xn)n ∈ AN

tel que ∀n ∈ N, yn = f(xn). On veut montrer que y ∈ f(A).
K := {yn : n ∈ N}∪{ℓ} est un compact de F par l’exercice 42. Ainsi, par hypothèse, f−1(K) est compact
donc puisque (xn)n ∈ f−1(K), par compacité, il existe une extraction φ telle que (xφ(n))n converge,
disons vers ξ. Alors de l’égalité

lim
n→+∞

xφ(n) = ξ

on tire par continuité de f
lim

n→+∞
f(xφ(n)︸ ︷︷ ︸
=yφ(n)

= f(ξ).

Par unicité de la limite, ℓ = f(ξ) et ξ ∈ A donc ℓ ∈ f(A).
2. Il s’agit de montrer que

f : Rn → Rn[X]

(λ1, · · · , λn) 7→
n∏
k=1

(X − λk)

est une application fermée car Fn = f(Rn). f est clairement continue car polynômiale. Ainsi, montrons
que l’image réciproque de tout compact de Rn[X] est un compact de Rn.
Soit K un compact de Rn[X].

• Rn est de dimension finie.
• Par continuité de f , f−1(K) est fermé.
• Comme K est compact, K est bornée pour la norme infinie (n’importe quelle norme puisqu’on est

en dimension finie). Soit donc M une borne de sorte que ∀P ∈ K, ∥P∥∞ ≤M .
Soit λ := (λ1, · · · , λn) ∈ f−1(K). Soit P = f(λ1, · · · , λn) que l’on note

n∑
k=0

akX
k

avec an = 1 et a0, · · · , an−1 n réels. On va montrer que ∥λ∥∞ ≤ 1 +M . Pour cela, soit i ∈ [[1, n]].
• Soit |λi| ≤ 1 et on ne fait rien.
• Soit |λi| > 1 et alors

n−1∑
k=0

akλ
k
i + λn = 0

donc

|λi|n =
∣∣∣∣∣
n−1∑
k=0

akλ
k
i

∣∣∣∣∣ ≤ ∥P∥∞
n−1∑
k=0
|λi|k.

Ainsi,

|λi| ≤ ∥P∥∞
1− 1

|λi|n

|λi| − 1 ≤ ∥P∥∞.

On a bien |λi| ≤ 1 + ∥P∥∞ ≤ 1 +M et ce pour tout i. Ainsi, ∥λ∥∞ ≤ 1 +M .
Ainsi, f−1(K) est un fermé borné en dimension finie : c’est un compact.

Exercice 48. Soit F , un sous-espace vectoriel de E. On suppose que dim(E) = n ≥ 2 et dim(F ) ≤ n−2.
Montrer que E\F est connexe par arcs.

Corrigé : Soit E = F ⊕ G. Soient πF , πG, projecteurs adaptés à cette décomposition. Remarquons que
x ∈ E\F ⇐⇒ πG(x) ̸= 0. On sait que dim(G) ≥ 2. Alors G\{0} est connexe par arcs. En effet, soit x, y ∈
G\{0}. Soit x = ∥x∥ux avec ∥ux∥ = 1. Alors γ : t ∈ t ∈ [1/∥x∥, 1] 7→ tux ∈ G connecte x à la sphère unité.
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De même, pour y. Puisque la sphère unité est connexe par arcs, x et y sont continûment reliés. Donc G\{0}
est connexe par arcs. Soit x, y ∈ (E\F )2. Alors πG(x), πG(y) sont tous deux non nuls. Soit γ, un chemin
continu reliant πG(x) à πG(y) à valeurs dans G\{0} (possible car G\{0} est connexe par arcs). Posons alors
ψ(t) : t ∈ [0, 1] 7→ (1 − t)πF (x) + tπF (y) + γ(t). Alors ∀t ∈ [0, 1], πG(ψ(t)) = γ(t) donc ψ est à valeurs dans
E\F . ψ est continue, ψ(0) = x, ψ(1) = y. Donc E\F est connexe par arcs.

6.1 Espaces complets

Définition 6.1. Soit (E, d) un espace métrique (dans le cadre du programme, considérons (E, ∥ · ∥) un
espace vectoriel normé). On dit que (un)n ∈ EN est une suite de Cauchy dans E lorsque

∀ε > 0,∃n ∈ N,∀p, q ≥ n, d(up, uq) ≤ ε( ou alors ∥up − uq∥ ≤ ε).

On dit que E est complet lorsque toute suite de Cauchy de E converge dans E.

Exercice 49. Soit (E, ∥ · ∥), un R-espace vectoriel muni d’une norme sur E. On dit qu’une suite
(un)n∈N ∈ EN est une suite de Cauchy lorsque

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀p, q ≥ N, ∥up − uq∥ ≤ ε.

1. Montrer que si E = R, une suite est de Cauchy si, et seulement si, elle converge. Indication : on
pourra montrer que (un)n admet une valeur d’adhérence.

2. On se place dans le cas général. On dit que E est complet lorsque pour toute suite (un)n∈N ∈ EN,
si u est de Cauchy, alors u converge. Montrer que E est complet si, et seulement si, toute série
absolument convergente est convergente. Indication : on pourra trouver une extraction φ de sorte∑
∥uφ(n+1) − uφ(n)∥ soit convergente.

Corrigé :
1. Soit u une suite réelle convergente. Notons ℓ sa limite. Soit ε > 0. Soit N ∈ N tel que ∀n ≥ N, |un − ℓ| ≤
ε/2. Soit p, q ≥ N . Alors |up − uq| ≤ |up − ℓ|+ |uq − ℓ| ≤ 2ε/2 = ε donc u est de Cauchy.
Réciproquement, montrons un lemme.

Lemme 6.1. Une suite de Cauchy de E est bornée.

Démonstration. Soit u de Cauchy. Soit ε > 0. Il existe alors N ∈ N tel que ∀p ≥ N, ∥up − uN∥ ≤ ε. Soit
M = max

[0,N ]
∥u∥. Alors :

∀n ∈ [[0, N ]], ∥un∥ ≤M ; ∀n ≥ N, ∥up∥ ≤ ε+ ∥uN∥.

Ainsi, u est bornée par max(M, ε+ ∥uN∥).

Soit maintenant u une suite réelle de Cauchy. Alors u est bornée, disons par M . u est à valeurs dans
[−M,M ] qui est un compact de K. Montrons alors que u n’a qu’une valeur d’adhérence (un résultat du
cours nous dit alors que u converge). Soit ℓ, ℓ′ deux valeurs d’adhérence de u. Soit φ,ψ deux extractions
telles que uφ(n) −→

n→+∞
ℓ, uψ(n) −→

n→+∞
ℓ′. Soit ε > 0. Il existe un rang N ∈ N tel que :

(a) ∀p, q ≥ N, |up − uq| ≤ ε,
(b) ∀n ≥ N, |uφ(n) − ℓ| ≤ ε,
(c) ∀n ≥ N, |uψ(n) − ℓ| ≤ ε.
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Puisque ψ(n) ≥ n ≥ N,φ(n) ≥ n ≥ N , on a

|ℓ− ℓ′| = |ℓ− uφ(n) + uφ(n) − uψ(n) + uψ(n) − ℓ′| ≤ |uψ(n) − ℓ|+ |uφ(n) − ℓ|+ |uφ(n) − uψ(n)| ≤ 3ε.

(cette inégalité, que j’appelle inégalité carrée, est une « méthode » à connaitre : pour aller à un point
A à un point D, mieux vaut faire la ligne droite que de passer par B puis par C.) Ainsi, pour tout
ε > 0), |ℓ− ℓ′| ≤ 3ε donc ℓ = ℓ′. Ainsi, u admet une unique valeur d’adhérence donc converge.

2. Supposons que E est complet. Soit (un)n une suite de E et Sn =
n∑
k=0

uk. On suppose que la série

(Sn)n converge absolument, ce qui veut dire que
n∑
k=0
∥uk∥ converge quand n → +∞ ce qui signifie que

+∞∑
k=n+1

∥uk∥ −→
n→+∞

0. Soit donc ε > 0. Soit N ∈ N tel que ∀n ≥ N

+∞∑
k=N+1

∥uk∥ < ε.

Soit p ≥ q ≥ N . Alors

∥Sp − Sq∥ =

∥∥∥∥∥∥
q−1∑
k=p

uk

∥∥∥∥∥∥ ≤
q−1∑
k=p
∥uk∥ ≤ ε.

Alors (Sn)n est de Cauchy donc converge.
Réciproquement, la stratégie repose sur le lemme plus général suivant que l’on démontrera après.

Lemme 6.2. Si u est de Cauchy sur E et a une valeur d’adhérence, elle converge.

Supposons que toute série absolument convergente converge. Soit u une suite de Cauchy dans E. Soit
ε > 0. Il existe alors Nk ∈ N 1 tel que ∀p, q ≥ N, ∥up − uq∥ ≤ ε. Construisions une extraction φ
par récurrence. Une première remarque que si on prend k ∈ N, alors il existe un entier φ(k) tel que
∀p, q ≥ φ(k), ∥up − uq∥ ≤

1
2k ce qui implique que ∀p ≥ φ(k), ∥up − uφ(k)∥ ≤

1
2k .

(a) Il existe φ(0) ∈ N tel que ∀p ≥ φ(0), ∥up − uφ(0)∥ ≤ 1.

(b) Il existe φ(1) ∈ N tel que ∀p ≥ φ(1), ∥up − uφ(1)∥ ≤
1
2. On peut alors supposer que φ(1) ≥ φ(0).

(c) On construit ainsi par récurrence φ(k) > φ(k − 1) tel que ∀p ≥ φ(k), ∥up − uφ(k)∥ ≤
1
2k .

Soit vn = uφ(n+1)− uφ(n). Alors ∥vn∥ ≤
1
2n par construction. De fait, la série

∑
vn converge absolument

donc converge par hypothèse. Par télescopage, cela revient à dire que (uφ(n))n converge. u est une suite
de Cauchy admettant une valeur d’adhérence : elle converge.

Démonstration. Montrons le lemme. Soit u de Cauchy dans E. Soit ε > 0. Soit N ∈ N tel que ∀p, q ≥
N, ∥up − uq∥ ≤ ε. Soit φ une extraction telle que (uφ(n))n converge, disons vers ℓ. Il existe alors un rang
n0 tel que ∀n ≥ n0, ∥uφ(n) − ℓ∥ ≤ ε.
Soit n1 = max(N,n0). Alors ∀n ≥ n1, n ≥ N,φ(n) ≥ n ≥ N,n ≥ 0. De fait,

∀n ≥ n1, ∥un − ℓ∥ ≤ ∥un − uφ(n)∥+ ∥uφ(n) − ℓ∥ ≤ 2ε.

Ainsi, u converge.

1. cet entier dépend de k
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Exercice 50.
1. Soit E,F deux espaces vectoriels normés complets. Montrer qu’il existe une norme sur E × F de

sorte que E × F soit complet. En déduire que Rn est complet.
2. Montrer que C0([0, 1],R) est complet pour une norme bien choisie. Montrer que C1([0, 1],R) est

complet pour une norme bien choisie.

Corrigé succinct :
1. Si on note ∥ ·∥E , ∥ ·∥F normes pour que E et F soient complets respectivement, considérons ∥ ·∥ : (x, y) ∈
E × F 7→ ∥x∥E + ∥y∥F . Il est aisé de montrer que c’est une norme. Soit (xn, yn)n ∈ (E × F )N une suite
de Cauchy. On montre assez facilement que (xn)n est alors de Cauchy dans E et (yn)n l’est aussi. On
en déduit donc que (xn)n et (yn)n converge respectivement dans E et F donc (xn, yn)n converge dans
E × F .

2. On utilise la complétude de R. Munissons C0([0, 1],R) de la norme infinie. Soit (fn)n une suite de Cauchy
dans C0([0, 1],R). Alors

∀ε > 0,∃N ∈ N, ∀p, q ≥ N, ∥fp − fq∥ ≤ ε.

Soit donc ε > 0 et N comme précédent. Alors pour tout p, q ≥ N , on a

∀x ∈ [0, 1], |fp(x)− fq(x)| ≤ ε.

Ainsi, la suite (fn(x))n est de Cauchy dans R donc elle converge, disons vers f(x). Montrons donc que
fn

unif.−→
n→+∞

f . Soit ε > 0. Soit N ∈ N tel que ∀p, q ≥ N, ∥fp − fq∥ ≤ ε. Alors

∀p, q ≥ N, ∀x ∈ [0, 1], |fp(x)− fq(x)| ≤ ε.

En faisant tendre p vers +∞, on a : ∀q ≥ N, ∀x ∈ [0, 1], |f(x)− fq(x)| ≤ ε donc ∀q ≥ N, ∀x ∈ [0, 1], ∥f −
fq∥ ≤ ε : la convergence est donc uniforme. Il reste à montrer que f est dans C0([0, 1],R) mais cela est
assuré par le théorème de continuité des suites de fonctions.
Ainsi, C0([0, 1],R) est complet.
Méthode : pour montrer qu’un espace est complet, on prend une suite de Cauchy et on utilise la complétude
d’un autre espace pour obtenir un candidat limite, puis on montre que ce candidat est effectivement limite
de notre suite de Cauchy de départ : pour cela, il faut montrer que ça converge dans le bon espace et pour
la bonne notion de convergence.

On montre aisément que C1([0, 1],R) est complet pour la norme ∥ · ∥∞ +
∥∥∥∥ d·

dx

∥∥∥∥
∞

en voyant l’application

f comme étant (f, f ′) dans C0([0, 1],R)2. Par contre, C1([0, 1],R) n’est pas complet pour la norme ∥ · ∥∞.

Exercice 51. Soit (E, ∥·∥), un R-espace vectoriel normé complet. Soit F , un sous-espace vectoriel fermé
de E et f : F → F , une application k-lipschitzienne avec 0 < k < 1 (on dit que f est contractante).
Montrer que f admet un et unique point fixe. Indication : on pourra construire une suite (xn)n∈N ∈ EN

telle que x0 ∈ X et xn+1 = f(xn), puis montrer que (xn)n∈N est de Cauchy.
Ce résultat reste-t-il vrai lorsque seule une des itérées de f est contractante ?

Corrigé : Avant toute chose, F est complet en tant que fermé dans un complet.
L’unicité d’abord. Soit a, b deux point fixes de f . On a

∥a− b∥ = ∥f(a)− f(b)∥ ≤ k∥a− b∥

donc ∥a− b∥(1− k) ≤ 0 sachant que 1− k > 0. On en déduit que ∥a− b∥ ≤ 0 donc vaut 0 par positivité de la
norme. Par séparation, a = b et on a l’unicité.
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Passons à l’existence. Soit (un)n une suite de F définie par u0 ∈ F,∀n ∈ N, un+1 = f(un). Une telle suite
est bien définie puisque f(F ) ⊂ F . On a

∀n ∈ N∗, ∥un+1 − un∥ = ∥f(un)− f(un−1)∥ ≤ k∥un − un−1∥

car f est k-contractante. Alors par récurrence immédiate,

∥un+1 − un∥ ≤ kn∥u1 − u0∥.

On veut montrer que u est de Cauchy. Pour cela, soit ε > 0 et considérons p, q deux entiers naturels, p > q.
Par télescopage,

∥up − uq∥ =

∥∥∥∥∥∥
p−1∑
n=q

un+1 − un

∥∥∥∥∥∥ ≤
p−1∑
n=q
∥un+1 − un∥ ≤

p−1∑
n=q

kn∥u1 − u0∥ = ∥u1 − u0∥kq
1− kp−q

k − 1 ≤ ∥u1 − u0∥
k − 1 kq.

Ainsi, pour q assez grand (donc p assez grand), on a ∥up−uq∥ ≤ ε. u est donc de Cauchy donc converge, disons
vers ℓ. Par continuité de f (lipschitzien implique continue), l’égalité f(un) = un+1 passe à la limite en f(ℓ) = ℓ
ce qui conclut l’existence.

Exercice 52. Soit (E, d) un espace métrique complet. On appelle diamètre de F le réel sup
x,y∈F

d(x, y) =:

D(F ). Soit (Fn)n une suite de fermés tous non vide. On suppose que (Fn)n est décroissante pour
l’inclusion et que la suite (D(Fn))n tend vers 0. Montrer que

⋂
n∈N

Fn est non vide, réduite à un singleton.

Corrigé : Soit (xn)n une suite de E de sorte que ∀n ∈ N, xn ∈ Fn ce qui est possible car Fn est non vide
pour tout n. Puisque D(Fn) tend vers 0, pour tout ε > 0, il existe N ∈ N tel que ∀n ≥ N,D(Fn) ≤ ε. Puisque
les fermés sont décroissants, ∀p, q ≥ N, xp, xq ∈ Fn : on a donc d(xp, xq) ≤ ε donc (xn)n est de Cauchy.

Puisque E est complet, (xn)n≥N converge dans E, disons vers ℓ. On va alors montrer que⋂
n∈N

Fn = {ℓ}.

Si ℓ /∈
⋂
n∈N

Fn, alors il existe n0 ∈ N tel que Fn0 ne contienne pas ℓ. Ainsi, ℓ ∈ F cn0 qui est ouvert donc il

existe r > 0 tel que B(ℓ, r) ⊂ F cn0 i.e. Fn0 ⊂ B(ℓ, r)c donc d(ℓ, a) > r pour tout a ∈ Fn0 . Puisque xn ∈ Fn ⊂ Fn0

pour n ≥ n0, on en déduit que ∀n ≥ n0, d(ℓ, xn) > r : cela contredit la convergence de (xn)n vers ℓ.
Soit maintenant x ∈

⋂
n∈N

Fn. Alors pour tout n ∈ N, ℓ ∈ Fn donc d(ℓ, x) ≤ D(Fn). Ainsi,

∀ε > 0, ∃N ∈ N,∀n ≥ N, d(ℓ, x) ≤ D(Fn) ≤ ε.

On en déduit que d(ℓ, x) = 0 donc ℓ = x.

Exercice 53. Soit (E, d) un espace métrique complet.
1. Soit (Ωi)i∈N des ouverts denses de E. Montrer que

⋂
i∈N

Ωi est dense dans E (théorème de Baire).

On pourra utiliser la caractérisation des ouverts par des voisinages.
2. Soit (Fi)i∈N des fermés d’intérieurs vide de E. Alors

⋃
i∈N

Fi est d’intérieur vide dans E.

3. Soit Fn une suite de fermés tel que E =
⋃
n∈N

Fn. Alors
⋃
n∈N

◦
Fn est dense dans E.

Corrigé :
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1. Soit V un ouvert non vide de E. On souhaite montrer que V ∩
⋂
i∈N

Ωi ̸= ∅. On construit alors (Bi)i∈N des

boules fermées de E vérifiant
(a) Pour tout n ∈ N, Bn est fermée de rayon R ∈

[
0, 1

2n
]
.

(b) B0 ⊂ (Ω0 ∩ V ) et
∀n ∈ N, Bn+1 ⊂

(
Ωn+1 ∩

◦
Bn

)
.

On aura ainsi construit une suite de boules fermées décroissantes pour l’inclusion qui se trouve dans tous
les ouverts Ωi.
Ces boules existent. En effet, puisque Ω0 ∩V est ouverte et Ω0 dense dans E, l’intersection est un ouvert
non vide : il existe donc une boule fermée de rayon fixé que l’on peut prendre inférieure à 1 dans Ω0.
Supposons ainsi construit B0, · · · , Bn. Alors Ωn+1 ∩

◦
Bn est ouverte et, par densité de Ωn+1, est non vide.

Ainsi, on peut effectivement construire Bn+1.
On a donc une suite décroissante de fermés dans V ∩

⋂
i∈N

Ωi. Par complétude, le théorème des fermés

emboités s’applique : il existe x0 ∈
⋂
i∈N

Bi et alors x0 ∈ V ∩
⋂
i∈N

Ωi.

2. On utilise le fait que E\
◦
F = E\F . On considère alors Ωi = E\Fi. Alors les Ωi sont des ouverts denses et

par le théorème de Baire, on a

E\

⋃
i∈N

Fi


qui est dense dans E donc

⋃
i∈N

Fi

 est d’intérieur vide.

3. Soit G = E\
(⋃

n∈N
◦
Fn

)
. Alors pour tout n ∈ N, G ∩ Fn est d’intérieur vide puisque

◦︷ ︸︸ ︷
G ∩ Fn ⊂ G ∩

◦
Fn = ∅.

Par le théorème de Baire, puisque G ∩ Fn est fermé,⋃
n∈N

(G ∩ Fn)

est d’intérieur vide ce qui signifie que
⋃
n∈N

(G ∩ Fn) = G ∩
⋃
n∈N

Fn = G ∩ E = G est d’intérieur vide. En

prenant le complémentaire, on a le résultat voulu.

Exercice 54. 1. Montrer le théorème de la limite simple de Baire

Théorème 6.3. Soit (E, d) un espace métrique complet, (F, δ) un espace métrique. Soit
(fn)n ∈ (C0(E,F ))N telle que (fn)n converge simplement, disons vers f . Alors l’ensemble
des points de continuité contient une intersection dénombrable d’ouverts denses.

On pourra introduire les notations

Fn,ε = {x ∈ E : ∀p ≥ n, δ(fn(x), fp(x)) ≤ ε} ; Gp := {x ∈ E : δ(fn(x), fp(x)) ≤ ε}.

2. En déduire que si f est dérivable sur R, f ′ est continue sur un dense de R.

Corrigé :
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1. Soit ε > 0. Soit n ∈ N. On note

Fn,ε = {x ∈ E : ∀p ≥ n, δ(fn(x), fp(x)) ≤ ε}.

Par continuité de fn, fp, δ, l’ensemble

Gp := {x ∈ E : δ(fn(x), fp(x)) ≤ ε}

est un fermé et
Fn,ε =

⋂
p≥n

Gp.

On veut appliquer le corollaire précédent. On veut donc montrer que E =
⋃
n∈N

Fn,ε. Soit x ∈ E. Alors

fn(x) −→
n→+∞

f(x) donc la suite (fn(x))n∈N est convergente donc de Cauchy. En notant

Ωε =
⋃
n∈N

◦
Fn,ε,

on a, par le lemme, Ωε qui est un ouvert dense dans E. Soit donc x0 ∈ Ωε. Il existe donc n ∈ N tel que
x0 ∈

◦
Fn,ε. Par continuité de fn, il existe un voisinage V ∈ V(x0) ∩

◦
Fn,ε, ∀x ∈ V, δ(fn(x0), fn(x)) ≤ ε.

Puisque V ⊂
◦

Fn,ε, ∀x ∈ V,∀p ≥ n, δ(fn(x), fp(x)) ≤ ε. En faisant tendre p vers +∞, on a donc

δ(fn(x), f(x)) ≤ ε.

Ainsi,
∀x ∈ V, δ(f(x0), f(x)) ≤ δ(f(x), fn(x)) + δ(fn(x), fn(x0)) + δ(fn(x0), f(x0)) ≤ 3ε.

Ainsi, on va pouvoir montrer que f est continue sur
⋂
n∈N∗

Ω1/n.

Soit R =
⋂
n∈N∗

Ω1/n. Soit x0 ∈ R et ε > 0. Soit n ∈ N∗ tel que 1
n
≤ ε

3. Alors x0 ∈ Ω1/n donc

∃V ∈ V(x0), ∀x ∈ V, δ(f(x), f(x0)) ≤ 3
n
≤ ε.

Ainsi f est continue sur R qui est une intersection d’ouverts dense dans E.

2. Pour tout n ∈ N, on note fn : x ∈ R 7→ 1
n

(
f

(
x+ 1

n

)
− f(x)

)
. Alors fn C.S.−→

n→+∞
f ′ donc f ′ est continue

sur une intersection dénombrable d’ouverts denses de R qui est complet. Par le théorème de Baire, f ′ est
continue sur un dense de R.

6.2 Topologie des espaces matriciels

Exercice 55. Soit n ∈ N∗, r ∈ [[0;n − 1]]. On considère A = {M ∈ Mn(K) : rg(M) ≤ r}. Montrer que
A est fermé. Que dire de B = {M ∈Mn(K) : rg(M) ≤ r} ?

Corrigé : Soit (Mp)p, une suite de matrice de A. On suppose que cette suite converge, disons vers M ∈
Mn(K). On va utiliser le fait qu’une matrice est de rang r si, et seulement si, r est la plus grande taille des
sous-matrices carrées inversibles extraites de A. Par exemple, on aura le résultat en montrant que toute sous-
matrice de taille (r + 1) × (r + 1) n’est pas inversible. Soit donc (r + 1) × (r + 1) indices de [[1, n]]2. On note
Ãp, l’extraite selon ces indices de Ap pour p ∈ N. On fait de même pour Ã et A. Puisque Ap −→

p→+∞
A, et que

Mn(C) est de dimension finie, on a la convergence coefficient par coefficient. De fait, Ãp −→
p→+∞

Ã. Par ailleurs,
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det(Ãp) = 0 puisque Ap est de rang r et ce, pour tout p ∈ N. Par continuité du déterminant, det(Ã) = 0. Donc
A n’admet pas de sous-matrice de taille (r+1)× (r+1) inversible. Son rang est donc au plus r. Pour B, cela ne

tient pas. Considérons l’exemple simple Ap =
(

1/p 0
0 0

)
. Les (Ap)p sont tous de rang 1. Ap tend vers 0 quand

p→ +∞ qui est de rang 0 ̸= 1.

Exercice 56. Montrer que l’ensemble des matrices diagonalisables de Mn(C) est dense dans Mn(C).

Corrigé : Il suffit d’utiliser le lemme suivant :

∀(a1, · · · , ak) ∈ Ck,∃n0 ∈ N,∀n ≥ n0,∀i ̸= j, ai + i

n
̸= aj + j

n
.

Démonstration. Considérons ai, aj quelconque, i ̸= j. Si ai = aj , alors ∀n ∈ N∗, ai + i

n
̸= aj + j

n
. Si ai ̸= aj ,

puisque R est séparé, il existe ε > 0 tel que B(ai, ε) ∩ B(aj , ε) = ∅. Puisqu’il existe n0 ∈ N vérifiant ∀n ≥
n0, i/n ≤ ε ∧ j/n ≤ ε, alors ∀n ≥ n0 + 1, ai + i

n
̸= aj + j

n
. Le n0 dépend de i, j. Puisqu’il y a un nombre fini

de i, j, il y a un nombre fini de n0 candidats : on prend le plus grand.

Maintenant, considérons A ∈ Mn(C). Alors il existe P ∈ GLn(C) vérifiant A = PTP−1 avec T , une
matrice triangulaire supérieure de la diagonale diag(λ1, · · · , λn). Pour tout p ∈ Np≥n0 , on note Tp = T +
diag(1/p, 2/p, · · · , n/p). Alors Tp est diagonalisable car son polynôme caractéristique est scindé à racines simples
par le lemme. Donc Ap = PTpP

−1 est diagonalisable, et ce, pour tout p ≥ n0. Puisque M 7→ PMP−1 est
continue et que Tp −→

p→+∞
T , on en déduit que Ap −→

p→+∞
A. Donc A est bien limite de matrices diagonalisables.

Exercice 57. Montrer que l’intérieur des matrices diagonalisables deMn(K) est l’ensemble des matrices
ayant n valeurs propres distinctes. (Indication : on montrera que, pour (Ap)p une suite tendant vers A
et λ ∈ Sp(A), d(λ, Sp(Ap)) −→

p→+∞
0.

Corrigé : Soit A ∈Mn(K) et (Ap)p∈N une suite de matrices deMn(K) tendant vers A. Soit λ ∈ Sp(A). Par
continuité du déterminant (en fait du polynôme caractéristique, c.f. l’exercice 7.3), χAp(λ) −→

p→+∞
χA(λ) = 0.

Soit maintenant p ∈ N. Notons λ1, · · · , λn, valeurs propres complexes de A. Alors

|χAp(λ)| =
∣∣∣∣∣
n∏
k=1

λ− λk

∣∣∣∣∣ =
n∏
k=1
|λ− λk| ≥ (d(λ, Sp(A))n.

L’inégalité passe à la limite quand p→ +∞ et on a montré l’indication.
On raisonne par double inclusion. Considérons maintenant A ∈ Mn(K) possédant n valeurs propres dis-

tinctes. Soit (Ap)p∈N, une suite de matrices deMn(K) tendant vers A. On veut donc montrer que pour p assez
grand, Ap est diagonalisable. Puisque les λi sont deux à deux distincts, par le caractère séparé de K = R ou
C, il existe ε > 0 tel que

∀i ̸= j, B(λi, ε) ∩B(λj , ε) = ∅.
Par l’indication, d(λk, Sp(Ap)) −→

p→+∞
0 donc il existe un rang p0 ∈ N tel que ∀p ≥ pk, B(λk, ε) ∩ Sp(Ap) ̸= ∅.

Posons P = max(pk). Soit r ≥ P . Il existe alors une valeur propre de Ar dans chaque boule. Les boules
étant deux à deux disjointes, c’est aussi le cas pour les valeurs propres donc Ar est diagonalisable.

Pour l’inclusion réciproque, considérons donc une matrice A diagonalisable. On suppose que ses valeurs
propres ne sont pas deux à deux disjointes. De fait, on va montrer que A /∈ Int(A). A étant diagonalisable, il
existe λ, λ3, λ4, · · · , λn et P ∈ GLn(K) tel que A = P diag(λ, λ3, λ4, · · · , λn)︸ ︷︷ ︸

=:D

P−1. Posons alors Dp = D+1/pE12

et Ap = PDpP
−1. Dp n’est pas diagonalisable. En effet, l’induit de Dp par (e1, e2) n’est pas diagonalisable

donc Dp ne l’est pas. Donc Ap n’est pas diagonalisable, et ce, pour tout p ∈ N∗. Donc A est limite de suite non
diagonalisable : A /∈ Int(A).
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Exercice 58. Montrer que l’adhérence des matrices diagonalisables de Mn(R) est l’ensemble des ma-
trices trigonalisables de Mn(R). Indication : on rappelle le résultat d’un exercice très classique : deux
matrices réelles semblables dans C sont semblables dans R.

Corrigé : On procède par double inclusion. On note D, l’ensemble des matrices diagonalisables, T pour
trigonalisable. On veut montrer que D = T . Pour l’inclusion D ⊂ T , il suffit de montrer que T est fermé,
puisqu’il contient D. Faisons-le par caractérisation séquentielle. Soit (Ap)p, une suite d’éléments de T conver-
gente, disons vers A. Pour cela, on plonge les matrices dans Mn(C) et on trigonalise. Il suffit de montrer que
les valeurs propres complexes de A sont en fait réelle. A sera ensuite trigonalisable. Comme dans l’exercice
précédent, ∀λ ∈ SpC(A), χAp(λ) −→

p→+∞
χA(λ) = 0. Encore une fois, on peut donc écrire, en notant λ1, · · · , λn

les valeurs propres de Ap (qui sont réelles),

∀p ∈ N, |χAp(λ)| =
n∏
i=1
|λ− λi| =

n∏
i=1
|ℜ(λ)− λi + iℑ(λ)| ≥

n∏
i=1
ℑ(λ) = ℑ(λ)n.

L’inégalité passe à la limite quand p→ +∞ et ℑ(λ) = 0. D’où le résultat.
Maintenant, on souhaite montrer que T ⊂ D. On fait comme dans 56. Soit A ∈ T . Alors il existe P ∈ GLn(R)

vérifiant A = PTP−1 avec T , une matrice triangulaire supérieure de la diagonale diag(λ1, · · · , λn). Pour
tout p ∈ Np≥n0 , on note Tp = T + diag(1/p, 2/p, · · · , n/p). Alors Tp est diagonalisable car son polynôme
caractéristique est scindé à racines simples par le lemme. Donc Ap = PTpP

−1 est diagonalisable, et ce, pour
tout p ≥ n0. Puisque M 7→ PMP−1 est continue et que Tp −→

p→+∞
T , on en déduit que Ap −→

p→+∞
A. Donc A est

bien limite de matrices diagonalisables.
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Chapitre 7

Algèbre linéaire

Exercice 59. Soit E de dimension n, et F,G, deux sous-espaces vectoriels de E isomorphes (donc de
même dimension). Montrer que F et G admettent un supplémentaire commun.
La réciproque étant triviale, que se passe-t-il maintenant en dimension infinie ?

Corrigé : On procède par récurrence sur p. Initialisation : pour p = n − 1, puisque F ∪ G ̸= E (on utilise
le fait qu’une union est un ev. lorsque l’un est inclus dans l’autre). Il existe alors a ∈ E tel que a /∈ F, a /∈ G.
Alors Vect(a) est un supplémentaire commun par Grassmann. (le caractère direct est clair).
Supposons acquis le résultat au rang p + 1. Je prends un a comme précédemment. Soit F1 = F ⊕ Vect(a) et
G1 = G⊕ Vect(a). Alors par hypothèse de récurrence, il existe H tel que F1 ⊕H = E,G1 ⊕H = E. Ainsi, F
et Vect(a)⊕H sont en somme directe (c’est facile à montrer), et de même avec G. D’où l’hérédité, et donc la
récurrence.

Pour la dimension infinie, le sens direct devient faux. En effet, soit φ : P ∈ R[X] 7→ XP (X) ∈ XR[X].
Alors φ est clairement bijective et linéaire. Pour autant, le seul supplémentaire de R[X] dans R[X] est {0}, qui
n’est pas supplémentaire de XR[X].

La réciproque est cependant vraie. Soit H tel que F ⊕ H = E et G ⊕ H = E. Soit p un projecteur sur
F parallèlement à H. La forme géométrique du théorème du rang assure que p induit un isomorphisme d’un
supplémentaire de son noyau dans son image. Le noyau de p est H donc un supplémentaire de H est G. L’image
de p est F donc pG : x ∈ G 7→ p(x) ∈ F est un isomorphisme.

Exercice 60. Soit E de dimension n, u1, · · · , un ∈ L(E), nilpotents, qui commutent 2 à 2. Calculer
u1 ◦ · · · ◦ un. Remarque. On donnera une autre preuve dans l’exercice 79.

Corrigé : On va montrer que ça fait 0. Déjà, il est clair que

{0} ⊂ ker(u1) ⊂ ker(u2 ◦ u1) ⊂ · ker(un ◦ · · · ◦ u1) ⊂ E.

Supposons qu’une des inclusions est une égalité, disons ker(uk ◦ · · · ◦ u1) = ker(uk+1 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1) pour un
certain k. Alors

ker(uk ◦ · · · ◦ u1) = ker(uk+1 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1) = ker(u2
k+1 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1).

En effet, déjà,
ker(uk+1 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1) ⊂ ker(u2

k+1 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1).

Soit x ∈ ker(u2
k+1 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1). Alors uk+1 ◦ (uk+1 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1) (x) = 0. Puisque les endomorphismes

commutent 2 à 2, on a (uk+1 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1)◦uk+1(x) = 0 ce qui signifie que uk+1(x) ∈= ker(uk+1◦uk◦· · ·◦u1) =
ker(uk ◦ · · · ◦ u1) donc

uk ◦ · · · ◦ u1(uk+1(x)) = 0
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et en utilisant la commutation encore une fois,

uk+1 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1(x) = 0

et x ∈ ker(uk+1 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1) d’où l’autre inclusion.
Ainsi, par récurrence immédiate,

ker(uk ◦ · · · ◦ u1) = ker(upk+1 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1)

et pour p égal à l’indice de nilpotence de uk+1, on a

ker(uk ◦ · · · ◦ u1) = ker(upk+1 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1) = ker(0 ◦ uk ◦ · · · ◦ u1) = ker(0) = E.

Ainsi, uk ◦ · · · ◦ u1 = 0 et donc un ◦ · · · ◦ u1 = 0 ce qui conclut.
Ainsi, il reste à traiter le cas où toutes les inclusions sont strictes. Puisque u1 est nilpotente, ker(u1) ̸= {0} 1.

De fait, si on note dk la dimension de ker(uk ◦ · · · ◦ u1), on a

1 ≤ d1 < d2 < · · · < dn ≤ n

mais par stricte croissance des (dk)1≤k≤n, on a dn ≥ n donc dn = n et ker(un ◦ · · · ◦ u1) = E par dimension :
on a bien un ◦ · · · ◦ u1 = 0.

Exercice 61. Soit n ∈ N∗. Les matrices considérées sont dans Mn(K).
1. Soit A une matrice nilpotente. Montrer que In −A est inversible et calculer son inverse.
2. On suppose que AB est nilpotente. Montrer que In−BA est inversible et exprimer son inverse en

fonction de l’inverse de In −AB.
3. On ne suppose plus que AB est nilpotente mais que In −AB est inversible. Montrer que In −BA

est inversible.

Corrigé :
1. Puisque A est nilpotente, soit k ∈ N tel que Ak = 0n. Alors k∑

p=0
Ap

 (In −A) =
k∑
p=0

Ap −Ap+1 = A0 −Ak+1 = In − 0n.

Ainsi, In −A est inversible d’inverse
k∑
p=0

Ap.

Cette technique doit faire écho à l’exercice 38
2. Si AB est nilpotente, soit k ∈ N tel que (AB)k = 0n. Alors (BA)k+1 = B(AB)kA = A0nB = 0n donc
BA est nilpotente. Par la première question, on en déduit que In −BA est inversible et on a

(In−BA)−1 =
k+1∑
p=0

(BA)p = In+
k+1∑
p=1

(BA)p = In+
k∑
p=0

(BA)p+1 = In+
k∑
p=0

B(AB)pA = In+B

 k∑
p=0

(AB)p


︸ ︷︷ ︸
=(In−AB)−1

A.

3. Puisque In −AB est inversible, l’écriture

In +B(In −AB)−1A

est légitime. Cette matrice est un bon candidat pour l’inverse de In −BA. Montrons-le.

1. un endomorphisme nilpotent ne saurait être injectif. En effet, en notant q indice de nilpotence de u nilpotent, on a uq = 0 et
uq−1 ̸= 0 donc {0} ⊊ Im(uq−1) ⊂ ker(u)
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(
In +B(In −AB)−1A

)
(In −BA) = In −BA+B(In −AB)−1A−B(In −AB)−1ABA

= In +B
(
−In + (In −AB)−1 − (In −AB)−1AB

)
A.

Il suffit de montrer que −In + (In − AB)−1 − (In − AB)−1AB = 0n. Montrons-le. Pour ce faire, mieux
vaut multiplier par In − AB pour ôter les −1 et puisque elle est inversible, cette opération induit une
équivalence. On écrit

(In −AB)
(
−In + (In −AB)−1 − (In −AB)−1AB

)
= −In +AB + In −AB = 0n.

Ainsi, −In + (In − AB)−1 − (In − AB)−1AB = 0n donc
(
In +B(In −AB)−1A

)
(In − BA) = In et

In+B(In−AB)−1A est un inverse de In−BA. Ainsi, In−BA est inversible d’inverse In+B(In−AB)−1A.

Exercice 62. Montrer que toute matrice de Mn(R) de trace nulle est semblable à une matrice de
diagonale nulle. En déduire que toute matrice de trace nulle s’écrit MN −NM . On pourra montrer que
toute matrice de diagonale nulle s’écrit BD −DB avec D = diag(1, 2, · · · , n) et B quelconque.

Corrigé : Soit M la matrice de trace nulle. On procède par récurrence sur n (le même n queMn(R)). Pour
n = 1, le résultat est immédiat.
Soit u, l’endomorphisme canoniquement associée à M . Si u est une homothétie, il est clair que u est de diagonale
nulle (la trace d’une homothétie étant égale à nλ si λ est le coefficient de l’homothétie).
Si u n’est pas une homothétie, alors je peux trouver un x non nul tel que (x, u(x)) ne soit pas liée (voir l’exercice
??). Notons B, la base obtenue par le principe de la base incomplète appliquée à la famille libre {x, u(x)}. J’ai
donc

MatB(u) =
(

0 ∗
u N

)
avec u le vecteur colonne deMn−1,1(R) composé que de 0 sauf en première ligne, et N une matrice deMn−1(R).
Puisque M est semblable à MatB(u), elles ont la même trace, donc Tr(N) = 0. Par hypothèse de récurrence,
je peux trouver Q inversible tel que QNQ−1 soit de diagonale nulle.
Je pose alors

P =
(

1 0
0 Q

)

de sorte que PMatB(u)P−1 =
(

0 ⋆
⋆ QNQ−1

)
qui est donc de diagonale nulle.

Continuons. Déjà, l’indication. Soit i, j ∈ [[1, n]]. On a [DB−BD]i,j = (i− j)[B]i,j . Il suffit alors de prendre
[B]ij = 1

i− j
[A]ij et n’importe quoi en coefficients diagonaux.

Pour conclure, soit M de trace nulle. Soit C de diagonale nulle et P ∈ GLn(K) tel que M = PCP−1. C
s’écrit DB −BD. Donc M = PDBP−1 − PBDP−1 = PDP−1PBP−1 − PBP−1PDP−1 = MN −NM avec
N = PBP−1 et M = PDP−1.

Exercice 63. Soit E, dim(E) = n et F1, · · · , Fk, des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si
k∑
i=1

dim(Fi) > n(k − 1), alors
n⋂
i=1

Fi ̸= {0}.

Corrigé : Soit f l’application définie par

f : F1 × · · · × Fk → Ek−1

(x1, · · · , xk) 7→ (x2 − x1, · · · , xk − x1).
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Alors f(x1, · · · , xk) = 0 si, et seulement si (x1, · · · , xk) = (x, · · · , x) pour x ∈
k⋂
i=1

Fi. Le théorème du rang nous

donne donc

dim(F1 × · · · × Fk) =
∑

dim(Fi) = rg(f) + dim
(

k⋂
i=1

Fi

)
.

Puisque rg(f) ≤ dim(Ek−1) = n(k − 1), on a bien dim
(

k⋂
i=1

Fi

)
> 0.

Exercice 64. Soit A un anneau. On dit que I est un idéal bilatère de A lorsque
• (I,+) est un sous-groupe de A.
• ∀x ∈ I, ∀a ∈ A, ax ∈ I et xa ∈ I.

L’objectif est de montrer que les idéaux bilatères de Mn(K) sont {0n} et Mn(K). Soit donc I ̸= {0}
idéal bilatère de A =Mn(K).

1. Montrer que si In ∈ A, alors I = A. En déduire que I ∩A× ̸= ∅, alors I = A.
2. Soit M ∈ I de rang r. Soit U une matrice diagonale contenant exactement r fois le coefficient 1.

Montrer que U ∈ I.
3. En déduire que I ∩A× ̸= ∅.

Corrigé :

1. Si In ∈ I, alors ∀M ∈Mn(K),M = MIn ∈ I donc I contient Mn(K) qui contient I puisque I en est un
sous-groupe. Donc I = Mn(K). 2 Si I ∩ GLn(K) ̸= ∅, soit T dans cet ensemble. Alors T−1 existe et est
dans Mn(K). Alors T ∈ I donne TT−1 ∈ I donc In ∈ I. Ainsi, I =Mn(K). 3

2. Remarquons que si A est une matrice de I, toute matrice B équivalente à A est aussi dans I. En effet,
si A et B sont équivalentes, il existe P,Q inversibles telles que B = PAQ et AQ ∈ I et P (AQ) est donc
dans I. Ainsi, comme toute matrice de rang r est équivalente à Jr, A est équivalente à Jr donc Jr ∈ A.
Considérons donc notre matrice U et j1, · · · , jr, les indices des colonnes qui contiennent un « 1 ». Soit

σ :=
(

1 2 · · · r
j1 j2 · · · jr

)

Alors par opérations élémentaires sur les colonnes, on a JrMσ = U .
Rappel : Réaliser une opération élémentaire sur les lignes/colonnes induit une multiplication à gauche/droite

par une matrice bien choisie. Par exemple, si A =


L1
...
Ln

, réaliser Li ← Li+λLj, c’est multiplier à gauche

par (In + λEij). Ici, Mσ désigne (eσ(1), · · · , eσ(n)) où (e1, · · · , en) désigne la base canonique. En fait, on
permute les colonnes de In selon σ. AMσ permute les colonnes de A selon σ. Plus généralement, voilà ce
qu’il faut retenir.

2. Ce fait est général. Si (A, +, ×) est un anneau et I un idéal de A, si I contient le neutre pour ×, alors I = A. Les idéaux
sont au programme seulement en MP, et tombe à 99% seulement à X-ENS aux écrits, et un peu aux oraux de tout concours. Je
parle d’idéaux dans la sous-section ??.

3. Ce fait est encore général. Si I est un idéal de A et intersecte A×, alors I = A.
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Soit A une matrice dans Mn(K). Soit T une transformation d’une matrice vers une autre. Alors
si T réalise l’opération alors on réalise

Li ← Li + λLj ATij(λ)
Li ← µLi ADi(µ)
Li ↔ Lj AMτij

où Li désigne la i-ème ligne de A, λ, µ deux scalaires et µ non nul, Tij(λ) désigne In +λEij , Di(λ)
désigne Tii(µ − 1) et Mτij matrice identité où l’on a échangé les colonnes i et j. On a le même
tableau pour les colonnes, sauf que cette fois-ci, la matrice A est multipliée par la droite mais
avec une transposée. a Ces matrices en questions sont appelées matrices élémentaires, associées
aux opérations élémentaires sur les lignes ou colonnes d’une matrice, respectivement matrice de
transvection, dilatation, permutation.

a. Si l’on réalise une permutation σ sur les lignes, on multiplie par Mσ−1 à gauche. Si l’on réalise une permutation
σ sur les colonnes, on multiplie par Mσ à droite.

3. Notons τi = (r i) où r est le rang définit précédemment. Alors

∀i ∈ [[r + 1, n]], JrMτi︸ ︷︷ ︸
∈I

=
(

Ir−1 0r−1,n−r+1
0n−r+1,r−1 0n−r+1

)
+ Eii = Jr−1 + Eii.

Donc ((I,+) est un sous-groupe)
n∑

k=r+1
JrMτi︸ ︷︷ ︸

∈I

= (n− r)Jr−1 +
(

0r−1 0r−1,n−r+1
0n−r+1,r−1 In−r−1

)
∈ GLn(K).

Ainsi, I intersecte GLn(K) donc I =Mn(K).

Exercice 65. Soit n ∈ N∗.
1. Soit E un espace vectoriel de Mn,1(K). On note

JE = {A ∈Mn(K) : Im(A) ⊂ E}.

Montrer que JE est un idéal à droite de Mn(K).

On souhaite montrer dans la suite que tous les idéaux à droite de Mn(K) sont de la forme JE.

2. Lemme préliminaire Soit p, q ∈ N∗. Soit u : Kp → Kn, v : Kq → Kn deux applications linéaires
telles que Im(v) ⊂ Im(u). Montrer qu’il existe w : Kq → Kp linéaire telle que v = u◦w. On utilisera
dans la suite la version matricielle de ce lemme.

3. Soit A,B,C ∈Mn(K) telles que Im(C) ⊂ Im(A) + Im(B).
(a) Soit D =

(
A B

)
. Que vaut Im(D) ?

(b) En déduire qu’il existe W ∈M2n,n(K) telle que C = DW .
(c) Montrer qu’il existe U, V ∈Mn(K) telles que C = AU +BV .

4. Soit J un idéal à droite de Mn(K).
(a) Montrer que la quantité max{rg(M) : M ∈ J} est bien définie. On note cet élément r et on

considère M0 ∈ J tel que rg(M0) = r.
(b) Soit M ∈ J . Montrer par l’absurde que Im(M0) ⊂ Im(M).
(c) Montrer que J ⊂ JIm(M0).

5. Conclure.
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Corrigé :

1. • Déjà, 0n ∈ JE . Soit M,N ∈ JE . On veut montrer que M − N ∈ JE . Or, Im(M − N) ⊂ Im(M) +
Im(N) ⊂ E, où la première inclusion est claire via l’écriture

Im(M−N) = {(M−N)X : X ∈Mn,1(K)} = {MX−NX : X ∈Mn,1(K)} ⊂ {MX+NY : X,Y ∈Mn,1(K)} = Im(M)+Im(N)

et la deuxième car Im(M) et Im(N) sont des sous-espaces vectoriels de E.
Ainsi, (JE ,+) est un sous-groupe additif de (Mn(K),+).

• Soit M ∈ JE , A ∈ Mn(K). On veut montrer que MA ∈ JE . Or, on a immédiatement Im(MA) ⊂
Im(M) et Im(M) ⊂ E donc MA ∈ JE .

Ainsi, JE est un idéal à droite de Mn(K).
2. Soit E′ supplémentaire de ker(u) dans Kp (Kp = E′ ⊕ ker(u)). Par le théorème du rang, il existe

ũ : E′ → Im(u)
x 7→ u(x)

telle que ũ soit un isomorphisme. Ainsi, pour tout élément Z ∈ Im(u), il existe un élément Y ∈ E′ tel
que ũ(Y ) = Z (et ũ(Y ) = u(Y )). Soit (e1, · · · , eq) une base de Kq.
Soit i ∈ [[1, q]]. Alors il existe Yi ∈ E′ tel que ũ(Yi) = v(ei) puisque v(ei) ∈ Im(v) ⊂ Im(u). Soit alors w
une application linéaire de Kq dans Kp tel que w(ei) = Yi pour tout i ∈ [[1, q]].
w est alors entièrement déterminé et on a

∀i ∈ [[1, q]], v(ei) = u(w(ei))

donc v et u ◦ w coïncident sur une même base : elles sont égales.
3. (a) Im(D) est l’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs colonnes composant D donc a fortiori

est la somme Im(A) + Im(B) puisque D est la matrice (A B).
(b) Par le théorème admis, on a le résultat.

(c) Notons W =
(
U
W

)
avec U, V ∈Mn(K). Alors par produit par blocs, DW = AU +BV .

4. (a) {rg(M) : M ∈ J} est une partie de N majorée par n car J ⊂Mn(K), non vide car 0 ∈ J donc 0 est
dans la partie en question. Ainsi, cette partie admet un plus grand élément noté r.

(b) Soit M ∈ J et Im(M) ̸⊂ Im(M0).

Il s’agit d’utiliser la question 6 avec A = M et B = M0. On veut trouver C tel que Im(C) ⊂
Im(M) + Im(M0) avec C de rang r + 1. On aura donc une contradiction puisque C ∈ J .

Soit C matrice d’un projecteur sur Im(M)+Im(M0) parallèlement à un supplémentaire de cet espace
dans E. Alors Im(C) = Im(M) + Im(M0) et rg(C) = dim(Im(M) + Im(M0)). Or, puisque Im(M) ̸⊂
Im(M0), il existe Y ∈ Im(M) tel que Y /∈ Im(M0). Ainsi, dim(Im(M)+Im(M0)) > dim(Im(M0)) = r
donc C est de rang strictement supérieur à r. Ceci est une contradiction puisque C, qui est dans J
en vertu de la question 6, est d’un rang supérieur strictement à r. Ainsi, Im(M) ⊂ Im(M0)

(c) Comme le résultat précédent est vrai pour tout M ∈ J , par définition de JE , on a donc J ⊂ JIm(M0),
et ce, pour tout J , idéal à droite de Mn(K).

5. On va montrer que l’ensemble des idéaux à droite de Mn(K) est l’ensemble {JE : E sev de Mn,1(K)}.

⊂ Soit J un idéal à droite de Mn(K). Par la question 7, il existe une matrice M0 tel que J = JIm(M0)
donc on a l’inclusion.

⊃ Réciproquement, tout idéal de la forme JE est un idéal à droite par la question 4.
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Exercice 66. Soit E,F de dimension strictement positive, f, g ∈ L(E,F ). Montrer que rg(g) ≤
rg(f)⇐⇒ ∃h ∈ GL(F ), k ∈ L(E), h ◦ g = f ◦ k.

Corrigé : L’implication réciproque est facile. Soit h ∈ GL(F ) et k ∈ L(E) tel que h ◦ g = f ◦ k. Alors
g = h−1fk donc Im(g) ⊂ h−1(Im(f)). h étant inversible, rg(g) ≤ dim(Im(f)) = rg(f). D’où le résultat.
Maintenant, regardons le sens direct. Soit p = rg(f), q = rg(g). On suppose q ≤ p. Soit (ep+1, · · · , en), une
base de ker(f). Je la complète en une base de E, (e1, · · · , en). Soit (εq+1, · · · , εn), une base de ker(g). Je la
complète en une base de E, (ε1, · · · , εn). La famille (g(ε1), · · · , g(εq)) est une base de Im(g), que je complète
en une base de F via gq+1, · · · , gm. Pareillement, je construis une base de F (f(e1), · · · , f(ep), fp+1, · · · , fm).
Soit k définie par k(ε1) = e1, · · · , k(εq) = eq, k(εq+1 = · · · = k(εn) = 0.
Soit h, l’automorphisme qui transforme la base des g en la base des f .
Le résultat en découle.

Exercice 67. Calculer ∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 b1 · · · b1
b2 a2 + b2 · · · b2
... . . . ...
bn bn · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Corrigé : Soit M la matrice dont il faut calculer le déterminant. Soit C le vecteur colonne plein de 1 et
e1, · · · , en la base canonique de Rn. Alors

det(M) = det(MT ) = det(b1C + a1e1, b2C + a2e2, · · · , bnC + anen).

Or, dès lors que dans le déterminant, on a deux colonnes de la forme biC et bjC, alors le déterminant est nul.
En réalisant le développement par n−linéarité du déterminant, on a au plus un seul terme de la forme biC.
Ainsi, on a soit un terme de la forme biC, soit aucun. Ainsi,

det(M) =
n∑
k=1

det(a1e1, · · · , ak−1ek−1, bkC, ak+1ek+1, · · · , anen) + det(a1e1, · · · , anen)

=
n∑
k=1

bk det

a1e1, · · · , ak−1ek−1,
n∑
j=1

ej , ak+1ek+1, · · · , anen


︸ ︷︷ ︸

∗

+
n∏
i=1

ai

=
n∑
k=1

bk det(a1e1, · · · , ak−1ek−1, ek, ak+1ek+1, · · · , anen) +
n∏
i=1

ai

=
n∑
k=1

bk
∏
i ̸=k

ai +
n∏
i=1

ai.

On justifie le calcul dans ∗ comme suit :

det

a1e1, · · · , ak−1ek−1,
n∑
j=1

ej , ak+1ek+1, · · · , anen

 =
n∑
j=1

det(a1e1, · · · , ak−1ek−1, ej , ak+1ek+1, · · · , anen)

= det(a1e1, · · · , ak−1ek−1, ek, ak+1ek+1, · · · , anen),

car si j ̸= k, par le caractère alterné, le déterminant est nul.

Exercice 68. Soit m < n deux entiers naturels, P1, · · · , Pn des polynômes de Rm[X]. Soit a1 · · · an, des
réels. Calculer det(A) avec [A]i,j = Pi(aj). En déduire la valeur de det(B) avec [B]i,j = (i+ j − 1)m.
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Corrigé : On écrit Pi =
n∑
k=1

bikX
k. Alors on note B, la matrice de coefficient [B]ik = bik. En notant

v, la matrice de Vandermonde associée à a1, · · · an, on a A = Bv. De fait, det(A) = det(B) det(v) =
det(P1, · · · , Pn) det(V ). Remarquons que le déterminant est non nul si les ai sont deux-à-deux distincts, et
que les P1, · · · , Pn sont libres, donc n = m + 1. Application : on prend Pj = (X + j − 1)m et ai = i. Si
n > m+ 1, alors les Pi sont liés et le déterminant est nul. Sinon, on a dans un premier temps

V (a1, · · · , an) = V (1, 2, · · · , n) =
n∏
j=2

j−1∏
i=1

(j − i) =
n−1∏
j=1

j!

. Dans un second temps, en utilisant la formule du binôme, on voit clairement que

det(P1, · · · , Pn) =
(
n−1∏
i=0

(
n− 1
i

))
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 2n−1 · · · (n− 1)n−1

0 1 2n−2 · · · (n− 1)n−2

...
...

...
...

0 1 2 · · · n− 1
1(= 00) 1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On a

n−1∏
i=0

(
n− 1
i

)
=

n−1∏
i=0

(n− 1)!
i!(n− 1− i)! = (n− 1)n−1

n−1∏
i=0

1
i!

n−1∏
i=0

1
(n− 1− i)! = (n− 1)n−1

(
n−1∏
i=0

1
i!

)2

.

Enfin, le déterminant est un Vandermonde, à condition qu’on retourne la liste des lignes : or, un renversement
d’une liste à n éléments a, pour signature, (−1)n(n−1)/2 (transformer 1 − 2 − 3 − 4 − 5 en 5 − 4 − 3 − 2 − 1).
Ainsi,

det(P1, · · · , Pn) = (−1)n(n−1)/2(n− 1)n−1
(
n−1∏
i=0

1
i!

)2

.

Le déterminant cherché vaut donc

(−1)n(n−1)/2(n− 1)n−1
n−1∏
i=0

1
i!

Exercice 69. Soit a1, · · · , an et b1, · · · , bn, des complexes tels que ∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, ai + bj ̸= 0. Calculer
det(Cn) avec [Cn]i,j = 1

ai + bj
.

Corrigé : On multiplie chaque colonne j par an + bj de sorte d’avoir que des 1 en dernière ligne. On a∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1 + b1

1
a1 + b2

· · · 1
a1 + bn1

a2 + b1

1
a2 + b2

· · · 1
a2 + bn...

...
...

1
an + b1

1
an + b2

· · · 1
an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1

(an + b1)(an + b2) · · · (an + bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an + b1
a1 + b1

an + b2
a1 + b2

· · · an + bn
a1 + bn

an + b1
a2 + b1

an + b2
a2 + b2

· · · an + bn
a2 + bn...

...
...

1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On utilise maintenant le lemme suivant :

a+ b

α+ b
= 1 + a− α

α+ b
.
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De fait, en soustrayant chaque ligne par la dernière, j’ai∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an + b1
a1 + b1

an + b2
a1 + b2

· · · an + bn
a1 + bn

an + b1
a2 + b1

an + b2
a2 + b2

· · · an + bn
a2 + bn...

...
...

1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

an − a1
a1 + b1

an − a1
a1 + b2

· · · an − a1
a1 + bn

an − a2
a2 + b1

an − a2
a2 + b2

· · · an − a2
a2 + bn...

...
...

1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Je peux donc sortir en facteur sur chaque ligne i, un terme an − ai. Ainsi,

det(Cn) = (an − a1) · · · (an − an−1)
(an + b1)(an + b2) · · · (an + bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1 + b1

1
a1 + b2

· · · 1
a1 + bn1

a2 + b1

1
a2 + b2

· · · 1
a2 + bn...

...
...

1 1 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On a bien envie d’avoir beaucoup de 0 en dernière ligne. On retire à chaque colonne la dernière. En utilisant

1
a+ b

− 1
a+ β

= β − b
(a+ b)(a+ β) ,

on a

det(Cn) = (an − a1) · · · (an − an−1)
(an + b1)(an + b2) · · · (an + bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bn − b1
(a1 + b1)(a1 + bn)

bn − b2
(a1 + b2)(a1 + bn) · · · 1

a1 + bn
bn − b1

(a2 + b1)(a2 + bn)
bn − b2

(a2 + b2)(a2 + bn) · · · 1
a2 + bn

...
...

...
0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

On développe par rapport à la dernière ligne. On obtient alors

det(Cn) =

n−1∏
i=1

(an − ai)

n∏
i=1

(an + bi)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

bn − b1
(a1 + b1)(a1 + bn)

bn − b2
(a1 + b2)(a1 + bn) · · · bn − bn−1

(a1 + bn−1)(a1 + bn)
bn − b1

(a2 + b1)(a2 + bn)
bn − b2

(a2 + b2)(a2 + bn) · · · bn − bn−1
(a2 + bn−1)(a2 + bn)

...
...

...
bn − b1

(an−1 + b1)(an−1 + bn)
bn − b2

(an−1 + b2)(an−1 + bn) · · · bn − bn−1
(an−1 + bn−1)(an−1 + bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Sur chaque ligne i, on sort un facteur (ai+ bn) et sur chaque colonne j, on sort un facteur (bn− bj). Cela donne

det(Cn) =

n−1∏
i=1

(an − ai)

n∏
i=1

(an + bi)

n−1∏
i=1

(bn − bi)

n−1∏
i=1

(ai + bn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
a1 + b1

1
a1 + b2

· · · 1
a1 + bn−11

a2 + b1

1
a2 + b2

· · · 1
a2 + bn−1

...
...

...
1

an−1 + b1

1
an−1 + b2

· · · 1
an−1 + bn−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Donc

det(Cn) =

n−1∏
i=1

(an − ai)

n∏
i=1

(an + bi)

n−1∏
i=1

(bn − bi)

n−1∏
i=1

(ai + bn)
det(Cn−1).
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Pour conclure proprement, on fait une récurrence. Sinon, on écrit

det(Cn)
det(Cn−1) =

n−1∏
i=1

(an − ai)

n∏
i=1

(an + bi)

n−1∏
i=1

(bn − bi)

n−1∏
i=1

(ai + bn)
.

Donc

det(Cn) =
n∏
j=1

j−1∏
i=1

(aj − ai)

j∏
i=1

(aj + bi)

j−1∏
i=1

(bj − bi)

j−1∏
i=1

(ai + bj)
=

n∏
j=1

j−1∏
i=1

((aj − ai)(bj − bi))

(aj + bj)
j−1∏
i=1

(aj + bi)(ai + bj)
=

n∏
j=1

1
aj + bj

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai)(bj − bi)
(aj + bi)(ai + bj)

.

Exercice 70. Soient a1, · · · , an, des complexes. Calculer∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 a1 · · · ak−1

1 ak+1
1 · · · an1

1 a2 · · · ak−1
2 ak+1

2 · · · an2
...

...
...

...
...

1 an · · · ak−1
n ak+1

n · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Corrigé : Notons d, le déterminant à chercher. On rajoute une colonne au trou : la colonne des aki pour
i allant de 1 à n. Enfin, pour la dernière ligne, on rajoute la ligne des Xj pour j allant de 0 à n. Alors le
déterminant voulu est le mineur δn+1,k+1.

Mais en développant par rapport à la dernière ligne, on obtient exactement un polynôme, dont le coefficient
devant Xk est exactement (−1)n+1+k+1d. Par ailleurs, le nouveau déterminant est un Vandermonde ! Il vaut

V (a1, · · · , an, X) =
∏

1≤i<j≤n
(aj−ai)

n∏
i=1

(X−ai). En utilisant les relations coefficients racines (formule de Viète),

il vient
(−1)n+kd = (−1)n−kσn−k

∏
1≤i<j≤n

(aj − ai),

avec σn−k =
∑

J⊂[[1,n]],|J |=n−k

∏
j∈J

aj . Ainsi

d = σn−k
∏

1≤i<j≤n
(aj − ai).
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Chapitre 8

Réduction des endomorphismes

Exercice 71. Soit F =
n−1∑
k=0

akX
k ∈ Cn−1[X] et Φ : P ∈ Cn−1[X] 7→ FP%(Xn − 1) ∈ Cn−1[X].

Ecrire la matrice de Φ dans la base canonique. Calculer ses vecteurs propres et valeurs propres. Est-elle
diagonalisable ?

Corrigé : Soit λ, µ ∈ C, P,Q ∈ Cn−1[X]. Soit (QP , RP ), (QQ, RQ) couple de la division euclidienne tels que

PF = QP (Xn − 1) +RP , QF = QQ(Xn − 1) +RQ.

Alors
(λP + µQ)F = (λQP + µQQ)(Xn − 1) + λRp + µRQ

ce qui signifie que ϕ(λP + µQ) = λϕ(P ) + µϕ(Q) car deg(λRP + µRQ) < n puis par unicité de la division
euclidienne. ϕ est bien linéaire.

Maintenant, soit ℓ ∈ [[0, n− 1]]. Alors

FXℓ =
n−1∑
k=0

akX
k+ℓ

=
n−ℓ−1∑
k=0

akX
k+ℓ

︸ ︷︷ ︸
de degré ≥n−1<n

+
n−1∑
k=n−ℓ

akX
k+ℓ.

Pour k ≥ n− ℓ,Xk+ℓ = XnXn−k−ℓ. Ainsi, Xk+ℓ = (Xn−1)Xk+ℓ−n+Xk+ℓ−n et k+ ℓ−n ∈ [[0, n]] (n ≤ k+ ℓ ≤
2n). D’où  n∑

k=n−ℓ
akX

k+ℓ

%(Xn − 1) =
n−1∑
k=n−ℓ

akX
k+ℓ−n.

Ainsi,

ϕ(Xℓ) =
n−ℓ−1∑
k=0

akX
k+ℓ +

n−1∑
k=n−ℓ

akX
k+ℓ−n =

n−1∑
k=ℓ

ak−ℓX
k +

ℓ−1∑
k=0

an+k−ℓX
k.

D’où

ϕ(X0) =


a0
a1
...

an−1

 , ϕ(X1) =


an−1
a0
...

an−2

 , · · ·
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ce qui donne

Mat1,X,··· ,Xn−1(ϕ) =



a0 an−1 · · · · · · a1

a1 a0
. . . ...

. . . . . . . . . . . . ...
... . . . . . . an−1

an−1 · · · · · · a1 a0


.

C’est une matrice circulante. On veut ses valeurs propres. Soit λ ∈ Sp(ϕ). Soit P tel que ϕ(P ) = λP . Soit
Q ∈ C[X] tel que FP = (Xn−1)Q+ϕ(P ). Alors (F−λ)P = (Xn−1)Q. Soit ω ∈ Un. Alors (F (ω)−λ)P (ω) = 0.
Si F (ω) ̸= λ pour tout ω dans Un, alors P = 0 (par degré, P est de degré n− 1 < n = Card(Un)).

Ainsi, Sp(ϕ) ⊂ {F (ω) : ω ∈ Un}. Montrons l’inclusion réciproque. Soit ω ∈ Un. Alors X − ω divise
F (X)− F (ω) et Xn − 1. Soit donc Q ∈ Cn−1[X], R ∈ Cn−1[X] tel que

F (X)− F (ω) = Q(X)(X − ω) , Xn − 1 = R(X)(X − ω).

Alors
(F (X)− F (ω))R(X) = (Xn − 1)Q(X)

donc
F (X)R(X) = (Xn − 1)Q(X) + F (ω)R(X).

Puisque deg(R) = n− 1 < n, par unicité de la division euclidienne, Φ(R) = F (ω)(R) donc F (ω) ∈ Sp(ϕ).
Ainsi, Sp(Φ) = {F (ω) : ω ∈ Un} et R est un vecteur propre pour les F (ω) de ϕ. Notons ω1, · · · , ωn, les

racines n-ème de l’unité et R1, · · · , Rn, vecteurs propres respectifs. Soit λ1, · · · , λn tel que
n∑
i=1

λiRi = 0.

Alors
n∑
i=1

λiRi(ωj) = λjRj(ωj) = 0

pour tout j ∈ [[1, n]]. On rappelle que Rj = Xn − 1
X − ωj

ce qui donne λj = 0. Ainsi, les (Ri)i sont libres donc
forment une base par cardinalité : Φ est diagonalisable car possède une base de vecteurs propres.

Exercice 72. Soit A, une matrice de Mn(C). Montrer que A est nilpotente si, et seulement si, ∀n ∈
N, tr(An) = 0. (On pourra redémontrer pourquoi une matrice A est semblable à une matrice triangulaire
stricte).

Corrigé : Il existe plusieurs preuves qui montrent qu’une matrice nilpotente est semblable à une matrice
triangulaire stricte. En voilà une qui ne met pas en jeu la structure de C. Mettons que l’indice de nilpotence
de A soit p. Soit x0 /∈ ker(up−1), possible car up−1 ̸= 0. Alors (x0, u(x0), · · · , up−1(x0)) est libre. En effet, soit
λ0, · · · , λp−1 tel que

p−1∑
k=0

λku
k(x0) = 0.

Soit A = {k ∈ [[0, p − 1]] : λk ̸= 0}. Supposons que A est non vide. Étant alors une partie non vide de N, A
admet un plus petit élément k0. Alors soit k0 = 0, soit λ0 = · · · = λk0−1 = 0. Dans les deux cas, en composant
par up−k0−1, on a

0 = up−k0−1

p−1∑
k=0

λku
k(x0)

 =
p−1∑
k=k0

λku
p−k0−1+k(x0) = λk0u

p−1(x0) + 0 + · · ·+ 0.
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Comme up−1(x0) ̸= 0, on a λk0 donc λk0 /∈ A : absurde. Ainsi, A est vide. Maintenant, pour avoir une base,
puisque up−1(x0) est un vecteur non nul du noyau, on le complète en une base du noyau. La concaténation
entre cette base et les (x0, · · · , up−2(x0)) forme clairement une base de E. La représentation matricielle en
découle.

Maintenant, si A est nilpotente, elle est semblable à une matrice triangulaire stricte. Les traces tombent
d’elles-même. A est trigonalisable par d’Alembert-Gauss : soit λ1, · · · , λr les valeurs propres non nulles de
A de multiplicités respectives m1, · · · ,mr. A est alors semblable à une matrice triangulaire de diagonale
(0, · · · , 0, λ1, · · · , λ1, · · · , λr, · · · , λr). Soit k ∈ N – a priori, il se peut qu’il n’y ait pas de 0 –. Alors Ak

est semblable à une matrice triangulaire de diagonale (0, · · · , 0, λk1, · · · , λk1, · · · , λkr , · · · , λkr ). Par hypothèse, on
a donc

Tr(A) =
r∑
i=1

miλi = 0 ; · · · ; Tr(Ak) =
r∑
i=1

miλ
k
i ; · · · .

Cela se traduit en le système suivant :
λ1m1 + λ2m2 + · · · + λrmr = 0
λ2

1m1 + λ2
2m2 + · · · + λ2

rmr = 0
... +

... + +
... =

...
λr1m1 + λr2m2 + · · · + λrrmr = 0

et matriciellement en 
λ1 λ2 · · · λr
λ2

1 λ2
2 · · · λ2

r
...

...
...

λr1 λr2 · · · λrr



m1
m2
...
mr

 = 0

Tous les λi, 1 ≤ i ≤ r sont non nuls donc∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λ1 λ2 · · · λr
λ2

1 λ2
2 · · · λ2

r
...

...
...

λr1 λr2 · · · λrr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

r∏
i=1

λi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 λ2 · · · 1
λ1 λ2 · · · λr
...

...
...

λr−1
1 λr−1

2 · · · λr−1
r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= V (λ1, · · · , λr)

r∏
i=1

λi =
∏

1≤p<q≤r
(λq − λp)

r∏
i=1

λi ̸= 0.

Ainsi, on a (m1, · · · ,mr) = 0 ce qui n’est pas. Ainsi, si ce n’est 0, A n’a pas de valeur propre. Donc A est
semblable à une matrice triangulaire stricte : A est nilpotente.

Exercice 73. Résoudre l’équation matricielle M2 +M =
(

1 1
1 1

)
.

Corrigé : Corrigé : On note A, le second membre. Si X est solution, X et A commutent. Donc X va laisser
stable les sous-espaces propres de A. Etudions la diagonalisibilité de A. Plus généralement, je vais montrer que
la matrice de n × n avec que des 1 est diagonalisables. En effet, c’est une matrice de rang 1 donc son noyau
est de dimension n − 1. Le noyau est le sous-espace propre associée à la valeur propre 0. Ici, 0 est donc de
multiplicité n − 1. Par ailleurs, cette matrice est stochastique en ligne (et en colonne). De fait, la somme des
valeurs sur une ligne constitue une valeur propre associée au vecteur propre composée que de 1. Ainsi, cette
matrice a n et 0 comme valeurs propres de multiplicités respectives au moins 1 et exactement n − 1 : elle est
donc diagonalisable.

Bref, A est diagonalisable. On a E0(A) = Vect
((

1
−1

))
et E2(A) = Vect

((
1
1

))
. En notant P =

(
1 1
−1 1

)
,

on a donc (
1 1
1 1

)
=
(

1 1
−1 1

)(
0 0
0 2

)(
1 −1
1 1

)
.
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Par la remarque du début, si X est solution, P−1XP est diagonale, disons de coefficient α et β. On a donc

P−1
(
α2 0
0 β2

)
P + P−1

(
α 0
0 β

)
P = P−1AP

ce qui est donc équivalent à demander(
α2 0
0 β2

)
+
(
α 0
0 β

)
=
(

0 0
0 2

)
.

On doit donc résoudre α2 + α = 0, β2 + β = 2. Les solutions sont les matrices Pdiag(α, β)P−1 donc j’en ai 4 :(
0 1
0 1

)
,
1
2

(
−3 −1
−1 −3

)
,
1
2

(
1 1
1 1

)
,

(
−1 −1
−1 −1

)
.

Exercice 74. Soit A,B ∈ Mn(K). Montrer que χAB = χBA. On pourra commencer par A inversible,
puis A de rang r < n.

Corrigé :
1. On écrit

χAB = det(XIn−AB) = det(A(XA−1−B)) = det(A) det(XA−1−B) = det(XA−1−B) det(A) = det(XIn−BA) = χBA.

2. Si A est de rang r, A est équivalente à Jr. Etudions donc le cas A = Jr. Si A = Jr, alors en décomposant

par blocs B =
(
B1 B2
B3 B4

)
, on a

AB =
(
B1 B2
0 0n−r

)
, BA =

(
B1 0
B3 0n−r

)

donc χAB = χB1χ0n−r = χBA.
3. Maintenant, écrivons A = PJrQ avec P,Q inversible.

χAB = χPJrQB =
1
χJrQBP =

2
χQBPJr =

1
χBPJrQ = χBA.

Exercice 75. Soit A ∈Mn(R). On appelle i-ème disque de Gerschgorin de A l’ensemble Di = D(aii, Ri)
avec Ri =

∑
i ̸=j
|aij |.

1. Montrer le théorème de Gerschgorin : toute valeur propre est dans un disque de Gerschgorin.
2. En déduire le lemme d’Hadamard :

∀i ∈ [[1, n]], |aij | >
∑
i ̸=j
|aij | =⇒ A ∈ GLn(R).

(on dit que A est à diagonale strictement dominante).

3. En déduire que si A est de diagonale dominante, alors |det(A)| ≥
n∏
i=1

(|aii| −Ri). Montrer que si A

est de plus réelle à diagonale positive, alors det(A) est de plus strictement positif (on utilisera un
argument de convexité).

Corrigé :
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1. Soit λ, une valeur propre de A. Soit (x1, · · · , xn), vecteur propre associée. Alors AX−λX = 0. Considérons
i, l’indice de [[1, n]] pour que |xi| soit maximal. Alors

(AX − λX)i = 0.

De fait,
n∑
k=1

aikxk − λxk = 0.

De fait,

(aii − λ)xi =
n∑

k=1,k ̸=i
aikxk.

Ainsi,

|aii − λ| =

∣∣∣∣∣∣
n∑

k=1,k ̸=i
aik

xk
|xi|

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
k ̸=i
|aik|

|xk|
|xi|︸︷︷︸
≤1

≤ Ri.

Donc λ ∈ D(aii, Ri).
2. Raisonnons par contraposée. Supposons que A ne soit pas inversible. Alors 0 est valeur propre de A. De

fait, par le théorème de Gerschgorin, il existe un indice i ∈ [[1, n]] tel que |aii| ≤
∑
j ̸=i
|aij |. Ainsi, A n’est

pas à diagonale dominante.
Continuons. Soit A′ la matrice obtenue en mutlipliant la i-ème ligne de A par 1

|aii| −Ri
pour 1 ≤ i ≤ n.

C’est possible puisque A est à diagonale dominante. Par n-linéarité du déterminant, on a

det(A) = det(A′)
n∏
i=1

(|aii| −Ri).

Montrons donc que |det(A′)| ≥ 1. On note A′ = (a′
ij)1≤i,j≤n et R′

i rayon de Gerschgörin associé à A pour
1 ≤ i ≤ n. On a, en mettant au même dénominateur,

|a′
ii| −R′

i = |a′
ii| −

n∑
j=1,j ̸=i

|a′
ij | =⋆

|aii| −Ri
||aii| −Ri|

= 1

et on a ⋆ car A est à diagonale dominante. Par les disques de Gerschgörin, pour tout λ ∈ Sp(A′), il existe
i ∈ [[1, n]] tel que |λ− a′

ii| ≤ R′
i donc par la seconde inégalité triangulaire,

R′
i ≥ |λ− a′

ii| ≥ |a′
ii| − |λ|.

Par l’inégalité précédente, on en déduit que |λ| ≥ 1. Puisque A′ est trigonalisable, le module de son
déterminant est le produit des modules des valeurs propres donc | det(A′)| ≥ 1.
Pour le cas réel, utilisons un argument de convexité. Soit

C =

A ∈Mn(R) : ∀1 ≤ i ≤ n, aii >
n∑

j=1,j ̸=i
|aij |

 .
Il s’agit de montrer que C est convexe et par continuité du déterminant, puisque In est dans C, on aura
le résultat. Soit donc A,B ∈ C et t ∈ [0, 1]. Alors tA + (1 − t)B est bien réelle. De plus, par inégalité
triangulaire,∑
j ̸=i
|t[A]ij + (1− t)[B]ij | ≤

∑
j ̸=i

(t |[A]ij |+ (1− t) |[B]ij |) = t
∑
j ̸=i
|[A]ij |+ (1− t)

∑
j ̸=i
|[B]ij | < taii+ (1− t)bii

donc tA + (1 − t)B est dans C donc C est convexe. Par continuité du déterminant, det(C) est donc un
convexe de R donc un intervalle mais par le lemme d’Hadamard, cet intervalle ne contient pas 0 : cet
intervalle est donc dans R+∗ ou R−∗ mais ce dernier cas est à exclure puisque In ∈ C et det(In) = 1 > 0.
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Exercice 76. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u ∈ L(E). u est dit semi-simple lorsque
pour tout F sous-espace vectoriel de E stable par u, il existe un supplémentaire de F dans E stable par
u. On suppose que K = C. Montrer que u est semi-simple si, et seulement si, u est diagonalisable.

Corrigé : Soit u diagonalisable. Soit B une base de vecteur propre de E pour u. Soit F un sous-espace
vectoriel de E stable par u. Notons (e1, · · · , ep) une base de F . On complète cette base en une base de E avec
les éléments de B. Soit (ep+1, · · · , en) les vecteurs ajoutés. Alors G = Vect(ep+1, · · · , en) vérifie E = F ⊕G et
G est stable par u en tant que somme d’espaces stables par u.

Réciproquement, soit u semi-simple. Raisonnons par récurrence sur la dimension de E. Si E est de dimension
1, le résultat est clair. Supposons le résultat acquis au rang n − 1. Soit E de dimension n. Soit λ une valeur
propre de u (possible car χu est scindé vu qu’on est dans C) et x un vecteur propre associé. Soit F = Cx et G
un supplémentaire de F (est de dimension n − 1) stable par u (possible car u est semi-simple et F est stable
par u). uG l’induit de u sur G est alors bien défini et est semi-simple : en effet, soit A un sous-espace vectoriel
de G stable par u. A est stable par u donc par semi-simplicité de u, il existe B supplémentaire de A dans E
et stable par u. Considérons alors H = B ∩G. Alors H est supplémentaire de A dans G et est stable par uG :
uG est semi-simple.

Finalement, uG est semi-simple donc par hypothèse de récurrence, uG est diagonalisable : il existe une base
de G constituée de vecteurs propres pour u. Alors cette base concaténée avec {x} est alors une base de E
constituée de vecteurs propres pour u : u est diagonalisable.

Exercice 77. Soit E un espace vectoriel de dimension n ∈ N∗.
1. Soit u ∈ L(E). Montrer que u est trigonalisable si, et seulement si, u stabilise un drapeau total. a

2. En supposant que χu est scindé, en notant λ1, · · · , λn les valeurs propres de u comptées avec
multiplicité, montrer qu’il existe un drapeau total (V0, · · · , Vn) stable par u tel que ∀i ∈ [[1, n]], (u−
λiId)(Vi) ⊂ Vi−1.

3. En déduire le théorème de Cayley-Hamilton : χu annule u.

a. On rappelle qu’un drapeau d’un espace vectoriel E de dimension finie est une famille (F0, · · · , Fk) de sous-espace
vectoriel de E telle que F0 = {0}, Fk = E et ∀i ∈ [[0, k − 1]], Fi ⊊ Fi+1. Un drapeau (F0, · · · , Fk) de E est dit total lorsque
∀i ∈ [[0, n]], dim(Fi) = i. Il est dit stable par u lorsque ∀i ∈ [[0, k]], u(Fi) ⊂ Fi.

Corrigé :

1. Si u est trigonalisable, soit (e1, · · · , en) une base de trigonalisation. Soit Vi = Vect(e1, · · · , ei), V0 =
{0}, Vn = E. Alors (Vi)i est un drapeau (par liberté de la base de trigonalisation), total par construction,
stable par u car c’est une base de trigonalisation.
Réciproquement, soit (F0, · · · , Fn) un drapeau total stable par u. On construit une base de trigonalisation
par récurrence sur i ∈ [[1, n]].

• Pour i = 1, soit e1 ∈ F1\{0}. Alors e1 est un vecteur propre pour u puisque u(e1) ∈ F1 = Vect(e1).
• Pour i = 2, on a construit e1 et on prend e2 ∈ F2\Vect(e1) (possible car Vect(e1) = F1 et F1 ⊊ F2).

Alors (e1, e2) est une famille libre 1 de F2 (car F1 ⊂ F2) donc c’est une base de F2 par cardinalité.
On a donc u(Vect(e1, e2)) ⊂ Vect(e1, e2).

• Supposons e1, · · · , ei construit tel que pour tout 1 ≤ j ≤ i, Vect(e1, · · · , ej) est stable par u et est
égal à Fj . Pour construire ei+1, on considère ei+1 ∈ Fi+1\Vect(e1, · · · , ei). Alors (e1, · · · , ei+1) est
une famille libre donc c’est une base de Fi+1 par cardinalité. Ainsi, Vect(e1, · · · , ei+1) = Fi+1 et
donc u(Vect(e1, · · · , ei+1)) ⊂ Vect(e1, · · · , ei+1).

Par récurrence, on vient de construire une base de trigonalisation.

1. je rappelle qu’un hyperplan admet comme supplémentaire le Vect de n’importe quel vecteur qui ne lui appartient pas.
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2. Soit (e1, · · · , en) une base de trigonalisation associée aux valeurs propres (λ1, · · · , λn) et Vi = Vect(e1, · · · , ei).
Alors (Vi)0≤i≤n est un drapeau total. Soit i ∈ [[1, n]]. Soit x ∈ Vi. Soit µ1, · · · , µi tel que

x =
i∑

k=1
µkek.

Alors

(u− λiId)(x) =
i∑

k=1
µkλkek −

i∑
k=1

µkλiek =
i−1∑
k=1

µk(λk − λi)ek ∈ Vi−1.

3. Ainsi, par une récurrence immédiate,

(u− λn)(Vn) ⊂ Vn−1 ; (u− λn−1Id)(Vn−1) ⊂ Vn−2...

donne
n∏
i=1

(u− λiId)(Vn) ⊂ V0 = {0}

donc χu(u)(E) = {0} : c’est le théorème de Cayley-Hamilton.

Exercice 78. E désigne un espace vectoriel de dimension finie n.
1. Soit f, g deux endomorphismes de E tels que f◦g = g◦f . On suppose que f et g sont diagonalisables.

Montrer que f et g sont co-diagonalisables (ou diagonalisables simultanément) : il existe B telle
que la matrice de f et la matrice de g dans cette base sont diagonales.

2. Soit I un ensemble et (fi)i∈I une famille d’endomorphismes de E. On suppose que ces en-
domorphismes commutent deux à deux et sont tous diagonalisables. Montrer qu’ils sont co-
diagonalisables.

3. Application. Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et n,m ∈ N∗. On veut montrer que
GLn(K) et GLm(K) sont isomorphes si, et seulement si, n = m.
(a) Soit G un sous-groupe de GLn(K) tel que tout élément de G\{eG} est d’ordre 2. Montrer que

les éléments de G sont commutatifs et diagonalisables.
(b) En montrant qu’un tel G existe, conclure.

Corrigé :
1. Soit λ1, · · · , λd les valeurs propres distinctes de f . Soit 1 ≤ i ≤ d. Puisque f et g commutent, g stabilise
Eλi

(f). Ainsi, l’induit de g sur Eλi
(f) est bien définie et on la note gi. gi est alors diagonalisable en tant

qu’induit d’un diagonalisable : soit Bi une base de Eλi
(f) composée de vecteurs propres de g. Ce sont

donc aussi des vecteurs propres de f .

En considérant B =
d⊎
i=1
Bi, B est une base de E composée de vecteurs propres de f et g : f et g sont donc

co-diagonalisables.
2. On procède par récurrence forte sur n. Si n = 1, c’est clair. Supposons que le résultat est acquis jusqu’au

rang n − 1 pour n ∈ N≥2. Soit E un espace vectoriel de dimension n, (fi)i∈I une famille quelconque
d’endomorphismes de E diagonalisables qui commutent entre eux. Si tous les (fi)i sont des homothéties,
c’est évident (elles sont déjà « diagonales »). Si ce n’est pas le cas, soit i0 ∈ I tel que fi0 n’est pas
une homothétie. Soit λ1, · · · , λd les valeurs propres distinctes de fi0 . Soit j ∈ [[1, d]]. Puisque les (fi)i∈I
commutent avec fi0 , pour tout i ∈ I, fi stabilise Eλj

(fi0) donc l’induit de fi sur Eλj
(fi0 est bien définie

et on le note fi,j . Alors fi,j est diagonalisable en tant qu’induit d’un diagonalisable. Par hypothèse de
récurrence, puisque dim(Eλj

(fi0) ∈ [[1, n − 1]], il existe une base Bj de Eλj
(fi0) qui diagonalise fi,j pour

tout i ∈ I.

En considérant B =
d⊎
j=1
Bj , B est une base de E composée de vecteurs propres de fi pour tout i ∈ I.
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3. (a) Le fait que G est commutatif provient de l’exercice 23. Puisque X2 − 1 est annulateur des éléments
de G, puisque X2 − 1 est scindé à racines simples car car(K) ̸= 2 2, on en déduit que les éléments
de G sont diagonalisables et de spectre dans {−1, 1}.

(b) On considère Gn l’ensemble des matrices diagonales à coefficient dans {−1, 1}. Alors Gn convient.
On peut donc maintenant considérer un sous-groupe G de GLn(K) tel que tout élément de G\{eG}
est d’ordre 2. Comme ses éléments sont codiagonalisables, il existe P ∈ GLn(K) tel que pour tout
g ∈ G,P−1gP est dans Gn. Ainsi, G est de cardinal 2q ≤ 2n.
On peut désormais conclure. Soit φ un isomorphisme de GLn(K) dans GLn(K). Soit G un sous-
groupe de GLn(K) où tout élément non nul est d’ordre 2. Alors φ(G) satisfait cette même propriété.
Alors φ(Gn) est de cardinal 2n et on a donc Zn ≤ 2m par le point précédent. On raisonne de même
en considérant Gm et φ−1 pour avoir 2m ≤ 2n.
Ainsi, 2n = 2m donc n = m.

Exercice 79. E désigne un espace vectoriel de dimension finie n.
1. Soit f, g deux endomorphismes de E tels que f◦g = g◦f . On suppose que f et g sont trigonalisables.

Montrer que f et g sont co-trigonalisables (ou trigonalisables simultanément) : il existe B telle que
la matrice de f et la matrice de g dans cette base sont triangulaires supérieures.

2. Soit I un ensemble et (fi)i∈I une famille d’endomorphismes de E. On suppose que ces endomor-
phismes commutent deux à deux et sont tous trigonalisables. Montrer qu’ils sont co-trigonalisables.

3. Application. Soit E de dimension n, u1, · · · , un ∈ L(E), nilpotents, qui commutent 2 à 2. Calculer
u1 ◦ · · · ◦ un. L’exercice a été fait autrement dans l’exercice ??

Corrigé :
1. On montre un lemme préliminaire très classique. f et g ont un vecteur propre en commun : en effet,

soit λ une valeur propre de f (existe car f est trigonalisable). Alors comme f et g commutent, g stabilise
Eλ(f) donc gEλ(f) l’induit de g sur Eλ(u) est aussi trigonaliable donc admet un vecteur propre x ∈ Eλ(f).
x étant non nul, x est donc aussi un vecteur propre de f . C’est un vecteur propre en commun.
On conclut par récurrence sur la dimension de E. Si n = 1, c’est clair. Si le résultat est acquis pour n− 1
avec n ∈ N≥2, considérons un vecteur propre x en commun à f et g et complétons en une base de E
notée B = (x, e2, · · · , en).
On a la représentation matricielle par blocs suivante

MatB(f) =
(

a ∗
0n−1,1 A1

)
MatB(g) =

(
b ∗

0n−1,1 B1

)

et donc χf = (X−a)χA1 et χg = (X−b)χB1 . Comme χf et χg sont scindés (car f et g sont trigonalisables),
χA1 et χB1 le sont aussi donc A1 etB1 sont trigonalisables. En plus, par produit matriciel, l’égalité fg = gf
entraine A1B1 = B1A1. En notant H = Vect(B1) avec B1 = (e2, · · · , en) et p ∈ L(E) projecteur sur H
parallèlement à Vect(x), on écrit que f1 = p ◦ fH et g1 = p ◦ gH qui sont des endomorphismes de H pour
que

A1 = MatB1(f1) ; B1 = MatB1(g1)

donc f1g1 = g1f1 et f1, g1 sont trigonalisables. Par hypothèse de récurrence, ils sont cotrigonalisables et
on note B̂1 base commune de cotrigonalisation. Alors en notant B̂ = {x} ⊎ B̂1, on a

MatB̂(f) =
(

a ∗
0n−1,1 MatB̂1

(f)

)

qui est triangulaire supérieure car MatB̂1
(f) l’est et de même pour MatB̂(g).

2. dans ce cas, on aurait 1 = −1 donc X2 − 1 = (X + 1)2 donc n’est pas scindé à racines simples
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2. Avant toute chose, si tous les endomorphismes sont des homothéties, le résultat est claire. On suppose
donc qu’il existe f ∈ {fi : i ∈ I qui ne soit pas une homothétie.

• On montre déjà par récurrence forte sur la dimension qu’il existe un vecteur propre en commun. Pour
n = 1, c’est immédiat. Supposons le résultat acquis pour jusqu’au rang n − 1. Comme Sp(f) ̸= ∅,
soit λ ∈ Sp(f). Soit i ∈ I. Comme fi commute avec f , Eλ(f) est stable par fi. Ainsi, en notant
fiEλ(f) l’induit de fi sur Eλ(f), fiEλ(f) est trigonalisable (son polynôme caractéristique est scindé car
il divise un polynôme scindé). Ainsi, tous les (fiEλ(f))i∈I sont trigonalisables et commutent entre
eux. Étant des endomorphismes de Eλ(f) qui est de dimension dans [[1, n − 1]], ils admettent un
vecteur propre en commun que l’on note x. On a donc

∀i ∈ I, ∃λ ∈ K, fiEλ(f)(x) = λix.

donc
∀i ∈ I, ∃λ ∈ K, fi(x) = λix.

x est un vecteur propre en commun à tous les (fi)i∈I . On conclut par principe de récurrence.
• On conclut. On note (Hn) : si E est de dimension n et que (fi)i∈I est une famille quelconque

d’endomorphismes de E trigonalisables qui commutent entre eux, alors ils sont cotrigonalisables.
• Pour n = 1, c’est clair.
• Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n− 1 et E un espace vectoriel de dimension n. Soit

(fi)i∈I est une famille quelconque d’endomorphismes de E trigonalisables qui commutent entre
eux. Alors soit x un vecteur propre en commun. On complète {x} en une base de E que l’on
note (x, e2, · · · , en) =: B. Soit i ∈ I. Alors on a la représentation matricielle suivante :

MatB(fi) =
(

ai ∗
0n−1,1 Ai

)
; MatB(f) =

(
a ∗

0n−1,1 A

)
.

Alors χfi
= (X − ai)χAi donc χfi

étant scindé (on rappelle que fi est trigonalisable), χAi

est scindé. De même avec χf , on en déduit que χA est scindé. Ainsi, Ai est trigonalisable de
même que A. Par produit matriciel, on a fif = ffi qui entraine AiA = AAi. Notons alors
H = Vect(B̃) avec B̃ = (e2, · · · , en). Soit p ∈ L(E) projecteur sur H parallèlement à Vect(x).
On note f̃i = p ◦ fiH 3 et f̃ = p ◦ fH . Alors ce sont des endomorphismes de H et

MatB̃(f̃i) = Ai ; MatB̃(f̃) = A.

On en déduit que f̃i et f̃ commutent.
Cela étant vrai pour tout i, on en déduit que (f̃i)i∈I est une famille quelconque d’endomor-
phismes de H trigonalisables et qui commutent entre eux. dim(H) = n − 1 < n, on a donc
l’existence d’une base de H de trigonalisation commune aux (fi)i∈I qu’on note B̂. Alors {x}⊎ B̂
est une base de E qui trigonalise tous les (fi)i∈I .

• Par principe de récurrence, on a le résultat.
3. Les (uk)1≤k≤n sont nilpotents donc trigonalisables et commutent deux à deux. Il existe donc, par la

question précédente, B = (e1, · · · , en) une base de E qui trigonalise les u1, · · · , un. Comme ils sont
nilpotents, dans la base B, leurs matrices sont triangulaires supérieures strictes. Ainsi, on en déduit que
u1(e1) = 0, u2(e2) ∈ Vect(e1) et de manière générale,

∀i ∈ [[2, n]], ui(Vect(e1, · · · , ei)) ⊂ Vect(e1, · · · , ei−1).

Ainsi, de proche en proche, on a

u1 ◦ · · · ◦ un(Vect(e1, · · · , en)) ⊂ u1 ◦ · · · ◦ un−1(Vect(e1, · · · , en−1)) ⊂ · · · ⊂ u1(Vect(e1)) = {0}.

Ainsi, u1 ◦ · · · ◦ un(E) ⊂ {0} et l’inclusion réciproque est claire donc u1 ◦ · · · ◦ un = 0.

3. induit de fi sur H
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Exercice 80. Le but de cet exercice est de démontrer le résultat suivant.

Théorème 8.1 (Décomposition de Dunford (ou Jordan-Dunford)). Soit f ∈ L(E). On suppose
que χf est scindé. Alors il existe un unique couple (d, n) ∈ L(E)2 vérifiant :

1. d est diagonalisable.
2. n est nilpotent.
3. f = d+ n.
4. dn = nd.

De plus, n et d sont des polynômes en f .

Soit donc λ1, · · · , λd, les valeurs propres distinctes de f et χf =
r∏

k=1
(X − λi)mi avec mi multiplicité de

λi pour 1 ≤ i ≤ d. On note Ni espace caractéristique pour la valeur propre λi de f .

1. Rappeler pourquoi E =
d⊕
i=1

Ni.

2. Montrer que pour tout i ∈ [[1, d]], il existe pi ∈ K[f ] projecteur sur Ni parallèlement à
⊕
j ̸=i

Nj de

sorte que
d∑
i=1

pi = Id.

Indication : on pourra utiliser l’expression du polynôme caractéristique.
3. Conclure. On utilisera l’exercice 78.

Corrigé :

1. Le lemme des noyaux nous donne E =
d⊕
i=1

Ni où Ni = ker(f −λiId)mi , et mi, multiplicité de λi dans χf .

2. Fixons i ∈ [[1, d]]. Soit Mi = X−λi. Alors Mmi
i divise χf , et on note Qi, le quotient. Les Qi sont premiers

entre eux dans leur ensemble donc par Bézout, il existe des polynômes Ui tel que

r∑
i=1

UiQi = 1.

Ainsi,
r∑
i=1

Ui(f) ◦Qi(f) = Id. (8.1)

Posons alors pi = Ui(f) ◦Qi(f) pour 1 ≤ i ≤ r. Montrons que

r∑
i=1

pi = Ida) ∀1 ≤ i ≤ r, pi ∈ K[f ]b) ∀i ̸= j, pipj = 0c)

∀1 ≤ i ≤ r, p2
i = pi.d) ∀1 ≤ i ≤ r, Im(pi) = Ni.e) ∀1 ≤ i ≤ r, ker(pi) =

⊕
j ̸=i

Nj .f)

C’est en fait l’égalité 8.1.a)

Soit 1 ≤ i ≤ r. Par construction de pi, c’est un polynôme en f .b)
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Soit 1 ≤ i ̸= j ≤ r. Alors en remarquant que χf |QiQj , puisque Ui(f), Qi(f), Uj(f), Qj(f) sont des
polynômes en f , ils commutent et

pipj = Ui(f)Qi(f)Uj(f)Qj(f) = Qi(f)Qj(f)Ui(f)Uj(f) = 0

par le théorème de Caylay-Hamilton.

c)

Soit 1 ≤ i ≤ r. Alors p2
i = pi

Id−
∑
j ̸=i

pj

 = pi −
∑
j ̸=i pipj = pi.d)

Soit 1 ≤ i ≤ r. Montrons le résultat par double inclusion.
⊂ : Soit x ∈ E, y = pi(x). Alors (f − λi)mi(y) = (f − λi)miUi(f)Qi(f)(x) = Ui(f)χf (f)(x) = 0.

Donc y ∈ Ni.

⊃ : Soit x ∈ Ni. Alors par 8.1, x =
n∑
j=1

Uj(f) ◦Qj(f)(x) = Ui(f) ◦Qi(f)(x) car pour tout j ̸= i,

(X − λi)mi |Qj ce qui donne ∀j ̸= i,Ni ⊂ ker(Qj(f)).

e)

Soit 1 ≤ i ≤ d. Montrons le résultat par double inclusion.
⊂ : Soit x ∈ ker(pi). Alors toujours par 8.1, x =

∑
j ̸=i

pj(x) + pi(x)︸ ︷︷ ︸
=0

∈
⊕
j ̸=i

Nj .

⊂ : Soit x ∈
⊕
j ̸=i

Nj . Alors pi(x) = Ui(f)◦Qi(f)(x). Mais pour tout j ̸= i,Nj ⊂ ker(Qi(f)) puisque

(X − λj)mj |Qi pour tout j ̸= i.

f)

3. Preuve de l’existence. On pose d =
r∑
i=1

λipi. Alors d est par construction diagonalisable et est un polynôme

en f . Posons n = f−d. Alors n est un polynôme en f donc commutent avec d. Par construction, f = d+n.
Il suffit donc de montrer que n est nilpotente. Pour cela, on écrit

n = f − d =
d∑
i=1

fpi −
d∑
i=1

λipi =
d∑
i=1

(f − λiId)pi.

Puisque pipj = 0, une récurrence immédiate montre que

∀k ∈ N, nk =
d∑
i=1

(f − λiId)kpi.

Pour k = max(m1, · · · ,md), on en déduit donc que nk = 0 donc n est nilpotente.
Unicité. Considérons d, n, les endomorphismes montrés précédemment. Soit d′, n′, d’autres endomor-
phismes vérifiant les propriétés 1, 2, 3, 4 du théorème. Alors f = d′ + n′ et d, n sont des polynômes en
f . Comme n′ commute avec d′, n′ commute avec d′ + n′ = f donc n′ commute avec tout polynôme en
f : de fait, n commute avec n′, et de même, d commute avec d′. Ainsi, n − n′ est nilpotente par la for-
mule du binôme et d′ − d est diagonalisable car d, d′ sont codiagonalisables (c’est l’exercice 78). Puisque
u = d+ n = d′ + n′, on a donc d′ − d = n− n′ donc d′ − d est diagonalisable et nilpotente : elle est nulle.
Ainsi, d = d′ et n = n′.

Exercice 81. 1. Soit f ∈ L(Cn). Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, f2 l’est et
ker(f) = ker(f2).

2. Que se passe-t-il si on se place dans Rn ?
3. Application : à quelle condition une matrice antidiagonale est diagonalisable ? On traitera le cas

complexe puis le cas réel.

Corrigé :
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1. Supposons que f est diagonalisable. Notons M , sa matrice dans la base canonique. Alors il existe (P,D) ∈
GLn(C) × Dn(C) tel que M = PDP−1. De fait, M2 = PD2M−1 donc M2 est diagonalisable. De plus,
ker(M) ⊂ ker(M2). Il suffit de conclure par dimension. Pour cela, remarquons que rg(M) = rg(D) =
rg(D2) = rg(M2). Donc par dimension, ker(M) = ker(M2).
Supposons maintenant la réciproque. Alors

E = ker(f2)⊕
d⊕
i=2
Eλi

(f2)

= ker(f)⊕
d⊕
i=2

ker(f2 − λiId)

= ker(f)⊕
d⊕
i=2

ker(f2 − µ2
i Id)

= ker(f)⊕
d⊕
i=2

ker((f − µiId)(f + µiId))

= ker(f)⊕
d⊕
i=2

(ker(f − µiId)⊕ ker(f + µiId)).

En effet, ker(f) = ker(f2), il existe µi tel que µ2
i = λi car c’est un complexe, que (X − µi) et (X + µi)

sont premiers entre eux car µi ̸= 0 (les valeurs propres de 2 à d sont non nulles car on a sorti le noyau)
et donc par le lemme des noyaux, on a la dernière ligne. Donc on a décomposé E comme somme directe
de sous-espaces propres de f : f est diagonalisable.

2. Le même résultat tient sur R dès lors qu’il existe une racine carré d’un réel. Il est donc suffisant de
demander que Sp(f2) ⊂ R+. Il est aussi nécessaire car si f et f2 sont diagonalisable, les valeurs propres
de f2 sont celles de f au carré !

3. Notons A, la matrice antidiagonale de coefficient (a1, · · · , an). Traitons d’abord le cas complexe. Soit
(e1, · · · , en), base canonique de Cn. Alors Aei = aien−i+1 donc A2 = aian−i+1ei. Donc A2 est diago-
nalisable car possède une base de vecteur propre. Pour que A soit diagonalisable, il faut et suffit que
ker(A) = ker(A2) (*). (Conseil : calculer A2. Puisque ker(A) est engendré par les ei tels que ai = 0 et que
ker(A2) est engendré par les ei tels que aian−i+1 = 0. Ainsi, ker(A) = ker(A2) est équivalent à demander
aian−i+1 = 0 =⇒ ai = 0. Cela est donc équivalent à ai = 0⇐⇒ an−i+1 = 0.
Dans le cas réel, on prend aussi une base canonique et il faut ajouter au niveau de (*) la condition
aian−i+1 soit positifs ou nuls. Ainsi, il suffit donc d’ajouter la condition « ai et an−i+1 de même signe ».

Exercice 82. Soit k, un corps de caractéristique nulle. (penser à R essentiellement). Soit n ∈ N∗. On
souhaite montrer que M ∈Mn(K) est nilpotente si, et seulement si, ∀p ∈ N∗, tr(Mp) = 0.

1. Montrer le sens direct.
2. Soit M ∈ Mn(k). On suppose que ∀p ∈ N∗, tr(Mp) = 0. On suppose par l’absurde que M n’est

pas nilpotente.
(a) Quelle est la forme du polynôme minimal de M par rapport au polynôme minimal attendu ?
(b) On a donc écrit πM = XkQ(X) avec Xk ∧Q = 1. En notant F = ker(Mk), G = ker(Q(M)),

donner une décomposition de Kn en sous-espaces stables par M .
(c) On note u, endomorphisme de M canoniquement associé. En considérant l’induit de u sur G,

montrer qu’il existe en entier i ∈ [[1,deg(Q)]] tel que tr(uiG) = 0.
(d) Conclure.

Corrigé :
1. Puisque M est nilpotente, on peut noter p, son indice de nilpotence. Alors Mp = 0 donc M admet un

polynôme annulateur scindé : M est donc trigonalisable d’unique valeur propre 0 : M est donc semblable
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à une matrice triangulaire supérieure stricte, et cet ensemble est stable par multiplication. Ainsi, la trace
étant invariante par similitude, les traces de M et ses itérés sont nulles.

2. (a) πM est de la forme XkQ(X) avec X ∧Q = 1. On aimerait que Q soit égal à 1 pour avoir πM de la
forme Xd ce qui donne le caractère nilpotent voulu. On suppose donc que G est non réduit à 0.

(b) Par le lemme des noyaux, X et Q étant premier entre eux (donc Xk et Q aussi), on a donc E =
ker(πM (M)) = ker(Mk) ⊕ ker(Q(M)) = F ⊕ G. F et G sont stables par M car M et Mk, Q(M)
commutent.

(c) Puisque G est stable par u, l’induit uG est bien défini. Par ailleurs, ∀x ∈ G,Q(uG)(x) = Q(u)(x) = 0
donc Q(uG) = 0. En écrivant Q de la forme

Xℓ +
ℓ−1∑
i=0

aiX
i,

(Q est unitaire car Xk et πM le sont), on a donc

M ℓ +
ℓ−1∑
i=0

aiM
i = 0.

En prenant la trace, on a

tr(M ℓ) +
ℓ−1∑
i=1

aitr(M i) + a0tr(IdG)︸ ︷︷ ︸
=a0 dim(G)

= 0.

On sait que a0 ̸= 0 et dim(G) ̸= 0 (on a supposé que G n’est pas réduit à 0) donc le produit est non
nul. On en déduit qu’une trace de M i est non nulle.

(d) Disons pour i0. Alors tr(ui0)) = tr(ui0F )︸ ︷︷ ︸
̸=0

+tr(ui0G). Donc tr(ui0) ̸= 0 : ABSURDE !
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Chapitre 9

Algèbre euclidienne

Exercice 83. Soit M une matrice dans Mn(R) et C1, · · · , Cn, ses colonnes. Montrer que

|det(M)| ≤ ∥C1∥ · · · ∥Cn∥,

où ∥·∥ désigne la norme euclidienne standard de Rn (on identifieMn,1 à Rn). On pourra traiter le cas M
inversible ou non, et si M est inversible, essayer d’écrire M = QR avec Q orthogonale et R triangulaire
supérieure à diagonale strictement positive. Quel est le cas d’égalité ? (Ce résultat est connu sous le nom
d’inégalité d’Hadamard).
Application : soit M ∈Mn(R) telle que ∃c ∈ R+∗, ∀(i, j) ∈ [[1, n]]2, |[M ]i,j | ≤ c. Montrer que | det(M)| ≤
cnnn/2.

Corrigé : Si les vecteurs colonnes sont liés, le déterminant est nul et le résultat est clair. Sinon, les C1, · · · , Cn
forment donc une base. On note U1, · · · , Un, les vecteurs obtenus par Gram-Schmidt sur C1, · · · , Cn.

On rappelle le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On considère E un espace préhilbertien
réel.
Entrée : on considère une famille libre (e1, · · · , en).
Sortie : on obtient une famille orthonormale (g1, · · · , gn) vérifiant ∀1 ≤ i ≤ n,Vect(e1, · · · , ei) =
Vect(g1, · · · , gi).

Considérons donc une famille libre (e1, · · · , en) dans E. On montre par récurrence finie sur k ∈ [[1, n]]
l’existence d’une telle famille.

• Pour k = 1, on dispose de e1 qui est non nul. Ainsi, en considérant g1 = 1
∥e1∥

e1, on a Vect(e1) =

Vect(g1) et ∥g1∥ = 1.
• Faisons le cas k = 2 pour la forme. Pour k = 2, on réalise deux étapes.

1. On considère f2 ∈ Vect(e1, e2) de sorte que f2 soit orthogonal à g1.
2. On normalise f2 et on le note g2.

Pour la première étape, l’idée est de considérer f2 = e2 − (e2, g1)g1. Alors f2 ∈ Vect(e2, g1) =
Vect(e2, e1) et (f2, g1) = (e2, g1) − (e2, g1)(g1, g1) = 0 car (g1, g1) = ∥g1∥2 = 1. On retire la
composante selon g1 du vecteur e2.
Pour la seconde étape, il suffit de vérifier que f2 ̸= 0. C’est le cas car la famille (e2, g1) est libre
puisque (e2, e1) l’est. Ainsi, on peut considérer g2 = 1

∥f2∥
f2.

Il est primordial de savoir faire un dessin.
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Figure 9.1 – Procédé de Gram-Schmidt sur deux vecteurs

On considère le vecteur e1 et le vecteur e2 qui forment une famille libre. On normalise le vecteur
e1 que l’on note g1. Ensuite, on retire la composante de e2 selon g1 pour obtenir le vecteur f2 que
l’on normalise pour obtenir le vecteur g2.
La famille (g1, g2) est donc bien orthonormée et vérifie Vect(e1) = Vect(g1),Vect(e1, e2) =
Vect(g1, g2).

• Soit k ∈ [[1, n− 1]] et supposons construit g1, · · · , gk de sorte que (g1, · · · , gk) soit orthogonale et

∀i ∈ [[1, k]],Vect(e1, · · · , ei) = Vect(g1, · · · , gi).

Soit fk+1 = ek+1 −
k∑
i=1

(ek+1, gi)gi. Alors

∀j ∈ [[1, k]], (fk+1, gj) = (ek+1, gj)−
k∑
i=1

(ek+1, gi) (gi, gj)︸ ︷︷ ︸
=δi,j

= (ek+1, gj)− (ek+1, gj) = 0.

De plus,
k∑
i=1

(ek+1, gi)gi ∈ Vect(g1, · · · , gk) = Vect(e1, · · · , ek) donc fk+1 ∈ Vect(e1, · · · , ek+1). Par

liberté des (e1, · · · , ek+1), comme le coefficient devant ek+1 est non nul et que la somme n’est pas
dans Vect(ek+1), alors fk+1 ̸= 0.

On peut donc considérer gk+1 = 1
∥fk+1∥

fk+1 et gk+1 est de norme 1 et orthogonaux aux autres

(gi)1≤i≤k, aussi dans Vect(e1, · · · , ek+1) donc Vect(g1, · · · , gk+1) = Vect(e1, · · · , ek+1) .
• Par le principe de récurrence, on a construit une telle famille.

Remarquons que l’on a (gk, ek) = 1
∥fk∥

> 0.
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Soit P matrice de passage de (U1, · · · , Un) vers (C1, · · · , Cn). Alors Ci s’exprime en fonction de U1, · · · , Ui
car Vect(C1, · · · , Ci) = VectU1, · · · , Ui donc P est triangulaire supérieure. En notant M , la matrice de passage
de la base canonique à (C1, · · · , Cn), on a M = (U1| · · · |Un)P . Puisque les (U1, · · · , Un) forment une famille
orthonormale, det(U1, · · · , Un) = 1. De fait,

| det(M)| = | det(P )| =
∣∣∣∣∣
n∏
i=1

pi,i

∣∣∣∣∣ .
Or |pi,i| = |⟨Ci, Ui⟩| étant donné que ⟨Ci, Ui⟩ donne exactement la composante devant Ui dans la décomposition

de Ci dans la base U1, · · · , Un (on rappelle que ∀x ∈ E, x =
n∑
i=1
⟨x, ei⟩ei avec (ei) une base orthonormée de E).

Enfin, par Cauchy-Schwarz,
|⟨Ci, Ui⟩| ≤ ∥Ci∥2∥Ui∥2 = ∥Ci∥2,

car les (U1, · · · , Un) sont de norme 1. Ainsi, on a bien le résultat voulu. Le cas d’égalité correspond au cas
d’égalité de Cauchy-Schwarz, ce qui signifie que Ui = λCi avec λ ≥ 0. Autrement dit, il faut et suffit que les
Ci sont deux à deux orthogonaux pour obtenir l’égalité.

Remarquons qu’on vient de démontrer la décomposition QR : en notant Q = (U1| · · · |Un) et R = P , on
a décomposé une matrice inversible M en QR avec Q orthogonale et R triangulaire supérieure à diagonale
strictement positive (les coefficients diagonaux de P sont égaux à ⟨Ci, Ui⟩ qui sont strictement positifs en vertu
de la remarque à la fin du point sur Gram-Schmidt).

Application : il suffit de remarquer que |Ci| ≤
√
c2 + c2 + · · ·+ c2 = c

√
n. Ainsi, | det(M)| ≤ (

√
nc)n =

cnnn/2.

Exercice 84. Calculer inf
(a,b)∈R2

∫ 1

0
(tet − (at+ b))2dt.

Corrigé : Reformulons le problème. Soit E = C0([0, 1],R) et F = {t ∈ [0, 1] 7→ at+ b ∈ R : a, b ∈ R}. Notons
f : t ∈ [0, 1] 7→ tet ∈ R. On constate que F = Vect(ϕ, ψ) où

ϕ : t ∈ [0, 1] 7→ 1 ∈ R et ψ : t ∈ [0, 1] 7→ t ∈ R.

On munit E du produit scalaire (·, ·) défini par

(·, ·) : E2 → R
(u, v) 7→

∫ 1
0 u(x)v(x)dx .

On a alors
inf
a,b∈R

∫ 1

0
(tet − (at+ b))2dt = inf

g∈F
∥f − g∥2 = ∥f − πF (f)∥2.

(ϕ, ψ) est une base de F donc πF (f) s’écrit aϕ+ bψ. Comme f − πF (f) ∈ F⊥, on a

0 = (f − πF (f), ϕ) = (f, ϕ)− (aϕ+ bψ, ϕ) = (f, ϕ)− a∥ϕ∥2 + b(ψ, ϕ)

et de même,
0 = (f − πF (f), ψ) = (f, ψ)− a(ϕ, ψ)− b∥ψ∥2.

On calcule :
• (f, ϕ) =

∫ 1
0 te

tdt = 1
• (f, ψ) =

∫ 1
0 t

2etdt = e− 2
• (ϕ, ψ) =

∫ 1
0 tdt = 1/2

• ∥ϕ∥2 = 1
• ∥ψ∥2 = 1/3
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ce qui donne 
a+ b

2 = 1
a

2 + b

3 = e− 2

ce qui donne a = 16− 6e, b = 12e− 30.
Ensuite, il n’y a plus qu’à conclure.

∥f − πF (f)∥2 = ∥f∥2 − ∥πF (f)∥2 =
∫ 1

0
t2e2tdt−

∫ 1

0
(a+ bt)2dt = e2 − 1

4 −
(
b2

3 + ab+ a2
)

En développant tout, on a
∥f − πF (f)∥2 = −1

4(305− 240e+ 47e2).

Exercice 85. Une symétrie par rapport à un hyperplan est appelée réflexion par rapport à cet espace.
Soit n ∈ N∗. On munit Rn de la norme euclidienne ∥ · ∥. Le théorème de Cartan-Dieudonné assure que
O(Rn) est engendré par n réflexions. Nous ne contenterons ici que de montrer que O(Rn) est engendré
par des réflexions.

1. Soit X,Y ∈ Rn avec ∥X∥ = ∥Y ∥ et X ̸= Y . Soit H = (X − Y )⊥ et s une symétrie par rapport à
H. Montrer que s(X) = Y .

2. Soit u ∈ O(Rn). Soit F un sous-espace stable par M . Montrer que F⊥ aussi.
3. Conclure.

Corrigé :

1. On remarque que X + Y et X − Y sont orthogonaux. En posant X = 1
2(X + Y ) + 1

2(X − Y ), on a
s(X) = Y .

2. Une isométrie est inversible donc dim(u(F )) = dim(F ). Ainsi, par dimension, u(F ) = F . Soit X ∈ F⊥.
Alors ∀y ∈ F, ⟨u(X), u(Y )⟩ = ⟨X,Y ⟩ = 0. Donc ∀Y ∈ F, u(X) ⊥ u(Y ) donc u(X) ⊥ u(F ) = F donc
u(X) ∈ F⊥.

3. Montrons par récurrence sur p ≤ n que

si u ∈ O(Rn) et dim(ker(u− Id)) = p, alors u s’écrit comme un produit de réflexions.

Si p = n, alors u = Id qui est un produit de 0 réflexion. Supposons Hn, · · · , Hp+1 pour p ∈ [[1, n − 1]]
vraie. Soit u ∈ O(Rn). Soit F = ker(u − Id) de dimension p. On souhaite alors montrer qu’il existe une
réflexion s telle que ker(s ◦ u− Id) soit de dimension strictement supérieur à p.

Soit X ∈ F⊥. Alors X /∈ F donc u(X) ̸= X mais on a toujours ∥u(X)∥ = ∥X∥. Appliquons donc la
question 1. Soit s réflexion par rapport à ⟨X−u(X)⟩⊥ vérifiant s(u(X)) = X. Alors on aX ∈ ker(s◦u−Id).
En montrant que F ⊂ ker(su − I), on aura le résultat : il suffit donc de montrer que pour tout Z ∈ F ,
s(Z) = Z. Par 2, X−u(X) ∈ F⊥. De fait, Z ∈ ⟨X−u(X)⟩⊥ et s(Z) = Z. Ainsi, F ⊂ ker(s◦u− Id) mais
X est orthogonal à F donc F ⊕Vect(X) ⊂ ker(s◦u− Id) qui est de dimension au moins p+1 mais majoré
par n. Par récurrence forte, comme s ◦ u est une isométrie (O(Rn) est stable par composition), s ◦ u est
un produit de réflexions donc en multipliant à gauche par s−1 = s qui est une réflexion, on obtient que
u est aussi un produit de réflexion.
Par le principe de récurrence, pour tout u ∈ O(Rn), comme dim(ker(u − Id)) ∈ [[0, n]], u s’écrit comme
un produit de réflexions.

Exercice 86. Soit u ∈ L(E). u est dit normal lorsque uu∗ = u∗u. Les endomorphismes autoadjoints
et les isométries sont normaux. On sait réduire les réduire mais on peut faire plus général : l’exercice
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propose de réduire des normaux. Soit donc E un espace euclidien a de dimension finie n.
1. Soit u ∈ L(E) et F sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer que F⊥ est stable par u.

Montrer qu’alors, si u est normal, uF est normal.
2. Soit u ∈ L(E) normal. Montrer que E⊥

λ est stable par u∗.
3. Cas de la dimension 2. On suppose que n = 2 dans cette question. Soit u ∈ L(E) normal. Mon-

trer que soit u est diagonalisable, soit u est une similitude, c’est-à-dire, s’écrit dans une base
orthonormale,

M := MatB(u) =
(
a −b
b a

)
avec b ̸= 0.

4. Montrer le théorème suivant : pour tout u ∈ L(E) normal, il existe une base B orthonormale de
E telle que

MatB(u) =



λ1
. . .

λr

0

0
s1

. . .
sp


où λ1, · · · , λr sont des réels et s1, · · · , sp sont des similitudes.

a. on rappelle donc que c’est un R-espace vectoriel

Corrigé :
1. Si F est {0} ou E, il n’y a rien à faire. Soit donc F un sous-espace vectoriel non trivial de E. Alors
E = F

⊥
⊕ F⊥. Soit BF base de F . En considérant une base BF⊥ de F⊥ et en les concaténant, on obtient

une base B de E. Alors
M := MatB(u) =

(
A B
0 C

)
avec A ∈Mdim(F )(R). Mais M est alors normal donc par produit par blocs,

MTM =
(
AT 0
BT CT

)(
A B
0 C

)
=
(
ATA ∗
∗ BTB + CTC

)

et
MMT =

(
A B
0 C

)(
AT 0
BT CT

)
=
(
AAT +BBT ∗

∗ CCT

)
.

Ainsi, on a ATA = AAT + BBT . En prenant la trace, puisque tr(AB) = tr(BA), on a tr(BBT ) donc
B = 0 1. Ainsi,

M =
(
A 0
0 C

)
donc u(F⊥) ⊂ F⊥ : F⊥ est stable par u. De plus, ATA = AAT donc A est normal et puisque A vaut
MatBF

(uF ) (par stabilité de F par u, uF est normal. CTC = CCT et puisqu’on a finalement montré que
F⊥ est stable par u, on a C = MatB

F ⊥ (uF⊥) donc uF⊥ est normal.
2. Comme u et u∗ commutent, Eλ est stable par u∗. Par la question précédente, E⊥

λ est stable par u∗∗ = u.
3. Soit E de dimension 2. Soit u ∈ L(E) normal.

1. on rappelle que (A, B) 7→ tr(ABT ) désigne le produit scalaire canonique de Mn(R)
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• Si u admet une valeur propre réelle, soit x un vecteur propre que l’on prend unitaire, quitte à
diviser par sa norme. Alors x⊥ est une droite, disons engendré par un vecteur unitaire y. Ry est
stable par u en vertu du lemme donc u admet deux droites stables distinctes qui sont Rx et Ry :
u est diagonalisable et (x, y) forme une base orthonormée de E donc u est diagonalisable en base
orthonormée.

• Sinon, u n’a pas de valeur propre réelle et soit B une base orthonormée et M = MatB(u) =
(
a c
b d

)
.

M est normale donc MTM = MMT et on obtient en identifiant les coefficients a2 + b2 = a2 + c2

et ab + cd = ac + bd. Si b = 0, u admet des valeurs propres ce qui est exclu. Si b = c 2, χu =
X2−(a+d)X+ad−b2 de discriminant (a+d)2−4(ad−b2) = (a−d)2+4b2 ≥ 0 donc u admet des valeurs

propres ce qui est exclu. Donc b = −c et nécessairement a = d. Ainsi, M = MatB(u) =
(
a −b
b a

)
avec b ̸= 0.

4. On fait une récurrence sur la dimension de E.
• Si E est de dimension 1, il n’y a rien à faire.
• La dimension 2 est traitée avant.
• Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n− 1 pour n ≥ 3 et montrons le résultat au rang n. Soit

donc E de dimension n et u ∈ L(E).
• Si u admet une valeur propre réelle λ, soit e1 un vecteur propre unitaire associé à cette valeur

propre pour u. Alors (Re1)⊥ est un espace euclidien de dimension n− 1 et puisque u est normal
et stabilise (Re1), il stabilise (Re1)⊥ et u(Re1)⊥ est normal en vertu du lemme : on applique alors
l’hypothèse de récurrence au rang n − 1 : on obtient alors une base orthonormale de (Re1)⊥

notée B1 où MatB1(u) a la forme voulue : alors la concaténation B entre {e1} et B1 fournit une
base orthonormée de E telle que MatB(u) a la forme voulue.

• Si u n’admet pas de valeur propre réelle, considérons µu son polynôme minimal. µu n’admet pas
de racines réelles – car sinon u admettrait une valeur propre réelle – donc on peut considérer
X2 + aX + b =: P un facteur irréductible de µu et N = ker(P (u)). Alors N ̸= {0} 3 donc
considérons x ∈ N et montrons que P = Vect(x, u(x)) est un plan stable par u. Déjà, x et u(x)
forment une famille libre puisque x n’est pas vecteur propre pour u. u2(x) = −au(x)− bx donc
P est bien stable par u. uP est normal donc il existe (e1, e2) une base orthonormée de P telle
que

Mat(e1,e2)(uP) =
(
a −b
b a

)
uP⊥ est aussi normal d’après le lemme donc par hypothèse de récurrence, il existe une base
orthonormée B2 telle que MatB2(uP) a la forme voulue. On conclut en concaténant les bases.

Par principe de récurrence, on a le résultat voulu.

Exercice 87. Soit (x1, · · · , xn) des vecteurs de (E, ⟨·, ·⟩) espace préhilbertien réel.
1. On note G(x1, · · · , xn) = (⟨xi, xj⟩)1≤i,j≤n, matrice de Gram de (x1, · · · , xn). Montrer que
G(x1, · · · , xn) ∈ S+

n (R) et que rg(G(x1, · · · , xn)) = rg(x1, · · · , xn). On suppose dans la suite que
(x1, · · · , xn) est libre et on note F = Vect(x1, · · · , xn).

2. Soit x ∈ E. Montrer que
(d(x, F ))2 = det(G(x, x1, · · · , xn))

det(G(x1, · · · , xn)) .

3. En déduire les résultats suivants :

2. Il est important de souligner qu’on ne veut pas utiliser le théorème spectral. En effet, un corollaire important de ce théorème
est justement le théorème spectral.

3. en notant µu = P Q, on a 0 = P (u)Q(u) avec Q(u) ̸= 0 (par minimalité du polynôme minimal) donc P (u) ne peut être
injectif
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(a) det(G(x1, · · · , xn)) ≤
n∏
i=1
∥xi∥2.

(b) Si on se donne x1, · · · , xn des vecteurs de Rn, on a | det(x1, · · · , xn)| ≤
n∏
i=1
∥xi∥2 où ∥ · ∥2

désigne la norme euclidienne standard de Rn.
(c) Les cas d’égalités dans les deux cas sont lorsque (xi)1≤i≤n est orthogonale ou contient un

vecteur nul.

Corrigé :
1. Une matrice de Gram est clairement symétrique réelle. Pour tout λ1, · · · , λn, on a

∑
1≤i,j≤n

⟨xi, xj⟩λiλj =
∥∥∥∥∥
n∑
i=1

λixi

∥∥∥∥∥
2

≥ 0

donc elle est positive. Considérons u, l’application qui à x ∈ F associe (⟨x, xi⟩)1≤i≤n, une application
clairement linéaire. Elle est injective puisqu’un vecteur orthogonal à tous les xi est dans F ∩ F⊥ = {0}
donc est nul. Ainsi, le rang est invariant par composition par u ce qui donne le résultat voulu.

2. Soit x = y + h ∈ F ⊕ F⊥ 4 de sorte que d := d(x, F ) = ∥h∥. On a ⟨x, x⟩ = d2 + ⟨y, y⟩ et ⟨x, xi⟩ = ⟨y, xi⟩
pour tout 1 ≤ i ≤ n. Ainsi, la première colonne de G(x, x1, · · · , xn) est

∥h∥2
0
...
0

+


⟨y, y⟩
⟨y, x1⟩

...
⟨y, xn⟩

 .
et la première ligne est (∥h∥2 + ⟨y, y⟩, ⟨y, x1⟩, · · · , ⟨y, xn⟩). Ainsi, en utilisant la linéarité par rapport à la
première colonne, on a

det(G(x, x1, · · · , xn)) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∥h∥2 ∗

0 G(x1, · · · , xn)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+G(y, x1, · · · , xn).

Ce deuxième déterminant est nul et le premier vaut, par développement par rapport à la première colonne

det(G(x, x1, · · · , xn)) = ∥h∥2 det(G(x1, · · · , xn)).

3. On fait tout en même temps. Si la famille est liée – par exemple en contenant 0 –, il n’a rien à faire.

Montrons par récurrence Hn : pour tout (x1, · · · , xn) famille libre de E, det(G(x1, · · · , xn)) ≤
n∏
i=1
∥xi∥2

avec égalité si, et seulement si, la famille est orthogonale.
• Pour n = 1, c’est clair.
• Supposons le résultat acquis au rang n. Soit (x1, · · · , xn+1) une famille libre et on note F le sous-

espace vectoriel engendré par (x1, · · · , xn). Par la proposition précédente,

det(G(x1, · · · , xn+1) = det(G(x1, · · · , xn))∥xn+1 − πF (xn+1)∥2

≤
n∏
i=1
∥xi∥2∥xn+1 − πF (xn+1)∥2

≤
n+1∏
i=1
∥xi∥2

4. On rappelle que F et F ⊥ sont en somme directe orthogonale dans E préhilbertien réel si F est de dimension finie. En fait,
il suffit que F soit fermé (donc F de dimension infinie ne dérange pas) mais encore mieux, la complétude suffit.
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puisque ∥xn+1 − πF (xn+1)∥2 = ∥xn+1∥2 − ∥πF (xn+1)∥2 ≤ ∥xn+1∥2. Il y a égalité dans la première
inégalité si, et seulement si (x1, · · · , xn) est orthogonale. Il y a égalité dans la deuxième si, et
seulement si, ∥πF (xn+1)∥2 = 0 ce qui signifie que xn+1 ∈ F⊥. On a donc montré Hn+1.

Par principe de récurrence, on a le premier point. En notant M la matrice de vecteurs colonnes les (xi)i
on a G(x1, · · · , xn) = MTM et det(MT ) = det(M) ce qui conclut.

Exercice 88. Soit E un espace euclidien et u autoadjoint positif (resp. défini positif). Montrer qu’il
existe un unique endomorphisme autoadjoint positif (resp. défini positif) v tel que u = v2. Montrer de
plus que v ∈ K[u].

Corrigé : Soit B = (e1, · · · , en) une base orthonormée de vecteurs propres pour u et λ1, · · · , λn des réels
positifs valeurs propres associées respectivement aux e1, · · · , en. On définit v(ei) =

√
λiei pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Alors v convient clairement.
Réciproquement, soit w autoadjoint vérifiant w2 = u. Alors w commute avec u donc laisse stable les

espaces propres de u. Regardons w sur Eλ(u). Alors wEλ(u) est un endomorphisme autoadjoint positif dont
le carré vaut λId. Si cet induit admet une valeur propre, au carré, elle vaut λi donc cette valeur propre
vaut nécessairement

√
λi puisque par positivité de l’induit, les valeurs propres sont positives. Puisque l’induit

conserve la diagonalisabilité, on en déduit que wEλ(u) vaut
√
λId. Ainsi, pour tout 1 ≤ i ≤ n,w(ei) = v(ei)

donc w = v car ils coïncident sur une base.
Ensuite, on construit P , un polynôme vérifiant P (λi) =

√
λi pour tout 1 ≤ i ≤ n par Lagrange. On a alors

P (u) = v car ils coïncident sur une base.

Exercice 89. 1. Soit M ∈Mnp(R). Montrer que si M est injective, alors MTM est inversible.
2. Soit A ∈ GLn(R). En utilisant l’exercice 88, montrer qu’il existe un unique couple (O,S) ∈
On(R)× S++

n (R) tel que A = OS.
3. On ne suppose plus inversible. Montrer que l’on peut faire de même mais S sera symétrique positive

seulement. A-t-on unicité ?
4. Application 1. Soit E un espace vectoriel normé et u ∈ L(E). On note ρ := sup{|λ| : λ ∈ Sp(u)}

le rayon spectral de u. Montrer que si A ∈ GLn(R), alors |||A|||2 =
√
ρ(ATA) où |||·|||2 désigne la

norme subordonnée à la norme ∥ · ∥2.
5. Application 2. Soit G un compact de GLn(R) tel que On(R) ⊂ G. Montrer que G = On(R).

Corrigé :

1. Soit x ∈ ker(MTM). Alors MTMx = 0 donc Mx ∈ ker(MT ) mais Mx ∈ Im(M). Puisque Im(M) ⊥
ker(MT ), on a Mx = 0 donc x = 0 par injectivité de M . Ainsi, MTM est injective. C’est une matrice
carrée : elle est inversible.

2. Supposons l’existence d’un tel couple. Alors ATA = STOTOS = STS = S2. Donc S est racine carrée de
ATA qui est inversible. Elle est clairement symétrique positive donc ATA est symétrique définie positive.
Par l’exercice précédent, S est la racine carré de ATA. Elle est donc inversible et O = AS−1. Conclusion :
pour A inversible, on note S, la racine carré de ATA et O = AS−1. Alors A = OS clairement. S est
symétrique définie positive et OTO = (AS−1)TAS−1 = S−1TATAS−1 = In donc O est bien orthogonale.

3. On raisonne par densité des matrices inversibles dansMn(R). Soit (Ap)p∈N, une suite de matrices inver-
sibles convergeant vers A. Pour tout p ∈ N, on écrit Ap = OpSp comme précédent. Puisque On(R) est
compact, de la suite (Op)p∈N, il existe une extraction φ tel que Oφ(n) converge, disons vers O ∈ On(R).
En considérant la suite Sφ(p) = O−1

φ(p)Aφ(p), elle converge vers une matrice S qui conserve la symétrie et
le caractère positif par continuité du produit scalaire (du produit matriciel ici). Donc on obtient A = OS
comme souhaité. On perd l’unicité car avec A = 0, pour toute isométrie O ∈ On(R), 0 = O × 0 car
0 ∈ S+

n (R).
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4. Soit (O,S) ∈ On(R)×S++
n (R) tel queA = OS. Alors commeO est une isométrie, ∀X ∈Mn,1(R), ∥OSX∥2 =

∥SX∥2 donc |||A|||2 = |||S|||2.
Maintenant, comme S est diagonalisable en base orthonormée (théorème spectral) à spectre dans R+∗, il
existe i ∈ [[1, n]] tel que λi = ρ(S). Soit X ∈ Mn,1(R) tel que SX = λiX avec X de norme 1 (puisque S
est diagonalisable en base orthonormée). Ainsi, |||A|||2 = ∥SX∥2 = λi∥X∥2 =

√
λ2
i =

√
ρ(S2) =

√
ρ(ATA)

puisque ATA = STOTOS = S2.
5. Soit G un tel groupe et g ∈ G. On veut montrer que g ∈ On(R). Soit (o, s)inOn(R) × S++

n (R tel que
g = os. Comme cette décomposition est unique, on veut montrer que s = In. Pour cela, regardons ses
valeurs propres. La question précédente assure que ρ(s) = λi avec λi > 0 pour un certain i. On peut
raisonner de même et avoir que ρ(s−1) = 1

λj
où λj est la plus petite valeur propre. Or G est compact

donc borné : on en déduit que la suite (sk)k∈Z est aussi bornée dans G donc par équivalence des normes,
(|||s|||k2)k∈Z est bornée. Ainsi, comme ∀k ≥ 1, |||s|||k2 = λki ; |||s|||−k2 = λ−k

j , on en déduit que λi ≤ 1 et
λj ≥ 1 pour avoir le caractère borné. Ainsi, on a 1 ≤ λj ≤ λi ≤ 1 donc la plus petite valeur propre égale
la plus grande : le spectre est réduit à {1} donc s = In.

Exercice 90. Soit A,B ∈ S+
n (R).

1. On suppose que A ∈ S++
n (R). En utilisant l’exercice 88, montrer que AB est diagonalisable et

Sp(AB) ⊂ R+.
2. Que dire du cas général ?

Corrigé :
1. A est symétrique définie positive. Il existe donc S racine carrée de A dans S++

n (R). On a alors AB =
S2B = SSBSS−1. Donc AB est semblable à SBS qui est diagonalisable car symétrique réelle. Donc AB
est diagonalisable.

2. On écrit encore A = S2 mais avec S seulement symétrique positive. Alors SBS est encore symétrique
positive (petit exercice). Notons r son rang et X1, · · · , Xr, vecteurs propres associées aux valeurs propres
λ1, · · · , λr strictement positive de SBS. On a donc SBSXk = λkXk donc AB(SXk) = λkSXk.
Comme Vect(X1, · · · , Xk)∩ker(SBS) = {0}, on a Vect(X1, · · · , Xk)∩ker(S) = {0}. Ainsi, (SX1, · · · , SXr)
est libre : c’est le théorème du rang ! La restriction de S à un supplémentaire de ker(S) est injective ! On
a donc une famille libre de r vecteurs propres de valeurs propres strictement positives.
Concluons. Pour avoir AB diagonalisable de spectre positif, il faudrait que dim(AB) = n − r. On sait
déjà que ker(A) = ker(S) par construction. Donc ker(AB) = ker(SB) et rg(AB) = rg(SB). On va
maintenant montrer que ker(SBS) = ker(BS) ce qui va conclure. Pour cela, soit T racine carrée de S, T
étant symétrique positive. Soit X ∈ ker(SBS). Alors 0 = XTSBSX = XTSTTSX = XTSTT TTSX =
∥TSX∥2 donc TSX = 0 et BSX = 0 donc X ∈ ker(BS). L’autre inclusion est claire donc on a finalement
rg(AB) = rg(SBS).

Exercice 91. Soit n ∈ N∗ et A ∈ Sn(R). On définit l’application suivante :

f : Mn,1(R)\{0} → R

X 7→ ⟨AX,X⟩
∥X∥2

où ⟨·, ·⟩ désigne le produit scalaire canonique de Mn,1(R) et ∥ · ∥ désigne la norme euclidienne associée.
1. A l’aide du théorème spectral, montrer que f est bornée et atteint ses bornes.
2. Sans utiliser le théorème spectral, montrer le même résultat.
3. On note λ = sup

Mn,1(R)\{0}
f(X). Montrer que λIn −A est symétrique positive. En déduire que λ est

une valeur propre de A.
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4. Démontrer le théorème spectral.

Corrigé :
1. Par le théorème spectral, il existe λ1 ≤ · · · ≤ λn valeurs propres de A et e1, · · · , en vecteurs propres

associées aux valeurs propres respectivement telle que (e1, · · · , en) forment une base orthogonale. Soit
X ∈Mn,1(R), X ̸= 0 et µ1, · · · , µn des réels tels que

X =
n∑
k=1

µkek.

Alors
⟨AX,X⟩ =

〈
n∑
i=1

µiAei,
n∑
j=1

µjej

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

µiµjλi ⟨ei, ej⟩︸ ︷︷ ︸
=δij

=
n∑
i=1

λiµ
2
i .

Ainsi,

λ1

n∑
i=1

µ2
i ≤

n∑
i=1

λiµ
2
i ≤ λn

n∑
i=1

µ2
i .

Puisque
n∑
i=1

µ2
i = ⟨X,X⟩, on a finalement

λ1 ≤ f(X) ≤ λn.

f est donc bornée. f atteint ses bornes puisque f(e1) = λ1 et f(en) = λn.
2. Par bilinéarité du produit scalaire, on a

∀X ∈Mn,1(R)\{0}, f(X) =
〈
A

1
∥X∥

X,
1
∥X∥

X

〉
.

Ainsi, en notant S = {X ∈Mn,1(R) : ∥X∥ = 1}, puisque ∀X ∈Mn,1(R)\{0}, 1
∥X∥

X ∈ S, on a

inf
X∈Mn,1(R)\{0}

f(X) = inf
Y ∈S

f(Y ) , sup
X∈Mn,1(R)\{0}

f(X) = sup
Y ∈S

f(Y ).

S est bornée et S = ∥ · ∥−1({1}) donc est fermé car ∥ · ∥ est continue – par exemple, par la deuxième
inégalité triangulaire, elle est 1-lipschitzienne – et {1} est un fermé : S était donc l’image réciproque d’un
fermé par une application continue. S étant inclus dans E de dimension finie, S est compact.
X ∈ Mn,1(R) 7→ AX est continue car linéaire en dimension finie. X 7→ ⟨AX,X⟩ est continue puisque
par Cauchy-Schwarz, |⟨AX,X⟩| ≤ ∥AX∥∥X∥ ≤ |||A|||∥X∥2. 5 Ainsi, en particulier, X ∈ S 7→ ⟨AX,X⟩ et
continue et atteint ses bornes par le théorème des bornes atteintes : il existe donc a, b ∈ S tel que

inf
x∈E\{0}

f(x) = inf
y∈S

f(y) = f(a) , sup
x∈E\{0}

f(x) = sup
y∈S

f(y) = f(b).

Ainsi, f est bornée sur E\{0} et atteint ses bornes.
3. Soit X ∈Mn,1(R)\{0}. Alors

⟨(λIn −A)X,X⟩ = λ⟨X,X⟩ − ⟨AX,X⟩ = λ∥X∥2 − ∥X∥2f(X) = (λ− f(X))∥X∥2 ≥ 0.

Ainsi, λIn −A est symétrique (car A l’est) positive. Notons B cette matrice. Alors

5. On peut aussi dire que (X, Y ) ∈ Mn,1(R)2 7→ ⟨AX, Y ⟩ est bilinéaire donc continue car on est en dimension finie et que
(X, Y ) ∈ Mn,1(R)2 7→ (X, X)) ∈ Mn,1(R)2 est continue : on conclut par composition.
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∀X,Y ∈Mn,1(R), ⟨BX,Y ⟩2 ≤ ⟨BX,X⟩⟨BY, Y ⟩.

Ceci est vrai pour toute matrice symétrique positive. Je présente deux preuves.
(a) On redémontre Cauchy-Schwarz et c’est la même méthode. Par contre, on n’a pas le cas d’éga-

lité car lui nécessite le caractère défini du produit scalaire ! X,Y 7→ ⟨BX,Y ⟩ est symétrique
si B l’est, positif si B l’est.

(b) On écrit C racine carrée de B obtenu dans l’exercice 88. C est donc symétrique. On a alors,
pour tout X,Y ∈Mn,1(R),

⟨BX,Y ⟩2 = ⟨CTCX, Y ⟩2

= ⟨CX,CY ⟩2

≤
C.S.
∥CX∥2∥CY ∥2

= ⟨CX,CX⟩⟨CY,CY ⟩
= ⟨BX,X⟩⟨BY, Y ⟩.

Ainsi, pour X0 ∈ S tel que f(X0) = λ, on a ⟨BX0, X0⟩ = 0 et donc

∀Y ∈Mn,1(R), ⟨BX0, Y ⟩2 ≤ 0.

Ainsi, ∀Y ∈Mn,1(R, ⟨BX0, Y ⟩ = 0 donc BX0 = 0. Ainsi, λX0 −AX0 = 0 donc λ est valeur propre de A
et X0 est un vecteur propre.

4. On conclut par récurrence sur n. Pour n = 1, le résultat est clair. Supposons que l’on puisse trouver
une base orthonormale de diagonalisation pour A lorsque A ∈ Sn−1(R) pour n ∈ N≥2. Soit A ∈ Sn(R)
et u endomorphisme canoniquement associée (on rappelle que la base canonique est orthonormée). Par
la question précédente, il existe un couple valeur propre/vecteur propre (λ, x0) 6 dans R × Rn tel que
u(x0) = λx0. Soit H = (x0)⊥. Alors u stabilise Vect(x0) donc u = u∗ stabilise H. Ainsi, uH , l’induit de
u sur H est bien défini et est un endomorphisme de H qui est de dimension n − 1. Ainsi, il existe une
base de H orthonormale qui diagonalise uH . On concatène cette base avec {x0} et on obtient une base
orthonormale (puisque x0 ⊥ H) qui diagonalise u.
Par le principe de récurrence, le théorème spectral est démontré.

6. et x0 est de norme 1
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Chapitre 10

Séries entières

Exercice 92. Soit f(z) =
∑
n≥0

anz
n une série entière de rayon de convergence R > 0. Soit r ∈]0, R[.

1. Montrer que
∀k ∈ N, 2πrkak =

∫ 2π

0
f(reiθ)e−ikθdθ.

2. On suppose que R = +∞ et que f est bornée sur C. Montrer que f est constante. C’est presque
le théorème de Liouville !

Corrigé :
1. Soit k ∈ N. On a

∀n ∈ N, ∀θ ∈ [0, 2π], |anrnei(n−k)θ| = |anrn| ∈ ℓ1(N).
Donc la série converge normalement sur tout [0, 2π] pour tout k ∈ N. Soit k ∈ N et θ ∈ [0, 2π]. Alors

f(reiθ)e−ikθ =
∑
n≥0

anr
nei(n−k)θ.

On vient d’établir la convergence normale de cette série. Par le théorème d’interversion série-intégrale
sous convergence normale, on a∫ 2π

0
f(reiθ)e−ikθdθ =

∑
n≥0

anr
n
∫ 2π

0
ei(n−k)θdθ︸ ︷︷ ︸
2πδn,k

= 2πakrk.

2. Soit M tel que |f | ≤M . Alors

∀k ∈ N∗, |ak| =
1

2πrk
∣∣∣∣∫ 2π

0
f(reiθ)e−ikθdθ

∣∣∣∣ ≤ 1
2πrk

∫ 2π

0
Mdθ = M

rk
.

Lorsque r tend vers l’infini, on a donc ak = 0 pour tout k ≥ 1. Donc f = a0.

Exercice 93. Soit n ∈ N∗. Soit Dn le nombre de dérangement dans [[1, n]] (c’est-à-dire des éléments de
Sn sans point fixe).

1. Calculer
n∑
k=0

(
n

k

)
Dk.

2. On considère la série génératrice exponentielle de (Dn)n (à savoir
∑
n≥0

Dn
zn

n! ) et on note D sa

somme. Montrer que son rayon de convergence R est supérieur ou égal à 1. En déduire D(z) pour
z ∈ D(0, 1).
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3. Calculer Dn pour tout n ∈ N.

Corrigé :
1. On compte les permutations de Sn comme suit :

• On fixe le nombre de points fixes d’une permutation. Disons k.

• On choisit les points fixes. Il y a
(
n

k

)
choix.

• On dérange les éléments restants (il ne doit pas y avoir de points fixes). Il y a, par définition, Dn−k
choix.

• On obtient alors de manière unique une permutation.
Ainsi,

|Sn| = n! =
n∑
k=0

(
n

k

)
Dn−k =

n∑
k=0

(
n

n− k

)
Dn−k =

n∑
k=0

(
n

k

)
Dk.

2. Clairement, 0 ≤ Dk

k! ≤ 1 pour tout k ≥ 0. Ainsi, D définit une série entière de rayon R ≥ 1 par le lemme
d’Abel. Remarquons qu’en divisant par n!, on a

1 =
n∑
k=0

Dk

k!
1

(n− k)! =
∑

p+q=n

Dp

p!
1
q! .

On reconnait un produit de Cauchy. En fait, pour tout |z| < 1,

∑
n≥0

Dn

n! z
n
∑
ℓ≥0

zℓ

ℓ! =
∑
n≥0

 ∑
p+q=n

Dp

p!
1
q!

 zn =
∑
n≥0

zn = 1
1− z

donc ∀|z| < 1, D(z)ez = 1
1− z . On en déduit

∀|z| < 1, D(z) = e−z

1− z .

3. Eh bien, calculons D(z) pour |z| < 1. On a

e−z

1− z =
+∞∑
n=0

(−1)n
n! zn

+∞∑
ℓ=0

zℓ =
+∞∑
n=0

n∑
p=0

(−1)p
p! zn.

Par unicité du développement en série entière,

∀k ≥ 0, Dk

k! =
k∑
p=0

(−1)p
p! .

On reconnait à droite une série alternée. Notons Rk =
∑

n≥k+1

(−1)n
n! . Alors

∀k ≥ 0, Dk

k! = 1
e
−Rk.

Ainsi,
k!
e

+ 1
2 = Dk + 1

2 + k!Rk.

Par le critère spécial des séries alternées, |Rk| ≤
1

(k + 1)! pour k ≥ 1, donc |k!Rk| <
1

k + 1 ≤
1
2. Ainsi,

1
2 + k!Rk est compris entre 0 et 1 donc la partie entière de Dk + 1

2 + k!Rk est Dk (car Dk est entier) pour
tout k ≥ 1. De fait,

∀k ≥ 1, Dk =
⌊
k!
e

+ 1
2

⌋
.
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Exercice 94. Soit (cn)n∈N une suite de réels vérifiant

c0 = 1 , ∀n ∈ N∗, cn =
n−1∑
k=0

ckcn−1−k.

On considère f(x) =
+∞∑
n=0

cnx
n pour x réel de rayon de convergence R > 0.

1. Montrer que ∀x ∈]−R,R[, f(x) = 1 + xf2(x).
2. Donner une expression de f (on remarquera qu’il suffit d’imposer une condition sur R pour avoir

une expression simple).

3. Montrer que x 7→ 1−
√

1− 4x
2x est développable en série entière sur ]− 1/4, 1/4[.

4. En déduire une expression close de (cn)n∈N.
5. On cherche à donner du contexte sur l’apparition des (cn)n∈N. Soit n ∈ N∗.

(a) On se place dans le carré [[0, n − 1]]2. Une particule se trouve en position (0, 0) et ne peut
se déplacer que vers la droite ou vers le haut de sa position (tout en restant dans le carré).
Combien existe-t-il de chemin la menant vers (n− 1, n− 1) sachant qu’elle ne peut se trouver
en position (i, j) avec j > i ?

(b) On dit qu’un mot est bien parenthésé lorsqu’il est soit vide, soit pour toute parenthèse fermée,
il existe une parenthèse ouverte placée avant qui enferme un mot bien parenthésé. Par exemple,
« (()) » est bien parenthésé, « ())( » ne l’est pas. Combien existe-t-il de mot bien parenthésé
de taille 2n ?

(c) On considère un cercle et 2n points de ce cercle. A chaque point, on le relie à un unique
autre point. On dit que la configuration des cordes est admissible lorsque aucune corde ne
s’intersecte entre elles. Combien de configurations admissibles existe-t-il ?

Corrigé :

1. Soit x ∈]−R,R[. Alors par produit de Cauchy,

f2(x) =

+∞∑
p=0

cpx
p

+∞∑
q=0

cqx
q

 =
+∞∑
n=0

 ∑
p+q=n

cpcq

xn.
Ainsi,

1 + xf2(x) = 1 + x
+∞∑
n=0

 ∑
p+q=n

cpcq

xn
= 1 +

+∞∑
n=0

 ∑
p+q=n

cpcq

xn+1

= 1 +
+∞∑
n=1

 ∑
p+q=n−1

cpcq


︸ ︷︷ ︸

=cn

xn

= c0x
0 +

+∞∑
n=1

cnx
n

= f(x).
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2. Soit x ∈]0, R[. Alors

xf2(x)− f(x) + 1 = 0⇐⇒ f2(x)− 1
x
f(x) + 1

x
= 0⇐⇒

(
f(x)− 1

2x

)2
− 1

4x2 + 1
x︸ ︷︷ ︸

=− 1−4x

4x2

.

Ainsi, dès lors que 1− 4x ≥ 0 à savoir x ≤ 1
4, on a f(x) = 1±

√
1− 4x

2x . Si le signe devant la racine est
+, alors en 0, f tend vers l’infini ce qui n’est pas : c’est donc un −. On a le même résultat sur ]−R, 0[.
Ainsi, pour R < 1/4, on a

∀x ∈]−R,R[\{0}, f(x) = 1−
√

1− 4x
2x .

3. On rappelle le D.S.E. de
√

1− x. Pour x ∈]− 1, 1[, on a

√
1− x =

+∞∑
n=0

1
2(1

2 − 1) · · · (1
2 − (n− 1))

n! (−x)n

=
+∞∑
n=0

∏n−1
k=0(1

2 − k)
n! (−1)nxn.

Or
n−1∏
k=0

(1
2 − k

)
=

n−1∏
k=0

(1− 2k
2

)
= 1

2n (−1)n
n−1∏
k=0

(2k − 1) = 1
2n (−1)n+1

2n−3∏
k=1,k impair

k.

Pour conclure, on écrit

2n−3∏
k=1,k impair

k = 1
2n− 1

2n−1∏
k=1,k impair

k = 1
2n− 1

=(2n)!︷ ︸︸ ︷
2n−1∏

k=1,k impair
k

2n∏
k=1,k pair

k

∏n
k=1 2k = 1

2n− 1
(2n)!
2nn! .

On a donc
n−1∏
k=0

(1
2 − k

)
= (−1)n+1

2n
1

2n− 1
(2n)!
2nn! = (−1)n+1(2n)!

4nn!(2n− 1) .

Finalement, ∏n−1
k=0(1

2 − k)
n! (−1)n = −(2n)!

n!2
1

4n(2n− 1)
ce qui donne

√
1− x = −

+∞∑
n=0

(
2n
n

)
1
4n

1
2n− 1x

n.

Ainsi,

1−
√

1− 4x
2x = 1

2x

(
1 +

+∞∑
n=0

(
2n
n

)
1
4n

1
2n− 1(4x)n

)

= 1
2x

+∞∑
n=1

(
2n
n

)
1

2n− 1x
n

= 1
2x

+∞∑
n=0

(
2n+ 2
n+ 1

)
1

2n+ 1x
n+1

=
+∞∑
n=0

(
2n+ 2
n+ 1

)
1

4n+ 2x
n.
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4. Pour x ∈]− 1/4, 1/4[, on a donc

f(x) =
+∞∑
n=0

cnx
n = 1−

√
1− 4x

2x =
+∞∑
n=0

(
2n+ 2
n+ 1

)
1

4n+ 2x
n.

Par unicité du D.S.E., on a

∀n ∈ N, cn =
(

2n+ 2
n+ 1

)
1

4n+ 2 = (2n)!(2n+ 1)2(n+ 1)
n!2(n+ 1)2

1
2(2n+ 1) = (2n)!

n!2(n+ 1) =
(

2n
n

)
1

n+ 1 .

5. (a) Pour n = 0, il y a 1 seul chemin. Pour n ∈ N∗, pour construire un tel chemin, il suffit de construire
un chemin qui va de (0, 0) à (k, k) (il y a par hypothèse ck chemins possibles) puis de (k, k) à (n, n)
(c’est-à-dire autant de chemin que pour aller de (0, 0) à (n− k, n− k) à savoir cn−k−1 choix) et ce,
pour chaque k dans [[0, n− 1]]. On a donc

cn =
n−1∑
k=0

ckcn−1−k.

(b) Pour n = 0, il y a un seul mot qui est le mot vide, bien parenthésé. Pour n ∈ N∗, pour construire
un mot bien parenthésé de taille 2n, je note 0, · · · , 2n − 1 les positions des parenthèses. Je note
alors N la position de la parenthèse fermée qui ferme la parenthèse ouverte en position 0. k est
nécessairement impair, je le note 2k + 1. Alors il suffit de construire un mot bien parenthésé entre
les indices 0 et N − 1 (donc un mot de taille 2k + 1 − 1 = 2k donc ck choix) puis un mot bien
parenthésé entre les indices N + 1 et 2n− 1 (donc un mot de taille 2n− 1−N − 1 + 1 = 2(n−k− 1)
donc cn−1−k choix). Choisir N revient à choisir k dans [[0, n− 1]] donc

cn =
n−1∑
k=0

ckcn−1−k.

(c) C’est la même preuve que le cas précédent, les arêtes étant davantage géométrique.

Exercice 95. Soit (E) l’équation différentielle xy′′ + y′ + xy = 0 sur R.
1. Montrer qu’il existe une unique solution de (E) développable en série entière qui vaut 1 en 0.
2. Montrer que toute autre solution définie sur ]0, α[ pour α > 0 non proportionnelle à celle-ci est

non bornée.
3. En déduire que la solution trouvée en question 1 est

J : x ∈ R 7→
∫ π/2

0
cos(x sin(t))dt ∈ R.

Corrigé :
1. Soit f =

∑
n≥0

anx
n une série entière de rayon de convergence R > 0. Soit x ∈]−R,R[.

xf ′′(x) =
+∞∑
n=2

ann(n− 1)xn−1 =
∑
n=1

an+1n(n+ 1)xn.

f ′(x) =
+∞∑
n=0

an+1(n+ 1)xn.

xf(x) =
+∞∑
n=1

an−1x
n.
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Analyse : f est solution de (E) si, et seulement si

+∞∑
n=1

(an+1n(n+ 1) + an+1(n+ 1) + an−1)xn + a1x
0 = 0

ce qui revient à demander par unicité des coefficients d’une série entière

∀n ∈ N∗, an+1(n+ 1)2 + an−1 = 0, a1 = 0.

Par récurrence, on a donc immédiatement

∀n ∈ N, a2n+1 = 0 ; a2n+2 = −a2n
[2(n+ 1)]2 = · · · = (−1)n+1a0

22(n+1)(n+ 1)!2
.

Si on impose f(0) = 1 à savoir a0 = 1, on a donc

f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
4n(n!)2x

2n.

Synthèse : soit f série entière définit ci-avant. Montrons que son rayon de convergence est strictement posi-

tif. Pour cela, le lemme d’Abel nous dit queR = +∞. En effet, en notant bn =


(−1)p
4p(p!)2 si n = 2p

0 si n = 2p+ 1
,

la suite (bnRn)n∈N est bornée pour tout R > 0. Il suffit d’écrire

∀p ∈ N, n = 2p, (−1)p
4p(p!)2R

2p −→
n→+∞

0.

Par les calculs antérieurs à l’analyse, f est solution de (E) et f(0) = 1 : c’est ce qu’il fallait démontrer.

2. Soit g telle que (f, g) soit libre et g solution de (E). Soit W wonskien de f, g, c’est-à-dire, W =
∣∣∣∣∣f g
f ′ g′

∣∣∣∣∣ =

fg′−f ′g. Alors W est dérivable de dérivée W ′ = f ′g′ +fg′′−f ′′g−f ′g′ donc xW ′ = f(−g′−xg)−(−f ′−
xf)g = −fg′ + f ′g = −W . Ainsi, (xW )′ est constant sur ]0, α[ donc il existe une constante réelle A tel
que ∀x ∈]0, α[, xW (x) = A. A est non nulle : sinon, W est nulle ce qui contredit la liberté de (f, g). g
étant bornée, f ′ aussi au voisinage de 0 – car f ′ est continue sur R –, gf ′ est aussi continue au voisinage
de 0. Ainsi, puisque W diverge en 0+,

A = xf(x)g′(x)− xf ′(x)g(x) ∼
x→0+

xf(x)g′(x).

Puisque f(x) −→
x→0+

1, on a donc g′(x) ∼
x→0+

A/x. Soit x0 ∈]0, α[. Puisque
∫ x0

0

1
t
dt diverge, par théorème

d’intégration d’équivalents, on a

g(x0)− g(x) ∼
x→0

A(ln(x0)− ln(x)).

Cela contredit le caractère bornée de g. Ainsi, par l’absurde, on a g non bornée.
3. Soit f : (x, t) ∈ R× [0, π/2] 7→ cos(x sin(t)) ∈ R.

• ∀t ∈ [0, π/2], x 7→ f(x, t) ∈ C2(R) ; ∀t ∈ [0, π/2],∀x ∈ R,
∂f

∂x
(t, x) = − sin(t) sin(x sin(t)), ∂

2f

∂x2 (t, x) =
− sin2 cos(x sin(t)).

• Pour tout x réel, ces dernières applications sont mesurables sur [0, π/2].
• Domination : chacune de ces applications sont continues sur le segment [0, π/2] donc dominée sur

[0, π/2].
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Par le théorème de dérivation C2 sous le signe intégral, J est de classe C2 et

J ′(x) = −
∫ π/2

0
sin(t) sin(x sin(t))dt , J ′′(x) = −

∫ π/2

0
sin2 cos(x sin(t))dt.

Ainsi,

x(J ′′(x) + J(x)) = x

∫ π/2

0
(1− sin2(t)) cos(x sin(t))dt =

∫ π/2

0
cos(t)(x cos(t)) cos(x sin(t))dt.

On réalise une intégration par parties, on est en présence de deux fonctions C1 : on intègre t 7→
(x cos(t)) cos(x sin(t)) dont une primitive est t 7→ sin(x sin(t)) et on dérive cos. On obtient alors

x(J ′′(x) + J(x)) = [sin(x sin(t)) cos(t)]π/2
0︸ ︷︷ ︸

=0

+
∫ π/2

0
sin(t) sin(x sin(t))dt = −J ′(x).

On a donc J solution de (E). De plus, J est bornée sur R. Par précédent, J = λf avec λ ∈ R. Or,
J(0) = 1 = λf(0) = λ donc J = f .

Exercice 96. Calculer
+∞∑
n=0

(
(−1)n
n+ 1

n∑
k=0

1
2k + 1

)
.

Corrigé : On commence par étudier la convergence de la série.

Posons, pour tout n ∈ N, un = 1
n+ 1

n∑
k=0

1
2k + 1. On veut appliquer le critère spécial des séries alternées.

Décroissance de (un).

un+1 = 1
n+ 2

n+1∑
k=0

1
2k + 1

= 1
n+ 2

(
n∑
k=0

1
2k + 1 + 1

2n+ 3

)

= 1
n+ 2

(
(n+ 1)un + 1

2n+ 3

)
Donc

un+1 − un = 1
n+ 2

(
(n+ 1)un + 1

2n+ 3 − (n+ 2)un)
)

= 1
n+ 2

( 1
2n+ 3 − un

)
.

Or (un)n est la moyenne de n+ 1 termes supérieurs à 1
2n+ 1, d’où un ≥

1
2n+ 1 ≥

1
2n+ 3.

Ainsi, un+1 − un ≤ 0 et (un)n est décroissante.

Limite de (un).

(n+ 1)un =
n∑
k=0

1
2k + 1 ≤

2n+1∑
k=1

1
k
∼ ln(2n+ 1) ∼ ln(n)

Ainsi un = O

( ln(n)
n

)
et en particulier, lim

n→+∞
un = 0.

Comme de plus (un)n est une suite décroissante, d’après le critère spécial des séries alternées,
∑
n≥1

(−1)nun
converge.

On s’intéresse maintenant au calcul de la somme.
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On pose g(x) =
+∞∑
n=0

(−1)nunxn et on note R son rayon de convergence. On veut calculer g(1).

D’après l’étape précédente, g(1) converge et donc R ≥ 1. On peut montrer avec le critère de d’Alembert que
R = 1. Cela nous assure que g est continue sur ]− 1, 1[ au pire, mais on aimerait que g soit continue en 1.

Montrons donc que g est continue sur [0, 1]. Soit x ∈ [0, 1] :
— La suite (unxn)n est à termes positifs ;
— La suite (unxn)n est décroissante (c’est un produit de deux suites positives décroissantes) ;
— La suite (unxn)n converge vers 0.
D’après le critère spécial des séries alternées :

—
∑
n≥1

(−1)nunxn converge ;

— Le reste Rn(x) vérifie : ∀x ∈ [0, 1], |Rn(x)| ≤ |unxn| ≤ un.
Donc Rn −−−−−→

n→+∞
0 et la série converge uniformément.

Par théorème de continuité des séries de fonctions, g est continue sur [0, 1].

On souhaite trouver une autre formule pour

g(x) =
+∞∑
n=0

(
1

n+ 1

n∑
k=0

( 1
2k + 1(−x)n

))
.

Cette dernière expression suggère de calculer le produit de Cauchy de deux séries bien choisies :(+∞∑
n=0

(−x)n
)(+∞∑

n=0

(−x)n
2n+ 1

)
=

+∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(−1)k
2k + 1(−1)n−k

)
xn

=
+∞∑
n=0

(
n∑
k=0

(−1)n
2k + 1

)
xn

=
+∞∑
n=0

(n+ 1)un(−x)n.

Mais on connait une expression pour chacune de ces deux séries. Soit x ∈ [0, 1[.
D’une part,

+∞∑
n=0

(−x)n = 1
1 + x

,

d’autre part,

+∞∑
n=0

(−x)n
2n+ 1 =

+∞∑
n=0

(−1)n xn

2n+ 1 =
+∞∑
n=0

(−1)n (
√
x)2n+1

(2n+ 1)
√
x

= arctan(
√
x)√

x
.

On obtient donc
+∞∑
n=0

(−1)n(n+ 1)unxn = arctan(
√
x)√

x(1 + x) .

Comme la série converge normalement sur ]− 1, 1[ et donc sur [0, x] pour x ∈ [0, 1[, on peut intégrer terme
à terme :

∀x ∈ [0, 1[,
+∞∑
n=0

(−1)nunxn+1 =
∫ x

0

arctan(
√
t)√

t(1 + t)
dt,

le terme de gauche valant xg(x). Par continuité de g en 1, on a alors
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g(1) =
∫ 1

0

arctan(
√
t)√

t(1 + t)
dt

=
∫ 1

0

arctan(u)
u(1 + u2) 2udu en posant t = u2, dt = 2udu

=
∫ 1

0
2 arctan′(u) arctan(u)du

=
[
(arctan(u))2

]1
0

= π2

16 .
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Chapitre 11

Dénombrabilité, sommabilité

Exercice 97. On dit que x ∈ C est un nombre algébrique sur Q lorsqu’il existe un polynôme P
à coefficient dans Q tel que P (x) = 0. Sinon, il est dit transcendant. Montrer l’existence de réels
transcendants.

Corrigé : Il suffit de montrer que l’ensemble des nombres algébriques est dénombrable. En notant A cet
ensemble, on a (C\A)∩R) = R\A ̸= ∅ car sinon, R serait dénombrable ce qui n’est pas. On conclut en écrivant :

A =
⋃
n∈N

⋃
P∈Qn[X]

{x ∈ C : P (x) = 0}.

Cet ensemble est dénombrable car l’ensemble des racines d’un polynôme de degré fixé est fini, l’ensemble Q est
dénombrable donc Qn[X] ≃ Qn+1 l’est aussi et N est dénombrable donc A l’est.

Exercice 98. Soit G un groupe. Montrer que si G admet une partie génératrice finie, alors G est au
plus dénombrable. Que dire de la réciproque ?

Corrigé : Soit S = {g1, · · · , gn}. Soit r ∈ N et Gr = {∏i∈I hi : hi ∈ S ∧#I = r}. Alors clairement, G =⋃
r∈N

Gr. Les Gr sont finis car de cardinal majoré par r × n, r étant la taille maximale du produit, et n le choix

pour chaque facteur. On en déduit donc que G est dénombrable ou fini.
La réciproque est fausse. Par exemple, je prends Q. Supposons qu’il existe (q1, · · · , qn) qui génère Q. En les

écrivant sous forme irréductible, je note bi, les dénominateurs respectifs. Alors 1
b1b2 · · · bn + 1 ∈ Q\⟨{q1, · · · , qn⟩}.)

Exercice 99. Soit (un)n∈N ∈ RN. On suppose que la série
∑
n≥0

un est semi-convergente. Montrer que

pour tout α ∈ R, il existe une bijection σ : N→ N telle que

+∞∑
n=0

uσ(n) = α.

Indication : on pourra poser E+ = {n ∈ N : un ≥ 0} et E− = {n ∈ N : un < 0} et montrer que E+ et
E− sont dénombrables.

Corrigé :

On partitionne N en deux sous-ensembles On partitionne N en deux sous-ensembles E+ = {n ∈ N|un ≥ 0}
et E− = {n ∈ N|un < 0}. Ces deux ensembles sont alors infinis. En effet, supposons par l’absurde que card(E−) <
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+∞. Alors la suite (un)n ∈ N est à termes positifs à partir d’un certain rang et la convergence absolue de
∑
n∈N

un

équivaut à sa convergence, ce qui contredit le fait que la série est semi-convergente. De même, on ne peut pas
avoir card(E+) < +∞.

Construction par récurrence de l’extraction Pour n ∈ N, on a max(0, un) = un + |un|
2 et min(0, un) =

un − |un|
2 donc les séries

∑
n∈N

max(0, un) et
∑
n∈N

min(0, un) divergent.

On construit σ ∈ S(N) par récurrence sur n ∈ N. On pose σ(0) = 0 et pour n ∈ N∗, on pose s(n) = {σ(k) :
k ∈ [[0, n− 1]] et :

σ(n) =


min

(
E+\s(n)

)
si

n−1∑
k=0

uσ(k) ≤ α

min (E−\s(n)) si
n−1∑
k=0

uσ(k) > α

On montre que σ ∈ S(N) σ est injective par construction. Il reste à montrer qu’elle est surjective. Supposons
par l’absurde qu’il existe N ∈ N tel que N /∈ σ(N). Sans perte de généralité, on peut supposer que N ∈ E+.
Alors l’ensemble E+ ∩ σ(N) est fini : en effet, par construction de σ, si N n’est pas atteint par σ, alors N n’est
jamais le minimum de E+ en enlevant des σ(k), donc tous les éléments de E+ ∩ σ(N) sont inférieurs à N .

Il existe donc n0 ∈ N tel que pour tout n ≥ n0, σ(n) ∈ E−. Ainsi, dès que n ≥ n0,
n−1∑
k=0

uσ(k) > α. La série∑
n∈N

uσ(n) est alors à termes négatifs à partir d’un certain rang et que ses sommes partielles sont minorées (par

α) donc la série converge.
En construisant de façon analogue à σ l’application φ : N → E− bijective et strictement croissante, on a

que les séries
∑
n∈N

uσ(n) et
∑
n∈N

uφ(n) ne diffèrent que d’un nombre fini de termes donc sont de même nature. Or,

les sommes partielles de la série
∑
n∈N

uφ(n) sont majorées par celles de
∑
n∈N

min(0, un) qui diverge (vers −∞).

Ainsi, la série
∑
n∈N

uφ(n) diverge, ce qui est absurde.

Ainsi, σ est surjective donc bijective d’où σ ∈ S(N).

On montre que
+∞∑
n=0

uσ(n) = α Soit ε > 0. Comme
∑
n∈N

un converge, alors lim
n→+∞

un = 0 donc il existe n1 ∈ N

tel que pour tout n ≥ n1, |un| ≤ ε. Par injectivité, l’ensemble {k ∈ N|σ(k) ≤ n1} est fini donc, en posant
n0 := max {k ∈ N|σ(k) ≤ n1}, si n > n0, σ(n) > n1 donc |uσ(n)| ≤ ε.

Comme les σ(n) ne peuvent pas rester uniquement dans E+ ou dans E−, alors il existe N > n0 tel que

σ(N) ∈ E+ et σ(N + 1) ∈ E−. On pose alors, pour n ∈ N, Sn =
n∑
k=0

uσ(k). Comme σ(N) ∈ E+, alors SN−1 ≤ α

et comme σ(N + 1) ∈ E−, alors SN > α. Or, |SN − SN−1| = |uσ(N)| ≤ ε donc

α < SN ≤ SN−1 + ε ≤ α+ ε.

Soit n > N . On suppose par l’absurde que Sn > α + ε. Comme on passe de Sn−1 à Sn par un saut de
longueur |uσ(n)| ≤ ε, alors Sn−1 > α. Cela entraîne que uσ(n) < 0 et donc Sn−1 ≥ Sn. De proche en proche, on
a donc

α+ ε < Sn ≤ Sn−1 ≤ · · · ≤ SN ≤ α+ ε

et on aboutit à une contradiction.
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Ainsi, pour tout n > N , Sn ≤ α + ε. On aboutit à la même contradiction si on suppose que pour tout
n > N , on a Sn < α− ε. Finalement, on a donc que pour tout n > N , |Sn−α| ≤ ε, ce qui prouve bien qu’avec

ce σ ∈ S(N) bien construit, on a
+∞∑
n=0

uσ(n) = α.
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Chapitre 12

Probabilités

Exercice 100. Soit (An)n∈N, une suite d’événements. On définit

lim sup
n→+∞

An =
+∞⋂
n=0

+∞⋃
k=n

Ak︸ ︷︷ ︸
=:Bn

.

1. (a) Soit ω ∈ Ω. Montrer que ω réalise lim sup
n→+∞

An si, et seulement si, {n ∈ N : ω ∈ An} est de

cardinal infini (dit en français, An est réalisé une infinité de fois).
(b) Lemme de Borel-Cantelli. On suppose que

∑
P(An) converge. Montrer que P(lim sup

n→+∞
An) = 0.

2. Loi du zéro-un de Borel. On suppose que les (An)n∈N sont des événements indépendants. Montrer
que P(lim sup

n→+∞
An) vaut 0 ou 1 selon que la série

∑
P(An) converge ou diverge.

Corrigé :

1. Par définition, on a ω réalise lim supAn ⇐⇒ ∀n ∈ N,∃k ≥ n, ω ∈ Ak.

2. Il est aisé de montrer que (Bn)n est décroissante pour l’inclusion. Par continuité décroissante, on a donc

P(lim sup
n→+∞

An) = lim
n→+∞

P(Bn).

Or, par σ-sous-additivité,

P(Bn) = P

⋃
k≥n

Ak

 ≤∑
k≥n

P(An) −→
n→+∞

0.

3. Si la série converge, on a déjà le résultat et pas besoin d’indépendance. Prenons donc la série divergente.
L’astuce est d’utiliser l’inégalité de convexité ex ≥ 1 + x pour tout x ∈ R. Déjà,

Ω\Bn = Ω\
+∞⋃
k=n

Ak =
+∞⋂
k=n

Ω\Ak.
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Fixons alors N ≥ n. On a

P(Ω\Bn) ≤ P
(

N⋂
k=n

Ω\Ak
)

=
⊥⊥

N∏
k=n

(1− P(Ak))

≤
N∏
k=n

exp(−P(Ak))

= exp
(
−

N∑
k=n

P(Ak)
)
−→

N→+∞
0.

Donc pour tout n ∈ N,P(Ω\Bn) = 0. Par σ-sous-additivité, on a donc

P(
⋃
n∈N

Ω\Bn) = 0.

En passant au complémentaire, on a le résultat.

Exercice 101. Soit X, une variable aléatoire réelle. Soit α > 0.
1. Soit λ ≥ 0. Montrer que

E[(X − E[X] + λ)2] = Var(X) + λ2.

2. Montrer que ∀λ > 0,

P(X − E[X] ≥ α) ≤ Var(X) + λ2

(α+ λ)2 .

3. En déduire que
P(|X − E[X]| ≥ α) ≤ 2Var(X)

α2 + Var(X) ,

et comparer avec Bienaymé-Tchebychev.

Corrigé : On note m = E[X], σ2 = Var(X).
1.

E[(X −m+ λ)2] = E[(X −m)2] + 2λ(E[X]−m) + λ2 = σ2 + λ2.

2. On a

P(X −m ≥ α) = P(X −m+ λ ≥ α+ λ) ≤ P((X −m+ λ)2 ≥ (α+ λ2)) ≤ E[(X −m+ λ)2]
(α+ λ)2 = σ2 + λ2

(α+ λ)2 .

3. Soit φ : λ 7→ σ2 + λ2

(λ+ α)2 . On dérive φ et on montre que φ′(λ) = 0 si, et seulement si, λ = σ2

α
. Mais alors,

φ(σ2/α) = σ2

σ2 + α2 , d’où le résultat. En remplaçant X −m par −(X −m, le raisonnement ci-dessus en
change pas. On a donc

P(X −m ≥ α) ≤ σ2

σ2 + α2 ,

et
P(−X +m ≥ α) ≤ σ2

σ2 + α2 .

Ainsi,

P(|X −m| ≤ α) = P(X −m ≥ α) + P(−X +m ≥ α) ≤ 2σ2

σ2 + α2 .

(Je laisse la comparaison avec Bienaymé-Tchebychev pour vous).

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com Page 120 Ne pas diffuser sans l’accord du concepteur



CHAPITRE 12. PROBABILITÉS Chen Thomas

Exercice 102. 1. Soit x ∈ [−1, 1], t ∈ R. Montrer que

etx ≤ 1− x
2 e−t + 1 + x

2 et.

2. Soit X une variable aléatoire discrète ayant une espérance. On la suppose centrée bornée par 1.
Montrer que etX admet une espérance et que

E
[
etX

]
≤ et2/2.

3. Soit X1, · · · , Xn des variables aléatoires réelles discrètes centrées indépendantes. On suppose que

pour tout i ∈ [[1, n]], |Xi| est bornée par un réel ai. En notant Sn =
n∑
i=1

Xi, montrer que

∀t ∈ R,E
[
etSn

]
≤ exp

(
t2

2

n∑
i=1

a2
i

)
.

4. En déduire
∀ε > 0,P(|Sn| ≥ ε) ≤ 2 exp

(
− ε2

2∑n
j=1 c

2
j

)
.

Remarque. Si on ne suppose plus les variables centrées, le résultat tient à condition d’estimer P(|Sn −
E[Sn]| ≥ ε).

Corrigé :
1. exp est convexe donc par l’inégalité de convexité, on a

∀x ∈ [−1, 1],∀t ∈ R, exp(tx) = exp
(1− x

2 (−t) + 1 + x

2 t

)
≤ 1− x

2 exp(−t) + 1 + x

2 exp(t)

puisque 1− x
2 + 1 + x

2 = 1 et que ces deux termes que l’on somme sont dans [0, 1], x étant lui dans
[−1, 1].

2. Soit t ∈ R. On a tX ≤ |t||X| ≤ |t| donc par croissance de exp, on a 0 ≤ exp(tX) ≤ exp(|t|). Ainsi,
exp(tX) est positive bornée donc elle admet une espérance. Par ailleurs, X est bornée par 1 donc par la
question précédente, on a

exp(tX) ≤ 1−X
2 exp(−t) + 1 +X

2 exp(t).

Par croissance puis linéarité de l’espérance, puisque X est centrée (donc E[X] = 0), on a

E[exp(tX)] ≤ 1− E[X]
2 exp(−t) + 1 + E[X]

2 exp(t) = 1
2(exp(−t) + exp(t)) = cosh(t).

Or, on a l’inégalité classique
∀t ∈ R, cosh(t) ≤ exp(t2/2).

Pour cela, on va utiliser les séries entières. On a

∀t ∈ R, cosh(t) =
+∞∑
n=0

1
(2n)! t

2n , exp(t2/2) =
+∞∑
n=0

1
n!2n t

2n.

Or,

∀n ∈ N, 2n ≤
2n∏

k=n+1
k
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donc
1

(2n)! ≤
1

n!2n

donc par positivité de t2n pour tout t ∈ R et n ∈ N, on a

cosh(t) ≤ exp(t2/2).

Finalement, on a bien E[exp(tX)] ≤ exp(t2/2).
3. Assurons-nous de l’existence des objets. Soit t ∈ R. Sn est bornée comme somme finie de variables

aléatoires bornées donc exp(tSn) l’est aussi et admet donc une espérance. Par indépendance des (Xi)i,
on a alors l’indépendance des (exp(tXi))i ce qui donne

E[exp(tSn)] = E
[
n∏
i=1

exp(tXi)
]

=
n∏
i=1

E[exp(tXi)].

On veut utiliser la question précédente. Pour obtenir Xi bornée par 1, il suffit de diviser par ai donc on a

∀t ∈ R, ∀1 ≤ i ≤ n,E [exp(tXi/ai)] ≤ exp(t2/2).

Ainsi,
∀t ∈ R,∀1 ≤ i ≤ n, 0 ≤ E [exp(tXi)] ≤ exp(a2

i t
2/2).

Ainsi, par produit, on a

E[exp(tSn)] ≤
n∏
i=1

exp(a2
i t

2/2) = exp
(
t2

2

n∑
i=1

a2
i

)
.

4. Fixons maintenant t > 0 et ε > 0. Par positivité de exp(tSn), par Markov, on a

P(Sn ≥ ε) ≤ P(exp(tSn) ≥ exp(tε)) ≤ E[exp(tSn)]
exp(tε) ≤ exp

 t2
2

n∑
j=1

c2
j − tε

 .
Cela étant vrai pour tout t, il faut trouver un t « optimal ». Posons a =

n∑
j=1

c2
j et f : t ≥ 0 7→ t2

2 a−tε ∈ R.

f est polynomiale : elle atteint un unique minimum en ε/a et f vaut −ε2/2a. Ainsi,

P(Sn ≥ ε) ≤ exp(−ε2/2a) = exp
(

−ε2

2∑n
j=1 c

2
j

)
.

Exercice 103. Soit Sn variable aléatoire tel que Sn ↪→ B(n, p), x > 0, q = 1− p.
1. Soit λ > 0. Montrer que

P(Sn − np ≥ nx) ≤
E
[
eλ(Sn−np)

]
enλx

.

2. Montrer que E
[
eλ(Sn−np)

]
=
(
peλq + qe−λp

)n
.

3. Soit f : t ∈ R 7→ et
2 + t− et. Montrer que

∀t ∈ R, f ′′(t) = (4t2 + 2)et2 − et = et
2(4t2 + 2− et−t2).

4. En déduire que ∀t ∈ R, et ≤ et2 + t.
5. En déduire que

P(Sn − np ≥ nx) ≤ en(λ2−λx).
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6. Conclure que
P
(∣∣∣∣Snn − p

∣∣∣∣ ≥ x) ≤ 2e
−nx2

4 .

Corrigé :
1. On a

{Sn − np ≥ nx} = {λ(Sn − np) ≤ nλx} =
{
eλ(Sn−np) ≥ enλx

}
.

Par Markov, puisque eλ(Sn−np) ≥ 0,

P(Sn − np ≥ nx) ≤
E
[
eλ(Sn−np

]
enλx

.

2. Par le théorème de transfert,

E
[
eλ(Sn−np)

]
= e−nλp

n∑
k=0

(
n

k

)
(eλp)kqn−k = e−nλp(eλp+ q)n = (peλq + qe−λp)n.

3. On pose f : t 7→ et
2 + t− et. Alors f est C2 sur R et ∀t ∈ R, f ′(t) = 2tet2 + 1− et puis

∀t ∈ R, f ′′(t) = (4t2 + 2)et2 − et = et
2(4t2 + 2− et−t2).

4. On distingue deux cas. Si t /∈ [0, 1], alors t2 ≥ t donc et2 ≥ et puis f ′′(t) ≥ 0. Si t ∈ [0, 1], on utilise
l’inégalité classique t− t2 ≤ 1

4 pour avoir 2−et−t2 ≥ 0 donc f ′′(t) ≥ 0. Ainsi, et ≤ et2 + t pour tout t ∈ R.

5. f ′ est donc croissante. Comme f ′(0) = 0, f ′ est négative sur ] −∞, 0] positive sur [0,+∞[. Ainsi, f est
décroissante sur ]−∞, 0] puis croissante sur [0,+∞[ donc f ≥ f(0) = 0 donc f est positive. On applique
l’inégalité précédente à λq et −λp. On a

E
[
eλ(Sn−np

]
≤
(
p(eλ2q2 + λq) + q(eλ2p2 − λp)

)
≤ ((p+ q)eλ2)n ≤ enλ2

.

Puis,
P(Sn − np ≥ nx) ≤ en(λ2−λx).

6. On minimise à droite. On trouve λ = x/2. On a donc P(Sn − np ≥ nx) ≤ e−nx2/4. On montre de même
que P(Sn − np ≤ −nx) ≤ e−nx2/4. D’où

P
(∣∣∣∣Snn − p

∣∣∣∣ ≥ x) = P(Sn − np ≥ nx) + P(Sn − np ≤ −nx) ≤ 2e−nx2/4.

Exercice 104. On note P l’ensemble des nombres premiers. Soit s > 1 et X une variable aléatoire à
valeurs dans N∗ dont la loi est

∀n ∈ N∗,P(X = n) = n−s

ζ(s) .

1. Est-ce une loi d’une variable aléatoire ?
2. Soit n ∈ N∗. On note An l’événement "n divise X". Montrer que (Ap)p∈P est une famille d’événe-

ments indépendants. En déduire
1
ζ(s) =

∏
p∈P

(
1− 1

ps

)
.

3. Calculer la probabilité qu’aucun carré outre 1 ne divise X.

Corrigé :
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1. Pour tout n ∈ N∗, on a n−s

ζ(s) > 0 et

∑
n≥1

n−s

ζ(s) = 1

par définition.

2. Remarquons que An =
⊔
j∈N∗
{X = nj} est un événement et

P(An) =
∑
j∈N∗

P(X = nj) =
∑
j≥1

n−sj−s

ζ(s) = n−s.

Soit (pi)i∈I , une liste de nombres premiers distincts. Par le lemme de Gauss, on a

⋂
i∈I

Api = A∏
i∈I

pi
.

Ainsi,

P
(⋂
i∈I

Api

)
= P(A∏

i∈I
pi

) =
(∏
i∈I

pi

)−s

=
∏
i∈I

p−s
i =

∏
i∈I

P(Api).

Les (Ap)p∈P sont donc indépendants et leurs complémentaires dans Ω le sont aussi. Notons (pn)n∈N la

suite croissante des nombres premiers. On note En =
n⋂
i=1

Api vérifiant En+1 ⊂ En pour tout n ∈ N. On a

donc, en notant, E =
⋂
n∈N

En

lim
n→+∞

P(En) = P(E).

Or E = {1} puisque ne pas être divisible par un nombre premier revient à être inférieur strictement à
2 en valeur absolue. On est dans N∗ donc il ne reste que 1. Ainsi, il suffit de calculer P(En) puisque
P(E) = 1

ζ(s) . On a

P(En) =
n∏
i=1

(1− P(Api) =
n∏
i=1

(
1− 1

psi

)

où la deuxième égalité provient de l’indépendance des (Ap)p∈P . Ainsi, le produit de droite admet une
limite quand n→ +∞ et cette limite vaut P(E).

3. Si on note E, cet événement, on montre facilement que

E =
⋂
p∈P

Ap2 .

A la question précédente, on a montré en réalité que si (pi)i sont une famille d’élements deux à deux
premiers entre eux, alors (Api)i sont indépendants. On en déduit l’indépendance des (Ap2)p∈P donc
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l’indépendance de leurs événements contraires. On écrit alors, par continuité décroissante,

P(E) = P

⋂
p∈P

Ap2


= lim

n→+∞
P
(

n⋂
k=1

Ap2
k

)

= lim
n→+∞

n∏
k=1

P(Ap2
k
)

= lim
n→+∞

n∏
k=1

(
1− 1

p2s
k

)

=
∏
p∈P

(
1− 1

p2s

)
= 1
ζ(2s) .

Exercice 105. Soit (Xn)n∈N∗ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la
loi de Rademarcher de paramètre p ∈]0, 1[ (c’est une loi de support {−1, 1} et P(X = 1) = p;P(X =

−1) = 1− p). On note Sn =
n∑
k=1

Xk pour n ≥ 1 et S0 = 0.

1. Montrer que P(∃n ≥ 1 : Sn = 0) = 1⇐⇒ P(∀k ∈ N, ∃n ≥ k, Sn = 0) = 1. Interpréter.
2. On note T = inf{n ≥ 1 : Sn = 0} avec la convention inf(∅) = +∞, un = P(Sn = 0) et fn = P(T =

n) pour n ∈ N. Montrer que un =
n∑
k=1

fkun−k. En déduire que ∀s ∈ [0, 1[, U(s) − 1 = U(s)F (s)

avec U,F séries génératrices des suites u et f respectivement (donc U(s) =
+∞∑
n=0

uns
n).

3. En déduire l’équivalence des trois assertions suivantes (i.o. = infinitely often = infiniment souvent) :∑
P(Sn = 0) diverge.a)

P(∃n ≥ 1 : Sn = 0) = 1.b)
P(Sn = 0 i.o.) = 1.c)

On pourra utiliser le lemme de Borel-Cantelli, exercice 100.
4. Montrer qu’il existe une seule valeur de p pour que la série diverge et que dans les autres cas, la

série diverge. Indication : on pourra regarder S2n.

Corrigé :
1. Montrons l’implication directe, la réciproque étant triviale. Notons R l’instant de la dernière visite en 0

(on pose S0 = 0). On note R = sup{n ≥ 0 : Sn = 0} et on souhaite montrer que P(R = +∞) = 1 Puisque
R est à valeurs dans N ∪ {+∞}, il suffit de montrer que P(R = k) = 0 pour tout k ∈ N. Fixons k ∈ N.
Par définition,

P(R = k) = P((Sk = 0) ∩ (∀n > k, Sn − Sk ̸= 0)).

L’événement (Sk = 0) est un événement qui ne dépend que des valeurs de X1, · · · , Xk. L’événement⋂
n>k

{Sn − Sk ̸= 0}

 ne dépend que des valeurs de (Xn)n>k. Par le lemme des coalitions, ils sont indé-

pendants.
On a donc

P(R = k) = P ((Sk = 0) ∩ (∀n > k, Sn − Sk ̸= 0)) = P(Sk = 0)P(∀n > k, Sn − Sk ̸= 0).
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Or, on a l’égalité (Sn − Sk)n>k = (Sn−k)n>k = (Sn)n≥1 en loi (il suffit d’écrire les événements avec une
intersection multi-indicée). Ainsi,

P(∀n > k, Sn − Sk ̸= 0) = P(∀n ≥ 1, Sn ̸= 0) = 1− P(∃n ≥ 1, Sn = 0) = 1− 1 = 0.

De fait,
P(R = k) = P(Sk = 0)P(∀n > k, Sn − Sk ̸= 0) = P(Sk = 0)× 0 = 0.

Ainsi,
P(R ∈ N ∪ {+∞}) = 1 =

∑
k∈N

P(R = k) + P(R = +∞) = 0 + P(R = +∞).

Ainsi, P(R = +∞) = 1. C’est ce qu’on voulait.

2. On remarque que (Sn = 0) =
n⊔
k=1

(Sn = 0∩T = k), que pour tout k ∈ [[1, n]], si T = k, alors Sk = 0 et que

pour tout k ∈ [[1, n]], les événements (Sn − Sk = 0) et (T = k) = 0 sont indépendantes puisque Sn − Sk
est une fonction de Xk+1, · · · , Xn et T = k une fonction de X1, · · · , Xk par le lemme des coalitions (alors
que Sn = 0 et T = k ne sont pas indépendants, d’où l’astuce machiavélique de retirer Sk (qui vaut 0
puisque T = k), et enfin, que Sn − Sk et Sn − k pour n > k ont même loi. Ainsi,

un =
n∑
k=1

(P(Sn = 0 ∩ T = k) =
n∑
k=1

P(Sn − Sk = 0)P(T = k) =
n∑
k=1

fkun−k.

Ainsi,

U(s)− 1 =
∑
n≥1

uns
n =

∑
n≥1

n∑
k=1

fkun−ks
n =

∑
n≥0

n∑
k=0

fkun−ks
n = U(s)F (s)

par produit de Cauchy.
3. On a donc U(s)(1− F (s)) = 1 pour 0 ≤ s < 1. En faisant tendre s vers 1− on a U(1)(1− F (1)) = 1 (il y

a convergence dans R puisque U et F sont croissantes (théorème de la limite monotone)). Par définition,
on a, toujours dans R, (+∞∑

n=0
P(Sn = 0)

)
(1− P(∃n ≥ 1 : Sn = 0)) = 1.

Passons maintenant à la preuve de l’équivalence.
Pour (1) implique (2), la divergence de la série entraine, vu que le produit vaut 1, que le deuxième terme
est nul i.e. P(∃n ≥ 1 : Sn = 0) = 1 ce qui est (2).
Pour (2) implique (3), on l’a montré question 1.
Pour (3) implique (1), montrons que ¬(1) implique ¬(3). ¬(1) est la série converge. Par Borel-Cantelli
(exercice 100), on sait alors que P(Sn = 0 i. o.) = 0 (petit jeu d’écriture) ce qui implique que ¬(1).

4. Déjà,

∀k ∈ [[−n, n]],P(Sn = k) =
(
n

α

)
pα(1− p)β

avec α le nombre de +1 et β le nombre de −1 dans les valeurs prises par X1, · · · , Xn. Ainsi, α = n+ k

2
et β = n− k

2 . De fait,

P(S2n = 0) =
(

2n
n

)
(p(1− p))n ∼ (4p(1− p))n√

πn
.

Pour p ̸= 1/2, la série converge, pour p = 1/2, la série diverge par comparaison.

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com Page 126 Ne pas diffuser sans l’accord du concepteur



CHAPITRE 12. PROBABILITÉS Chen Thomas

Exercice 106. Soit λ ∈]0, 1[, X variable aléatoire réelle strictement positive. Montrer que

(1− λ)2E[X]2 ≤ P(X ≥ λE[X])E[X2].

Corrigé : Soit a > 0. Alors E[X] = E[X1X<aX] + E[X1X≥aX] ≤ a+ E[X1X≥aX]. Il suffit maintenant de
prendre a = λE[X]. J’ai donc

E[X]− λE[X] ≤ E[1X≥λE[X]X].

Finalement,

(E[(1− λ)X])2 ≤
(
E[1X≥λE[X]X]

)2

≤ E[12
X≥λE[X]]E[X2] par Cauchy-Schwarz

= P(X ≥ λE[X])E[X2].

Exercice 107. Soit N une loi de Poisson et (Xk) une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées suivant une loi binomiale de paramètre (n, p) indépendant avec N .

1. On considère n = 1. Donner la loi de
N∑
i=1

Xi.

2. Montrer que
N∏
i=1

Xi := Y est une variable aléatoire.

3. On considère n = 1. Donner la loi de Y .
4. Calculer P(Y = 0).
5. On appelle espérance conditionnelle de X selon l’événement A, l’espérance de X selon la probabilité

conditionnelle P(· | A). Exprimer E[Y ] avec E[Y | N = i] pour tout i puis calculer E[Y ].

Corrigé :

1. Soit k ∈ N. On écrit,

P
(

N∑
i=1

Xi = k

)
=

+∞∑
j=0

P
(

N∑
i=1

Xi = k

∣∣∣∣∣ N = j

)
P(N = j) (12.1)

=
+∞∑
j=0

P

 j∑
i=1

Xi = k

P(N = j) (12.2)

=
+∞∑
j=k

(
j

k

)
pk(1− p)j−ke−λλ

j

j! (12.3)

= 1
k!e

−λpkλk
+∞∑
j=k

1
(j − k)! (1− p)

j−kλj−k (12.4)

= 1
k!e

−λpkλk
+∞∑
j=0

1
j! (1− p)

jλj (12.5)

= 1
k!e

−λ(λp)ke(1−p)λ (12.6)

= 1
k!e

−pλ(pλ)k (12.7)

et on justifie chaque ligne comme suit :
(1) par la formule des probabilités totales (N = j)j∈N formant un système complet d’événements,
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(2) par indépendance des (Xi)i avec N (on rappelle que si A et B sont indépendants, P(A | B) = P(A),

(3) car les (Xi)i sont à valeurs dans {0, 1} donc
j∑
i=1

Xi ≥ j ce qui impose j ≥ k,

(4) ensuite, c’est du calcul.

On reconnait une loi de Poisson de paramètre pλ.

2. On va beaucoup utiliser P(Y = n | N = k) = P
(

k∏
i=1

Xi = n

)
. En effet,

P(Y = n | N = k) =
P
(
N∏
i=1

Xi = n ∩N = k

)
P(N = k) = P

(
k∏
i=1

Xi = n ∩N = k

)
=
⊥⊥

P
(

k∏
i=1

Xi = n

)
.

∑
n≥0

P(Y = n) =
∑
n≥0

∑
k≥0

P (Y = n ∩N = k)

=
∑
n≥0

∑
k≥0

P
(

k∏
i=1

Xi = n ∩N = k

)

=
∑
n≥0

∑
k≥0

P
(

k∏
i=1

Xi = n | N = k

)
P(N = k)

=
∑
k≥0

P(N = k)
∑
n≥0

P
(

k∏
i=1

Xi = n | N = k

)
[Fubini-Tonelli]

=
∑
k≥0

P(N = k)

= 1. [N variable aléatoire]

comme ∑n≥0 P
(∏k

i=1Xi = n | N = k
)

= 1 car ∏k
i=1Xi est une variable aléatoire (produit fini détermi-

niste).

3. Comme n = 1, pour tout i ∈ {1}, Xi ∼ B(p) donc Y (Ω) = {0, 1} et

P(Y = 1) =
∑
k≥0

P(Y = 1 | N = k)P(N = k)

=
∑
k≥0

P
(

k⋂
i=1

Xi = 1
)
P (N = k)

=
∑
k≥0

pke−λλ
k

k!

= e−λepλ = e(p−1)λ.

Ainsi, Y ∼ B
(
e(p−1)λ

)
.
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4. On calcule,

P(Y = 0) =
∑
k≥0

P(Y = 0 | N = k)P(N = k)

=
∑
k≥0

[1− P(Y ̸= 0 | N = k)]P(N = k)

=
∑
k≥0

[
1− P(X1 ̸= 0)k

]
P(N = k)

=
∑
k≥0

[
1− (1− P(X1 = 0))k

]
e−λλ

k

k!

=
∑
k≥0

[
1− (1− (1− p)n)k

]
e−λλ

k

k!

=
∑
k≥0

e−λλ
k

k! − e
−λ∑

k≥0

[λ(1− (1− p)n)]k
k!

= 1− e−λeλ(1−(1−p)n)

= 1− e−λ(1−p)n
.

5. On écrit

E[Y ] =
∑
n≥0

kP(Y = n)

=
∑
n≥0

k
∑
n≥0

P(Y = n | N = k)P(N = k)

=
∑
k≥0

∑
n≥0

kP(Y = n | N = k)

P(N = k)

=
∑
k≥0

E(Y | N = k)P(N = k)

Ensuite, ∑
n≥0

kP(Y = n | N = k) =
∑
n≥0

kP
(

k∏
i=1

Xi = n

)
= E

[
k∏
i=1

Xi

]
=
⊥⊥

E[X1]k = (np)k.

Exercice 108. On se donne une pièce qui donne face avec une probabilité p ∈]0, 1[. On suppose les
lancers indépendants.

• On note Xk variable aléatoire qui donne 1 si au k-ème lancer, on a « face » et 0 sinon.

• On note Sn =
n∑
k=1

Xk et Ti le temps d’attente du i-ème succès avec comme convention Ti = +∞ si

ce i-ème succès n’est pas réalisé.
• On note τ1 = T1 et τi = Ti − Ti−1 lorsque i ∈ N≥2.

On cherche la loi des τi.
1. Quel est la loi de T1 ? On considère i ≥ 2 dans la suite.
2. Quel est la loi de Ti pour i ∈ N≥2 ? Indication : on pourra exprimer Ti = k grâce à Sk−1 et Xk.

La loi de Ti est appelée loi de Pascal ou loi binomiale négative.
3. Calculer la fonction génératrice des Ti pour i ∈ N≥2.
4. En déduire que Ti a la même loi que la somme de i variable aléatoires indépendantes et identique-

ment distribuées suivant G(p).
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5. On souhaite montrer que Ti égale une telle somme ce qui est bien plus fort.
(a) Quelle est la loi de τi ? Indication : on pourra s’aider de Ti−1.
(b) Montrer que les (τi)i sont indépendants.
(c) Conclure.

Corrigé :

1. Le cours assure que c’est une loi géométrique.

2. Remarquons déjà que Sn suit une B(n, p) pour tout n ∈ N∗. Soit i ≥ 2. Alors Ti(Ω) ⊂ N≥i ∪ {+∞}. Soit
donc k ∈ N, k ≥ i. L’événement (Ti = k) égale l’événement (Sk−1 = i − 1) ∩ (Xk = 1). Par ailleurs, par

le lemme des coalitions, comme Sk−1 = f(X1, · · · , Xk−1) avec f(x1, · · · , xk−1) =
k−1∑
j=1

xj , Sk−1 et Xk sont

indépendantes. On en déduit donc que

P(Ti = k) = P(Sk−1 = i− 1 ∩Xk = 1)
= P(Sk−1 = i− 1)P(Xk = 1)

=
(
k − 1
i− 1

)
pi−1(1− p)k−ip

=
(
k − 1
i− 1

)
pi(1− p)k−i.

Pour conclure que Ti(Ω) = N≥i, il y a deux choix. Ou bien on montre que P(Ti = +∞) = 0, ou bien on
montre que

+∞∑
k=i

P(Ti = k) = 1.

• Si l’événement Ti = +∞ est réalisé, alors l’ensemble {k ∈ N : Xk = 1} est majoré. Étant une partie
de N, elle est soit non vide et on note k0 son plus grand élément, soit k0 = 1. Alors

(Ti = +∞) ⊂ (∀k ≥ k0, Xk = 0) =
⋂
k≥k0

(Xk = 0).

Ainsi,

P(Ti = +∞) ≤
∏
k≥k0

P(Xk = 0) =
∏
k≥k0

(1− p) = 0.

On obtient donc P(Ti = +∞) = 0.

• On calcule :

+∞∑
k=i

P(Ti = k) =
+∞∑
k=i

(
k − 1
i− 1

)
pi(1− p)k−i = pi

+∞∑
k=0

(
k + i− 1
i− 1

)
(1− p)k.
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On rappelle que pour tout x ∈]− 1, 1[,

(1 + x)−i = 1 +
+∞∑
n=1

1
n!

n−1∏
j=0

(−i− j)xn

= 1 +
+∞∑
n=1

1
n! (−1)n

i+n−1∏
j=i

j
i−1∏
j=1

j

i−1∏
j=1

j

xn

= 1 +
+∞∑
n=1

1
n! (−1)n (n+ i− 1)!

(i− 1)! xn

= 1 +
+∞∑
n=1

(
n+ i− 1
i− 1

)
(−1)nxn.

On note (⋆) la relation :

∀x ∈]− 1, 1[, (1 + x)−i = 1 +
+∞∑
n=1

(
n+ i− 1
i− 1

)
(−1)nxn.

Ici, on reconnait donc
+∞∑
k=0

(
k + i− 1
i− 1

)
(1− p)k = (1− (1− p))−i = p−i.

On obtient donc
+∞∑
k=i

P(Ti = k) = pip−i = 1.

3. On rappelle que GX(t) = E[tX ] =
transfert

∑
n∈X(Ω) t

nP(X = n) pour tout t ∈] − R,R[ avec R ≥ 1. Ici, il
existe donc R ≥ 1 tel que

∀t ∈]−R,R[, GTi(t) =
+∞∑
n=i

tnP(Ti = n)

=
+∞∑
n=i

tn
(
n− 1
i− 1

)
pi(1− p)n−i

= piti
+∞∑
n=i

(
n− 1
i− 1

)
[t(1− p)]n−i

= (tp)i
+∞∑
n=0

(
n+ i− 1
i− 1

)
(t(1− p))n

=
⋆

(tp)i(1− t(1− p))−i =
(

tp

1− t(1− p)

)i
la relation (⋆) étant établie à la question précédente.

4. Soit A1, · · · , Ai i variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec A1 ↪→ G(p). Alors
l’indépendance de X et Y donne GXGY = GX+Y donc comme GA1(t) = tp

1− t(1− p) pour t ∈] − 1, 1[,
on a

GTi(t) =
(

tp

1− t(1− p)

)i
=

i∏
j=1

GA1(t) =
i∏

j=1
GAj (t) = G∑i

j=1 Aj
(t).

Comme la fonction génératrice caractérise la loi, Ti suit la même loi de
i∑

j=1
Aj .
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5. (a) Soit k ∈ τi(Ω) ⊂ N≥i−1 ∪ {+∞}. Alors

P(τi = k) = P(Ti − Ti−1 = k).

On conditionne selon la valeur de Ti−1. Comme (Ti−1 = j)j≥i−1 forme un système complet d’événe-
ments, alors

P(Ti − Ti−1 = k) =
+∞∑
j=i−1

P(Ti − Ti−1 = k | Ti−1 = j)P(Ti−1 = j).

Or on a l’égalité des événements

(Ti − Ti−1 = k | Ti−1 = j) = (Ti = j + k | Ti−1 = j) = (Xj = 1) ∩ (Xj+k = 1) ∩
j+k−1⋂
p=j+1

(Xp = 0).

Par indépendance, on a donc

P(Ti − Ti−1 = k | Ti−1 = j) = P(Xj+k = 1)
j+k−1∏
p=j+1

P(Xp = 0) = p(1− p)k−1.

Ainsi,

P(τi = k) =
+∞∑
j=i−1

P(Ti−Ti−1 = k | Ti−1 = j)P(Ti−1 = j) = p(1−p)k−1
+∞∑
j=i−1

P(Ti−1 = j)
︸ ︷︷ ︸

=1

= p(1−p)k−1.

Ainsi, τi suit une loi géométrique de paramètre p.
(b) Soit J ⊂ N∗ fini. On note J = {j1, · · · , jN}. Soit kj ∈ τj(Ω), j ∈ J . Alors

N⋂
i=1
{τji = kji} =

K⋂
i=0,i/∈{kj :j∈J}

{Xi = 0} ∩
⋂

i∈kj :j∈J
{Xi = 1}

avec K =
∑
j∈J

kj . Cet événement signifie que l’on a

• un premier succès au temps kj1 ,
• on attend ensuite kj2 étapes pour avoir un deuxième succès,
• · · ·
• on a donc card(J) succès aux instants kj1 , · · · , kjN

Ainsi, par indépendance,

P

⋂
j∈J

τj = kj

 =
K∏

i=0,i/∈{kj :j∈J}
P(Xi = 0)

∏
i∈kj :j∈J

{Xi = 1} = (1− p)K−card(J)pcard(J).

Or, comme les (τj)j suivent une loi géométrique de paramètres p, on a∏
j∈J

P(τj = kj) =
∏
j∈J

p
∏
j∈J

(1− p)kj−1 = pcard(J)(1− p)
∑

j∈J
kj−1 = pcard(J)(1− p)K−card(J).

Ainsi, les (τj)j sont bien mutuellement indépendant.
(c) Puisque τi = Ti − Ti−1, par télescopage,

i∑
j=1

τj =
i∑

j=2
τj + T1 = Ti − T1 + T1 = Ti

ce qui donne le résultat annoncé.
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Chapitre 13

Équations différentielles ordinaires

Quelques exercices de calculs se trouvent dans la planche pour MP.

Exercice 109. On note (E) : xy′′ + y′ + xy = 0 ; x ∈ R.
1. Déterminer les solutions de (E) développables en série entière.
2. Montrer qu’il en existe une unique qui vaut 1 en 0. On la note f .
3. Soit g une autre solution sur ]0, α[ avec α > 0. On suppose que (f, g) est libre. Montrer que g n’est

pas bornée.

4. On note J(x) :=
∫ π/2

0
cos(x sin(t))dt. Montrer que J est solution de (E).

5. Montrer que J est développable en série entière et donner son expression.

Corrigé :
1. Soit f =

∑
n≥0

anx
n une série entière de rayon de convergence R > 0. Soit x ∈]−R,R[.

xf ′′(x) =
+∞∑
n=2

ann(n− 1)xn−1 =
∑
n=1

an+1n(n+ 1)xn, f ′(x) =
+∞∑
n=0

an+1(n+ 1)xn, xf(x) =
+∞∑
n=1

an−1x
n.

Analyse : f est solution de (E) si, et seulement si

+∞∑
n=1

(an+1n(n+ 1) + an+1(n+ 1) + an−1)xn + a1x
0 = 0

ce qui revient à demander par unicité des coefficients d’une série entière

∀n ∈ N∗, an+1(n+ 1)2 + an−1 = 0, a1 = 0.

Par récurrence, on a donc immédiatement

∀n ∈ N, a2n+1 = 0 ; a2n+2 = −a2n
[2(n+ 1)]2 = · · · = (−1)n+1a0

22(n+1)(n+ 1)!2
.

On a donc

f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
4n(n!)2x

2na0.

Synthèse : soit f série entière définit ci-avant. Montrons que son rayon de convergence est strictement posi-

tif. Pour cela, le lemme d’Abel nous dit queR = +∞. En effet, en notant bn =


(−1)p
4p(p!)2 si n = 2p

0 si n = 2p+ 1
,
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la suite (bnRn)n∈N est bornée pour tout R > 0. Il suffit d’écrire

∀p ∈ N, n = 2p, (−1)p
4p(p!)2R

2p −→
n→+∞

0.

Par les calculs antérieurs à l’analyse, f est solution de (E) : c’est ce qu’il fallait démontrer.
2. On a un degré de liberté sur a0. En fixant a0 = 1, on a le résultat.
3. Soit g telle que (f, g) soit libre et g solution de (E). Soit W wronskien de f, g, c’est-à-dire, W =∣∣∣∣∣f g

f ′ g′

∣∣∣∣∣ = fg′ − f ′g. Alors W est dérivable de dérivée W ′ = f ′g′ + fg′′ − f ′′g − f ′g′ donc xW ′ =

f(−g′ − xg) − (−f ′ − xf)g = −fg′ + f ′g = −W . Ainsi, (xW )′ est constant sur ]0, α[ donc il existe une
constante réelle A tel que ∀x ∈]0, α[, xW (x) = A. A est non nulle : sinon, W est nulle ce qui contredit la
liberté de (f, g). g étant bornée, je la prolonge en 0. Ainsi,

A = xf(x)g′(x)− xf ′(x)g(x) −→
x→0+

xf(x)g′(x).

Puisque f(x) −→
x→0+

1, on a donc g′(x) A
x→0+

/x. Soit x0 ∈]0, α[. Puisque
∫ x0

0

1
t
dt diverge, par théorème

d’intégration d’équivalents, on a

g(x0)− g(x) ∼
x→0

A(ln(x0)− ln(x)).

Cela contredit le caractère bornée de g. Ainsi, par l’absurde, on a que g est non bornée.

4. Soit J : x ∈ R 7→
∫ π/2

0
cos(x sin(t))dt. Soit f : (x, t) ∈ R× [0, π] 7→ cos(x sin(t)) ∈ R.

• ∀t ∈ [0, π], x 7→ f(x, t) ∈ C2(R) ; ∀t ∈ [0, π],∀x ∈ R,
∂f

∂x
(t, x) = − sin(t) sin(x sin(t)), ∂

2f

∂x2 (t, x) =
− sin2 cos(x sin(t)).

• Pour tout x réel, ces dernières applications sont continues par morceaux sur [0, π].
• Domination : chacune de ces applications sont continues sur le segment [0, π] donc dominée sur [0, π].

Par le théorème de dérivation C2 sous le signe intégral, J est de classe C2 et

J ′(x) = −
∫ π

0
sin(t) sin(x sin(t))dt , J ′′(x) = −

∫ π

0
sin2 cos(x sin(t))dt.

Ainsi,

x(J ′′(x) + J(x)) = x

∫ π

0
(1− sin2(t)) cos(x sin(t))dt =

∫ π

0
cos(t)(x cos(t)) cos(x sin(t))dt.

On réalise une intégration par parties, on est en présence de deux fonctions C1 : on intègre t 7→
(x cos(t)) cos(x sin(t)) dont une primitive est t 7→ sin(x sin(t)) et on dérive cos. On obtient alors

x(J ′′(x) + J(x)) = [sin(x sin(t)) cos(t)]π0︸ ︷︷ ︸
=0

+
∫ π

0
sin(t) sin(x sin(t))dt = −J ′(x).

On a donc J solution de (E).
5. De plus, J est bornée sur R. Par précédent, J = λf avec λ ∈ R. Or, J(0) = π = λf(0) = λ donc J = πf .

Exercice 110. Soit λ > 0.

1. Résoudre (E) : xy′ + λy = 1
1 + x

sur R+∗.

2. Résoudre (E) sur R+.
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3. Déterminer les solutions de xy′ + λy = 1
1 + x

développables en série entière au voisinage de 0.

4. Calculer
+∞∑
n=0

(−1)n
23n(1 + 3n) .

Corrigé :
1. C’est une équation d’ordre 1. Les solutions homogènes sont de la forme Cx−λ pour C un réel. Par variation

de la constante, on cherche une fonction dérivable x 7→ C(x) tel que y : x 7→ C(x)x−λ soit solution. On

en déduit que xC ′(x)x−λ = 1
1 + x

ce qui donne C ′(x) = x1−λ

1 + x
. x 7→ x1−λ

1 + x
est positive sur R+∗ et est

intégrable au voisinage de 0 1. Il existe alors A réel tel que ∀x > 0, C(x) = A+
∫ x

0

tλ−1

1 + t
dt.

2. Soit y solution. Alors y coïncide avec une solution sur R+∗ donc est de la forme

y(x) = x−λ
(
A+

∫ x

0

tλ−1

1 + t
dt
)

avec A un réel. y étant continue en 0, puisque x−λ −→
x→0

+∞, l’intégrale étant nul quand x → 0, A est
nécessairement nul. Ainsi, ∀x > 0,

y(x) = x−λ
∫ x

0

tλ−1

1 + t
dt =

u=1/x

∫ 1

0

uλ−1

1 + xu
du.

Appliquons le théorème de convergence dominée. Soit f : (x, u) ∈ R+×]0, 1] 7→ uλ−1

1 + xu
∈ R.

• C’est une fonction continue en u pour tout x.
• ∀u ∈ [0, 1], f(u, x) −→

x→0
uλ−1.

• Domination : ∀u ∈]0, 1], ∀x ≥ 0, |f(x, u) ≤ uλ−1 ∈ L1(]0, 1]).
Par le théorème de convergence dominée,

y(x) −→
x→0

∫ 1

0
uλ−1du = 1

λ
=: y(0).

Ainsi, y : x ∈ R+ 7→
∫ 1

0

tλ−1

1 + xt
dt ∈ R est continue sur R+. Il reste à montrer le caractère C1. Pour cela,

on applique le théorème de dérivation sous le signe intégral.
• ∀u ∈]0, 1], f(·, u) ∈ C1(R+,R) ; ∀u ∈]0, 1], ∀x ∈ R+,

∂f

∂x
(x, u) = − uλ

(1 + xu)2

• ∀x ∈ R+, f(x, ·) ∈ C0
pm(]0, 1],R) ∩ L1(]0, 1].

• Domination : ∀u ∈]0, 1], ∀x ≥ 0 ∣∣∣∣∂f∂x (u, x)
∣∣∣∣ ≤ uλ ∈ L1(]0, 1]).

Par le théorème de dérivation sous le signe intégral, y est bien C1.

1. c’est équivalent xλ−1 et λ − 1 > −1 donc par Riemann, on a le résultat
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3. Soit f(x) =
+∞∑
n=0

anx
n série entière de rayon de convergence R > 0. On a, pour |x| < R

xf ′(x) + λf(x) =
+∞∑
n=0

(n+ λ)anxn.

Ainsi, f est solution de (E) si, et seulement si, (−1)n = (n + λ)an pour tout n ∈ N. Puisque
∣∣∣∣an+1
an

∣∣∣∣ =
n+ λ

n+ 1 + λ
−→

n→+∞
1, R = 1. Ainsi, une telle série entière existe : il n’existe qu’une seule solution de E

développable en série entière au voisinage de 0. C’est

∀x ∈]− 1, 1[, f(x) =
+∞∑
n=0

(−1)n
n+ λ

xn.

4. f coïncide avec y obtenu en question 2 sur ]0, 1[ : on a

∀x ∈]0, 1[,
+∞∑
n=0

(−1)n
n+ λ

xn =
∫ 1

0

tλ−1

1 + xt
dt.

On prend alors λ = 1
3 et x = 1

8. On a

+∞∑
n=0

(−1)n

n+ 1
3

1
8n = 3

+∞∑
n=0

(−1)n
23n(1 + 3n) =

∫ 1

0

t−2/3

1 + t/8dt.

Il reste à calculer cette intégrale. On le fait en posant u = t1/3 ce qui donne∫ 1

0

t−2/3

1 + t/8dt =
∫ 1

0

u−2

8 + u3 3u2du = 3
∫ 1

0

1
8 + u3 du.

Une décomposition en éléments simples donne aisément :
1

8 + u3 = 1
12(2 + v) + −2u+ 2

24(u2 − 2u+ 4) + 1
4((u− 1)2 + 3) .

L’intégration se déroule tranquillement et on obtient

3
+∞∑
n=0

(−1)n
23n(1 + 3n) = 3× 8×

∫ 1

0

1
8 + u3 du = ln(3) +

√
3

3 π.

Ainsi, la somme à calculer vaut
+∞∑
n=0

(−1)n
23n(1 + 3n) = ln(3)

3 +
√

3
9 π.

Exercice 111. Soit (E) : y′′ + a(t)y′ + b(t)y = 0, t ∈ I avec I un intervalle non trivial de R et a, b
continues sur I. Soit y une solution non nulle de (E). Soit t0 un zéro de y. Montrer qu’il existe η > 0 tel
que sur [t0 − η, t0 + η], y ne s’annule qu’en t0. En déduire que y n’admet qu’un nombre fini de zéros sur
tout segment de R (c’est le lemme des zéros isolés).

Corrigé : Soit t0 tel que y(t0) = 0. Si y′(t0) = 0, alors par Cauchy-Lipschitz linéaire, on a y = 0 ce qui
n’est pas. Donc y′(t0) ̸= 0. Par continuité de y′, il existe α > 0 tel que ∀t ∈ [t0 − α, t0 + α], y′(t) ̸= 0. Par la
contraposée du théorème de Rolle, ∀a ∈ [t0 − α, t0 + α], y(a) = y(t0) = 0 =⇒ a = t0.

Supposons par l’absurde qu’il en existe une infinité dans [a, b]. Soit u, une suite de tels zéros. u est à valeurs
dans [a, b] compact : le théorème de Bolzano-Weierstrass assure donc qu’il existe φ extraction telle que (uφ(n))n
converge, disons vers ℓ. Par continuité de y, y(ℓ) = 0 et par précédent, ℓ est isolé. Soit un η comme précédent.
Alors il existe N ∈ N tel que ∀n ≥ N, |uφ(n) − ℓ| ≤

η

2 . Comme uφ(n) est un zéro dans [ℓ − η, ℓ + η], il vaut ℓ.
Ainsi, (uφ(n))n stationne à ℓ ce qui est absurde.
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Exercice 112. Soit q1, q2 deux fonctions continues sur R vérifiant q1 ≥ q2. Soit y′′(t) + qi(t)y(t) = 0, t ∈
R (Ei) pour i ∈ {1, 2}.

1. Soit y1 et y2 solutions de (E1) et (E2). Soit α, β deux zéros de y2 consécutifs. Montrer que y1
s’annule sur ]α, β[. On pourra calculer la monotonie du wronskien W (y1, y2). C’est le théorème
d’entrelacement de Sturm.

2. On considère l’équation (E) : y′′(t) + ety(t) = 0, t ∈ R+. Soit y une solution de (E). Montrer qu’il
existe une suite strictement croissante (tn)n∈N qui constitue les zéros de y.On pourra montrer que
y s’annule sur un intervalle de la forme [α, α + π exp(α/2)] grâce à une équation auxiliaire bien
choisie.

3. Montrer que ∀n ∈ N, πe−tn+1/2 ≤ tn+1 − tn ≤ πe−tn/2. En déduire un équivalent de (tn)n.

Corrigé :
1. Soit f = W (y1, y2). Alors f = y1y

′
2 − y2y

′
1 donc

f ′ = y′
1y

′
2 + y1y

′′
2 − y′

2y
′
1 − y2y

′′
1 = y1(−q2y2)− y2(−q1y1) = y1y2(q1 − q2).

Comme q1 ≥ q2, f ′ est du signe de y1y2. Comme y2 est continue sur ]α, β[ et ne s’y annule pas, elle est
de signe constant, disons positif.
Supposons par l’absurde que y1 ne s’annule pas. Alors y1 est de signe constant par continuité, disons
positif. Alors f ′ est aussi positive donc f croit. On obtient alors

f(α) ≤ f(β)

ce qui donne
y1(α)y′

2(α) ≤ y1(β)y′
2(β) ; (⋆).

Concluons grâce à l’argument suivant. Soit β > t > α. Alors

y2(t)− y2(α)
t− α

= y2(t)
t− α

≥ 0.

L’inégalité passe à la limite en y′
2(α) ≥ 0. De même, y′

2(β) ≤ 0. Ces inégalités sont strictes car par le
théorème de Cauchy-Lipschitz, y2 ̸= 0 donne ¬(y2(α) = 0 ∧ y′

2(α) = 0 ce qui donne y′
2(α) ̸= 0 et on a la

même chose pour β.
Ainsi, par positivité de y1, y1(α)y′

2(α) > 0 et y1(β)y′
2(β) < 0 ce qui contredit (⋆).

2. On applique le lemme des zéros isolés (exercice 111). On en déduit que sur chaque compact [k, k+1], k ∈ N,
il existe un nombre fini de zéros sur [k, k + 1]. Comme R+ s’écrit comme l’union dénombrable des
[k, k + 1[, k ∈ Z (caractère archimédien de R), cet ensemble de zéros est au plus,dénombrable. On peut
donc construire (tn)n∈I une suite de tels zéros et les ranger dans l’ordre croissant. Le caractère isolé rend
cette suite strictement croissante. Montrons que I est infini. On en déduira que I est équipotent à N.
Pour cela, appliquons la question précédente. Soit α ≥ 0. Considérons q1 = exp et q2 = exp(α) (fonction
constante). Les solutions de (E2) sont de la forme

y2(t) = A sin(exp(α/2)(t− φ)) ; A,φ ∈ R.

Posons donc A = 1 et φ = α. Alors y2(t) = sin(exp(α/2)(t− α) donne une solution de (E2) qui possède
α comme zéro. Le prochain zéro de y2 est, grâce à la fonction sinus, α + π exp(−α/2). Le théorème
d’entrelacement de Sturm s’applique sur I = [α, α+π exp(−α/2)] et comme q1 ≥ q2 sur I, y s’annule sur
[α, α+ π exp(−α/2)]. Ceci étant vrai pour tout α > 0, y possède bien une infinité de solutions.

3. Soit n ∈ N. Considérons l’intervalle [tn, tn+1] = I. Soit q2 = exp(tn+1). Alors q2 ≥ q1 donc par le
théorème d’entrelacement de Sturm, toute solution de (E2) admet un zéro dans [tn, tn+1]. Les solutions
de (E2) sont de la forme t 7→ A sin(exp(tn+1/2)(t − φ)) donc avec A = 1 et φ = tn, les zéros de cette

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com Page 137 Ne pas diffuser sans l’accord du concepteur



CHAPITRE 13. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES Chen Thomas

fonction sont les tn + kπ exp(−tn+1/2) =: uk. Ils sont rangés dans l’ordre croissant selon k et comme
u0 /∈ I et u1 ≥ tn nécessairement, u1 ∈ I ce qui donne tn + π exp(−tn+1/2) ∈ [tn, tn+1]. Cela donne donc
π exp(−tn+1/2) ≤ tn+1 − tn.
Pour l’autre morceau, on applique la question précédente avec α = tn ce qui donne que y s’annule entre
tn et tn + π exp(−tn/2) et le prochain zéro de y après tn est tn+1 donc tn+1 ∈ [tn, tn + π exp(−tn/2) ce
qui donne tn+1 − tn ≤ π exp(−tn/2).
Concluons. Comme (tn)n converge vers +∞, exp(−tn/2) −→

n→+∞
0. Par encadrement, tn+1−tn tend vers 0.

Il est bien connu que exp(f) ∼
a

exp(g) si, et seulement si f−g −→
a

0 ce qui donne que π exp(−tn/2) ∼
n→+∞

π exp(−tn+1/2). Par encadrement, tn+1 − tn ∼
n→+∞

π exp(−tn/2).
Obtenons maintenant un équivalent de (exp(tn/2) =: vn)n. Alors 2 ln(vn) = tn donc

2 ln(vn+1)− 2 ln(vn) = tn+1 − tn ∼n→+∞
π

vn
.

On écrit aussi
ln(vn+1)− ln(vn) = ln

(
vn+1
vn

)
∼

n→+∞

vn+1
vn
− 1

puisque vn+1
vn

−→
n→+∞

1 et ln(x) ∼
x→1

x− 1. Par transitivité de l’équivalent, on en déduit que

vn+1 − vn −→
n→+∞

π

2 .

Par le théorème de Cesàro, vn ∼
n→+∞

πn

2 . Ainsi, 2 ln(vn) = 2 ln(π/2)+2 ln(n) = tn donc tn ∼
n→+∞

2 ln(n).

Exercice 113. • Dans cet exercice, I est un intervalle de R.
• Pour tout (E, ∥ · ∥)) K-espace vectoriel normé et f ∈ C0(I, E), on note

∥f∥∞,J = sup
t∈J
∥f(t)∥.

pour J ⊂ I.
• On considère donc (E, ∥ · ∥) un K-espace vectoriel normé de dimension finie et |||·||| est la norme

d’opérateur associée à ∥ · ∥.
• Soit t0 ∈ I et y0 ∈ E.
• Soit a ∈ C0(I,L(E)), b ∈ C0(I, E).
• Soit

(P ) :
{

(E) : y′(t) = a(t)(y(t)) + b(t) ; t ∈ I
(CI) : y(t0) = y0

.

On souhaite montrer que (P ) admet une et unique solution.
1. Dans cette question, K est un compact de I contenant t0. On considère (fn)n∈N ∈ (C0(I, E))N

satisfaisant la relation suviante :

∀n ∈ N,∀t ∈ I, fn+1(t) =
∫ t

t0
a(s)(fn(s))ds.

Montrer qu’il existe M,α ∈ R tels que

∀n ∈ N,∀t ∈ K, ∥fn(t)∥ ≤M (α|t− t0|)n
n! .

2. Conclure sur l’unicité de la solution de (P ).
3. Soit (gn)n∈N une suite de fonctions définies sur I par ∀t ∈ I, g0(t) = y0 et

∀n ∈ N,∀t ∈ I, gn+1(t) = y0 +
∫ t

t0
(a(s)[gn(s)] + b(s)) ds.

Montrer que (gn)n∈N converge uniformément sur I et que cette limite est solution de (P ).
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Corrigé :
1. f0 est continue de K dans E donc par le théorème des bornes atteintes, f0 est bornée. Ainsi, ∥f0∥∞ =: M

existe et est bien défini. Ensuite, a est continue de K dans L(E) donc de même, a est bornée. Ainsi,
|||a|||∞ =: α existe et est bien défini.
Cela signifie que

∀t ∈ K, ∥f0(t)∥ ≤M ; ∀t ∈ K, |||a(t)||| ≤ α.

Procédons par récurrence.

• Si n = 0, on a ∀t ∈ K, fn(t) = f0(t) ce qui donne ∥fn(t)∥ ≤M = M
(α|t− t0|)0

0! .
• Supposons qu’il existe n ∈ N tel que

∀t ∈ K, ∥fn(t)∥ ≤M (α|t− t0|)n
n! .

Alors
∀t ∈ K, ∥fn+1(t)∥ =

∥∥∥∥∫ t

t0
a(s)(fn(s))ds

∥∥∥∥ ≤ ∫
(t0,t)
∥a(s)(fn(s))∥ds

où (t0, t) désigne l’intervalle [t0, t] ou [t, t0]. Ensuite, on sait que pour tout u ∈ Lc(E,F ),∀x ∈
E, ∥u(x)∥F ≤ |||u|||∥x∥E donc ici,

∀t ∈ K,∀s ∈ (t0, t), ∥a(s)(fn(s))∥ ≤ |||a(s)|||∥fn(s)∥ ≤ αM (α|s− t0|)n
n! .

On en déduit que

∀t ∈ K, ∥fn+1(t)∥ ≤Mαn+1

n!

∫
(t0,t)
|s− t0|nds = M

αn+1

n!
|t− t0|n+1

n+ 1 = M
(α|t− t0|)n+1

(n+ 1)! .

• Par le principe de récurrence, on obtient l’assertion souhaitée.
Cette question nous indique donc que la série

∑
fn converge normalement sur tout compact

de I contentant t0.
2. Soit y1, y2 deux solutions de (P ). Notons z = y1 − y2. On a déjà z(t0) = 0. De plus, pour tout t ∈ I,

z′(t) = y′
1(t)− y′

2(t) = a(t)[y1(t)]− a(t)[y2(t)] = a(t)[y1(t)− y2(t)] = a(t)[z(t)].

Ainsi, en intégrant sur le segment (t0, t), on en déduit que

z(t)− z(t0) = z(t) =
∫ t

t0
a(s)[z(s)]ds.

On applique donc la question précédente : la série
∑

z converge normalement sur tout compact de I
contenant t0 : nécessairement, z est nulle donc y1 = y2.

3. Posons hn = gn+1 − gn. Alors

∀n ∈ N,∀t ∈ I, hn+1(t) = gn+2(t)− gn+1(t)

= y0 +
∫ t

t0
(a(s)[gn+1(s)] + b(s))ds− y0 −

∫ t

t0
(a(s)[gn(s)] + b(s))ds

=
∫ t

t0
(a(s)[gn+1(s)− gn(s)])ds

=
∫ t

t0
a(s)[hn(s)]ds.

(hn)n∈N satisfait donc la question 1) : la série
∑

hn converge normalement sur tout compact de I
contenant t0 et par télescopage, on en déduit la même chose pour (gn)n. On souhaite maintenant montrer

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com Page 139 Ne pas diffuser sans l’accord du concepteur



CHAPITRE 13. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ORDINAIRES Chen Thomas

la même chose pour (a ◦ gn + b)n. Déjà, elle converge simplement vers a ◦ g + b par continuité de a. On
en déduit donc que

∀t ∈ I, ∀n ∈ N, ∥a(t)[gn(t)] + b(t)− a(t)[g(t)]− b(t)∥ = ∥a(t)[(gn − g)(t)]∥
≤ |||a(t)|||∥gn(t)− g(t)∥
≤ |||a|||∞∥gn(t)− g(t)∥.

On en déduit que la convergence normale de (gn)n sur tout compact de I contenant t0 entraîne celle de
(a ◦ gn + b)n.
Notons maintenant g la limite de (gn)n. L’égalité

∀t ∈ I, ∀n ∈ N, gn+1(t) = y0 +
∫ t

t0
a(s)[gn(s)] + b(s)ds

passe donc à la limite quand n→ +∞ en vertu du théorème d’interversion limite-intégrale sous conver-
gence normale. On obtient

∀t ∈ I, g(t) = y0 +
∫ t

t0
a(s)[g(s)] + b(s)ds.

Comme (gn)n est continue sur I et qu’on a convergence normale sur tout segment de I contenant t0, le
théorème de continuité des séries de fonctions s’applique et g est continue. Par continuité de a, b et que
a est à valeurs dans L(E) = Lc(E) (car E est de dimension finie), t 7→ a(t)[g(t)] + b(t) est continue donc
par le théorème fondamental de l’analyse, g est C1. Ainsi, en dérivant la relation obtenue sur g, g vérifie
(E) et g(t0) = y0 donc g vérifie (CI). Ainsi, g vérifie (P ) ce qui conclut.

Exercice 114. On considère le système différentiel linéaire

(S) : X ′(t) = AX(t) ; t ∈ R

avec A ∈ M2(R) et X(t) =
(
x(t)
y(t)

)
, t ∈ R. L’objectif est de tracer le portrait de phase de (S) (à savoir

les courbes paramétrées y(t) fonction de x(t) pour tout t ∈ R.
1. Soit X et X̃ deux solutions passant par X0. Montrer que {X(t) : t ∈ R} = {X̃(t) : t ∈ R}.
2. Soit B une matrice semblable à A et (Ẽ) : X̃ ′(t) = BX̃(t) ; t ∈ R. Exprimer les solutions de (Ẽ)

en fonction des solutions de (E).
3. Pour A ∈M2(R), montrer que l’on a une et une seule des propositions suivantes :

A ∼
R

(
λ 0
0 µ

)
a) A ∼

R

(
λ 1
0 λ

)
b) A ∼

R

(
α −β
β α

)
c)

où λ, µ ∈ R, α, β ∈ R, β > 0. La dernière matrice s’appelle matrice de similitude.
4. Traiter chacun des cas pour obtenir les différentes trajectoires.

Corrigé :
1. Notons t0, t̃0 tels que X(t0) = X0, X̃(t̃0) = X0. Soit Z : t ∈ R 7→ X̃(t− t0 + t̃0). Alors Z(t0) = X0 et

∀t ∈ R, Z ′(t) = X̃ ′(t− t0) = AX̃(t− t0) = AZ(t)

donc par le théorème de Cauchy-Lipschitz, Z = X ce qui signifie que X = X̃(· − t0 + t̃0). Ainsi, comme
R = R− t0 + t̃0, on a bien

{X(t) : t ∈ R} = {X̃(t) : t ∈ R}.

De ce fait, donner le portrait de phase reviendra à se donner un point X0 du plan et l’ensemble des
points {X(t) : t ∈ R} telle qu’il existe t1 ∈ R, X(t1) = X0.
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2. Raisonnons par équivalence.

PX̃ est solution de (E)⇐⇒ PX̃ ′ = APX̃

⇐⇒ PX̃ ′ = PBP−1PX̃

⇐⇒ X̃ ′ = BX̃

⇐⇒ X̃ est solution de (Ẽ).

3. Regardons le polynôme caractéristique de A et son discriminant ∆.
(a) Premier cas : ∆ > 0 i.e. χA est scindé à racines simples. Alors A est diagonalisable.
(b) Deuxième cas : ∆ = 0 i.e. χA est de la forme (X − λ)2. Alors on a l’alternative suivante :

i. A est diagonalisable. Alors A est semblable à λI2 donc A = λI2.
ii. A n’est pas diagonalisable. On en déduit que A−λI2 est non nulle donc il existe e2 /∈ ker(A−λI2).

Notons e1 = (A−λI2)(e2) Comme (A−λI2)2 = 0 par Cayley-Hamilton, (A−λI2)(e1) = 0 2. Par
le théorème de changement de base, en considérant la base (e1, e2) 3, on en déduit que A− λI2

est semblable à
(

0 1
0 0

)
=: J donc A est semblable à λI2 + J 4.

(c) Troisième cas ∆ < 0 donc χA est diagonalisable dans C. Notons z1, z2 ses racines (complexes non
réelles). On rappelle que z1 = z2. Notons z1 = z = α − iβ, α, β ∈ R 5 avec β > 0. Soit w vecteur
propre de A pour la valeur propre z. Alors

Aw = zw et Aw = z︸︷︷︸
=z

w

donc w ̸= 0 est un vecteur propre de A pour la valeur propre z.
Notons ℜ(w) = eℜ et ℑ(w) = eℑ. Alors on a

Aeℜ + iAeℑ = (α− iβ)(eℜ + ieℑ) = αeℜ + βeℑ + i(αeℑ − βeℜ). (13.1)

On a aussi
Aeℜ − iAeℑ = αeℜ + βeℑ − i(αeℑ − βeℜ). (13.2)

En réalisant 1
2[(13.1) + (13.2)], on obtient

Aeℜ = αeℜ + βeℑ (13.3)

et en réalisant 1
2i [(13.1)− (13.2)], on a

Aeℑ = −βeℜ + αeℑ. (13.4)

On conclut dès lors que l’on montre que (eℜ, eℑ) est libre. Pour cela, exploitons la liberté de (w,w) =
(eℜ + ieℑ, eℜ − ieℑ) ce qui est équivalent à la C-liberté de (eℜ, eℑ). Comme ce sont des matrices
colonnes de R, la C-liberté entraine la R-liberté.
Finalement, (eℜ, eℑ) est libre donc forme une base. Par le théorème de changement de base, au vu

de (13.3) et (13.4), A est semblable à
(
α −β
β α

)
.

2. Cayley-Hamilton est un peu exagéré. Comme χA est scindé, A est trigonalisable et sa diagonale est {λ, λ}. Ainsi, A − λI2

est de la forme
(

0 C
0 0

)
donc (A − λI2)2 = 0.

3. C’est bien une base. En effet, si µ1e1 + µ2e2 = 0, alors (A − λI2)(µ1e1 + µ2e2) = µ1 (A − λI2)(e1)︸ ︷︷ ︸
̸=0

= 0 donc µ1 = 0. Ainsi,

µ2e2 = 0 donc µ2 = 0 et (e1, e2) est libre. Par cardinalité, c’est une base.
4. et une matrice de passage est donc (e1 | e2)
5. on aurait pu prendre z = α + iβ mais on n’aurait pas le même résultat à la fin β étant changé en −β
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Remarque. On aurait pu écrire la matrice R =
(

1 i
i 1

)
et se rendre compte qu’en notant P = (w | w),

on a

A = PR

(
α −β
β α

)
(PR)−1

avec PR ∈ GL2(R).

4. Traitons chaque cas.

(a) Soit λ, µ les deux valeurs propres de A et notons B = diag(λ, µ). Alors exp(B) = diag(eλ, eµ).
Alors

∀t ∈ R,
(
x(t)
y(t)

)
=
(
etλx0
etµy0

)
.

Si x0 = 0, alors x est constante égale à 0 et si y0 = 0, y est constante égale à 0. Sinon, on a alors

∀t ∈ R,
(
x(t)
x0

)µ
= etλµ =

(
y(t)
y0

)λ
donc il existe une constante C tel que y = C|x|λ/µ.

(b) Soit λ ∈ R et étudions le cas B =
(
λ 1
0 λ

)
. Alors on obtient le système différentiel

{
x′(t) = λx(t) + y(t)
y′(t) = λy(t) : t ∈ R

On obtient donc que y(t) = y0 exp(λt). L’équation en x n’est plus qu’une simple EDL d’ordre 1 que
l’on résous. Les solutions homogènes sont les C exp(λ·). En considérant C ∈ D1(R,R), on a

x′(t) = λx(t) + y(t) =⇒ exp(−λt)x′(t)− λ exp(−λt)x(t) = exp(−λt)y(t) = y0.

Ainsi, t 7→ exp(−λt)x(t) a pour dérivée y0 donc il existe C telle que ∀t ∈ R, x(t) = exp(λt)(y0t+C).
Obtenons une expression de t. Si y0 = 0, alors y = 0 et x est de la forme t 7→ C exp(λt). Sinon, on a

y(t)
y0

= exp(λt)

donc
t = 1

λ
ln
(
y(t)
y0

)
= C̃ + 1

λ
ln(|y(t)|).

On en déduit que

x(t) = y(t)
(
C̃ + C

y0
+ 1
λ

ln(|y(t)|)
)

= ˜̃
Cy(t) + 1

λ
y(t) ln(|y(t)|)

avec ˜̃C = C

y0
+ C̃ = C

y0
− ln(|y0|)

λ
.

(c) Soit α, β ∈ R, β > 0. On cherche à calculer exp(B) avec B =
(
α −β
β α

)
. On présente deux méthodes.

• Méthode brutale. On note B = αI2 + βS avec S =
(

0 −1
1 0

)
. Alors S2 = −I2. Ainsi, S2N =
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(−1)NI2 et S2N+1 = (−1)NS. Ensuite, pour tout t ∈ R,

exp(tB) =
+∞∑
k=0

tk

k! (αI2 + βS)k =
+∞∑
k=0

tk

k!
∑

p+q=k

(
k

p

)
αpβqSq =

+∞∑
k=0

∑
p+q=k

tptq

p!q!α
pβqSq

=
⋆

+∞∑
p=0

tp

p!α
pI2

+∞∑
q=0

tq

q!β
qSq


= exp(tα)I2

(+∞∑
k=0

(tβ)2k

(2k)! S
2k +

+∞∑
k=0

(tβ)2k+1

(2k + 1)!S
2k+1

)

= exp(tα)
(+∞∑
k=0

(tβ)2k(−1)k
(2k)! I2 +

+∞∑
k=0

(tβ)2k+1(−1)k
(2k + 1)! S

)
= exp(tα)(cos(βt)I2 + sin(βt)S)

= exp(tα)
(

cos(βt) − sin(βt)
sin(βt) cos(βt)

)

où (⋆) se justifie par produit de Cauchy. On en déduit que(
x(t)
y(t)

)
= eαt

(
cos(βt) − sin(βt)
sin(βt) cos(βt)

)(
x0
y0

)

ce qui donne

x(t)e−αt = cos(βt)x0 − sin(βt)y0 ; y(t)e−αt = sin(βt)x0 + cos(αt)y0.

Ainsi,
e−2αt

(
x2(t) + y2(t)

)
= x2

0 + y2
0

donc
x2(t) + y2(t) = e2αtR2

avec R =
√
x2

0 + y2
0.

• Méthode plus subtile. On présente une alternative si l’on veut éviter ce calcul d’exponentielle.
Pour cela, posons z = x+ iy. Alors on montre que z′ = (α+ iβ)z donc

∀t ∈ R, z(t) = C exp((α+ iβ)t) = C exp(αt)(cos(βt) + i sin(βt)).

On veut maintenant extraire partie réelle et partie imaginaire et il faut faire attention car C est
complexe. En notant C = x0 + iy0, on obtient

x(t) + iy(t) = eαt (x0 cos(βt)− y0 sin(βt) + i (x0 cos(βt) + y0 sin(βt)))

donc en identifiant partie réelle et partie imaginaire, on obtient le même résultat.

On indique ici un code qui permet de dessiner des portraits de phases pour le système X ′ = (PDP−1)X

avec P =
(
a b
c d

)
et D =

(
α β
γ δ

)
où a, b, c, d, α, β, γ, δ sont des réels que l’on peut faire bouger le long d’un

curseur de [−3, 3] d’incrément 0.1. Le code a été rédigé sur JupyterNotebook. Il se trouve dans un fichier .txt
que vous trouverez en cliquant sur cette phrase.

On dessine quelques portraits de phases à la page suivante. Davantage de détails se trouvent en cliquant
sur cette phrase. On y reprend l’exercice.
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Nœud impropre répulsif

Figure 13.1 – D =
(

2 0
0 1

)
; P = I2 Figure 13.2 – D =

(
2 0
0 1

)
; P =

(
0.7 −0.2
−0.4 0.7

)

Point col

Figure 13.3 – D =
(
−2 0
0 1

)
; P = I2 Figure 13.4 – D =

(
2 0
0 1

)
; P =

(
0.7 −0.2
−0.4 0.7

)

Nœud dégénéré attractif
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Figure 13.5 – D =
(
−0.6 1

0 −0.6

)
; P = I2

Figure 13.6 – D =
(
−0.6 1

0 −0.6

)
; P =(

0.7 −0.2
−0.4 0.7

)

Spirale attrative

Figure 13.7 – D =
(
−0.5 −0.6
0.6 −0.5

)
; P = I2

Figure 13.8 – D =
(
−0.5 −0.6
0.6 −0.5

)
; P =(

0.7 −0.2
−0.4 0.7

)
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Chapitre 14

Calcul différentiel

Quelques exercices de calculs se trouvent dans la planche pour MP.

Exercice 115. Soit φp : M ∈Mn(R) 7→Mp ∈Mn(R). Montrer que φp est différentiable et calculer sa
différentielle pour tout p ∈ N.

Corrigé : On munit Mn(R) d’une norme ∥ · ∥ d’algèbre 1 On écrit

φp(M +H) = (M +H)p = Mp +
p∑
i=1

M i−1HMp−i + η(M,H)

où η(M,H) est une somme de produit de matrices M et H contenant au moins deux fois H dans le produit. Par
sous-multiplicativité de la norme ∥ · ∥, ∥η(M,H)∥ ≤ ∥H∥2∥C(M,H)∥ où C(M,H) est bornée par un produit
de ∥M∥ et de ∥H∥. On a donc

φp(M +H) = Mp +
p∑
i=1

M i−1HMp−i + o(H)

et
p∑
i=1

M i−1HMp−i est linéaire en H. Ainsi,

d(φp)M (H) =
p∑
i=1

M i−1HMp−i.

Exercice 116. Soit Inv : M ∈ GLn(R) 7→M−1 ∈ GLn(R).
1. Montrer que Inv est de classe C∞.
2. On souhaite calculer la différentielle de l’inverse.

(a) Première méthode. Déterminer les dérivées partielles de Inv en In, puis en déduire la diffé-
rentielle de Inv en In et le cas général.

(b) Deuxième méthode. On munit Mn(R) d’une norme d’algèbre |||·|||. Soit H telle que |||H||| <
1. Montrer que

∑
k≥0

Hk converge. En déduire que In + H est inversible puis déterminer la

différentielle de Inv en In puis le cas général.
(c) Troisième méthode. Etudier la différentielle de l’application M 7→M × Inv(M).

Corrigé :

1. il en existe. Par exemple, la norme d’opérateur associée à M pour la norme euclidienne standard de Rn, ou encore la norme
euclidienne de Mn(R).
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1. Déjà, Inv a pour ensemble de départ un ouvert 2.Pour une matrice M quelconque, on a A[Com(A)]T =
det(A)In. Alors A−1 = 1

det(A) [Com(A)]T et A−1 est alors une fraction rationnelle en les coefficients de

A (det(A) est polynômial en les coefficients de A, Com(A) aussi car les mineurs le sont) donc Inv est C∞.
2. (a) On note (Eij)i,j base canonique et on note une matrice M par ses coefficients (mij). Alors

∂Inv
∂mij

(In)(M) = lim
t→0

1
t

(
[In + tEij ]−1 − In

)
.

Si i = j,
∂Inv
∂mii

(In)(M) = lim
t→0

(1
t

[ 1
t+ 1 − 1

])
Eii = −Eii.

Si i ̸= j,
∀t ∈ R, (In + tEij)−1 = In − tEij

car E2
ij = 0. Ainsi, ∂Inv

∂mij
(In)(M) = −Eij . Ainsi, vu que Inv est C1, l’expression de la différentielle

en fonction des dérivées partielles est

∀H ∈Mn(R), dInvIn(H) =
∑

1≤i,j≤n
hij

∂Inv
∂mij

(In) = −H.

Repartons dans le cas général. Soit M ∈ GLn(R) et H ∈Mn(R). Pour H suffisamment petit, M+H
est inversible (car GLn(R) est inversible) donc

(M +H)−1 =
⋆

(In +M−1H)−1M−1

= Inv(In +M−1H)M−1 = (Inv(In) + dInvIn(M−1H) + o(H))M−1

= Inv(M)−M−1HM−1 + o(H)

quand H → 0. Attention à ⋆ : les matrices ne commutent a priori pas ! On a (AB)−1 = B−1A−1 !
On en déduit que

∀M ∈ GLn(R), ∀H ∈Mn(R), dInvM (H) = −M−1HM−1.

(b) Une norme d’algèbre est sous-multiplicative. Ainsi,

n∑
k=0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣Hk
∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ n∑

k=0
|||H|||k −→

n→+∞

1
1− |||H||| .

La série
∑
k≥0

Hk converge alors absolument donc converge. Ainsi, on peut considérer

(In −H)
+∞∑
k=0

Hk =
+∞∑
k=0

(Hk −Hk+1) = In.

Ainsi,

(In +H)
+∞∑
k=0

(−H)k = In

et

(In +H)−1 =
+∞∑
k=0

(−H)k = In −H + o(H)

2. GLn(R) = det−1(R∗)
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quand H tend vers 0. On retrouve alors les résultats de la méthode précédente et on continue de
même :

∀H ∈Mn(R), dInvIn(H) = −H.

Repartons dans le cas général. Soit M ∈ GLn(R) et H ∈Mn(R). Pour H suffisamment petit, M+H
est inversible (car GLn(R) est inversible) donc

(M +H)−1 =
⋆

(In +M−1H)−1M−1

= Inv(In +M−1H)M−1

= (Inv(In) + dInvIn(M−1H) + o(H))M−1

= Inv(M)−M−1HM−1 + o(H)

quand H → 0. Attention à ⋆ : les matrices ne commutent a priori pas ! On a (AB)−1 = B−1A−1 !
On en déduit que

∀M ∈ GLn(R),∀H ∈Mn(R), dInvM (H) = −M−1HM−1.

(c) φ : M ∈ GLn(R) 7→ M Inv(M) ∈ GLn(R) est constante égale à In donc de différentielle nulle. En
fait, en notant ψ : (A,B) ∈Mn(R)×Mn(R) 7→ AB est différentiable et ici, φ(M) = ψ(M, Inv(M)).
Par la règle de la chaîne 3, on a

0 = dφM (H) = Id(H)Inv(M) +MdInvM (H)

ce qui donne
−M−1HM−1 = dInvM (H).

Exercice 117. Montrer que le déterminant det : M ∈ Mn(R) 7→ det(M) ∈ R est de classe C∞ et
calculer sa différentielle.

Corrigé : On utilise ici la densité de GLn(R) dans Mn(R) 4.

On calcule la différentielle de det en In. Soit H ∈Mn(R). On a alors det(In + tH) =
n∏
i=1

(1 + tλi), où pour

tout i ∈ [[1, n]], λi ∈ SpC(H), donc

det(In + tH) =
n∏
i=1

(1 + tλi) = 1 + t
n∑
i=1

λi︸ ︷︷ ︸
=tr(H)

+ot→0(t)

donc ddetIn(H) = tr(H).
On calcule la différentielle de det en P ∈ GL(R). Pour tout H ∈Mn(R), on a

det(P +H) = det
(
P
(
In + P−1H

))
= det(P ) det(In + P−1H)

= det(P )
(
1 + Tr(P−1H) + o(H)

)
= det(P ) + det(P )Tr(P−1H) + o(H)
= det(P ) + Tr(det(P )P−1H) + o(H))
= det(P ) + Tr([Com(P )]TH) + o(H)

3. plus simplement, la différentielle d’une application bilinéaire
4. Ce n’est pas dur. Soit M ∈ Mn(R). Alors det(M +xIn) est polynômiale en x donc n’a qu’un nombre fini de racines. Soit alors

x0, la racine de module la plus petite. On considère alors la suite (1/p)p≥p0 tel que |1/p0| < |x0|. On construit ainsi (M + 1
p

In)p≥p0

suite de matrices inversibles qui tend vers M en +∞.
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quand H → 0 car P [Com(P )]T = det(P )In. Ainsi, ddetP (H) = tr((Com(P ))TH).
On calcule la différentielle de det en M ∈ Mn(R). Soit une suite de matrices Mp inversibles tel que

Mp −→
p→+∞

M . Alors

ddetMp(H) = tr((Com(Mp))TH).

Par continuité de la comatrice, par continuité de la différentielle du déterminant, on a donc

ddetM (H) = tr((Com(M))TH).

Exercice 118. Soit f ∈ C2(R2\0,R) et g : (r, θ) ∈ R+∗ × R 7→ f(r cos(θ), r sin(θ)) ∈ R. Calculer
∆f(r cos(θ), r sin(θ)) en fonction des dérivées partielles de g (on rappelle que pour une fonction de R2

dans F , ∆f = ∂2
xxf + ∂2

yyf). Indication : on pourra le faire pour ∂1f(r cos(θ), r sin(θ)) dans un premier
temps.

Corrigé : On calcule les dérivées partielles de g d’abord. Soit (r, θ) ∈ R+∗ ×R. En notant x = r cos(θ), y =
r sin(θ),

∂1g(r, θ) = cos(θ)∂1f(x, y) + sin(θ)∂2f(x, y)

et
∂2g(r, θ) = −r sin(θ)∂1f(x, y) + r cos(θ)∂2f(x, y).

Ainsi, (
∂1g(r, θ)
∂2g(r, θ)

)
=
(

cos(θ) sin(θ)
−r sin(θ) r cos(θ)

)(
∂1f(x, y)
∂2f(x, y)

)
.

On inverse la matrice carrée pour obtenir

∂1f(x, y) = cos(θ)∂1g(r, θ)− sin(θ)
r

∂2g(r, θ) =: φ(r, θ) , ∂2f(x, y) = sin(θ)∂1g(r, θ) + cos(θ)
r

∂2g(r, θ) =: ψ(r, θ).

Pour plus de lisibilité, on a défini φ,ψ.
Prenons du recul sur ce qu’on vient de montrer. Si on a F (x, y) = G(r, θ), on vient de montrer que

∂1F (x, y) = cos(θ)∂1G(r, θ)− sin(θ)
r

∂2G(r, θ)

et
∂2F (x, y) = sin(θ)∂1G(r, θ) + cos(θ)

r
∂2G(r, θ).

On applique alors le résultat pour F = ∂1f ou F = ∂2f ce qui donne

∂2
xxf(x, y) = cos(θ)∂1φ(r, θ)− sin(θ)

r
∂2φ(r, θ)

et
∂2
yyf(x, y) = sin(θ)∂1ψ(r, θ) + cos(θ)

r
∂2ψ(r, θ).

Alors 5

∂1φ(r, θ) = cos(θ)∂2
rrg(r, θ) + sin(θ)

r2 ∂2g(r, θ)− sin(θ)
r

∂2
rθg(r, θ)

et
∂2φ(r, θ) = − sin(θ)∂1g(r, θ) + cos(θ)∂2

rθg(r, θ)− cos(θ)
r

∂2g(r, θ)− sin(θ)
r

∂2
θθg(r, θ).

De plus,
∂1ψ(r, θ) = sin(θ)∂2

rrg(r, θ)− cos(θ)
r2 ∂2g(r, θ) + cos(θ)

r
∂2
rθg(r, θ)

5. on utilise dès qu’on le voit le théorème de Schwarz, nos fonctions étant de classe C2
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et
∂2ψ(r, θ) = cos(θ)∂1g(r, θ) + sin(θ)∂2

rθg(r, θ)− sin(θ)
r

∂2g(r, θ) + cos(θ)
r

∂2
θθg(r, θ).

On obtient alors

∂2
xxf(x, y) = cos(θ)∂1φ(r, θ)− sin(θ)

r
∂2φ(r, θ)

= cos2(θ)∂2
rrg(r, θ) + sin(θ) cos(θ)

r2 ∂2g(r, θ)− sin(θ) cos(θ)
r

∂2
rθg(r, θ)

+ sin(θ)2

r
∂1g(r, θ)− cos(θ) sin(θ)

r
∂2
rθg(r, θ) + cos(θ) sin(θ

r2 ∂2g(r, θ) + sin2(θ)
r2 ∂2

θθg(r, θ)

et

∂2
yyf(x, y) = sin(θ)∂1ψ(r, θ) + cos(θ)

r
∂2ψ(r, θ)

= sin2(θ)∂2
rrg(r, θ)− sin(θ) cos(θ)

r2 ∂2g(r, θ) + sin(θ) cos(θ)
r

∂2
rθg(r, θ)

+ cos2(θ)
r

∂1g(r, θ) + cos(θ) sin(θ)
r

∂2
rθg(r, θ)− cos(θ) sin(θ)

r2 ∂2g(r, θ) + cos2(θ)
r2 ∂2

θθg(r, θ).

Heureusement pour nous, les termes se ressemblent et on peut sommer facilement terme à terme :

∂2
xxf(x, y) + ∂2

yyf(x, y) = ∂2
rrg(r, θ) + 1

r
∂1g(r, θ) + 1

r2∂
2
θθg(r, θ).

Exercice 119. Cet exercice est en lien avec l’exercice 91. Soit (E, ⟨·, ·⟩) un espace euclidien et u ∈ S(E).
On appelle quotient de Rayleigh associée à u l’application

R(u, ·) : E\{0} → R

x 7→ ⟨u(x), x⟩
⟨x, x⟩

que l’on note f dans cet exercice. On note ∥ · ∥ norme euclidienne associée.
1. Montrer que f est bornée et atteint ses bornes.
2. Montrer que f est différentiable sur E\{0} et calculer sa différentielle en tout point de E\{0}.
3. En déduire une preuve du théorème spectral.

Corrigé :
1. Cette question est classique. Nous présentons ici deux preuves. Une première plutôt algébrique, celle

qu’on attend en général, une plutôt topologique qui doit être utilisée pour cet exercice. En effet, la
preuve algébrique utilise le théorème spectral mais c’est ce qu’on cherche à démontrer à la question 3 !
Méthode 1 : Par le théorème spectral, il existe λ1 ≤ · · · ≤ λn valeurs propres de u et e1, · · · , en vecteurs
propres associées aux valeurs propres respectivement telle que (e1, · · · , en) forment une base orthogonale.
Soit x ∈ E, x ̸= 0 et µ1, · · · , µn des réels tels que

x =
n∑
k=1

µkek.

Alors

⟨u(x), x⟩ =
〈

n∑
i=1

µiu(ei),
n∑
j=1

µjej

〉
=

n∑
i=1

n∑
j=1

µiµjλi ⟨ei, ej⟩︸ ︷︷ ︸
=δij

=
n∑
i=1

λiµ
2
i .
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Ainsi,

λ1

n∑
i=1

µ2
i ≤

n∑
i=1

λiµ
2
i ≤ λn

n∑
i=1

µ2
i .

Puisque
n∑
i=1

µ2
i = ⟨x, x⟩, on a finalement

λ1 ≤ f(x) ≤ λn.

f est donc bornée. f atteint ses bornes puisque f(e1) = λ1 et f(en) = λn.
Méthode 2 : Par bilinéarité du produit scalaire, on a

∀x ∈ E\{0}, f(x) =
〈
u

(
x

∥x∥

)
,
x

∥x∥

〉
.

Ainsi, en notant S = {x ∈ E : ∥x∥ = 1}, puisque ∀x ∈ E\{0}, x

∥x∥
∈ S, on a

inf
x∈E\{0}

f(x) = inf
y∈S

f(y) , sup
x∈E\{0}

f(x) = sup
y∈S

f(y)

S est bornée et S = ∥ · ∥−1({1}) donc est fermé car ∥ · ∥ est continue – par exemple, par la deuxième
inégalité triangulaire, elle est 1-lipschitzienne – et {1} est un fermé : S était donc l’image réciproque d’un
fermé par une application continue. S étant inclus dans E de dimension finie, S est compact.
u est continue car linéaire en dimension finie. x 7→ ⟨u(x), x⟩ est continue puisque par Cauchy-Schwarz,
|⟨u(x), x⟩| ≤ ∥u(x)∥∥x∥ ≤ |||u|||∥x∥2. Enfin, x 7→ ∥x∥2 est continue donc par quotient bien définie d’appli-
cations continues sur E\{0}, f est continue sur cet ensemble. En particulier, f est continue sur S.
Par le théorème des bornes atteintes, fS est bornée et atteint ses bornes. Il existe donc a, b ∈ S tel que

inf
x∈E\{0}

f(x) = inf
y∈S

f(y) = f(a) , sup
x∈E\{0}

f(x) = sup
y∈S

f(y) = f(b).

Ainsi, f est bornée sur E\{0} et atteint ses bornes.
2. On rappelle que le calcul différentiel dans un autre espace que Rn amène à des délicatesses. Dans Rn, on

dispose d’une base canonique où la plupart des calculs sont faits dans cette base. Ici, E est de dimension
finie donc on pourrait plonger dans Rn mais cela serait maladroit. Contentons-nous de la définition de
la différentielle, à savoir un développement limité.
Soit x ∈ E\{0}. Par linéarité de u et bilinéarité du produit scalaire, en notant B(x) = ⟨u(x), x⟩

∀h ∈ E,B(x+h) = ⟨u(x+h), x+h⟩ = ⟨u(x) +u(h), x+h⟩ = ⟨u(x), x⟩+ ⟨u(h), x⟩+ ⟨u(x), h⟩+ ⟨u(h), h⟩.

u étant symétrique, ⟨u(x), h⟩ = ⟨u(h), x⟩ pour tout x, h ∈ E. De plus, par Cauchy-Schwarz, |⟨u(h), h⟩| ≤
∥u(h)∥∥h∥ ≤ |||u|||∥h∥2 = oh→0(∥h∥) 6. Finalement,

∀h ∈ E,B(x+ h) = B(x) + 2⟨u(x), h⟩+ oh→0(∥h∥).

De plus,
∀h ∈ E, ∥x+ h∥2 = ∥x∥2 + 2⟨x, h⟩+ oh→0(∥h∥).

Ainsi, par quotient,

∀h ∈ E, 1
∥x+ h∥2

= 1
∥x∥2

1
1 + 2⟨x,h⟩

∥x∥2 + oh→0(∥h∥)
= 1
∥x∥2

(
1− 2⟨x, h⟩

∥x∥2
+ oh→0(∥h∥)

)
.

6. On n’a pas besoin d’être si précis. u étant continue et u(0) = 0, la première estimée donnait déjà le o(|h|) souhaité.
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Ainsi, par produit,

∀h ∈ E, f(x+h) = 1
∥x∥2

(
⟨u(x), x⟩+ 2⟨u(x), h⟩ − 2⟨x, h⟩

∥x∥2
⟨u(x), x⟩+ oh→0(∥h∥)

)
= f(x)+ax(h)+oh→0(∥h∥)

avec
ax(h) = 2

∥x∥2
(⟨u(x), h⟩ − ⟨x, h⟩f(x)) =

〈2(u(x)− f(x)x)
∥x∥2

, h

〉
.

Ainsi, f est différentiable en x pour tout x ∈ E\{0} et

dfx(h) =
〈2(u(x)− xf(x))

∥x∥2
, h

〉
et ∇f(x) = 2(u(x)− f(x)x)

∥x∥2
.

3. Montrons donc le théorème spectral par récurrence sur la dimension de E.

• Si n = 1, c’est clair.
• Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n − 1. La question 1 nous a donné a ∈ S tel que

inf
x∈E\{0}

f(x) = f(a). Puisque {0} est un fermé, E\{0} est un ouvert donc tout extremum de f dans

E\{0} est point critique de f car f y est différentiable. Ainsi, ∇f(a) = 0 donc u(a)− f(a)a = 0 et
u(a) = f(a)a : a est non nul donc a est vecteur propre pour u pour la valeur propre f(a).

• Si Ef(a)(u) = E, alors u = f(a)IdE donc u est diagonalisable en base orthonormée.
• Si ce n’est pas le cas, comme Ef(a)(u) est stable par u et u est symétrique, l’orthogonal(
Ef(a)(u)

)⊥
est stable par u∗ = u. Ainsi, on peut définir ũ l’induit par u sur

(
Ef(a)(u)

)⊥
.

Par hypothèse de récurrence, comme dim
((
Ef(a)(u)

)⊥
)
∈ [[1, n− 1]], on dispose d’une base de(

Ef(a)(u)
)⊥

de diagonalisation orthonormée pour ũ.

En concaténant une base de Ef(a)(u) et la base précédente, on obtient une base de diagonalisation
orthonormée de u. Le théorème spectral est démontré pour la dimension n.

Par principe de récurrence, le théorème spectral est démontré.

Exercice 120. Déterminer les triangles d’aire maximale dans un cercle de centre 0 de rayon 1.

Corrigé : Tout d’abord, une première esquisse. Soit C cercle de centre 0 de rayon 1. Soit f : (A,B,C) ∈
C3 7→ AABC ∈ R où l’on note AABC aire du triangle ABC. Alors

AABC =
det

(−−→
AB,

−→
AC

)
2

où A,B,C sont rangés dans le sens direct. On cherche à maximiser f . Déjà, en notant Rθ rotation d’angle θ,
on a

−−−−−−−−−→
Rθ(A)Rθ(B) = Rθ

(−−→
AB

)
.

Ainsi, pour tout A,B,C ∈ C3, on a

f(Rθ(A), Rθ(B), Rθ(C)) =
det

(−−−−−−−−−→
Rθ(A)Rθ(B),

−−−−−−−−−→
Rθ(A)Rθ(C)

)
2 = det(Rθ)

det
(−−→
AB,

−→
AC

)
2 = f(A,B,C)

car une matrice de rotation est de déterminant 1. Par ailleurs, f(A,B,C) = f(A,C,B). Ainsi, le problème
est invariant par rotation et par orientation. On peut donc poser A = (1, 0), B = (cos(θ), sin(θ)) et C =
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(cos(θ′), sin(θ′)) avec 0 ≤ θ ≤ θ′ ≤ 2π. Avec ces notations,

AABC = 1
2

∣∣∣∣∣cos(θ)− 1 cos(θ′)− 1
sin(θ) sin(θ′)

∣∣∣∣∣
= 1

2

∣∣∣∣∣ −2 sin2(θ/2) −2 sin2(θ′/2)
2 cos(θ/2) sin(θ/2) 2 cos(θ′/2) sin(θ′/2)

∣∣∣∣∣
= 2 sin(θ/2) sin(θ′/2)

∣∣∣∣∣− sin(θ/2) − sin(θ′/2)
cos(θ/2) cos(θ′/2)

∣∣∣∣∣
= 2 sin

(
θ

2

)
sin
(
θ′

2

)
sin
(
θ − θ′

2

)
=: g(θ, θ′).

Soit D le domaine qu’on cherche à optimiser D = {(θ, θ′) : 0 ≤ θ ≤ θ′ ≤ 2π}. Par définition,

∂D =
(
{θ = 0} ∪ {θ′ = 2π} ∪ {θ = θ′}

)
∩D.

Ainsi, g est nulle sur ∂D et est strictement positive sur
◦
D. Par compacité de D et continuité de g, le maximum

de g existe et est atteint en un point critique. On calcule donc les dérivées partielles :

∀(θ, θ′) ∈
◦
D,

∂g

∂θ
(θ, θ′) = 2 sin

(
θ′

2

)(1
2 cos

(
θ

2

)
sin
(
θ′ − θ

2

)
− 1

2 sin
(
θ

2

)
cos

(
θ′ − θ

2

))
= sin

(
θ′

2

)
sin
(
θ′

2 − θ
)
.

De même, j’ai
∀(θ, θ′) ∈

◦
D,

∂g

∂θ′ (θ, θ
′) = sin

(
θ

2

)
sin
(
θ

2 − θ
′
)
.

Sur l’intérieur de D, les sin d’angle moitié ne s’annule jamais donc (θ, θ′) est point critique si, et seulement si
sin
(
θ′

2 − θ
)

= 0

sin
(
θ

2 − θ
′
)

= 0
⇐⇒

{
∃k ∈ Z, 2θ′ − θ = 2kπ
∃K ∈ Z, 2θ − θ′ = 2Kπ

⇐⇒
{
∃k ∈ Z, 2θ′ − θ = 2kπ
∃K ∈ Z, 3θ = (4K + 2k)π

⇐⇒

 ∃k ∈ Z, 6θ′ − 4Kπ − 2Kπ = 2kπ
∃K ∈ Z, θ = 4K + 2k

3 π

⇐⇒


∃k ∈ Z, θ′ = 4π

3 (K + k)

∃K ∈ Z, θ = 2π
3 (2K + k)

.

On conserve les solutions dans
◦
D à savoir K = 0 et k = 1. On a alors

θ′ = 4π
3 , θ = 2π

3
donc

AABC = g

(2π
3 ,

4π
3

)
= 3
√

3
4 .

Remarque : si on veut un cercle de rayon quelconque noté R, alors l’aire est multiplié par R2. L’exercice
original était pour une ellipse. Toute ellipse se ramène à un cercle par une transformation très simple. En
effet, l’équation cartésienne d’une ellipse est(

x

a

)2
+
(
y

b

)2
= 1 ; (E)
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où a, b > 0 désigne respectivement le demi-grand axe et demi-petit axe. On considère alors φ : (x, y) ∈ R2 7→
(ax, by) ∈ R2. Alors φ(C) = E. En effet, pour x, y ∈ R, notons (u, v) = φ(x, y). On a alors

1 = x2 + y2 =
(
u

a

)2
+
(
v

b

)2
.

Ainsi, (u, v) ∈ E. Par ailleurs, φ est clairement C1 et bijective : sa réciproque aussi est clairement C1 (on parle
de C1-difféomorphisme). Comme det(φ) = ab > 0, on obtient que abAABC = Aφ(ABC) où φ(ABC) désigne le
triangle transformé par φ (il suffit de dessiner le triangle φ(A)φ(B)φ(C)).

Exercice 121. Soit f : Rn → R de classe C1. On suppose qu’il existe α ∈ R+∗ tel que

∀x, y ∈ Rn, f(y)− f(x) ≥ ⟨∇f(x), y − x⟩+ α

2 ∥y − x∥
2.

1. Montrer que f est coercive (i.e. f(x) −→
∥x∥→+∞

+∞).

2. En déduire que f admet un minimum que l’on va noter a.
3. Montrer que ce minimum est unique. En déduire que pour tout x ∈ Rn, ∇f(x) = 0⇐⇒ x = a.
4. Soit x ∈ Rn\{a}. On note φx : t ∈ R 7→ f(x + t∇f(x)) ∈ R. Montrer que φx admet un et unique

minimum noté tn,x.
5. On construit la suite récurrente x0 ∈ Rn,∀n ∈ N, xn+1 = xn + tn,xndn où dn = ∇f(xn) et

tn,x =
{

0 si x = a
0 sinon . On souhaite montrer que (xn)n converge vers le zéro de ∇f .

(a) Montrer que s’il existe n0 ∈ N telle que xn0 = a, alors (xn)n stationne. On suppose dans la
suite que ce n’est jamais le cas.

(b) Montrer que (f(xn))n∈N est décroissante.
(c) En déduire qu’à une sous-suite près, (xn)n converge, disons vers x.
(d) En déduire que ∥∇f(x)∥2 = 0.
(e) Conclure.

Corrigé :
1. Soit x ∈ Rn. Alors

f(x) ≥ f(0) + ⟨∇f(0), x⟩+ α

2 ∥x∥
2 −→

∥x∥→+∞
+∞.

Ainsi, f est coercive.
2. En particulier, il existe A > 0 tel que ∀∥x∥ > A, f(x) ≥ f(0). Sur le compact Bf (0, A), f est continue

donc admet un minimum noté a. Ainsi, f(0) ≥ a et ∀x ∈ Rn, f(x) ≥ a.
3. Soit b un minimum de f . Alors

f(b)− f(a) = 0 ≥ ⟨∇f(a), b− a⟩+ α

2 ∥b− a∥
2

mais a est point critique donc 0 ≥ ∥b− a∥2 : b = a. On en déduit que si ∇f(x) = 0, alors par coercivité,
f(a)− f(x) ≥ 0 + α

2 ∥a− x∥
2 donc f(x) ≤ f(a). Par minimalité de f en a, f(x) = f(a) et par unicité du

minimiseur, x = a.
4. Supposons que ∇f(x) ̸= 0. φ est coercive par composition de limite. Par continuité, elle admet un

minimum. Il manque l’unicité. Ce minimum est point critique, disons t0. On a donc φ′(t0) = 0. Or,

∀t ∈ R, φ′(t) = dfx+t∇f(x)(∇f(x)) = ⟨∇f(x+ t∇f),∇f(x)⟩.

En t = t0, on a donc
⟨∇f(x+ t0∇f),∇f(x)⟩ = 0.
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(c’est important, on va l’utiliser à (⋆)). On a alors

φ(t) = f(x+ t∇f(x)) ≥ f(x+ t0∇f(x)) + ⟨∇f(x+ t0∇f), (t− t0)∇f(x)⟩+ α

2 (t− t0)2∥∇f(x)∥2

donc φ(t) > φ(t0) pour tout t ̸= t0. On a bien unicité du minimum.
5. (a) Supposons que xn0 = a. Alors ∇f(xn0) = 0 donc xn0+1 = xn0 + 0× 0 et la suite stationne à partir

du rang n0.
(b) Soit n ∈ N. On a xn+1 = xn + tn,xn∇f(xn) donc

f(xn+1) = f(xn + tn,xn∇f(xn)) = φxn(tn,xn) ≤ φxn(tn,xn) = f(xn + 0∇f(xn)) = f(xn).

(c) Comme f est coercive, il existe A > 0 tel que ∀∥x∥ > A, f(x) ≥ f(x0). Par la question précé-
dente, ∀n ∈ N, f(xn) ≤ f(x0) donc par contraposée, ∀n ∈ N, ∥xn∥ ≤ A. Ainsi, la suite (xn)n vit
dans Bf (0, A) qui est compacte (fermée bornée en dimension finie). Elle admet donc une sous-suite
convergente, notée (xφ(n))n et on note x la limite.

(d) On écrit, pour tout n ∈ N,

f(xn+1)− f(xn) = ⟨∇f(xn+1), tn,xn∇f(xn)⟩︸ ︷︷ ︸
=0 par (⋆)

+α

2 ∥xn+1 − xn∥2 ≥ 0.

Comme (f(xn))n est décroissante minorée (par le minimum de f qu’est a), elle converge donc par
encadrement, ∥xn+1 − xn∥2 −→

n→+∞
0. On en déduit que

0 = ⟨∇f(xφ(n)+1,∇f(xφ(n))⟩ −→
n→+∞

⟨∇f(x),∇f(x)⟩ = ∥∇f(x)∥2

puisque ⟨·, ·⟩ est continue de Rn × Rn dans R, ∇f est continue sur Rn par le caractère C1 de f sur
Rn et que

xφ(n)+1 = xφ(n)+1 − xφ(n)︸ ︷︷ ︸
−→

n→+∞
0

+xφ(n) −→
n→+∞

x.

(e) Ainsi, ∇f(x) = 0 donc x = a. Ainsi, (xn)n admet une unique valeur d’adhérence qu’est a : comme
elle est à valeurs dans un compact, elle converge.
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