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Chen Thomas

Avant-propos

Ce document est I'aventure en kholles de Mathématiques avec Thomas Chen et les MP* de la promotion
2024-2025 du lycée Louis Pasteur a Neuilly-sur-Seine. Chaque chapitre correspond a un programme de kholle,
prédéfini par Franck Taieb, professeur de mathématiques en MP* au lycée Louis Pasteur. Un chapitre contient
deux structures : des exercices de difficultés variées, normalement tous exempt d’erreurs, complétés par des
éléments de corrections. La locution « éléments de corrections » est cruciale. Je ne garantis pas avoir la rédaction
suffisante digne des concours pour tous les exercices. Ils sont la pour que vous soyez suffisamment aiguillés pour
conclure.

Rappelons que ces exercices ont été donnés en kholle : la présence d’un examinateur est trés souvent
nécessaire pour cadrer vos recherches, et vous guider via quelques indications. Il est donc normal que certains
exercices vous paraissent tres difficile. C’est en cela que sert une correction. Toutefois, pour juger la difficulté
d’un exercice, il faut s’y pencher un minimum. Selon le temps que vous avez, je préconise au moins 10 minutes
afin d’exploiter vos pistes.

Ces exercices sont inspirés de différentes sources : livres, extraits d’oraux, planche de TD et divers exercices
que j’ai pu croiser tout au long de mes études.

L’ouvrage a été entierement écrit par ma main, et directement sur le compilateur : ils ne sont donc pas
forcément exempt de coquilles. Si vous en voyez une, aussi petite soit elle, je vous serai gré de me le signaler
par mail :

thomaschen(dot)maths[at]gmail(dot)com

Bonne lecture! Thomas Chen.
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Chapitre 1

Rappels d’analyse de MPSI

Exercice 1. Soit a > 0,u; > 0 et Vn € N* up41 = up, +

n%u,
1. Déterminer la convergence ou divergence de (uy)nen+ en fonction de la valeur de a.
2. Dans ce cas ou (up)nen+ diverge, donner un équivalent de (up,)n,.

3. Dauns le cas ou (uy)nen+ converge, en notant £ la limite de (uy,),, donner un équivalent de (u, — ),
(le résultat peut s’exprimer a l’aide de /).

Corrigé :

1. Déja, par une récurrence immédiate, (u,)nen+ est définie et est strictement positive (il suffit de poser
H, : u, existe et u, > 0 pour n € N*). Ainsi,

1
Vn € N upiq — Uy = >0
n%uy,
donc
N N N 1 X1
VN € N Upt] — Up = UNL] — U] = < = — —_—.
’Z me T - Znaun_zn"‘m up =~ n®
n=1 n=1 n=1 n=1

Ainsi, si a > 1, par comparaison, (uy)nen+ converge.

Supposons maintenant que (uy,)nen+ converge. Alors la série Z Up+1 — Uy converge aussi par télescopage.

n>1
On en déduit la convergence de
> o
1 nuy,
1 1

mais en notant ¢, la limite de (uy)nen+, on a

~ ——. Par comparaison, on en déduit que la
nu, n—+oo Nl

convergence de (up)nen+ entraine o > 1.
2. On se place dans le cas « €]0, 1]. Comme tout systéme dynamique de la forme un+1 = f(uy,) avec f(x)—x

qui est équivalent a un mondme lorsque x — lim 1wy, il est intéressant (non nécessairement fructueus
n—-+oo

a priori) de considérer ugﬂ —uf pour un B bien choisi. On a

IR IS
VnGN*,u§+1—u£:<un+ > —uﬁ:u§<<1+ ) —1)
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Ainsi, poser 8 = 2 semble pertinent car cela permet de simplifier les puissances de u,. Soit donc [ = 2.

On a
2

VneN w2 ., —u?2 ~ —.
Untl " n—+4oco N

Par comparaison, la série E u? 11— u? diverge et par le théoreme de sommation des équivalents (les
n>1
termes généraux considérés étant positifs), on a

n
2t~ 3 20 T

k=1 k=1

A gauche, c’est équivalent & u? 41 qui est équivalent a u? en +oo (il suffit de diviser par u,, dans la relation

de récurrence pour s’en convaincre) et a droite, par une comparaison série-intégrale, c’est clair que c’est
11—«

équivalent a 1 quand « €]0, 1] et In(n) si a = 1.

-
Ainsi,
e Siaa=1, alors u ~ +/In(n).
’ " n—4o00o ( )
nlfa

o Sia€]0,1], alors u, WA T

3. Soit a > 1. Pour obtenir l'ordre d’aprés dans un développement asymptotique f(x) = g(x) + o(h(x)) -

donc essayer d’expliciter de o(h(x)) —, on considére souvent f(x) — g(x) et on regarde ce qu’on peut en
faire. Posons v, = u, — £ pour n > 1. Alors

1
Ul = Unt1 —L=up — L+ —— =v + ——.
nup, nuy,

Ainsi, comme

1 1
~ ——, et que E — converge, par le théoréme de sommation des équivalents
n%u,, n—+oo N ne

(les suites considérées sont positives), on a

—+oo —+o00 1

v —v ~ —_—.
DUk U D
k=n k=n

A gauche, c’est équivalent a —wv, puisque v, — 0 et & droite, par une comparaison série-intégrale,

n—-+o0o
: . o 11 1
c’est clair que c’est équivalent a —

7 [ma 1" On en déduit que
a—1n

1 1

n @~ .
n—too 1 — aq fno—1

Ainsi,
_y 1 1 1
tn = O T et T Onee (et )
[ Exercice 2. On souhaite montrer le théoréme suivant. ]
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CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE DE MPSI Chen Thomas

Théoréme 1.1. Soit f une fonction définie au voisinage de 0 vérifiant f(z) = x — axP™ +
B?PTL + 0y o(2?PTL) avec a € RY, B € R*,p € N*. Alors il existe n > 0 tel que f([0,n]) C [0,7]

W—B#O, on a

N2 07 1 \'?In(n) In(n)
= <pnoz> - pla? (pna) o onee A5 )

1. Montrer I’existence de 7.

et en posant ug €]0,7] et upt1 = f(un) pour tout n € N, si~y :=

2. Montrer alors que (uy,), est bien définie et qu’elle tend vers 0.

3. Etablir un développement asymptotique de U1 — Uy, pour n au voisinage de +o0o0. On choisira un
«a convenable.

4. En déduire le théoreme.

Corrigé :
1. Puisque f(z) vérifie ce développement limité, je peux trouver g, h continues au voisinage de 0 (car f ’est)
telles que dans ce voisinage

o fz)=xg(2),
o v — f(x) = azPth(z),

Ainsi, il existe n > 0 tel que
Vz €]0,7],g(x) > 0,h(z) > 0.

Ainsi,
Va €]0,7], f(x) > 0,2 — f(x) > 0.
Ainsi, n > z > f(x) ce qui donne f(]0,7]) C]0,n).
2. Soit ug €]0,7n] C]0,n]. Alors (uy,), est bien définie par le point précédent. Par ailleurs,

Vn € N u, — f(uy) >0

i.e. (un)n est décroissante. Etant minorée par 0, elle converge dans [0,7] par le théoréme de la limite

monotone. De fait, soit £ € R telle que u, j ¢. Alors 1'égalité vraie pour tout n € N up11 = f(uy)
passe a la limite en £ = f(¢). Or, pour tout ¢ €]0,7|, £ # f(¢). Donc { =0 et u, — 0.

n—-4o0o

3. Faisons I'analogie avec les équations différentielles.

7

L’idée « analogie » est la suivante :

~ +1
Un41 — Up = aub ™.
—_———

~u/

!/

. U Y
Donc u’ ~ auPT! ce qui donne —g Ra En intégrant, on a
U
1 !/
(> ~ constante.
ub
, < Lo .

On s’attend donc a ce que —5— — — soit a peu pres constante.

un+1 Un
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CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE DE MPSI Chen Thomas

Regardons donc la quantité

ub o oup
pour n € N* et p € N*. Cette quantité est bien définie car uy €]0, 7] et cet intervalle est stable par f donc

Vn € N,u, > 0. On a, puisque u,, — 0
n—-+o0o

Uty = up? = (f(un)) ™" =, P
= (un - aug—’—l + Buipﬁ—l + Onﬁ+00(u72zp+1))_p —u,”
_ -p
=u,? [(1 — au? + Bu?P + On%Jroo(uip)) - 1]
=u,” (1 — (=p) (—ozuﬁ + Buip> +

_ —(p+1
=u,” (pauﬁ -p (,3 + (p)a2> uip + on_>+oo(u%p)>

—auP 2p 2 _ 2p
Uy, + /Bun 1+ On—+o0 (un )

2

On en déduit

-p —-p
Uu — U — .
n+1 n b

Par le théoréme de Cesaro (ou sommation des équivalents car o # 0), on a

n

-p P
Z“kﬂ U o TP
k=1

Par télescopage, on en déduit :
-p
U ~  npa
n+l1 n—-+00 P

et on a u, W0 Un+1 puisque f(z)/x = 1. On a donc
1 \r
o ()

n—+o00 \ NP

—p —p P » 1 px1/p v
Uptp = Up — PO = PYUy + 0n—>+00(un) n;ioo py (Tm) B an

Avec ceci,

donc par le théoreme de sommation des équivalents, puisque T > 0 pour tout n € N*, on a
an

n
- - v
Z uk_fl —u,” —pan it In(n).
k=1

~ u;p
n—-+oo

Ainsi,

u, ¥ = pan + gln(n) + 0n—s+o00(In(n))

= pan (1 + pl;nin) + On— 400 (lnén))) .
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CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE DE MPSI Chen Thomas

Ainsi, en passant a exposant —1/p, on a

(o 5 (B

() [ o ()]

1 \Y/7 v 1 \'?1In(n) In(n)
Up = | — — 5 5 + On—+00 141 )
pno peas \ pno n n'to
Exercice 3. On définit la suite suivante :

0 - { ug €]0, 7|

Up4+1 = sin(uy,)

Finalement,

Montrer que (uy), est bien définie et montrer qu’elle converge en 0. Etablir un développement asymp-
totique de (uy), a lordre 2.

. J

Corrigé : Dans toute la suite, je pose f : x + sin(x) —x sur [0, 7]. f est dérivable, de dérivée x +— cos(z)—1,
qui est tout le temps négative. Autrement dit, f est décroissante. Mais f(0) = 0. Donc f est négative, puis
sin(z) < x, pour tout = dans [0,7][. Un développement limité en 0 de la fonction sin me dit que f(x) =
—23/6 + 0p50(2?®). Autrement dit, au voisinage de 07, f est strictement négative. On sait par ailleurs que f
décroit. Donc f est strictement négative sur |0, 7). Mais f(0) = 0. Donc la seule solution de I’équation est 0.
Soit u, fixé. Alors j’ai immédiatement

0 <sinup = upy1 < Up.

Il reste a montrer qu’elle est minorée par 0. Comme f stabilise [0, 1], Vn € N,u,, > 0 donc (uy,)nen converge
par le théoréme de la limite monotone. On note ¢, la limite. Alors dans ’égalité u,1 = sin(u,,), 'égalité passe
a la limite en ¢ = sin(¢). Ainsi, on a que ¢ = 0.

L’astuce machiavélique est de considérer u? 41 — ub avec p = —2 (pour trouver, faites un développement
asymptotique de u? 41 — ub, puis choisissez un p convenable).

Au voisinage de 400, on a

6

»
:u;Z 1—E"+on%+oo(u%) -1

2

u

3 -2
_ _ . _ _ u _
un—?—l - un2 = (Sln(un)) 2 un2 = (un - + OTLHJrOO(u?z)) - un2

1
= 5+ Onsioo(l).

3
1 “Z‘:l 11 1 ( 11 >
n = uiﬂ up  n\u  u@)’
Mais je sais que le terme de gauche converge vers % d’apres le théoreme de Cesaro, puisque la limite du terme
général est % Autrement dit, I’égalité passe a la limite en :

1 ) 1 1 1
7= lim —f-—5———
3 notoon \u; . ug
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CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE DE MPSI Chen Thomas

Autrement dit,

Et donc :

n—-+oo n

-2

1
Pour pousser 1’équivalent, il faut pousser le développement asymptotique U;er —u,’ = 3 puis utiliser le

théoreme de sommations des équivalents.

Exercice 4. Soit (E, ||-]|), un R-espace vectoriel muni d’une norme sur E. On dit qu’une suite (uy)nen €
EN est une suite de Cauchy lorsque

Ve > 0,IN € N,Vp,q > N, |lup — ug|| < e.

1. Montrer que si £ = R, une suite est de Cauchy si, et seulement si, elle converge. Indication : on
pourra montrer que (uy)n, admet une valeur d’adhérence.

2. On se place dans le cas général. On dit que E est complet lorsque pour toute suite (uy)neny € EY,
si u est de Cauchy, alors u converge. Montrer que E est complet si, et seulement si, toute série
absolument convergente est convergente. Indication : on pourra trouver une extraction @ de sorte
3 Upng1) = Upm)ll s0it convergente.

Corrigé :
1. Soit u une suite réelle convergente. Notons £ sa limite. Soit £ > 0. Soit N € N tel que Vn > N, |u,, — ¢] <
/2. Soit p,q > N. Alors |u, — ug| < |up — €| + |ug — €| < 2¢/2 = ¢ donc u est de Cauchy.

Réciproquement, montrons un lemme.

Lemme 1.2. Une suite de Cauchy de E est bornée.

Démonstration. Soit u de Cauchy. Soit € > 0. Il existe alors N € N tel que Vp > N, |Ju, — un| < e. Soit
M = max||u||. Alors :
[0,]

vn € [0, NT, [lunll < M 5 ¥n > N, |up| < e+ [lunl].

Ainsi, u est bornée par max(M, e + [|un||). O

Soit maintenant u une suite réelle de Cauchy. Alors u est bornée, disons par M. u est a valeurs dans
[—M, M] qui est un compact de K. Montrons alors que u n’a qu’une valeur d’adhérence (un résultat du
cours nous dit alors que u converge). Soit £, ¢’ deux valeurs d’adhérence de u. Soit ¢, deux extractions

telles que ug(p) TH—+>OO 4y Uy (n) TH—+>OO ¢'. Soit € > 0. 1l existe un rang N € N tel que :

(a) Vp,q 2 N, Jup — ug| <,
(b) Vn > N, |u¢,(n) —/ <e,
(C) Vn > .7\f7 |u,¢,(n) - f’ <e.
Puisque ¥(n) >n > N,p(n) >n > N, on a

€ =] = 1€ = Up(n) + Ugp(n) = Ugp(n) + Ugp(n) — €] < gy = £+ [ty = £+ [tpm) — ugm)| < 3¢

(cette inégalité, que j'appelle inégalité carrée, est une « méthode » & connaitre : pour aller & un point
A & un point D, mieux vaut faire la ligne droite que de passer par B puis par C.) Ainsi, pour tout
e>0),|¢ — | <3edonc £ =/{. Ainsi, u admet une unique valeur d’adhérence donc converge.
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CHAPITRE 1. RAPPELS D’ANALYSE DE MPSI Chen Thomas

n
2. Supposons que E est complet. Soit (uy,), une suite de E et S, = Zuk On suppose que la série

k=0
n

(Sn)n converge absolument, ce qui veut dire que Z ||uk|| converge quand n — +o0o ce qui signifie que

k=0
“+oo
Z llug]] —> 0. Soit donc € > 0. Soit N € N tel que Vn > N
[t n——+00
+o0o
Z lukll < e.
k=N+1

Soit p > q¢ > N. Alors
qg—1 q—1
18p = Sall = || > unf < D llusll <e.
k=p k=p

Alors (Sy,), est de Cauchy donc converge.
Réciproquement, la stratégie repose sur le lemme plus général suivant que 'on démontrera apres.

Lemme 1.3. Si u est de Cauchy sur E et a une valeur d’adhérence, elle converge.

Supposons que toute série absolument convergente converge. Soit u une suite de Cauchy dans E. Soit
e > 0. Il existe alors N € NH tel que Vp,g > N, |lup — uq|| < e. Construisions une extraction ¢
par récurrence. Une premiére remarque que si on prend k € N, alors il existe un entier ¢(k) tel que

1 L
Vp,q > p(k), ||up — uql| < o Ce qui implique que ¥p > @(k), [|up — upyp)ll < ok
(a) Il existe (0) € N tel que Vp > (0), [lup — uy@)ll < 1.

1
(b) Il existe p(1) € N tel que Vp > (1), [[up — ugym)l| < 7 On peut alors supposer que ¢(1) > ¢(0).

1
(c) On construit ainsi par récurrence (k) > @(k — 1) tel que ¥p > @(k), [[up — upr)ll < o

1
Soit Vp = Ug(nt1) — Up(n)- Alors [[v, ]| < on bar construction. De fait, la série Zvn converge absolument

donc converge par hypothese. Par télescopage, cela revient a dire que (uy(n))n converge. u est une suite
de Cauchy admettant une valeur d’adhérence : elle converge.

Démonstration. Montrons le lemme. Soit u de Cauchy dans E. Soit € > 0. Soit N € N tel que Vp,q >
N, [Jup — ugl| < €. Soit ¢ une extraction telle que (uy(y))n converge, disons vers £. Il existe alors un rang
no tel que Vn > no, [[uym) — €| <e.

Soit n; = max(N,ng). Alors ¥n > ni,n > N,¢(n) > n > N,n > 0. De fait,

Vn > nq, Hun - ZH < Hun - ucp(n)” + Hucp(n) - €|| < 2e.

Ainsi, u converge. O

Exercice 5. Montrer qu’une fonction continue sur R et périodique est uniformément continue sur R.

Corrigé : Disons T' > 0, la période. Fixons £ > 0. Par le théoréme de Heine, f est uniformément continue
sur le segment [T, 27 : il existe donc nn > 0,Vx,y € [-T1,27], |z —y| < n = |f(zx) — f(y)| < e. On peut
supposer n < T (si n > T, la propriété est vraie pour 7" en particulier). Soit donc z,y tel que |z —y| < n. x
est alors compris entre k7" et (k + 1)T pour un certain k. Alors 2’ = ¢ — kT € [0,T]. Puisque |z —y| <n < T,
onay :=y— kT € [-T,2T). Puisque |2/ — /| = |z —y| <net que 2’y € [-T,2T], on a |f(a') — f(¢)| <e.
Mais (') = f(x), f(y') = f(y) donc | f(z) — f(y)| <.

1. cet entier dépend de k
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Chapitre 2

Suites et séries de fonctions

Exercice 6. Soit (a,)nen une suite positive décroissante. Pour tout n € N, on note

fo: [0,1] — R
x = apa™(l—x)

1. Montrer que Z fn converge simplement sur [0, 1], disons vers f.

n>0
Montrer que f converge normalement sur [0, 7] pour tout r €]0, 1.
Etablir une CNS en fonction de (a,), pour la convergence normale de f.

Etablir une CNS en fonction de (a,), pour la convergence uniforme de f.

o> 89S

Trouver une suite (ay,), telle que f converge uniformément mais pas normalement.

Corrigé :

1. Soit z € [0,1]. Si x = 1, fn(z) = 0 pour tout n € N. Sinon, (a,) est décroissante positive donc elle est
bornée. Ainsi,

ant™ (1 — ) = Op—too(z™)

et x € [0, 1] entraine la convergence de Z 2. Par comparaison, Z fn(z) converge. Ainsi, Z fn converge
simplement.

2. Soir 7 €]0,1[. Soit n € N. On a
Vo € [0,r], | fn(z)] = ana" (1 — ) < apr"

donc || fnlloc = On—40o(r™) donc par comparaison, on a la convergence normale de f sur tout segment

de [0, 1].
3. Calculons || fu]lco pour n € N. Soit n € N*. On a f/(x) = a2 '(n — (n + 1)x). Ainsi, f, croit sur
0, o puis décroit jusqu’a 1. Par positivité de f,,, on en déduit que || fn|lco = fn ), Or,
n+1 n+1
" 1IN 1
() (=)= (+3)

n+1 n+1 n n+1

N——— N——

— e 1 1

n—+oo ~ —

n—+oon,

. (79} . . Qp,
Ainsi, || fullo ~ — donc f converge normalement si, et seulement si, Z — converge.
n—+o0o0 ne n

4. Estimons R, (z) pour tous x € [0,1] et n > 1. Par décroissance de (ap)n, on en déduit que

“+oo —+00
0 < Ry(x)= Z akxk(l —x) < apy1 Z :ck(l — ) = apy1 (m”+1 — O) < Apy1-
k=n+1 k=n+1

11
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Ainsi, 0 < [|Rpllco < Gpt1 donce sia, — 0, alors [|[Ryllcc — 0.
n—-+o0o n—-+o0o

Supposons maintenant que (a, ), ne tend pas vers 0. En vertu du théoréeme de la limite monotone, (ay,)y,
converge, disons vers ¢ vérifiant ¢ = inf {a,, : n € N*} > 0. £ # 0 par hypothese et donc £ > 0. Ainsi,
| —

C[O,ao]
+o0 +o00o
Vz € ]0,1],Yn € N*, R, (z) = Z apz®(1 —x) >/ Z 281 — x) = 2™
k=n+1 k=n+1

Puisque ||Ry|lcc > Ryn(z) pour tout = € [0, 1] et pour tout n € N*, on a
vz € [0,1],Vn € N*, || Ry |loo > £z
L’inégalité passe donc au sup a droite en
Vn € N* | Rpl|ec > ¢ > 0.

Ainsi, ||R,||c ne tend pas vers 0 quand n — +o0o. Ainsi, f converge uniformément si, et seulement si,

a, — 0.
n—-+oo

5. Par le critere de Bertrand, a,, = pour tout n € N convient.

In(n + 2)

xe—nw

" In(n)

Exercice 7. Soit n > 2,z > 0 et f,(x)

1. Montrer que Z fn converge simplement sur R™, disons vers f.

2. Montrer que f ne converge pas normalement sur Rt mais sur [a, +o0o[ pour tout a > 0.
3. Montrer que f converge uniformément sur R*.
4.

Etablir un équivalent de f(z) quand z — +oo.

Corrigé :
me—nm
1. D’abord la convergence simple. Soit z € R*. Alors pour tout n > 2, u,(z) = n(n) Six=0,uy(x)=0.
n(n
Sinon,
2 nw

n‘re™
In(n) n—too

par croissances comparées. Ainsi,
2
Un(Z) = Op—s400(1/n7)
donc E un(x) converge. Ainsi, la série E u, converge simplement.

2. La convergence n’est pas normale sur tout RT. En effet, calculons ||u,||« pour tout n € N>o. Pour cela,
étudions la fonction f, : x — xe™™* pour tout n > 2. On a :

Vo >0, fl(x) =e ™ —nre " = e " (1 — nx).

Lt e = ln(ln)fn(l/n) -

In(n)

Ainsi, f,, est extrémale en —, croissante puis décroissante. Ainsi, ||uy||co =
n

1 e !
In( )— pour tout m > 2. Ainsi, par le critére de Bertrand (hors-programme je rappelle), on a la
n(n) n
-1
divergence de Z donc la divergence de Z ||t co-
= In(n) =
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CHAPITRE 2. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS Chen Thomas

Par contre, la convergence est normale sur tout intervalle [a,4+o00[,a > 0. En effet, soit a > 0 et z > a.
1

Alors il existe N assez grand tel que Vn > N, — < a ce qui signifie qu’a partir de ce N (ce N vaut donc
n

[1/a] 4+ 1), on a f,, qui décroit sur [a, +o00[ ce qui signifie que
Vn = N, || folleo = fn(a) = ae™.

Ainsi,
1

> lunlloo = mae_m-

k>N k>N

Cette série converge bien évidemment ce qui entraine la convergence normale de E Uy sur [a, +oo[ pour
tout a > 0.

3. Soit n > 1. Soit > 0. Le reste R, (z) s’écrit alors

+ - + - + -
> i :f > nir ’”1 e > (- 1 a;:<"1+1>ff 1)
Pt n(k) M) n(n+1) In(n+ )k:n+1 (I1—e*)In(n+1)
Ainsi,
—(n+1)z —nx
e x e x
M 0,|R < = . 2.1
z>0,] n($)|_ln(n+1)l—e—x In(n+1)e* —1 21)
Or, f:z— xx 1 tend vers 0 en 400 donc il existe A telle que f est bornée sur [A, +oo[. Par ailleurs,
T _

f est bornée sur [0, A] par le théoréme des bornes atteintes (f est prolongeable par continuité en 0) : f
est donc bornée sur [0, +o00[, disons par M. On a donc

<1
—~
e " T e ™M < M
In(n+1)e*—1 " In(n+1) ~ In(n+1)
Ainsi,
M
R < —
| Bnlloo < In(n+1)

ce qui conclut quant a la convergence uniforme de E U -

4. On a
2z 400

xre xre
1@ =1 *;;; n(n)
—_———

Ra(z)

nT

xe—Qr

In(2)
évidemment). Pour cela, on va essayer d’avoir une estimation de Rg(x). J'ai choisi de prendre la plus
précise, a savoir celle que j’ai notée (8.1). On a

On veut alors montrer que R2(Z) = 0z—400 ( > (on peut enlever le In(2) dans le petit o bien

—2x —2x
e T Te 1
vz >0, |R < = = —2z),
>0, Ra(w)] < In(3)e* — 1 In(3) e*—1 Oa—-too(we™™)
N——
ac—>+ooo

Ceci montre donc que Ra(7) = 04 s 400(ze™2%) ce qui montre que

—2x
flz) = % + 0gos 400 (zE727).
Ainsi,
—2x
f(@) =

at—;\—Ji—oo In(2) '
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CHAPITRE 2. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS Chen Thomas

Exercice 8. Soit s € R. Soit I =]1,+o0[, on note pour s € I

+OO]-

() =3 =

s
n:ln

1
On note f, :s €l +— —.
nS

Montrer que ¢ converge simplement sur I.
Sur I, calculer || fy||cc pour tout n € N*. En déduire que ¢ ne converge pas normalement sur /.

Montrer que ¢ est continue sur I.

e

Montrer que ¢ est de classe C* sur I (cette question utilise le critére de Bertrand) et exprimer ses
dérivées.

En déduire que ¢ est convexe sur I.

Etudier les limites de ¢ sur le bord de I.

Etablir un développement asymptotique a deux termes de ¢ en 1.

L N & &

On souhaite montrer que ( est log-convexe sur I, c’est-a-dire, Ino{ =: f est convexe.

(a) Calculer f” et exprimer le résultat en fonction de ¢, ¢’, ¢".

(b) Montrer alors que f est convexe grace a I'inégalité de Cauchy-Schwarz (que ’on peut montrer
ou admettre) :

Théoréme 2.1 (Cauchy-Schwarz). On note £2(N*) = {u € RN : Z u? < oo p. Alors

n>1
pour toute suite u,v € (2(N*), on a
2
S| < (L) (02
n>1 n>1 n>1
9. On souhaite montrer ’identité suivante :

“+o0o “+o0o

1 1 1

Vs 1Y =] = _
n=1nS pE’Pl_pS k:ll_pk
ou l'on dénote P = {p1,--- , Pk, - - - } rangés dans l'ordre croissant. Remarque : en probabilités,

on montrera d’une autre maniére cette identité.

(a) Etablir I'existence du produit infini.

(b) On fixe un N € N*. Montrer qu’il existe un entier mg et un entier My tel que Ym > mg, VM >
Mo,

1

ns

N m M 1
V5>1,Z SHZ ikSSC(S)'
n=1 k=114,=0 (Pk)

Indication : on pourra réécrire le produit du milieu en une seule somme.
(c) Conclure.

10. En déduire que la somme des inverses des nombres premiers diverge.

Corrigé :

1
1. Soit s > 1. Alors par le critére de Riemann, la série Z — converge. Ainsi, ¢ converge simplement sur /.
n
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CHAPITRE 2. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS Chen Thomas

2. Soit n € N*. Alors s € I — (1/n)® est une fonction décroissante donc

1

sup |— e

sel

I
donc Z |l frlloo = Z - diverge.

Remarque 2.1. De fait, pour utiliser les théoréemes de régularités des séries de fonctions, on devra
se placer sur des intervalles [a, +00[ avec a > 1!

3. Soit a > 1. Soit n € N. Alors par décroissance de f,, sur [a,+oco[, on a

Swp [ ful)] = fulo) = -

z€la,+o0|

1
puisque f, est positive. Or, Z — converge par Riemann donc
n

Z ||fn||oo,[a,+oo[

converge. Ainsi, ¢ converge normalement sur [a, +oo[. La continuité de f,, sur [a, 00| entraine donc, par
le théoréme de continuité des séries de fonctions, la continuité de ¢ sur [a, +00[. Ceci étant vrai pour tout
a > 1,  est continue sur |1, +00[.

4. Utilisons le théoreme de régularité C*° des séries de fonctions. On a déja que ¢ converge simplement sur
I donc sur [a,+o00[ avec a > 1. Soit k € N, soit n € N*. Alors f,, € C*([a,+oo[,R) et

Vs > a, f,(Lk)(S) - M

nS
Ainsi,
1 In*f(n)
(k) — InF il
su s)|=In su = .
up 41)(5)| = () sup - = 2
", . . 1+4+a
On rappelle que le critére de Bertrand est hors-programme ! Puisque a > 1, soit v = > 1l,e =
—1 In*
a > 0. Ainsi, a = v+ ¢ et M — 0. Ainsi,
2 nté n—+oo
In®(n) B In®(n) 1 B 1
e e my Onotee |\ 5]

Ainsi, par comparaison et positivité de || fflk) |00, [a,+o00[> 12 série Z f,gk) converge normalement.

Par le théoréme de régularité C> des séries de fonctions, ¢ est de classe C* sur [a, +oo] et

o0 (L)
Vs > a,Vk € N, ¢®)(s Z ln().

Ceci étant valide pour tout a > 1, on en déduit que ¢ est de classe C* sur |1, +00] et

+

Vs e I,Vk e N, ¢W)(s) = = (=) In%(n)

nS

3
Il
i

5. ¢” est alors positive sur I en vertu de la question précédente assurant la convexité de ¢ sur I.
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6.

8.

Réalisons une comparaison série-intégrale. On a

n+1

o,

t 1 /n dt
< —< —.
s = s = Jq t5

Vs> 1,Vn € NZQ,/

n

&~

Ainsi, en sommant avec Chasles,

e 1
1 < <1 .
Vs > / () S

On déduit deux choses : puisque ¢ > 1, par encadrement, ¢ tend vers 1 en +oo. Aussi, au voisinage de

17, I'inégalité ci-dessus donne donc ((s) ~ .
s—1t s —1

On a déja obtenu le premier ordre. Pour avoir le deuxieme, il faut étre plus subtil dans la comparaison
série-intégrale. Pour cela, pour s € [1,2], on regarde

1 > 1 +oo /n+1 dt +oo /n+1 dt
s) — = — = —_— =
0 D B N O A 2; -
=:un(s)

On va vouloir intervertir limite et série. Pour cela, une convergence normale n’est pas de refus. On a

v v N* 1 1 n+1 n+1 d

€|1,2],vn e N' 0 < <——7:/ 2/ —t

8 [ ] n - un(s) — ns (n + 1)5 n terl

et on sait que E / t—th converge puisque par le critéere de Riemann, [; t—th converge. On a bien
n>1

convergence normale de la série donc par interversion limite-série,

((s) =

lim Zun = lim H,—-In(n+1)=

s—1 s—>1+ n—-+oo £ n——+00

Donc

1
() = — +7+ 00 (1),

(a) Clairement, ¢ > 0 donc par composition de fonctions, f est C*° sur I. En particulier,

! " 12
f/zg, // C C C

¢’ N
(b) On rappelle que
—In(n) In(n) —1
V3>1,C’(s):z - :Z Y Ryt
1 n>1 1 /2 no/?

In 1
Or, pour tout s > 1, <()> et <s> sont des termes généraux de séries convergentes donc
n n

1 -1
( n(n)) et </2) sont dans ¢2(N*). Ainsi, par Cauchy-Schwarz,
n n?

ns/2
tn(n) —1 ) In?(n)
n(n) —1 n“(n 1
Vs > 1, < S —

ce qui signifie exactement

Vs > 1,(¢'(5))? < ¢"(5)¢(5)-
Ainsi, Vs > 1,¢"(5)¢(s) — (¢'(s))? > 0 donc ¢"¢ — ¢"? > 0 donc f” >0 : f est convexe.
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9. (a) Pour qu'un produit infini existe, il suffit de regarder avec un In. En effet, soit s > 1.
n 1 n
vneN,ln<H ):—Zln(1—p,;8).
k=1

Pl Sl 0

Puisque In(1 — p,*) ~ p,* < n™*, par encadrement, la série avec les In converge donc le produit
converge.

(b) Considérons les entiers compris entre 1 et N et regardons py,,, le plus grand nombre premier ap-
paraissant dans une décomposition d’un des entiers entre 1 et N. De méme, regardons My, la plus
grande valuation apparaissant dans une décomposition d’un des entiers entre 1 et N. En considérant

un m > mg et M > My, tout nombre compris entre 1 et N divise p{w pé\/[ py - pf\n/[ par construction.
Mieux, chaque entier entre 1 et N s’écrit donc p{'p5? - - - p%m avec oy, - - , Quy dans [0, M]. Ainsi,
% D> ! < ((s) (2.2)
— < — < ((s). )
n=1 ne 0<aq, ,am<M (p?lpgz o 'pfrln )S
Il faut maintenant remarquer que
1 no Mo
o<a1,.§m<M T ) kT:Il%ZO )

(c¢) En faisant tendre M puis m vers +oo dans (en remplacant avec l'identité ci-dessus) valide pour
tout m > mqg, M > My, on a donc

< as < G(s)
n=1 n k=1 ar=0 (pk )s
En remarquant la série géométrique
T T

on a

En faisant tendre N vers +oo, on a le résultat voulu.

+oo
1 1
10. Supposons que la série Z — diverge. Alors par ’équivalent In <1_1

) ~ 1/px, montre que le produit

k=1 Pk Pk
“+o0o
H ; converge. Notons /, cette limite. Alors Vs > 1,
et 1 Pk
= 1 =1
C(S)ZH1 _SSHI =L
k=1 Pk p=1t Ty

Donc ¢ est majorée sur |1, +oo[ ce qui est absurde puisqu’elle diverge en 17,

Exercice 9. Soit s € R. On note pour s € R**

X (1!

.
n(s) =) ~——

ns

3
—
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(1!
ns
1. Montrer que 1 converge simplement sur R**.

On note g, : s € RT*

2. Montrer que 7 est de classe C' sur R+,
3. Montrer que Vs > 1,7(s) = (1 — 217%)¢(s).

Corrigé :

1
1. Soit s > 0. Alors (s) est décroissante et tend vers 0. Par le critére spécial des séries alternées, 7(s)
n

n
converge.

2. Il n’y aura pas de convergence normale sur tout |0,+oo[ (elle n’existe déja pas sur |1, +ool...) mais le
critére spécial des séries alternées nous donne un contrdle uniforme (et c’est le point important de ce
critére) : plagons nous sur [a, +oo[ avec a > 0.

e 1 converge simplement sur R**.
e gy est clairement C! sur RT* et on a

(~1)"In(n)

Vs > 0,g5(s) = ~— =

In(z)

Etudions la fonction h : x €]0, +-00[— —~ pour s > 0 (on peut prendre s > a si on veut). Cette
x

fonction est dérivable sur |0, +o0o[ de dérivée

1—sl1
Vz > 0,h (z) = ;ﬁ(x)

donc A’ s’annule en exp(1/s) =: xs. De plus, h' est positive puis négative donc h est croissante sur

In(n)

10, 5] puis décroissante sur [z, +0o[. Soit donc ng = || + 1. On en déduit que la suite (S)
n

décroit a partir du rang ng et tend trivialement vers 0. Comme s > a, on a n, > n,. Par le critére
spécial des séries alternées, on a le contréle du reste :

n(n+1) < In(n+1)

1
Vs > a,Yn > ng, |[Ru(s)| < < .
s> ¥z e (o)l < R < e

Ainsi,
In(n+1)

<
||Rn”oo,[a,+oo[ — (n+ 1)a N—s—4-00
On en déduit que 7' converge uniformément sur tout ]a, +o00|.

Par le théoréme de dérivation des séries de fonctions, 7 est donc de classe C! sur [a, +00[ et ce, pour tout
a > 0 donc 7 est de classe C' sur |0, +oo].

3. Soit s > 1. Alors
+00 (_1)71—1 -1

n=1 n?
Or, (—=1)"~! — 1 vaut 0 si n est impair, —2 sinon. Ainsi,
+o0 -1 +00 +o0
-1 1 -2 1 1
=i T2 T = 23 2 = 2 C):
n=1 n a1 (20) L

Remarque 2.2. L’égalité (x) est loin d’étre anodine. Si la notion de familles sommables a été vue,
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on s’en sort aisément mais c’est overkill. Le mieux est d’écrire

Lt S VGt S S o Vit B e T
— ne — ns — ne “= (2n)® No+oo S (2n)8
n pair n impair

1
Exercice 10. 1. Soit f, une fonction continue sur [0, 1] vérifiant ¥n € N, / t" f(t)dt = 0. Que dire
0
de f7?

2. Montrer que toute fonction continue sur [0, 1] est limite uniforme de polynémes de la forme P, (X 2.

3. Considérons f, une fonction continue et (ay,--- ,a,) n réels distincts de [0, 1]. Montrer qu'’il existe
une suite de polynoémes approximant f uniformément tel que chaque polyndéme coincident avec f
en les (ay, - ,an).

Corrigé :

1. f va étre nulle. On remarque déja que par linéarité de 'intégrale, pour tout P € R[X], (P,, f) = 0. Soit
(Py,)n, une suite de polynémes tendant uniformément vers f sur [0, 1] (d’apres le théoréme de Weierstra8).
Alors par le théoreme d’interversion limite-intégrale, on a

1 1
0= / Pof —» / f2.
0 n—+oo Jo
Donc f? est identiquement nulle donc f aussi.

2. L’astuce est de "rendre pair" f. Posons donc g : x € [—1,1] — f(x)1z>0 + f(—x)1z<o. Alors g est paire
et est continue. Par le théoreme de Weierstraf}, il existe une suite de polynémes (P, ), qui convergent

uniformément sur [—1,1]. On remarque que (P,(—X)), est une suite de polynémes convergeant unifor-
Pn(X) +Pn(_X)

mément vers r — g(—z) = g(x). Ainsi, Q, = pour n € N constitue une suite de

polynomes convergeant uniformément vers g sur [—1, 1] donc a fortiori sur [0, 1] donc vers f. On conclut
en remarquant que @, est un polynéme en X?2.

3. D’apres le théoreme de Weierstraf, il existe une suite de polynémes (P, ), convergeant uniformément
vers f sur [0,1]. Considérons la base d’interpolation de Lagrange

n
X—aj

, 1 <1< n.

On pose alors pour k € N

Qr(X) = Pi(X) + 3 _(f(as) — Py(a;))Li(X).

i=1

Alors V1 < i < n,Qk(a;) = f(a;). De plus,

I1F = Qrlloe <11 = Prlloc + D 1f(ai) = Prlai)ll Lilloo < |I.f = Prllo <1 +3 IILz'Hoo> — 0.

i—1 i—1 ko0

On a le résultat voulu.

Exercice 11. On souhaite généraliser le théoreme de Weierstraf§ en le suivant : toute fonction continue
et 2m-périodique est limite uniforme de polynomes trigonométriques. Le théoreme de Fejér donne une
réponse. L’exercice propose une preuve orienté vers ce corollaire. On laissera le cas général au lecteur.
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On parle dans la suite, sans le dire, de la théorie des séries de Fourier. Nous ne rentrons pas dans les
détails, c’est un prétexte pour faire des séries de fonctions. Soit f € CO(R,C). On suppose que f est

27-périodique. Pour tout k € Z, on note e, : © € R — e**? € C. Pour tout n € N on définit pour n € N
1 n

2w . 1 "
= —_— —nt = = —_—
en(f) = o7 Jo ft)e "™dt, Sy, : kzg_n ck(fex, Cy —— ,;:0 Sk.

Ce sont respectivement le n—eme coefficient de Fourier de f, la somme partielle de la série de Fourier
de f, la moyenne de Cesaro de la série de Fourier. On note aussi

~ n ~ 1 no_
8y = Z e, Cp = n_{_lkgosk.

k=—n

T
1. Calculer / C,, pour tout n € N.
—T

2. Soit a €]0, w[. Montrer que (C,) converge uniformément vers 0 sur [—7, 7]\[—a, a].

3. On pourra admettre cette question dans un premier temps. Montrer qu’une fonction continue sur
R et périodique est uniformément continue sur R.

4. Montrer que (Cy), tend uniformément vers f.
1 /7 ~
Indication : on pourra montrer que Yx € R,Vn € N, Cy(z) = 2—/ f@)Cp(z — t)dt =
T J—m
1 7 -
/ Flz — t)Co(t)dt.

2w Jx

Corrigé :

1
1. 1l est aisé de montrer que Vk € N, o ST er = 0ko. Ainsi,
T

et

2. D’abord, S,. Pour tout 2 € R\27Z, on a

2n 1
_ , , 1 1 ,
VneN,S, = e inx Z(ezx)k _ Sln(.n tg)x _ § %(el(n+%)1)_
= sin(5) sin(5)
Or Vn € N,
noL: 1 n i(n T
Z Sln(‘n ‘I;E)l' _ 1I %(el(k-i-%)w) B 1w S <€Z;g e ( ;1) 1>
= sin(3) = sin(5) sin(§) err —1
1 ;nt1, sin(24 ) sin(%H z) ?
_ m _
sin(%) sin(§) sin(§)
De fait,

On en déduit donc que
1

Va €]0,7[,¥n € N,Vz € [—m, 7]\[-«, a], |6n(55)| < (n+1)sin2(a/2)’

Donc la série de fonctions converge uniformément.
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3. Disons T' > 0, la période. Fixons € > 0. Par le théoreme de Heine, f est uniformément continue sur
le segment [—T,27] : il existe donc n > 0,Vz,y € [-T,27),|z —y| < n = |f(z) — f(y)] < e. On
peut supposer n < T (si n > T, la propriété est vraie pour T en particulier). Soit donc x,y tel que
|z — y| < n. z est alors compris entre kT et (k + 1)T pour un certain k. Alors o’ = x — kT € [0,T].
Puisque |z —y| < n < T,on ay =y — kT € [-T,2T]. Puisque |2/ — /| = |z —y| < n et que
o',y € [-T,2T], on a |f(2') — f(y')] < e. Mais f(a') = f(2), f(y') = f(y) donc |f(z) — f(y)| <e.

4. Déja, on remarque que

Vo € R,Vn € N, S, ;i(/ £(t) _”“tdt) 27r/ F(O)80(z — t)dt

k=0
Ainsi, on en déduit

Vo € R, Vn € N, Cp(z) = % /W F()C(x — D).

Par le changement de variable u = x — ¢ et la 2w-périodicité de l’intégrande on a
Ve € R,Vn € N,C)p( =5 / f)Cp(x —t)d / faz—t n(t)dt.
w

Soit € > 0. Par la question précédente, il existe n > 0 tel que Va,y € R, |z —y| <n = |f(z) — f(y)| < e.
On peut supposer que 7 < w. Une fonction continue périodique étant bornée, notons M un majorant de
|f|. Alors Vx € R,Vn € N

1
(@)~ Cola)| = | =
1 ~ 1 o -
< il
<o /a Lo MO0+ 5 /_ <Caltyds
2M

< —/ Co(t)dt +&.
21 Ja<|t|<n

La convergence uniforme de (C),),, assure que I'intégrale est bornée par ¢ a partir d’'un certain rang. On
a la convergence uniforme voulue.

—T

[ (-1~ @)Cuttiae

Exercice 12. Déterminer quelles sont les fonctions continues de [0, 1] dans R qui sont limite uniforme
sur [0, 1] d’une suite de fonctions polynomiales strictement croissantes.

Corrigé : Ce corrigé présuppose la connaissance des polynémes de Bernstein.
Déja, si f est une telle fonction, alors f est croissante car la monotonie est une propriété qui passe a la
convergence simple (donc uniforme aussi). Réciproquement, soit f une fonction continue croissante sur [0, 1] et

considérons pour n € N :
Z( ) ( )Xk(l—X) -k,

Alors la suite de fonctions En( f) iz — Bp(f)(z) converge uniformément vers f. Il s’agit donc de montrer que
By, (f) est une fonction croissante pour tout n € N. Soit € [0,1]. Alors

R I (TG

k=0

-1
La formule des chefs assure que k <Z> = n(Z _ 1) et donc

o))
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CHAPITRE 2. SUITES ET SERIES DE FONCTIONS Chen Thomas

n
et ce pour tout k,n entier (on convient que pour tout n € N, ( k) est nul lorsque k ¢ [0,n]). Ainsi, on a

" (n-1 k “in-1 k
Bn f / ) =n f - ﬂjk_l 1— T n—l—(k—l) _ ( >f - l’k 1— T n—1—k
Bal) (2) k;(,g”) (5)a =) > (") (5)taw

k=0

— n:z;é (n ; 1>f (k;tl) aP(1 — z) R <n ; 1>f <7]z> O )

e () () o

>0

par croissance de f. Ainsi, B, (f) est croissante.

Maintenant, considérons P, = — + B, (f). Alors P,, converge uniformément vers f sur [0, 1] car
n

1
1P = flloe < 1Ba = fllo +

et P, induit une fonction strictement croissante ce qui conclut.

r
n

Exercice 13. Soit n € N*. On définit f, : z € R\{£1} — 1f € Ret f(z) = Z fu(z) s'il y a

n>1

n
existence.
1. Déterminer le plus grand intervalle I ou f est défini. Est-elle continue 7 Dérivable ?
2. Etablir un équivalent en 1.

3. Montrer que
+oo
Ve el, f(x) = Z d(n)z"
n=1

ou d(n) désigne le nombre de diviseurs positifs de n.

Corrigé :

1. Si|z| < 1, alors | f(2)| ~ |z|™ donc par comparaison de séries a terme général positif, f(x) existe. Si
n—-—+0o0

|z| =1, fn(x) n’est pas défini, et ce pour tout n et si [z| > 1, f(x) diverge grossiérement.

Montrons donc que f est continue puis dérivable sur | — 1, 1[. Soit a €]0, 1[. Alors pour tout = € [—a, al,
on a
an
@) < 5 = fula)
Or, Z fn(a) converge donc on a la convergence normale de f sur [—a,a]. f, étant continue pour tout n
sur | — 1, 1[, par le théoreme de continuité des séries de fonctions, f est continue sur [—a,a] pour tout
a €]0,1[ donc sur | — 1,1[. De plus, pour tout x € [—a,a],
-1 n—1
p | na” na 1 9

Ainsi, E f/ converge normalement sur [—a, a] donc par le théoréme de dérivation des séries de fonctions,

Z fn convergeant simplement vers f, f est de classe C! sur [—a,a] et ce pour tout a €]0, 1[.
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t

2. Tl faut penser a la comparaison série-intégrale. Soit = €]0,1[. Alors ¢ : t € R™ est continue

xt

décroissante en tant que produit de fonctions continues positives décroissantes. Ainsi, on aE|

n+1 t n n t
/ T ar< " g/ T
n 1—2at 1—zn n—11—2at

pour tout n > 2. En sommant, par Chasles, on a, pour tout N > 2,

N+1 t N xt
dt < / d.
/2 _ (Et Z —xn = 1 1— LL’t

Réalisons le changement de variable v = x! = exp(tln(z)) dans les intégrales sur [a, 3]. On a alors

du = In(x)z!dt et on a

B gt @y 1 1 5
dt = du = In(1 —u)]% .
/a 1—at /xa 1 —uuln(z) “ In(z) (1 =,

On prend o = 1 et on fait tendre 8 vers +00 ce qui donne (car x €]0, 1])

+00 t e
/ T In(1 — z%)
1 1—at In(z)

Mais en notant x =1+ h
l1—2=1-(1+h)*=1-1—ha+oh)=a(l—z)+ 0,51(1 — x).
Ainsi,
In(1 —2%) =In(1 —2)+ 0O(1)
t

+oo
donc In(1 — z%) ~ In(1 — z). Puisque In(z) ~ z — 1, par quotient d’équivalent, / T dt ~
z—1 z—1 1 1—xat  z—1
In(1 —
(f). Ainsi, par encadrement, on a
x p—

In(1 —x)
a—1 x—1

f(z)

3. Ona,pourn>1let |z <1

+oo +oo
— :x”Zxk = Zw”k
k=0 k=0

N
Or, Z \:c|"k converge donc la famille (a:"k)(nvk)eN*XN* est sommable. En vertu du théoréme de sommation
k=0
par paquets, puisque
N* x N* = |_| {(n, k) € N* x N* : nk = p},
peEN*

=E,
on a
+00 +00 . .
x) = " = " = " P =) 2P Card(E
nZ=:1 kZ::l (n,k)GZN* < N* pEZN* (n,k)ZeEp pz:1 (n %Ep Z %’_’

=d(p)

2. en pratique, un dessin suffira aux oraux mais assurez-vous de savoir le démontrer rigoureusement
3. justifions-le. L’inclusion de droite & gauche est triviale. De gauche & droite, si je me donne (n, k) € N* x N*, alors (n, k) € Enx
donc il existe p tel que (n, k) € E, (on prend p = nk) et la réunion est clairement disjointe.
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Chapitre 3

Intégration

Exercice 14. 1. Montrer le théoréme suivant :

+oo
Théoréme 3.1. Soit f une fonction C* sur R telle que f' € L*(]1, +o0[). Alors/ f(&)de
1

et Z f(n) ont la méme nature.
n>0

+oo o

Remarque : on pourra remplacer/ f(t)dt converge par (/ f(t)dt) converge, plus simple a
1 1

montrer et suffisant pour la suite. "

2. Etudier la nature des séries suivantes :

a) Z Sln(\/ﬁ) .

n>1 n
b) Z COS(I:;(H)) '
n>1

01/2
e'm

3. Soit a > 0. Montrer que la série Z converge si, et seulement si a > 1/2 (Le sens direct est

n>1

«

dur).

La suite est culturelle. Avec une formule du type Euler-Maclaurin, on peut démontrer le théoréme
suivant

Théoréme 3.2. Soit p € N>o. Soit f € CP(]0,+00[) telle que f et ses dérivées jusqu’da
p—1 tendent vers 0 a Uinfini et que fP) soit intégrable sur R*. Alors Z f(n) converge si,

et seulement si, [;F°° f(t)dt converge.

inB
ein

Corollaire 3.3. Soit a > 0, 8 €]0, 1[. La série Z converge si, et seulement si a+5 > 1

(03
el

Corrigé :

€T
1. Soit F : z €]0, +-00[— / f(t)dt. Alors F € C2(]0, +00]) et par le théoréme de Taylor avec reste intégral,
0

25



CHAPITRE 3. INTEGRATION Chen Thomas

pour tout n > 0,
n+1
F(n+1)— F(n) = F'(n) + / (n+1—t)F"(t)dt

3

ce qui s’écrit

n+1 n+1
/ Ft)de — f / (n+1—0)f(t)dt.
Ainsi,
n+1 n+1 n+1
[ s s < [T e girlars [ f @l
n n \——?;r——/ n
Ainsi,

Z (t)dt — f(n)

n>0""

n
converge absolument donc elle converge. Ainsi, Z f(n) converge si, et seulement si la suite ( / f (t)dt)

1
converge. On va alors montrer que c’est équivalent a la convergence de 1+°° f)dt.

<= (C’est évident. Si F'(z) converge en +oo quand x — +00, alors la suite (F'(n)), converge.

x lz] T
/ F(O)dt = / FOdt+ [ fae
1 1 L]

Ed
Or, lintégrale / f(t)dt converge lorsque x — 400 ce qui entraine que Z f(n) converge donc
1

= Soit z réel. Alors

f(n) tend vers 0 quand n — +oco. f’ étant intégrable, nécessairement, f(¢) converge quand t — +00

T +o0
vers 0 donc / f(t)de converge Ainsi, / f(t)dt converge.
Ed 1

2. (a) On regarde f: z € [1,+o0[— sin(y/x)/x. Elle est dérivable sur R™ de dérivée

Vz >0, f(z) = 2f coslva)e — sin(va) = i(\/Ecos(\/i) — 2sin(v/7)).

2 212

Au voisinage de +00, cette fonction est intégrable car v/x cos(v/z) —2sin(y/z) € O(y/z) donc f'(x) €
O(xz~>/?). La continuité sur [1, +oo[ assure donc l'intégrabilité de f’. Ainsi,

sin(y/n) " sin(y/z)
T; - et (/1 . d:c)n

ont la méme nature. Soit n > 0. Un changement de variable indique que

sm n? sm
=2 +00.
1

(c’est classique. Faites une IPP). La série converge.

cos(In(z))

(b) On regarde g : x € [1, +o00[— . Elle est dérivable sur R™ de dérivée

Vo > 0, ¢/(x) = — sin(In(x)) — cos(In(x))

2

1. c’est un petit exercice. Il suffit de passer aux € pour conclure rapidement. Pour x assez grand, I'intégrale est plus petite que
elx—|z]) <e.
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intégrable au voisinage de 400, continue sur [1, +oo]. Elle est donc intégrable sur [1,4o00[. Ainsi, la
" cos(In(x))

série converge si, et seulement si ( /
1 x

dac) converge. On réalise le changement de variable
n

u = In(x) ce qui donne du = —dx. Ainsi,

/ln LS(hﬂ(‘r))daz = /Oln(n) cos(z)dz.

xT

Ainsi, la série diverge.
ith
3. On changera § = 1/2 juste apres. Notons f : t €]0, +o0[— —. Alors f est clairement de classe C! sur

RT* et

,Blt'g 1 ztﬁ eitﬁ B 1

— tl+a-8 + tatl’

Vt>0,|f()|—| T

Puisque f est strictement positif, f’ est intégrable sur |1, +oo[ dés que 1 + «a — 8 > 1 c’est-a-dire o > S.
inf
m
Ainsi, le théoreme s’applique. La série Z
n>1

converge si, et seulement si,

n ith
()
1t
n

converge. Or, par le changement de variable v = t? puis par intégration par parties, on a, en notant

y=a+pB-1
/n eit? w /nﬁ it 1 RN
" ) ua/B gul Bul-1/8
- 5/ a+ﬁ du
B .
(]
done n it ™’ nb iu
/1 i = ; (H;L + Zui+1du) (3.1)

donc converge dés que vy > 0. Ainsi, on impose o > et a+ § > 1.

1 1 1
Ainsi, lorsque 8 = 2 la série converge lorsque o > o Sia< 2 f/ n’est plus intégrable donc il faut étre

plus fin. Ici, f étant C2, on pourrait écrire un Taylor avec reste intégral un cran plus loin :

n+1 "(n, n+l|(n _ )2
VneN*,/n F()dt = f(n) — fé )’ g/n (+12t) £t
S —
1

et ici, par Leibniz
" _ei\/f& 1
fr(t) = Apott + Ot 400 <ta+1>

donc f” est intégrable. Ainsi, en raisonnant comme avant,

2 /nnﬂ F(oyat - flm) - L1 ‘
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Z'ei\/ﬁ
converge. Or, f/'(n) = G donc le résultat dans le cas « a > 1/2 s’applique ici pour assurer
e
+1/2
2notl/ an1+a

la convergence de Z f'(n). Ainsi, Z /

n

n+1

f)dt — f(n)' converge donc Z f(n) et /+OO f(t)dt ont la
1

+oo

méme nature. Vu I’équation 1) on a la divergence de / f(t)dt donc la série diverge dans le cas
1

a<1/2.

Exercice 15. 1. Donner le domaine de définition de I'. On le note D.

2. Montrer que I est de classe C*°. On explicitera la valeur de I'(%)

, pour k € N.
3. Montrer que I'(1) = 1. On dira que I' vérifie la propriété (1).

4. Montrer que Vo > 0,I'(z + 1) = 2I'(z). Dans la suite, on dira que I' vérifie la propriété (2). En
déduire la valeur de I'(n + 1).

5. Montrer que InT" est convexe. Dans la suite, on dira que I' vérifie la propriété (3).

6. Soit f, une fonction strictement positive sur D vérifiant les propriétés (1), (2), (3). On pose g = In f.
(a) Montrer que z — g(x) — InT'(z) est 1-périodique.
(b) Montrer que Vn € N, g(n) = InT'(n).
(¢c) Montrer que f =T.

Corrigé : Dans toute la suite, on notera h,(t) = t* et
1 1
1. Au voisinage de 0, h,(t) Do fiow Or I’étude des intégrale de Riemann nous indique que t +— prmn est
—
intégrable en 0 deés lors que = > 0. Par ailleurs, t2h,(t) t—+> 0. Ainsi, comme h, est continue sur R, on
—+00
en déduit que I' est bien définie des lors que = > 0.

1

hy 1
2. o Vt> 0,2+ hy(t,z) € C°(R) : V¢t > 0,Vz > 0, a(?m'"(t’ z) = In"(t)t* et

(t,x) est continue par morceaux sur R**.

n
x

ox™
e Domination : Soit (a,b) tels que 0 < a <1 < b < +o0. Alors :

e Pour tout x > 0, pour tout n € N, t —

Vn € N,Vz € [a,b],Vt > 0, |In"(t)|t*te™t < [In"(t)]e™" x (271 +1°71) := g, (1).

Il suffit de montrer que g, est intégrable ce qui est le cas car elle est continue, et par croissances
comparées, elle est intégrable en 0 et 4o00.

Par le théoreme de dérivation sous le signe intégral, j’ai :

o0 9"y oo 1 —t
T eC®, Ve > 0,1 (z) = / (t, 2)dt = / " (¢)e* et
o O™ 0
+o0o
3. I(1) :/ etdt = 1.
0
4. Soit 0 < a < b, deux réels. Alors :
b b
/ tTetdt = [—t"e ) 4+ / " te~tdt.
a a

Le crochet tend vers 0 quand a — 0,b — 400. Or, pour z > 0, l'intégrale de droite converge vers zI'(x).
L’égalité passe donc la limite en :
Nz +1) = 2I'(z).

Une simple récurrence nous dit donc que :

F'n+1)=nl
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5. Par la question 2, nous savons que pour x > 0 :
00 00 o o
T(2)] < / ()% e tdt — / ()¢5 e /2455 et/ 21,
0 0
Jutilise donc Cauchy-Schwarz :

’F’(a:)] < \//(J+OO (| 1n(t)|tz21€t/2>2dt\//0+oo (t%e*t/z)th

Je développe le carré, et j’ai au final :

IT(z)] < \//O%O 1n2(t)tf”letdt\//0+oo tr—le—tdt = T (x)[(x).

D’ou :
()0 (z) — (T'(2))* > 0

Par ailleurs,
T — F/2

>0

In(T)"

Donc InT" est convexe.
6. (a)
Vz > 0,In(I'(x 4+ 1)) =In(x) + In(I'(z)) ; Yo > 0,In(f(z+ 1)) = In(z) + In(f(z))
D’ou :
Vz > 0,(In(l') — g)(x + 1) = (In(T") — g)(x).
C’est la 1-périodicité.
(b) Comme (In(T') — ¢)(1) = 0, par une récurrence immédiate, j’ai :

Vn € N, g(n) = In(I'(n)).

(c) Alors pour tout z > 0, on a g(x + 1) = g(x) + In(z) (). Il suffit de montrer que Inol' = g sur
]0,1[. Fixons n € N*. Par convexité de g et par le lemme des pentes croissantes, sur n < n + 1 <
n+1+z<n-+2avecz€]0,1[, on a

gn+1+4+2z)—gn+1)

gn+1)—g(n) < <g(n+2)—gn+1).

Par (%), on a
gn+1+x)—gn+1)
x

In(n) < <In(n+1)

ce qui donne
1
zln(n) <gn+1+4+z)—In(n!) <zln(n+1) =zln(n) +zln (1 + n) .

n

Par ailleurs, en itérant (x) par récurrence, on a g(n + 1+ z) = g(z) + In (H(x + z)> On obtient
=0

donc

1
0<g(n+1+4+z)—In(nn®) <zln <1+ n)

ce qui donne

T

! 1
0<g()—tn | - gxln<1+) 0
. n n—-+o0o
H(x—i—z)
=0
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Ainsi, g est uniquement déterminé par

) nln
g(x) = nglfoo In .
(x +1)
=0
Par continuité de exp, on a donc
. n!n®
H(az + 1)
i=0

donc on a bien unicité de f vérifiant (a), (b) et (¢) donc comme I' satisfait ces propriétés, f =T et

on a de surcroit .

. nln
Mo = tpa——
H(m +1)
i=0
constituant la formule d’Euler.
2 19 1 o=z (t*+1)
Exercice 16. On souhaite montrer que / e /2dz = \/2x. En considérant f(z) = / ﬁdt et
R 0
x
F(z) = / et dt, retrouver la valeur de I'intégrale de Gauss.
0
2 ef(t2+1)12
Corrigé : Déja, il est clair que z — e~ est intégrable sur R. Soit f : (x,t) € [0, +00[x][0,1] — 1 €

R. Pour tout x € R, t — f(x,t) est continue par morceaux. De plus,

vt € [0,1],2 — f(z,t) € C'(RY) , Vo >0,V € [0,1], %(m) = —2pe @ (PHD),

Or, pour tout ¢t € [0,1], Vz > 0, —2ze~ @ (P+1) < _9pe—a?, Or,Vr >0,z < ¢®* donc la dérivée partielle en x
de f est dominée par 2. Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral,

Vo >0,F'(z) = —23:/

1 1 v
e AL = —2pe / e q = —2¢7 / e du = —2f'(z) f(x).
0 0 0

u=xt
En intégrant, on a donc

Va >0, F(z) = F(0) = —f*(z) + £*(0)
ce qui donne Vz > 0, F'(x) = % — f2(z). Par ailleurs,

dt

1
vz > 0,0 < F(a) ge—ﬂﬁz/ <«

0 1+1t2 2540
Ainsi,

4 2

car f est positive. En réalisant le changement de variable u = 2/v/2, on a donc

/+OO e_x2/2d3: = —271-
0 2

+oo 2 T T
/ e du = f—i
0

et par parité, on a

/ e~ 24y = V2.
R
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+oo
Exercice 17. Soit F': z € Rt — / f(z,t)dt avec f: (x,t) € R x R~ sinc(t)e*. Montrer que
0

sinc n’est pas intégrable.

F est bien définie

F admet une limite en +oo
F est de classe C! sur RT*
F(0) =

= =

T
5

Corrigé :
1. Soit n € N.

I

2. Pour tout * € RT, f(x,-) est continue sur RT. Par ailleurs, au voisinage de +o0, lorsque x # 0, on
a t%sinc(t)e™ " t—+> 0 donc par comparaison, f(x,-) est intégrable au voisinage de +00 ce qui assure
—+00

n—1 1 n—1

sin(t (k+1)m 2
>3 —— n|dt =y —= — — .
‘d Z k+ L)r / |sin(t)| ,;J(k+1)ww+oo+°°

SIII

(k+1)m
Y

k=0

O -

Pexistence de F' sur |0, +oo]. Il reste la convergence de f(0,-) en 400 pour conclure. Pour cela,

A _ A A
/ sinc(t)dt = [COS(” - / cos(t) . (3.2)
1 t 1 1t

— 0+cos(1)

A—+4o00

A
Or lintégrale résiduelle converge absolument donc / sinc(t)dt admet une limite finie quand A — +oc.
1

3. sinc est bornée par 1 donc par inégalité triangulaire,
400 1
F(2)| < / isinc(f)|le |t < = —» 0.
0

€T T—+oo

4. On souhaite utiliser le théoréme de Leibniz. Pour cela, on a
(a) Soit x € RT™. ¢t — f(t,x) est intégrable sur RT (continue sur RT et intégrable en +o00).
(b) Vt € RY,z s f(t,z) € C'(R. Vt € RY,Vx € R

of

_< — _tqi —axt
D (t,z) tsinc(t)e *".

(¢) Domination :
vt € RY,Va € R Vz €la, +o0], ’8 ‘ < tsinc(t)e” € L}(RT).

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, F est de classe C' sur ]a, +o00[ pour tout a > 0
donc sur |0, 00| et

+o0
Ve € R™, F/(z) = — / sin(t)e~*tdt.
0
5. On a par la ligne précédente,

Vo e RY* F'(z) = — sin(t)e”*'dt
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Ainsi, il existe C réel tel que Vz > 0, F(x) = —arctan(x) + C. Puisque F(z) - 0, I’égalité passe a
T—>+00
la limite et C = g Ainsi, si la limite de z — 0 de F(z) existe, alors, (x) lim+ F(x) = g et c’est ce
z—0

xX
qu’on voulait. Pour cela, on va utiliser le théoréme de convergence dominée. Soit G : x € RT / sinc
0

la primitive de sinc s’annulant en 0. G est bornée en tant que fonction continue sur R™ ayant une limite
finie en 0 et en +o0. Alors pour tout A > 0, pour tout z € R™*,

A A A
/ sinc(t)e *dt = [G(t)efxt} +/ re "G (t)dt.
0 0 0

On fixe x € RT. G étant bornée, la convergence du crochet et de I'intégrale est du méme acabit que
I’équation [3.2] et on a finalement

+o00
Ve >0,F(z) =0 +/ re "G (t)dt.
0

L’application u = xt est C! bijectif de R* dans lui-méme. Le théoréme de changement de variable nous

assure alors
—+00 u
Ve >0, F(z) = / e G () du.
0 x

(a) Soit > 0. u— e “G (%) est continue par morceaux sur R,

(b) Soit u € R¥. =G (“) s e (0).
X

x—0
(U)
X

Par le théoréme de convergence dominée, on a donc bien

(c) Domination : Yu € R*,Vx € RT*, <e |G|l € LY(RT).

Fo) — [ e F(0)du = F(0).

z—0t+ Jo

Ainsi, dans (%), on a F(0) = g ce qui signifie que

oo sin(t) T
dt = —.
o=

Exercice 18. Donner un équivalent quand t — +oo de

I(t) = /0 " cos(z) explit cosh(z))dz.

Corrigé : Lorsque t — 400, la quantité ¢t cosh(x) est trés grande donc exp(it cosh(z)) oscille tres vite. Le
lemme classique de Riemann-Lebesgue nous mets sur la voie sur le fait que l'intégrale va étre petite lorsque
t — +oo. Pour autant, lorsque x est proche de 0, cosh(x) varie peu (sa dérivée est nulle) donc l'effet oscillant
(permettant la convergence vers 0) se trouve atténué. Ainsi, c’est au voisinage de 0 que 'intégrande a sa partie

la plus prépondérante.
2

Etudions donc l'intégrande en 0. Par Taylor-Young, on a cosh(z) = 1 + % + 0z—0(2?). Ainsi, on a

562

cosh(z) — 1 oo
I1 est de bon goiit de poser le changement de variable y = /2(cosh(z) — 1) = 2sinh(x/2) (et on s’aliéne tout de
suite du 2 devant sinh) qui est bien C! bijectif de [0, 1] dans [0,sinh(1/2) =: a]. Alors cosh(x) = 2sinh?(x/2)+1,
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h(z/2
cosh(x/2) = /1 + sinh?(x/2), dy = C()S(;U/)dx et par le théoreme de changement de variable,

@ cos(2argsinh(y)) 9524 it
I(t :/ =" 2e"dy.
Wk A ’

=h(y)

h a été créé pour peu contribuer donc on a bon espoir que

a
. Ly
I(t) ~ 2% / X" dy.
t——+o0 0
Avant d’estimer 1’écart, assurons-nous déja a quel ordre nous devons faire nos contréles. Par le changement
de variable z = 2ty?, on voit immédiatement que

a 2ity? 1 2ta? eim
e dy = —— —dz
/0 Yok Vz

400 HiT

€ .. . . . .

et ——dz converge (en 0, c’est trivial. En 400, c’est une intégration par parties : assurez-vous de savoir
0 T

. S 1 . .
le faire). Ainsi, si on trouve des contrdles de l'ordre de n par exemple, on est sur la bonne voie. Considérons

maintenant H(t) égal a I(t) sans le facteur 2¢* et regardons

(o)~ [ ay = [ (hy) — ) ay,

Pour controler ce genre d’intégrale, une intégration par parties est une bonne idée pour mettre en exergue
les oscillations. On aimerait intégrer I’exponentielle mais le y? est génant. Par contre, avec un y devant, cela
change la donne.

a . a . a -1 .
R R R T e
N——

h

et h est clairement de classe C! sur R en la prolongeant convenable en 0. Par intégration par parties, on

obtient donc
a

a . 1 ~ .
H(t) — / Wy = — [R(y)e]" -
0 | S ——

N TN -
Ait 0 4it/0 Fiy)e™™ dy = O(1/1).

I-[<allh]le

bornée en t

(I7]|se < o0 par le théoréme des bornes atteintes). Ainsi,
a % 9
H(t) :/ 2t dy + O(1/1)
0
ce qui donne I’équivalent de H espéré et
Keit
t—too /2L

—+o00 ei(ﬂ .
avec K = / —dxz (Remarque : K vaut /me'™/4).
0 x

1(1)

Exercice 19. Donner un équivalent quand t — +oo de

1 dx
1) = /0 (1+z+ 22)t

Corrigé : Le théoreme de convergence dominée donne immédiatement que I(¢) tend vers 0 quand ¢ — +oo.
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Pour trouver un équivalent, la recette est la suivante : déterminer la ou I'intégrande est la plus « importante
» car c’est cette quantité qui régit l'intégrale. L’intégrande, ici, apporte sa contribution la plus importante en
0 (puisqu’elle est maximale en 0). On va donc réaliser un développement limité de l'intégrande en 0. On a

M = exp(—tIn(1 + z + 2?)) = exp(—t(z + 0p0(2))) = exp(—tx + 0,50(z))

1
donc on a envie de dire que I(t) est pas si loin de / exp(—tz)dx. Par un changement de variable,
0

/1 (—tx)dz = ! /t —td !
e = ~
A xp(—tz)de = - ; e tdu "

—+o00
puisque / e “du = 1.
0

Ainsi, on aura gagné si on arrive & montrer que
1
I(t) ~ exp(—tz)dz.
®), . | exp(-to)
Pour cela, contrélons la différence. On a

‘I(t) - /01 exp(—tz)dz| < /01 |exp(—tIn(1 + z + %)) — exp(—tz)|dz

1
= / exp(—tz)|exp(—tIn(1 + x + 2?) + tx]) — 1|dx
0

1t _, u  u? u
u:m;/o‘f exp(‘t[m(”ﬁﬁ)‘tD”’dU-

Une banale étude de fonction montre que x ++ In(1 + z + 2?) — 2 montre que cette quantité est positive sur

t

Lo u u?
/Oe (1—exp<—tln<1+t+t2>+u>>du

1 [+ _, u  u?
:E/o e 1—exp|—tln 1—1—;—!—72 +u ) | Ljgq(u)du.

=:¢(u)

2
[0,1] donc exp <—t [ln (1 + % + 7;;) — u]) — 1 est négative. On peut donc enlever les valeurs absolues en

mettant un signe — ce qui donne :

IN
S

‘I(t) - /01 exp(—tz)dx

u

On applique maintenant le théoreme de convergence dominée puisque ¢ est dominée par e~ ", intégrable

sur [0, 4+oo[. Puisque ¢ tend vers 0 en 400, on en déduit que, apreés application du théoréme de convergence
dominée,
1
= Ot—+oco <t> .

1

t—+o0 2 ’

‘I(t) - /01 exp(—tz)dx

Ainsi,

1(t)

Exercice 20. Montrer que pour tout n € N*, on a

) Tt L klx x
Li(z) := /2 In() = Z 7111]“_1@) t 02400 (ln"“(q:)) .

k=0
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Corrigé : On réalise des intégrations par parties jusqu’a obtenir

| ’ 1

On cherche un équivalent du dernier terme. Pour cela, « on dérive ce qui lentement vite et on intégre ce qui
bouge vite ». Ici, on dérive le In et integre 1. On obtient alors par intégration par parties

/ff 1 [t T
9 lnn—i-l - lnn-i-l(t)

2

n—1 z
. B t
Li(x) = kz:%k‘! [lnkﬂ(t)

2

1

x

1
Mais ) € 0ool 77 et par divergence de l'intégrale, par le théoreme d’intégration des relations de compa-
n n

raisons, on a le résultat souhaité.

7

Exercice 21. Soit a € R et g : [a, +0oo[— R de classe C!. On suppose que g ne s’annule pas en l'infini
et que

1
glg ~ =
pour p # 0, # —1. On suppose que p > —1. Montrer que

“+oo x
/ g diverge et / g ~ xg(x)
a a z—+oo 1141

Hoo rg(w)
Sip<—1,il t / ~ =
(Sip il y a convergence e i 9.0 ]

et le résultat se montre de la méme maniere).

Corrigé : Le théoreme d’intégration des relations de comparaisons entraine

T o t x
/ AN u/ Lat.
a g(t) =400 o t

Ainsi, Inog ~ pln. Par définition, en fixant € > 0 telle que p — e > —1, il existe A > a tel que Vo >
+00

+o0
A,In(g(z)) > (u — €)In(x) ce qui donne g(z) > x*~¢. Ainsi, / g diverge vers +oo. Par intégration par
parties, on trouve ¢

| (a(t) + tg ()t = 2g(@) - aglo).

Or, g(t) +tg'(t) oW g(t)(1 + p). Par le théoréme d’intégration des relations de comparaisons, sachant qu’on

est dans le cas divergent, on a bien
x

sg(a) ~ (4 1) [ g

a

Exercice 22. Soit f € C°(R). On note, lorsque c’est possible,

Flt) = /+OO f(z)e 2mtedy,

— 00

Soit g : € R — exp(—nz?). Montrer que g et § vérifie la méme équation différentielle. A 'aide de la
valeur de I'intégrale de Gauss, montrer que g = g.

Corrigé : g est de classe C*® et Va € R, ¢'(x) = —27rzg(x). Soit donc (F) : ¢/ (x) + 2nzy(z) = 0,2 € R.
Montrons que g vérifie cette équation différentielle. Déja, g est définie sur R car Vt € R,z + g(z)e 2

1
est continue sur R et est négligeable devant — au voisinage de +oo.
x .
Montrons que g est de classe Ct. Soit ¢ : (t,2) > g(x)e 2",
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« Pour tout x € R, ¢(z,-) est de classe C!(R) et on a

Ve € R,Vt € R, %’:(t, x) = —2imzp(t, x).

0
o Pour tout t € R, p(t,) et 8—f(t, -) sont continue sur R.
e Domination :

0
—So(t,x) < 2mpe ™ € LY(R)

ot

(le dernier fait par croissances comparées). Ainsi, par le théoréeme de dérivabilité des intégrales a para-
métres, g est de classe C! sur | — a,a[ pour tout a > 0 donc sur R et de surcroit, on a

Va > 0,Vt €] — a,a],Vx € R,

+o0 )
Vo RVt ER,[g] (1) = / i —2mxg(x) e 2 dy.
-0 N

=9 (z)

Réalisons une intégration par parties. On va naturellement intégrer g’ et dériver 'exponentielle. On a
donc,

+o0 % % b 9 +o00 %
/ ig'(x)e” * ™ dy =i lim [g(:v)e_ ”m} +i 27775/ g(z)e ™Ay = —27tg(t).
a

— 00 a——00,b—+o00 —c0

=0
Ainsi, on vient de montrer que V¢ € R, [g]’ (t) = —27tg(t) donc § vérifie (E).

Puisque g ne s’annule jamais, g est bien définie et mieux, elle est de classe C*°. On peut donc dériver
g

pour obtenir
~\ ! ~/ ~
(9) _glg—g9
g 9
Or, puisque g et g vérifie la méme équation différentielle du premier ordre, on montre facilement que
[9]'g — g9’ = 0 et donc qu'il existe une constante C tel que § = Cg(on pouvait aussi utiliser Cauchy-
Lipschitz...). On regarde en 0. Or,

g(0) =1,9(0) = /-i-oo g(z)eldz.

—0o0

“+o0
On doit donc calculer /

—00

+oo
e ™ dg qui vaut 1 puisque / e~ 24z = \/2r. Ainsi, g = g.

—00

Remarque 3.1.
On a montré plusieurs choses ici. Avec notre convention de la transformée de Fourier, sous réserve
d’existence, en faisant I’abus de considérer f(t¢) par sa fonction,

o 7] @ = (-2im)ir @)
o f(t) = 2imtf(t)

o La gaussienne est invariante a constante pres par transformée de Fourier.

thomaschen(dot)maths[at|gmail(dot)com Page 36 Ne pas diffuser sans I’accord du concepteur



Chapitre 4

Algebre générale

Exercice 23. Soit G, un groupe non réduit a {0}.

1. On suppose que Vz € G, 2> = e. Montrer que G est abélien.

2. On veut montrer que si G est fini, G est isomorphe & (Z/ZZ)? pour un certain d. On propose deux

méthodes.
(a) Exhiber la forme des éléments de G. Conclure.

(b) Montrer qu’il existe une loi interne x de sorte que (Z/27Z,+, x) soit un corps. Conclure.

Corrigé :

1. Pour tout z € G, 2% = e donc = 2~ !. Soit donc z,y € G. On a (zy)? = e donc zyry = e. En multipliant

2.

a gauche par 7! et & droite par y—
donc abélien.

1 on a yxr = 27 'y~ = 2y en vertu de la premiére remarque. G est

(a) Déja, en notant (xy,--- ,xy,) les éléments de G, {z1,--- ,zn} géneére G. On peut donc considérer

I’ensemble des parties génératrices de G et écrire celle de cardinal minimal (g1, - - - , g¢). Tout élément
de G s’écrit par commutativité de G

d
G:{Hgf"’:Vlgigd,aiGZ}.
=1

Or tout élément de G est d’ordre 2 donc on peut se contenter de a; € {0,1} pour tout 1 < i <d
par division euclidienne de «; par 2. Ainsi,

d
G:{Hgi‘”:v1§i§d,ai€{0,1}}.
=1

Soit donc
o: G — {0,1}4
g = {alg), - ailg)}
d
oug= H g? 9 on vertu de Pécriture de G précédente. ¢ est alors un isomorphisme (c’est clairement
i=1

un morphisme de groupe et admet une application inverse). De fait, G ~ {0,1}? ~ (Z/2Z)".

(b) Du fait que G soit abélien, on adopte la convention additive pour G. 1l s’agit de la multiplication

standard de Z/nZ et pour cette multiplication, (Z/pZ,+, x) pour p premier est un corps. Il suffit
alors de montrer que G est un (Z/27)-espace vectoriel pour conclure. On prend la loi externe

Z]2ZxG — G
(m, ) = onx

37



CHAPITRE 4. ALGEBRE GENERALE Chen Thomas

On vérifie sans peine les propriétés d’espace vectoriel. G est donc un (Z/27Z)-espace vectoriel mais est
de cardinal fini donc en particulier de dimension finie. Notons d cette dimension. Alors G ~ (Z/27)%
en tant qu’espace vectoriel donc en particulier en tant que groupes.

Exercice 24. Déterminer tous les groupes de cardinal inférieur a 7 a isomorphisme pres.

Corrigé : Soit G un groupe, on lui met une loi additive.

1.
2.

De cardinal 1, il n’y a que {0} groupe ne contenant que le neutre.

De cardinal 2, soit 0 neutre de G et a lautre élément. Alors a + a = a (absurde car alors a = e) ou
a+ a = e donc a est d’ordre 2. G est alors isomorphe & Z/27 (on envoie a sur 2 et 0 sur 1).

. De maniére générale, si p est premier et G de cardinal G, alors G ~ Z/pZ. En effet, soit = un élément

qui n’est pas le neutre de G. Son ordre divise p donc est p car ce n’est pas 1. Le sous-groupe engendré
par z est alors de cardinal p donc par cardinalité, G est engendré par x. Il suffit alors d’envoyer = sur un
générateur de Z/pZ et on construit ainsi un isomorphisme.

. Il ne reste que 6 et 4. Commencons par 4. Soit x un élément de G qui n’est pas le neutre. Alors x

est d’ordre divisant 4 donc est 2 ou 4. Si c’est un élément d’ordre 4, par 'argument précédent, G est
isomorphe & Z/47. On peut donc supposer que tous les éléments de G sont d’ordre 2 et G est alors
isomorphe & Z /27 x 7/ 2.

. Finissons par 6.

e Soit z € G, x # e. Si w(x) = 6, alors G est cyclique donc isomorphe & Z/6Z.

e Supposons que GG admet aucun élément d’ordre 6. On va montrer que GG contient un élément d’ordre
2 et un élément d’ordre 3.

e Supposons déja qu’il n’existe pas d’élément d’ordre 3. Alors tout élément est d’ordre 1 ou 2 donc
G est abélien (exercice classique). On peut montrer que le cardinal de G est alors une puissance
de 2 ce qui n’est pas. G admet donc un élément d’ordre 3. Sinon, on peut aussi dire que si on
prend z,y deux éléments d’ordre 2 distincts, alors xy est différent de z et y, et {e, x,y, xy} est

un sous-groupe de G. Par le théoreme de Lagrange fort, c’est absurde.

e Alors G contient e, x,2? avec z, un élément d’ordre 3. Supposons que tous les éléments sont

d’ordre 3. Soit donc y d’ordre 3. Alors G contient e, z, 22, y, y?, éléments distincts. En effet,
e siy? =z, alors y?> = e = yx donc y = 2~ = 22. Absurde.
e Siy? =22, alors 2%y = e donc 23y = y = 2. Absurde.

Il manque un élément, appelons z. Alors G contient z,2” et ces derniers sont distincts des
x, 22,1y, 9% par les deux points précédents. Ce qu’'on a fait ne dépendait pas de z et 3, seulement
que ces deux éléments étaient d’ordre 3. Mais donc c’est absurde car G contiendrait 7 éléments :

2 2 2
€T, T, Y, Y, 2,2

Finalement, G contient un élément d’ordre 3 et un élément d’ordre 2, notés respectivement = et y.
Ainsi, G contient e, x, z2,y. G contient aussi xy, r2y. Reste & savoir s’ils sont différents des éléments
précédents. Si G était abélien, on a xy # e, (zvy)? = 2%y? = 22 # e, (2y)3 = 23y3 = y # e donc zy
est d’ordre 6. Donc G est isomorphe & Z/6Z. Or, I'application

v: Z/3LXZ)2Z — G
(1,0) =T
(0,1) =y

est clairement un isomorphisme. Donc si G est abélien, G est isomorphe a Z/6Z ~ 7 /37 x 7/ 27Z.
On va donc supposer G non abélien. On va essayer de montrer qu’il y a 2 éléments d’ordre 3 (les
3-cycles) et 3 éléments d’ordre 2 (les 2-cycles). Je te propose 2 méthodes :

e Sixy =z, alors y = e absurde. Si zy = 22, alors 23y = y = 2222 =  absurde. Si 2y = y, alors

x = e, absurde. Bref, zy est distinct des autres, et de méme pour z?y. On peut en fait s’arréter
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la. En effet, on considere 'application ¢ : G — &3 suivante :
z (123),22— (132),y— (12),zy— (13),2%y+— (23)

qui est un isomorphisme.
« On va regarder yzy qui est dans G. Si yxy = e, alors x = y~'y~! = e absurde. Si yxy = v, alors
yxr = e absurde. Si yry = xy, alors y = e, absurde. Si yry = 2%y, alors y = x, absurde. Donc
yxy vaut soit x, soit x2.
e Si yxy = x, alors yr = xy. Puisque tous les éléments de G sont composés de x ou de y,
alors G est abélien.
« On a donc yzy = 22. Donc yr = z2y donc zyz?y = yxz’y = yy = e donc xy est d’ordre
2. Pareillement, zyry = z(z%y)y = 23y? = e donc xy est d’ordre 2. On peut donc faire le
meéme isomorphisme.

Exercice 25. Soit G, un groupe cyclique de cardinal n € N. Soit d, un entier naturel divisant n. Montrer
que G possede un et un unique sous-groupe d’ordre d. En déduire que

n=> o(d)

dln

ou ¢ est I'indicatrice d’Euler.

\ J

Corrigé : Puisque G est isomorphe & Z/nZ, il suffit d’obtenir le résultat pour G = Z/nZ. Dans toute la
suite, on ne notera pas la barre au-dessus d’un élément de Z : tous les éléments vivent dans Z/nZ. Soit d|n.
Considérons Cy = {1,n/d,2*n/d,--- ,(d — 1)n/d}. Alors Cy est un groupe et est clairement de cardinal d.
Par ailleurs, tout élément d’ordre d est dans Cy. En effet, soit x tel que dx = 0. En effet, — on note X, un
représentant de x —, on a l'existence d’'un k tel que dX = kn. Or, d|n donc X est de la forme kn/d. Mais tous
les éléments de la forme kn/d modulo n sont exactement les éléments de Cy. D’ou ce résultat intermédiaire.
Maintenant, soit H, un sous-groupe d’ordre d. Par Lagrange, tous les éléments de H vérifie dr = 0 donc
H C Cy. Par cardinalité, on a I’égalité.

Pour obtenir la somme, il suffit de montrer que

Z/nZ = U{x €Z/nZ:o(x)=d}
din
avec o(x) l'ordre de x dans Z/nZ. On a clairement 'inclusion de droite a gauche. De gauche a droite, on sait
que chaque élément d’'un groupe admet un ordre et que cet ordre, par Lagrange, divise le cardinal du groupe
qui est n. Pour I'union disjointe, un élément ne peut pas avoir deux ordres.
Ainsi, par cardinalité, on a
n= Z on(d)

dln

avec pn,(d) le nombre d’élément d’ordre d dans Z/nZ. On va montrer qu’il y en a ¢(d). Pour cela, soit = un
élément d’ordre d dans Z/nZ. Alors (z) = C4 donc tout élément d’ordre d est dans Cy ~ Z/dZ. Comme il y
a p(d) élément d’ordre d dans Z/dZ, par isomorphisme, il y en a aussi ¢(d) dans Cy donc dans Z/nZ. Ainsi,

on(d) = p(d) et on a
n= Z w(d).

dn

Exercice 26. Soit p € P. Montrer que (Z/pZ)* est cyclique. On pourra utiliser le fait que

n = Z(p(d).

dn

n pourra trouver deuzr preuves de ce résultat dans cette planche : Uexercice |25 et l'exercice (28 e
0 t d d esultat d tte planche : I’ ice |2 et I ) S5) D
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maniére générale, pour tout K corps, pour tout G sous-groupe fini de K™, G est cyclique ce qui est fait
dans l’exercice . D’un autre point de vue plus général, on peut aussi montrer que (Z/p“7Z)* est aussi
cyclique pour o € N saufp =2, > 3.

Corrigé : On démontre le premier cas général. Soit n, cardinal de G. Supposons que G contienne un élément
d’ordre d. Notons-le . Alors 2% = 1 et tous les éléments g de (x) vérifient I"équation X¢ — 1 = 0. Dans le
corps K, cette équation a au plus d solutions. Par cardinalité, G4 est exactement ’ensemble des solutions de
X% 1 dans G. G étant cyclique, il est isomorphe & Z/dZ donc possede ¢(d) générateurs. Ces générateurs sont
exactement les éléments d’ordre d de G puisque un élément d’ordre d est solution de X% — 1. Ainsi, si G admet
un élément d’ordre d, il en admet ¢(d). Si non, il n’en admet... aucun. De fait, il existe ¢4 € {0,1} pour tout

d|n tel que
n=> eqp(d)
dln
en comptant les éléments de G selon leurs ordres possibles. Mais par le résultat admis (on pourra trouver deux
preuves de ce résultat dans cette planche : l’ewercice et l’exercice, nécessairement, tous les 4 sont égaux
a 1 et en particulier, on a ¢(n) éléments d’ordre n : G est bien cyclique.

Exercice 27. Soit G un groupe abélien fini. On note o(x) ordre de = € G. On appelle exposant de G
Pentier ppcm(o(g) : g € G) que 'on note e(G). Cet exercice ne prétend pas a étudier la notion d’exposant
d’un groupe.

1. Soit z,y € G. Que dire de o(zy) ?

2. Soit a, b deux entiers positifs. Montrer qu’il existe a’, b’ premiers entre eux tel que pged(a,b) = a'b

et da'|a, b'|D.
3. A-t-on e(G) = Card(G) ?
4. Montrer qu’il existe z € G tel que o(z) = e(G).

/

5. En déduire que pour tout corps k, tout sous-groupe de k* est cyclique.

Corrigé :

1. Notons n = o(z),m = o(y). Si n Am = 1, alors o(xy) = nm. En effet, soit k£ 'ordre de zy. Alors
1 = (ay)k" = z*nyPn = y* donc m divise kn. Par Gauss, m divise k. De méme, en passant & la puissance
m, on aura n|km donc n|k. Ainsi, nm|k. Or, (xy)™™ = 1 donc k|nm. Ainsi, o(xy) = nm.

Si n Am # 1, on n’a plus rien. Par exemple, soit = d’ordre k. Alors x~! est aussi d’ordre k et le produit
est d’ordre 1. On n’a donc pas o(xy) = ppcm(xy) en général.

2. Soit
a = H p"’p(a) ; b= H pvp(b)‘

peP pEP
On a donc
ppem(a,b) = a = H prax(vp(a),up(b)
peEP
Pour trouver deux nombres premiers entre eux, il faut et suffit qu’ils n’ont pas de diviseurs premiers en
commun. Faisons un petit exemple. On va trouver o/, dans le cas ot a = 243253 et b = 2233527.
Alors ppem(a, b) = 233537, Le 2% provient de a tout comme 53. On pose alors a’ = 2453, Posons donc
v = 337. Alors a't/ = ppcm(a, b) et par construction, a’ et b’ sont premiers entre eux.
Ainsi, posons

a/:Hpap; b/:Hpﬁp

peEP peEP
avec, pour p € P, oy, qui vaut vp(a) si vy(a) > v,(b), 0 sinon et 5, qui vaut v,(b) si v,(b) > vp(a), 0 sinon.
Ainsi, d’, b’ convient.
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3.
4.

Pour G = {eq}, 'exposant est 1 = Card(G). Pour Z/27Z x 7/27 =: G, on a e(G) = 2 # 4 = Card(G).
Soit # € G d’ordre maximal[l] Notons n = o(z). Montrons que e(G) = n.

Soit y d’ordre m. Soit n/,m’ tel que pged(n/,m’) = 1 et ppcm(nm) = n'm’. Soit d,d € N tel que
n =dn’,m = dm’. Alors % est d’ordre n’. C’est un fait général qu’on montre ici : si  est d’ordre n = dn’
alors z est d’ordre n’. En effet, (z4)" = 2™ = 1 donc o(z)|n’. Par ailleurs, (z?)°(*) = 29(=) = 1 donc
do(x)|n mais Z étant integre, o(x)|n’.

De méme, y° est d’ordre m/. Ainsi, 2%° est d’ordre n'm’ = ppcm(n, m) mais par maximalité de n, on a
ppem(n,m) < n. Ce n’est possible que si ppcm(n, m) = n. Ainsi, m|n : tous les ordres des éléments de
G divise n donc n est un multiple commun & tous les ordres. C’est le plus petit puisque n = o(x) donc

n = e(G).

. Dans un corps, un polynéme de degré n admet au plus n racines. Ainsi, soit n = e(G) et N = Card(G).

Alors I'équation X™ — 1 admet au plus n solution dans G mais n étant ’exposant du groupe, pour tout
g € G,on a g" =1 donc G est inclus dans I’ensemble des racines de X™ — 1 de cardinal au plus n. On
a donc N < n et par Lagrange, puisqu’il existe un élément x d’ordre n, on a n|N donc n = N. Ainsi, x
génere G et G est cyclique. Ceci redémontre ’exercice

Exercice 28. Soit n € N*. On note P,, I’ensemble des racines n-éme primitives de l'unité 7.e. elles
générent U,,. On note w = €27/ On appelle n-éme polyndme cyclotomique, le polynéme ®,, = H (X—

£)-

On peut aussi montrer que ®,, est irréductible dans Z[X| mais ’exercice devient beaucoup plus ardu.

¢ePy,

k soit une racine n-éme primitive de I'unité.

Déterminer une CNS sur k& pour que w
Déterminer ®,, pour n € {1,2,3,4,5,6}.
Déterminer deg(®,,) pour tout n € N*.
Déterminer ®, pour p € P.

Montrer que X" — 1 = H Dy.
dn

™o 80N =

(a) Déduire de cette question que

n=> o).

dln

(b) Déduire de cette méme question que ®,, est a coefficients entiers.

Corrigé :

1.

Il faut et suffit que k soit premier avec n. Supposons que k et n soit premiers entre eux. Par le théoreme
de Bézout, il existe u, v tel que ku+nv = 1. Donc ku = 1[n]. De fait, e2Fum/m = o2im/n of 2ikur/n ¢ (k)
donc (w*) contient un générateur de U, : w* est bien racine n-éme primitive de I'unité. Réciproquement,
supposons que w” soit racine n-éme primitive de I'unité. Il existe alors un u € Z tel que w** = w. De fait,
wkt=1 =1 donc ku — 1 = 0[n]. Par le théoréme de Bézout, k est premier avec n.

2. On trouve respectivement X — 1, X + 1, X2+ X + 1, X2+ 1, X4+ X3+ X2+ X +1, X2 - X + 1.

3. Le degré de ®,, correspond au cardinal de U, : c’est p(n).

4. Puisque pour p premier, P,, = U, \{1},

1 xr-1 "2
Pp(X) = —— (X—w):X_1:ZXk.
k=0

5. Il suffit de montrer que {U}; : d|n} forment une partition de U,,. Il est clair que I'union est disjointe et que

les U7 sont non vides. Il suffit de montrer le résultat par double inclusion. Soit w € U} pour d|n. Alors

1. Pensemble {n : z = o(n),x € G} est une partie de N non vide (contient 1 pour z = ec) majorée (car Vo € G,z" = 1)
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w® = 1. De fait, d divisant n i.e. n = kd, w** = 1 donc z € U,,. Réciproquement, soit w € U,,. On note
d son ordre. Alors par Lagrange, d|n d’ou la réciproque. De fait, pour n = 1, on a & = X — 1 et pour

n > 2,
X'—1=J]&x-0=]] [ X-¢=]]%a
¢ely, d|n C€U} dln
(a) On prend les degrés et on a le résultat.
(b) Par I’étape 1, on en déduit que

VneN X"-1=0, [[ @
d|n,d#n

Par récurrence forte, ®,, est le quotient dans Q[X] de X" — 1 et H ®,; := B qui sont deux
d|n,d#n

polynoémes de Z[X]. On peut montrer un résultat assez utile : on ne peut pas faire la division

euclidienne dans Z[X] a priori. On peut le faire si le coefficient dominant du polynéme par lequel on

divise est inversibleﬂ! Une preuve de ce résultat est écrite apres. Un corollaire est le lemme suivant.

Lemme : Soit A, B € Z[X] avec B unitaire. On suppose que B|A dans Q[X]. Alors c’est vrai
dans Z[X].

Démonstration. Soit @, le quotient dans Q[X]. Par unitarité de @, il existe C, R dans Z[X]
tels que A = BC + R avec deg(R) < deg(B). Donc (Q — C)B = R. Par degré, R = 0 donc
par intégrité, Q@ = C et Q € Z[X]. O

On applique donc le lemme pour A = X" — 1 et B = H ®, pour obtenir ®,, € Z[X] (et unitaire
dln
d#n

par unitarité de A et B.

Preuve de la division euclidienne dans Z[X].

Théoréme 4.1. Soit A, B € Z[X] et B unitaire. Alors il existe Q, R € Z[X] tel que A = BQ + R avec
deg(R) < deg(B) ou R = 0.

Démonstration. Si B est un polyndéme constant, il n’y a rien a faire car B = 1 par unitarité. On suppose
donc que B est de degré au moins 1 que 'on note b. On procede par récurrence sur le degré de A. Soit
H, :VA€Z,X]|,3Q,R € Z|X],A= BQ + R A (deg(R) < deg(B) VR =0).

e Pour n =0, on prend Q@ =0 et R= A.

o Supposons le résultat vrai jusqu’au rang n — 1,n € N*. Soit A € Z, [ X] et a,, coefficient dominant de A .
Alors A—B(a, X" ?) est de degré au plus n—1. En effet, deg(A) = n = n—b+b = deg(B)+deg(a, X" ) =
deg(a, BX"?) et le coefficient dominant de A est a, tandis que celui de a, BX" ™ est a, x 1 (B est
unitaire) donc le terme de degré n disparait. On applique I’hypotheése de récurrence sur cette différence.
Il existe Q, R € Z[X] tel que deg(R) < deg(B) ou R = 0 vérifiant A — B(a, X" %) = QB + R. Ainsi,
A=B(a, X"+ Q)+ Ret (a, X" "+ Q) € Z[X]. On a donc écrit une division euclidienne de A par B
ce qui montre H,.

e Par le principe de récurrence, le résultat est vrai pour tout n € N.

Exercice 29. Dans la suite, les anneaux sont supposés commutatifs.

1. Rappeler pourquoi A[X] est un anneau principal (c’est-a-dire que ses idéaux sont engendrés par

2. donc %1
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un seul élément) lorsque A est un corps.
2. Z[X] est-il un anneau principal ?

3. Soit A un anneau. Montrer que A[X] est principal si, et seulement si, A est un corps.

Corrigé :
1. C’est du cours.

2. Supposons par l'absurde que Z[X] est principal. Soit I 'idéal de Z[X] engendré par 2 et X (on a
I =(2)+ (X)) et P tel que I = (P). Pour les idéaux, diviser, c’est contenir! Ainsi, (P) contenant (2),
on a que P divise 2 donc P = £1, +2. De méme, P divise X et +2 ne divise pas X donc P = +1. Ainsi,
(1) = (2) 4+ (X) donc il existe U,V € Z[X] tel que 1 =2U + XV. En 0, on a donc 1 = 2U(0) ce qui est
absurde car 2 n’est pas inversible dans Z.

3. Supposons que A ne soit pas un corps. Supposons par ’absurde que A[X] est principal. Soit a € A non
nul, non inversible. Alors soit I = (a) + (X) et P € Z[X] tel que (P) = (a) 4+ (X). En raisonnant de
méme qu’avant, on montre l'existence de U,V € Z[X] tel que 1 = aU + XV. En 0, on a donc 1 = aU(0)
ce qui est absurde car a n’est pas inversible dans Z.

Exercice 30. Soit G un groupe, H un sous-groupe de G. On dit que H est distingué dans G lorsque
Vg € G,Vh € H,ghg™! € H. Autrement dit, Vg € G,gHg~! C H et on montre aisément qu’il y a égalité.
On dit que deux éléments hi, ho de H sont conjugués dans G lorsqu’il existe g € G, gh1g~" = ha.
Soit n € N>s.

1. Montrer que les 3-cycles engendrent 2A,,.

2. Montrer que les 3-cycles sont conjugués dans 2, si n # 4. Que se passe-t-il pour n = 47 En déduire
que pour n # 4, si H est un sous-groupe distingué de 21,, qui contient un 3-cycle, alors H = 2A,,.

3. On se place dans le cas n = 5. Classifier et dénombrer les éléments de 2, en fonction de la forme
de leurs supports.
4. Soit H un sous-groupe distingué de 2, distinct de {id}. On veut montrer que H = 2,,.
(a) Montrer que les doubles-transpositions sont conjugués dans 2,,.
(b) Montrer que si o est un 5-cycle, alors tout 5-cycle de 2, est conjugué a o ou o2.

(c) Conclure.

Corrigé :

1. &, est engendré par les transpositions. De fait, par multiplicativité de la signature, un élément de 2,
est un produit pair de transpositions : soit o € 2,. Alors il existe N € N et (1; = (a; b;))1<i<on des
transpositions telles que

2N
o=]]n
i=1
Or, pour tout a,b, c,d € N* deux a deux distincts, (a b)(a ¢) = (a ¢ b) et (a b)(c d) = (a ¢ b)(a ¢ d) donc

en regroupant par 2, on a le résultat souhaité.

2. Soit (a b ¢), (a B ) deux 3-cycles de 2,,. Dans &,,, ces permutations sont conjuguées : il existe o € &,
tel que o(a b c)o~! = (a B 7). Si o € A, c’est gagné. Sinon, soit d, e distincts de a, b, c dans [1,n] ce
qui est possible puisque n > 5. Alors o o (d e) est dans 2, et

cgo(de)(abe)de)o =a(abc)o! =(af )

=(a b ¢)

donc deux 3-cycles sont conjugués dans 2,. Cela est faux dans 204 : (1 2 3) et (2 3 4) ne peuvent étre
conjugués dans 2l : mettons que o soit telle que o(1 2 3)o~! = (2 3 4). Alors ¢(4) = 1. En imposant
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(o(1) 0(2) 0(3)) = (2 3 4), cela impose que o € {(1 4)(2 3),(1 2 4),(1 3 4)}. Dans les trois cas, cela ne
fonctionne pas.

Ainsi, si H est un tel groupe, alors comme n # 4, les 3-cycles sont conjugués dans 2, donc H contient

tou
3. o

Au

4. (a) Soit (a b)(c d)(e), (a B)(y §)(n) deux doubles transpositions. Soit o € &5 telle que o(a) =

s les 3-cycles. Puisque les 3-cycles engendrent H, on en déduit que 2,, = ({3-cycle} C H donc H = 2,,.
Il y a identité.

5
Il y a les doubles transpositions : pour obtenir une double transposition, on choisit <2> éléments a

3
permuter, puis 5 éléments a permuter, le dernier élément sera automatiquement fixé. L’ordre ne
compte pas donc je divise par 2 le résultat. Il y a donc 15 doubles transpositions.

5
Il y a les 3-cycles : pour obtenir un 3-cycle, on choisit nos deux points fixes. Il y a 5 choix que

I’on multiplie par les 2 3-cycles que I'on peut créer apres ce choix. J’ai donc 20 3-cycles.
Pas d’éléments d’ordre 4 — mais pas besoin de justifier via la suite [}

Un 5-cycle est déterminé par un tirage sans remise de 5 éléments dans une urne a 5 éléments et faire
tous les tirages possibles donnera 5 fois un méme 5-cycles : il y a donc 4! = 24 5 cycles.

total, on a donc obtenu 60 éléments donc il n’y en a pas d’autres.
a,o(b) =
B,0(e) =n. On a o(a b)(c d)(e)o™! = (a B)(c(c) a(d))(n) ce qui signifie (o(c) o(d)) = (v 6).
Si 0 € A5, nos deux doubles transpositions sont conjugués dans As.
Sinon, soit 0/ = o o (¢ d). Alors ¢’ € U et le résultat tient toujours.

(b) Notons ¢’ un 5-cycle. Alors o et o’ sont conjugués dans &j : il existe 7 € &5 tel que o' = 707~ L. Si T

est dans 25, c’est gagné. Sinon, on note 0 = (a b cd e) et 0 = (a c e b d) de sorte qu’on arrive & les
conjuguer avec un 4-cycle : en prenant la permutation (b c e d), on arrivea o = (bce d)o?(bced)™ .
Ainsi,

o =rort=71(bced) o?r(bced)]?

R
€As

(c) o Si H contient un 3-cycle, c’est terminé : H = 2,,.

e Si H contient une double transposition, il les a tous : cela fait 1 + 15 = 16 1 60 donc H doit
contenir autre chose, et si ¢’est un 3-cycle, c’est fini donc on va dire aussi un 5-cycle, disons o.
H étant un groupe, il contient o2 et donc par précédent, il contient tous les 5-cycles : H est
donc au-moins de cardinal 1 4+ 15 + 24 > 30 donc H = 2s.

e Si H contient un 5-cycles, il contient son carré donc tous les 5 cycles : cela fait au moins
1+ 24 = 251 60 éléments donc H contient aussi une double-transposition et on est ramené a
précédent.

1.

@ & o R

Exercice 31. On souhaite obtenir une condition nécessaire et suffisante pour que (—1) soit un carré
dans Z/pZ =: K avec p premier.

Lemme préliminaire : soit ¢ : G — G’ un morphisme de groupe avec G' de cardinal fini. Montrer
que |G| = [ker(p)|[Im(e)].
Montrer que « € K +— 2P € K est un automorphisme de corps.
Conclure le cas ou p = 2.
On note K2 I'ensemble des carrés de K et K2* = K2\{0}. Quel est le cardinal de K2 ?
p—1

Soit 2 € K. Montrer que z € K? <=z 2 = 1.

Conclure.

J

3. Si on a un élément d’ordre 4, c’est un 4-cycle donc il est de signature —1. Ce n’est pas long mais on peut se permettre de ne
pas écrire cette puce.
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Corrigé :

1. On peut faire comme dans la preuve du théoreme de Lagrange : utiliser la relation R définie par 2Ry <—-
¢(x) = ¢(y) pour z,y € G. R ainsi définie est clairement une relation d’équivalence. Soit {y1, - ,yp} =
Im(y) et x; € G tel que (x;) = y; pour tout 1 <7 < p. Soit {e1, - ,e4} = ker(y). Alors on a donc

p

G = I_l Cl(x,)

i=1
et il suffit maintenant de démontrer que
V1 <i<p,Cl(z;) = {zie1, - ,xieq}.
Soit 1 < ¢ < p. Clairement, on a l'inclusion de droite & gauche puisque ¢ est un morphisme de groupes.
Réciproquement, soit a € Cl(x;). Alors ¢(a) = ¢(x;) donc p(ax; ') = eg donc ax; ' € ker(y) donc il
existe 1 < k < q tel que ax; ! = e, i.e. a = e,;.
Ainsi,
P

Gl = |Cl(z:) = > g = pg = |ker(¢)[[Im(p)]-
i=1 i

=1
2. On peut montrer que ce morphisme (dit morphisme de Frobenius) est I'identité sur ce cas ici mais soyons
général. Notons F cette application. On a déja F'(0) = 0P = 0 (inutile a vérifier) et F(1) = 17 = 1.
Ensuite, on a
F(zy) = (zy)’ = 2Py’ = F(z)F(y)

puisque x est commutative dans un corps et

p—1
Flz+y)=(z+yP =P 4+y*+ Z (Z) zhyp=F
k=1

par le binéme de Newton (X est toujours commutative). On a

K(p— k) (i) = p!

donc p\k:!(p—k)!(i) mais comme k < p et p—k < p, par primalité de p, on a pAk! = 1 et pA(p—Fk)! =1:

b
k

3. Si p =2, alors tout élément de K est un carré.

par le théoréme de Gauss, p| < ) Ainsi, F(z +y) = 2P +y? = F(x) + F(y).

4. Déja, (K*)? est clairement un groupe multiplicatif. On consideére ¢ : K* — (K*)2,z +— 22. Alors ¢ est
par construction surjective et 12 = 1 <= z = +1 donc ker(¢) = {#1}. Par la premiére question, on a

donc p — 1 = 2|(K*)?| donc le cardinal cherché est p%

5. Par le théoréeme de Lagrange, Vo € (K*)Q,gvp%1 = 1 puisque |(K*)?| = p% Ainsi, on a l'inclusion de

gauche a droite (le cas z = 0 est trivial). Réciproquement, soit E I’ensemble des racines du polynéme

—1
X" —1dans K. Alors K étant un corps, ce polynéome admet au plus p racines.

p—1 p—1

Par ailleurs, il contient (K*)? qui est de cardinal donc E est de cardinal au moins : il est
-1
donc de cardinal 2 donc E = (K*)2.
6. Ainsi, (—1) est un carré si, et seulement si, (—1)% = 1 ce qui implique que p — 1 = 0 dans Z/4Z donc

p=1[4].

Pour x € K, la quantité 2T est notée () : c’est le symbole de Legendre.
p
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Exercice 32. On souhaite obtenir une condition nécessaire et suffisante pour que 2 soit un carré dans
Z/pZ =: K avec p premier. On suppose connu les résultats de 'exercice On considere L un surcorps
de K qui contient un « tel que (a) ~ Z/8Z.

1. Soit y = a + a~!. Calculer 2.
2. Calculer yP selon la classe de p dans Z/8Z.

3. Conclure.

Corrigé :
l.Onacd’+a?=a2a?*+1)=0doncy?> =2+a?+a2=2.
2. Par Frobenius, y? = of + a™P. p étant impair, p est congru & £1[8] ou a +5[8].
e Sip=+1[8,alorsy? =a+alt=y
o Sip=45[8], alors y? = —y car ot =% = —1.
3. Le lien entre les deux questions est le suivant : ob — yP~! par le critere de Iexercice 2 est un carré
dans K si, et seulement si, y?~! = 1.
e Sip=+£1[8], alors y? = y donc y?~! = 1. 2 est un carré.

e Sip=+£5[8], alors y? = —y donc yP~! = —1 : 2 n’est pas un carré.
Exercice 33. Soit G un groupe et X un ensemble. On dit que G agit sur X lorsqu’on se donne une
application

GxX —» X
(9,2) — g-x
de sorte que
e Vg, eGNrxe X, g- (¢ z)=(99) - x.
e Vx e X, eqg-x=u2x.
- est alors appelé une action de groupes. Une action de groupes généralise la notion de loi externe dans
la structure d’un espace vectoriel. Si E est un K-espace vectoriel, alors K agit sur E. Toutefois, E ayant
une structure vectorielle (c’est un groupe), on demande que l’action soit compatible avec ces opérations
alors que ici, X n’est qu’un ensemble sans structure. Le but des actions de groupes est d’étudier X a
travers G en choisissant un couple groupe/action adéquat.

1. Montrer que tout sous-groupe H de G agit sur G via l'action Vg € H,Vz € G, g - x = gx.

2. Montrer que G agit sur lui-méme par conjugaison : I'action Vg € G,Vz € G,g-x = grg~'.

3. Dans la suite, on se donne une action de G sur X. Soit la relation Va,y € X,z y <= Jg € G,y =
g - x. Montrer que est une relation d’équivalence. On appelle orbites les classes d’équivalences de

4. Soit x € X, on note Stab(z) = {g € G : g-x = x}. Montrer que Stab(z) est un sous-groupe de G.
G/

5. On suppose maintenant que G est de cardinal fini. Montrer que [Stab(@)] = |w(z)|. On admettra
ab(x
(ce n’est pas dur) que si H est un sous-groupe de G, alors on peut définir l’ensemble des classes

d’équivalences noté G/H = {gH : g € G} pour la relation d’équivalence x ~g y <= x € yH. On

|G|
a alors |G/H| = .
|H|
6. En déduire I’équation aux classes : soit {2 un systeme de représentant des orbites. On a

Gl
| X| = E .
o5 [Stab(w)]

7. Une application. Soit n € N*,G = (Z/nZ)*, X = Z/nZ. On fait agir G sur X via g -z = gz.
Ecrire I'équation aux classes. On pourra établir une bijection entre I’ensemble des orbites pour
cette action et les diviseurs de n.
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Corrigé :
1. Soit H un sous-groupe de G. Montrons que H agit sur G via l'action de 1’énoncé appelée action par
translation a gauche.
e Soit h,h' € Hyg € G. Alors h- (' -g) =h-(h'g) = h(hg) = (hh')g = (hI') - g.
——
=ge
e Soit g € G. Alors 1gg =1gg = g.

Beaucoup d’opérations naturelles vue en cours de Mathématiques supérieures ou Mathématiques spéciales
sont en réalité des actions par translation a gauche. Par exemple, GL,,(K) agit par multiplication a gauche
sur M, ,(K). GL(E) agit sur l'ensemble des bases de E via Uaction (f, (e;)i1<i<n) — (f(€i)i<i<n)-

2. e Soitg, g €G,x€G. Alorsg-(¢'-2)) =g (drg'™") = gg'x(99") ! = (99) - x.

e Soit x € G. Alors 1g -z = 1lgzlg = .

Méme remarque! Par exemple, &, agit sur l’ensemble des k-cycles ,k € [1,n], par conjugaison. Aussi,
GL,,(K) agit par conjugaison sur My (K).

3. Il s’agit de montrer les trois points pour avoir une relation d’équivalence :

o Réflexivité : soit x € G. Alors 1¢ -2 = x donc x ~ .
o Transitivité : soit z,y, 2z € G tels que x ~ y,y ~ z. Soit g,¢' € Gtel que y =g-x et z = ¢ -y. Alors
z2=¢ (g-2)) = g¢ x donc x ~ z.
~
eG
e Symétrie : soit x,y € G tels que x ~ y. Soit g € G tel que y = g - x. Alors g~
et g7' € G :onadoncy~ x.

Ly=gt(9g-a)=2

Regardons quelques exemples. Pour laction par translation d gauche de GL,,(K) sur M, ,(K), le repré-
sentant privilégié de chaque orbite est une matrice triangulaire supérieure : c¢’est le Pivot de Gauss!

Pour laction par conjugaison de GL,(K) sur M, (K), deuz éléments d’une méme orbite sont dites sem-
blables. Si on regarde l'orbite d’une matrice diagonalisable (resp. trigonalisable), le représentant privilégié
est naturellement la matrice diagonale (resp. triangulaire) associée. Enfin, lorsqu’on dit que quelque chose
est invariant par conjugaison, c’est qu’il est constant sur chaque orbite.

4. Soit x € X. Alors 1 - ¢ = 2 donc 1g € Stab(z). Soit y,y" € Stab(z). Alors
e (yy) - z=y-(y -2) =y -z =2z donc yy € Stab(z).
o y! Li(y-2)=(y'y) -2 =1g -z =z donc y~! € Stab(x).

Ainsi, Stab(x) est un sous-groupe de G.

.aj:y_

Bien siar, Stab(z)(1g) = G pour toute action.
5. Soit ¢ : g € G/Stab(x) — g - x € w(z).
o Bien définie : soit g, ¢’ tel que g = ¢’. Alors il existe h € Stab(z) tel que g = g’h. On a alors

g-x=(gh)-z=g"( )=g .

h-x
——
=z car heStab(x)
Ainsi, ¢(g ne dépend pas du représentant de g.
o Injectif : Attention, ce n’est pas un morphisme! Soit g, ¢’ € G tel que g-x = ¢'-x. Alors (¢’ 'g)-z =z
donc ¢g'~'g € Stab(z) i.e. g € g'Stab(z) i.e. G=g'.
o Surjectif : soit y € w(z). Il existe g € G tel que gz =y. Alors p(g = y.
Ainsi, ¢ est bijectif donc on a 1’égalité des cardinaux souhaités.

6. Les orbites forment une partition de X. Ainsi, on a

G|
X| = w(x)| = _
X= L)l = ¥ ey

€N
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Exercice 34. Cet exercice utilise les résultats sur les actions de groupes. Les résultats utilisés sont vus
dans [’exercice On utilisera librement ’exercice Soit (k,4+, x) une algebre a division ou corps
gauche (un corps commutatif avec X non commutatif). On suppose que k est fini. On souhaite montrer
que k = Z(k).

1. Montrer que Z(k) est un corps. On suppose par 'absurde que k # Z(k). On note ¢ = |Z(k)|.

2. Montrer qu’il existe n € N* tel que |k| = ¢".

3. Montrer que k* agit sur lui-méme par conjugaison.

4

. On fixe dans la suite z € k*. Soit k, = {y € k : xy = ya}. Montrer que k, est une algébre a
division et que k) = Stab(z).

&

Montrer que k, est un Z(k)-espace vectoriel. En déduire qu'il existe d € N* tel que ¢ = |k,|.

6. Montrer que ¢¢ — 1|¢" — 1. Que dire de d et n?

7. Ecrire I’équation aux classes. En déduire qu’il existe une liste d’indice I = {d1,--- ,d,} tels que
di|n,d; # n pour tout i de sorte que

q" —1

g4 -1

o=l == L
del

8. Montrer que ®,,(¢)|g — 1. On utilisera ’exercice En déduire que |, (q)| < g — 1.
9. Montrer pourtant que ®,,(¢) > ¢ — 1. Conclure.

Corrigé :
1. Il est aisé de montrer que Z(k) est un sous-anneau de k qui a la commutativité de x et tous ses éléments

non nuls sont inversibles dans Z(k) (si * € Z(k)\{0}, alors 27 € k et 7! commutent avec tous les
éléments de k puisque x a cette propriété. C’est donc un corps.

2. 1l faut penser a la dimension! Il est aisé de montrer que k est un Z(k)-espace vectoriel. Puisque k est
fini, k est de Z(k)-dimension finie donc il existe n € N tel que k ~ (Z(k))™ donc |k| = |Z(k)|" = q".
3. Tout groupe agit sur lui-méme par conjugaison. Puisque k* est un groupe (multiplicatif), on a le résultat.

1

4. 11 est aisé de montrer que k, est un sous-anneau de k. De plus, soit y € k,\{0}. Alors y~* est inversible

dans k et de I'égalité yx = xy, alors 2y~ = y~ 'z donc y~! € k,. Ainsi, k, est une algebre & division.
Enfin,

y ekl <= xy=yx
<:>yxy_1::v
=y r=zx

<= y € Stab(z).

Ainsi, k} = Stab(z).

5. Il est aisé de montrer que k; est un Z(k)-espace vectoriel (en montrant tous les axiomes) sachant qu’on
a déja la structure de groupe de (k;,+). Par le méme argument que [2} il existe d € N tel que |k,| =
|Z (k)| = q".

6. k* est un sous-groupe de k* donc par le théoréme de Lagrange, ¢¢ — 1|¢™ — 1. On a alors que d|n (et c’est
équivalent). En effet, soit b, 7 quotient et reste de la division euclidienne de n par d. Alors

qn 1= qbd+7“ —1= (qd)bqr -1

=@ " +q —1=¢((¢) 1) +q -1
b—1

=" -1)q"> ¢ +q -1
1=0
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On vient d’écrire la division euclidienne de ¢" — 1 par ¢¢ — 1. Ainsi, dn<=r=0<=4q¢" -1=0<=
d n
q* —1l¢" — 1.

7. Soit X un systéeme de représentant de chaque orbite. Alors

K| =D lw@)=1Z2&)" [+ >, |w(@)]

rzeX zeX,x¢tZ

puisque si z € Z, alors w(x) = {z} ce qui donne le terme |Z(k)*|. Réciproquement si |w(x)| = 1, alors
w(z) = {x} donc x € Z(k)*. Ainsi, sur la somme sur z € X,z ¢ Z, alors |w(z)| > 1.

Puisque
Stab(z)] k3| q?— 1

alors en replacant,

"—1=g¢ i

ou la somme porte sur des d tels que d|n (question précédente) et d # n (pour avoir |w(x)| # 1).
8. On a

XP—1=]] 2,
alp
par 'exercice 28 On a donc
[ 11
- jln
= = OF
- II @
Xl ll_[‘pﬂ jln.jtd
od

pour d|n,d # n. En particulier, ®,, divise ce quotient mais ®,, divise X" — 1 donc dans la formule
précédente,
(I)n (Q)‘q -1

Si n|m, alors |n| < |m|. Ainsi, |®,(q)] < ¢— 1.
9. Par inégalité triangulaire, pour tout u € U # {1},

g —ul > [lg] = [ul] = ¢ -1

et 'inégalité est stricte puisque u # 1|ﬂ Puisque 1 est racine primitive de I'unité si, et seulement sin =1,
on en déduit que

@n(a) = | ] (@—2)| > lqg—1P" >¢—1
TEUn

ce qui est contradictoire avec le point précédent. Ainsi, k = Z donc k est bien un corps.

4. dans ce cadre, le cas d’égalité de 'inégalité triangulaire est le caractére positivement colinéaire et par positivité de q ...
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Chapitre 5

Espaces vectoriels normés

Exercice 35. Soit F = R[X].
1

1. On munit E de || - ||eo- Soit u € L(E) vérifiant Vk € N,u(X*) = ka. Montrer que u est

continue, inversible, mais d’inverse non continue.
2. Exhiber deux normes non équivalentes sur FE.
3.SoitD:PeE— P eFEetM:PecEw— XPcE.

(a) Donner une norme sur E de sorte que M soit continue, et une autre de sorte que M ne le
soit pas.
(b) Méme question pour D.

4. Existe-t-il une norme de sorte que M et D soient continues ?

Corrigé :
n

n
1. Soit P, un polynéme, disons de degré n. Alors P s’écrit Z apX*. Ainsi, u(P) = Z U xk, Ainsi,
k=0 okt

VEk € [0,n],

e Jail ] < 1P e

k+1]~ k+1—

D’ou ||u(P)|| < ||P||- u est donc continue car 1-lipschitzienne.
Par ailleurs, u envoie une base de K[X] sur une famille échelonnée en degré, qui contient tous les degrés :
c’est donc une base donc u est bijective. Maintenant, pour tout k¥ € N, v~ (X*) = (k + 1)X* donc
|u=t (X*)||/[|X*|| n’est pas bornée. u~! n’est pas continue.

[P ll1

1P| = +o00 donc les normes
n|loo n x

2. On considere la norme infinie et la norme 1. Pour P, = Z”: X%, Alors
ne sont pas équivalentes. =
3. (a) De maniére générale, pour toute suite de réels strictement positifs (u,)pen, pour un polyndme
P = i ar X", l'application définie par N, (P) = i ug|ag| est une norme sur E. Considérons alors
la nolfr;?e N pour u = (n!),en. Alors =

n—1 n
NDP)) = 3 lart|(k+ DI < S Jaglk! = N(P).
k=0 k=0

Donc D est continu pour N. Par contre, D n’est pas continu pour || - ||cc-
(b) On a ||M(P)|lcc = ||P||cc- Par contre, pour la norme N précédente, on a N(X") = n!, N(M(X")) =
n
(n+1)! donc =n+ 1 donc M n’est pas continu pour N.

N(X")
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4. Supposons qu’une telle norme existe, disons || - ||. Alors il existe k, h tel que
VP e RIX], [|M(P)[| < kI[P, [ID(P)| < A P].

Alors
[n X" < [|MnX" 7| < kll[nX"7 < k| D(X™|| < kh[| X"].

Ainsi, on en déduit que n < kh, ce qui est absurde.

Exercice 36. Soit F, un espace vectoriel normé, u, v deux endomorphismes continus de £. On suppose
que uov —vou=ald.

1. Montrer que Vn € N*, 4" ov — v o u™ = anu™!.

2. Montrer que u et v commutent (c’est-a-dire a = 0).
3. Et si E est de dimension finie ?
4

. Déduire de cet exercice qu’il n’existe pas de norme sur K[X] rendant les endomorphismes D et M
continus (c.f. Pexercice [35)).

Corrigé :
1. C’est une récurrence.
2. Soit n € N*. Alors

nlal|[u" | = k™ 0 v = v 0wl < 2l o]l < 2[|u ||l

Il y a deux cas.
o Soit u"~! % 0 pour tout n > 1 donc |a|n est majorée : a = 0.
« Soit il existe un rang p tel que vP~! = 0 donc a est nilpotente. Si p = 1, alors u est nulle, donc u et v
commutent. Si p > 2, supposons a # 0. Alors par 1, on en déduit que u?~2 = 0. Par une récurrence
descendante finie, © = 0 contredisant le fait que a # 0. Donc a = 0.

3. Si FE est de dimension finie, on a, en prenant la trace, 0 = adim(F) donc a = 0.

1
Exercice 37. On considére E = C%([0,1],R) muni de la norme || - ||; : f € E / |f(¢)|dt € R.
0

1
1. Soit g € E. On considere ¢, : f € E / f(t)g(t)dt € R. Montrer que ¢, est une forme linéaire
0
continue puis calculer sa norme d’opérateur.
2. Soit g€ E. Soit ®: f € E— ®(f) € E telle que Vf € E,

a(f): [0,1] — R
7 s /Of(t)g(t)dt.

Montrer que ® est un endomorphisme continu puis calculer sa norme d’opérateur.

Corrigé :

1. Il est aisé de montrer que ¢, est linéaire. De plus,

1 1
Vi € E.lpy(f)] = ' / f(t)g(t)dt\ < [ 17®llgto)lde < lglel 11

Ainsi, ¢, est continue car elle est ||g||oc lipschitzienne.
Une propriété du cours assure que la [|p4]| est I'infimum des constantes de Lipschitz de ¢4 donc on a
déia

legll < 1lglloo-
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Réciproquement, on souhaiterait exhiber une fonction f de norme 1 telle que |¢4(f)| = [|¢q/|- Pour cela
puisque g est continue sur le segment [0, 1], il existe xg tel que |g(zo)| = ||g]|co. Quitte & considérer —g,
on peut supposer que g(zg) est positive puisque [|¢g4[| = [l¢—gll. On peut méme supposer g(zg) > 0 car
si g(zp) = 0, alors g est nulle. On va donc essayer de construire une fonction f concentrée en xy de sorte
que

[ 0t = gtao).

Le probléme est qu’une bonne fonction satisfaisante est le Dirac en zg qui n’est pas une fonction sympa-
thique. On va donc essayer de ’approcher via une fonction en forme de pic.

1 1
Soit n € N avec n > max (, ) et

Zo 1—330
1 1
0 six ¢ 1‘0—,.%'0+:|
1 T
fn(x) = n? <x$0+) sirx € |xg— —, 20
n n

9 1 . 1
—n‘|x—x0— — Silx € |xg,To + —
n n

1
Remarquons déja que pour tout n € N, par la formule de l'aire d’un triangle, / fa(t)dt =1 et que f,
0

est positive : on a donc Vn € N, || fn|l1 = 1.

1 1
Sur lintervalle {xo — —,x0+ }, g étant continue sur [0, 1], soit donc € > 0 : il existe ng € N tel que
n n

1 1
Vi > no,¥a [360 L+ ] 9(@) — glao)| < e.
n n

On écrit maintenant
1 zo+z
[oalta) = g(oo)l = | [ 5a(®)0(t) = glayae] < [ 110 g0) ~ gtov)] e <.
0 S =
<e
On vient de montrer que

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, [¢q(fn) — g(x0)| < e.

Ainsi, ¢q(fn) e g(zo) donc |@g(fn)l e llglloo- L'inégalité

g (fn)ll < lllpgll
passe donc a la limite en ||gloc < ||leg]l-

x
2. 1l est aisé de montrer que ¢ est un endomorphisme : elle est clairement linéaire et x +— / fg est C! sur
0

[0,1] donc dans E. De plus,

v e Ble(nlh= [ [ retar] as
< [ [1rweia

1 T
< [Nl [ 1)atda

<Ilflh
= [lpllooll.f11-
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Ainsi, ® est continue et on a déja ||P|| < ||¢llco mais cela est assez grossier. En effet, si on retourne en
arriere, il y a une majoration tres grossiere a cause de 'intégrale de 0 & x. Soyons plus subtil et procédons
a une intégration par parties. On integre 1 et on choisit la constante pour annuler le crochet :

wrenlewhs [ [ oo =[e-v [rodoa] - [ @i

On a donc

vieE [o(f)l < /01(1 — o)p(@)[|f(2)]dz < Sup](l — z)[e(@)|f]l1-

ze€[0,1

=wa(f)

On a donc

[l < sup (1 —=z)|p(z)| =: M
z€[0,1]

Puisque u : x € [0,1] — (1 — z)p(z) est continue sur [0, 1], soit xo tel que |u(zg)] = M que l'on peut
supposer strictement positive comme avant. Soit (f,,), suites de fonctions pics en zp comme avant. Pour

n assez grand, 'image de lintervalle |zg— —, 79 + —| par u est inclus dans R** (donc ¢ aussi car
n n

zo €]0,1[). On a alors Remarquons déja que

t)dtdx

dm—M'

vn e N, [[|®(fn)l — M| =
A (et

=:AW1 .
_ / L dtdx_M\
130—7 xo—f

kw—ULijf()(dt

dx—M‘

+/_L%ﬁ,)@d—M|

zo—1/n

l‘o+;
= [ ut gt~ ulao)

Ll w(t) fo(£)dt — (o)

g/mi"M0—wAmLm@Mt§a
zo—7 S————

<e

Cela conclut et montre que [|®[| = M = sup (1 —x)|e(x)|.

z€(0,1

Exercice 38. Soit n € N* et A € M,,(C). Montrer que si ||A|| < 1, alors I, — A est inversible et calculer
son inverse a 'aide d’une série de vecteurs. (C’est la formule de von Neumann.)

Corrigé : Il faut penser a 'identité sur R suivante :

> et =1

k>0

pour |z| < 1.
Ici, on a bien envie de dire que l'inverse de I, — A est Z A, Pour ce faire, admettons dans un premier
E>0
temps que cette série est bien définie. Alors
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+00 +00
(In—A)> AP =>"AF A =T, — lim A" =1,.
k=0 k=0

k—+o00

Il y a donc deux choses & justifier : la convergence de la série et le fait que A* k—+> 0 (ce que l'on sait déja
—+00

par la série). On écrit donc

1
> AM <3 A < A =
k>0 k>0 k>0
Ainsi, la série converge et on a bien
400
In—A€GL,(R): (I, — A) ' =" A~
k=0
Exercice 39. Soit n,k € N* et A € M,,(C). Montrer que
1 k
I,+-A A
< n+k ) k—>—+>ooexp( )
+00 Ad
ou exp(A) = Z — - (On s’assurera de la bonne définition de exp(A). Pour rappel, une série de vecteurs
Jj=0 7*
converge lorsque la suite des sommes partielles converge.)
Corrigé : Soit A € M,,(C). Soit n € N*. Soit || - || une norme sous-multiplicative sur M,,(C) (il en existe :

par exemple, on prend une norme d’opérateur ou méme la norme de Frobenius qui est A + tr(AAT)). Alors
la série exponentielle est bien définie. En effet,

1 1
< 3" 1A < 30 SIAIF = exp()lAl).
>0 >0

1
> EAE

£>0

Ainsi, la série exponentielle converge. On écrit alors

=1, 1A S kN1,
exp(A) = ; EA ; <In + k‘A> = Z ’ ﬁA .
=0

Ainsi,

1 N1 1 k1 1 koo
vge[[o’k]]’fl<£>kxfzfl<1fl(k._£)lk.€>:€|(l H ]{3)>0'

i=0+1
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Ainsi,

=i l=k+1
1 k)1
<>z @e I+ S L)
=0 = k+1
k
1 k) 1
<>y (g)g A+ S S
=0 = k+1

:ﬁ(;, (’;)kmmmz Al

L k+1

k
:exp(HAH)—<1—|—H2H) — 0.

k—+o00

On a bien la convergence souhaitée.
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Chapitre 6

Topologie

Exercice 40. Soit F, un espace vectoriel normé. Soit ¢ € E* non nul et H = ker(y), hyperplan de E.
Montrer que H est fermé ou dense dans E.

Corrigé : En dimension finie, un sous-espace vectoriel est bien fermé. On rappelle la preuve. Soit x, une suite
convergente de F' sev de E. Alors x est bornée dans F'. Il existe donc R tel que {x, : n € N} C Bf(0,R). Donc
B¢(0,R) N F est une boule fermée de E donc compact par dimension finie de F. Il existe donc une sous-suite
convergente dans F. Par unicité, la limite de x est dans F'. Sinon, H est le noyau d’une application linéaire,
continue par dimension finie. Donc H est fermé.

En dimension infinie, si ¢ est continue, alors H est fermé. Supposons donc que ¢ n’est pas continue. Alors ¢
n’est pas lipschitzienne : Vn € N, Ja,, € E, |p(an)| > nlla]-

p(z)
w(an)

Soit x € E. Pour tout n € N, posons y, = = + Apay. Alors ¢(y,) = 0 pour A\, = — . Ainsi définie,

yn € H pour tout n. Or

oty Janl le@l

[plan)] = n noeo

p(z)
v(an)

Qn

g — ol = H

Donc H est bien dense dans E.
Il existe une alternative plus élémentaire mais je tiens a présenter cette méthode.

Exercice 41. Soit E, un espace vectoriel normé. Soit K, un compact non vide de E. Soit f : K — K
vérifiant Vo # y € K, || f(z) — f(y)|| < ||z — y||. Montrer que f admet un unique point fixe. Montrer que
ce dernier est obtenu par limite d’une suite vérifiant ug € X,Vn € Ny w1 = f(uy).

Corrigé : Soit g : # € K — ||f(x) — z|| € RT. g est clairement continue sur K donc par le théoréme des
bornes atteintes, g admet un minimum sur K compact. Notons-le a. Alors si f(a) # «), on a g(f(a)) =
If(f(a)) = fla)] < ||f(a) —al = g(a), ce qui est absurde. Donc « est bien point fixe. Pour 'unicité, si «,
sont deux points fixes, on a ||a — S| = || f(«) — f(B)]| < ||a — B]|- Cela signifie que o = 3.

Considérons maintenant la suite définie pour tout n € N par d,, = ||z, — a| (« est point fixe de f). Alors
d est une suite décroissante, minorée par 0, donc converge, disons vers . Par compacité de K, x admet une
valeur d’adhérence, disons &. Par passage a la limite, on en déduit £ = || — «||. En appliquant la méme chose
a dpt1 = ||xnt1 — af|| = || f(zn) — f(a)|| et par continuité de f, on a ¢ = || f(§) — f(a)]|]. Donc £ = «v. Ainsi, x
admet une unique valeur d’adhérence qui est « : elle est donc convergente, et ce, vers a.

On présente dans ce qui suit trois résultats intéressants, pas si facile, assez utiles, de topologie.
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Exercice 42. Soit F un espace vectoriel normé et (z,,), € EN une suite convergente de limite £. Montrer
que {z, : n € N} U {{} est compact.

Corrigé : Notons K = {z,, : n € N} U {¢}. Soit (y,)nen une suite dans KN. Si (y,), prend la valeur de ¢
une infinité de fois, il est aisé de construire une extraction ¢ telle que Vn € N, y,,) = £ donc (y,), admet une
valeur d’adhérence.

On suppose donc que ce n’est pas le cas. Notons X = {x,, : n € N}. Alors on peut construire une extraction
¢ de sorte que (Y, (n))n soit & valeurs dans X.

e Pour chaque k € N, il existe nj, € N tel que y, ) = 7y, . Notons ny = (k).
o Alors on a Vk € N,y ) = Ty(x)-

. e Si % est bornée, alors (y,x))x prend un nombre fini de valeurs : elle admet donc une sous-suite
convergente donc (Y, ), aussi.
e Si ) n’est pas bornée, alors il existe une extraction o tel que 1 o o soit une extraction. On a alors

Yo(o (k) = Ty(o(k)) ,—

k——+o0

donc (y,), admet une sous-suite convergente.

Exercice 43. Soit F, F' deux espaces vectoriels normés et f : F — F une application continue bijective.
Montrer que si E est compact, alors f~! : F — E est continue.

Corrigé :

On va montrer que f~! : F — E est continue par caractérisation séquentielle. Soit donc (y,), € FN une
suite convergente dans F', disons vers £. On veut montrer que

-1 -1
P ) > 170,

Par hypotheése, on sait alors que F' = f(F) est compact. On va donc montrer que (f~'(y,)) admet une
unique valeur d’adhérence qui est f~1(¢) ce qui conclut quant & la convergence vers cette unique valeur.

Soit ¢ une extraction telle que (f _1(y@(n)))n converge, disons vers a. Alors par continuité de f, on a

0 +—

n——+00 Y f(a)

yap(n) n—-+o0o

donc par unicité de la limite, ¢ = f(a) donc a = f~1(¥).
Ainsi, f~1(¢) est 'unique valeur d’adhérence ce qui conclut quant & la continuité de f~*.

Exercice 44. Soit F, un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit F', un fermé non vide de FE.
Montrer que d(z, F') := inlf: ||z — y]| est atteinte. Méme question mais E est supposé de dimension infinie
ye

et F', un sous-espace vectoriel de dimension finie.

Corrigé : On rappelle qu’'un espace de dimension finie est fermé (rappelé en ??. Il faut savoir le démontrer!).
Soit a € F,d = ||z — a||. Soit K = F N By(x,d) ={y € F : ||z —y|| < d}. K est inclus dans un fermé, et K est
fermé borné. Ainsi, K est compact (dans K') car F' est de dimension finie . L’application y +— ||y—z|| est continue
sur K donc atteint son minimum en ¢ € K par le théoréme des bornes atteintes. Ainsi, Yy € K, [|[x—y| < ||[x—¢||
donc ||z —¢|| < d. Par ailleurs, Vy € F\K, ||z —y| > d > |z — ¢||. Ainsi, d(z, F) > ||z — ¢|| mais puisque ¢ € F,
on a égalité.

Exercice 45. Soit E, un espace vectoriel normé. Montrer que sa sphere unité fermée est compacte si, et
seulement si, E est de dimension finie. Indication : On pourra utiliser ’exercice[{4) et regarder un vecteur
unitaire u vérifiant d(u, F') = 1 pour F', un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, et construire
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une suite d’éléments de By(0,1) sans valeur d’adhérence.

Corrigé : Si F est de dimension finie, c’est clair. Si E est de dimension infinie, pour F' de dimension finie
de E, on sait par Pexercice [44] qu’il existe y € F, vérifiant d(x, F') = ||« — y|| pour tout « € E\F. Posons donc
r—y

H Tk Alors u est unitaire, donc d(u, F) < |lu|| = 1. Par ailleurs,
=y

u =

1
Vz € Fllu—z| = mllw =W+ llz =yl

De plus, ||[z—(y + ||z —yl)z || < d(z, F) = ||z —y||. Donc ||u—z|| > 1, et ce, pour tout z € F. Donc d(u, F) =1
eF

au final.

Considérons maintenant une suite u & valeurs dans By(0, 1) vérifiant Vn,p € N2, n # p = |lu, — u,| > 1.
Cela signifie que u n’a pas de valeur d’adhérence, contredisant la compacité de la boule fermée de F.

On considére ug, un élément unitaire quelconque. Supposons g, - - - , u,—1 construit. L’espace Vect(ug, - - , Up—1)
étant de dimension finie, le début de la preuve assure un élément wu, vérifiant d(u,, F,) = 1. Alors Vk €
[0,n — 1], ||un — ug|| > 1. D’olt la construction de u,. On construit ainsi une suite u satisfaisante.

Les deux exercices qui suivent peuvent utiliser les exercices [42] et

Exercice 46. Soit E, F' deux espaces vectoriels normés et f : £ — F' injective. Montrer que f est
continue si, et seulement si, 'image de tout compact de E par f est un compact de F.

Corrigé : Par le cours, si f est continue, alors I'image d’'un compact de E par f est un compact de F.
Réciproquement, soit (z,,), € EY une suite convergente dans E, disons vers £. On veut montrer que

n—-+oo

Soit K = {x,, : n € N}U{¢} qui est un compact de E par 'exercice 42} Alors K’ = f(K) est compact. Soit
g9 = J|k- g est alors bijective de K dans K’ et on note alors g7! : K — K.

K étant compact, g~! est continue : en effet, soit A un fermé de K compact donc A est compact. Montrons
que I'image réciproque de A par g~ ! est fermé. Si c’est le cas, c’est vrai pour tout fermé donc g~! est continue.
Pour montrer ce fait, il suffit de remarquer que (g71)71(A) = g(A) qui est compact car g(A) = f(A) qui est
compact.

g~ ! étant continue et K’ étant compact, par 'exercice (g71)~! est continue donc g est continue. En
particulier, f(z,) = g(xy) e g(£) = f(¢) donc

donc f est continue.
L’injectivité est cruciale! Si on prend f = Lg++, alors limage de tout compact de F' est soit {0},{1} ou
{0,1} qui est compact.

Exercice 47. 1. Soit F, F deux espaces vectoriels normés et f : £ — F' continue. On suppose que
I'image réciproque de tout compact de F' par f est un compact de E. Montrer que f est fermée
i.e. 'image de tout fermé de E par f est un fermé de F.

2. Soit F,, l'ensemble des polynoémes de R,,[X] unitaires et scindés sur R. Montrer que F,, est un
fermé de R, [X].

Corrigé :
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1. Soit A un fermé de E. Soit (y,)n € AN une suite convergente dans f(A), disons vers £. Soit (xy,), € AV
tel que Vn € Ny, = f(zy). On veut montrer que y € f(A).
K = {y, : n € N}U{/} est un compact de F par I'exercice {42} Ainsi, par hypothese, f~1(K) est compact
donc puisque (z,), € f~!(K), par compacité, il existe une extraction ¢ telle que (T y(n))n converge,
disons vers £. Alors de 1'égalité

I T = &

on tire par continuité de f

H,_/

n—-+oo
Yo (n)

Par unicité de la limite, £ = f(£) et £ € A donc £ € f(A).

2. 1l s’agit de montrer que
f: R™ R, [X]

N
(>‘1)"'7 n — HX )\k

est une application fermée car F,, = f(R™). f est clairement continue car polynomiale. Ainsi, montrons
que l'image réciproque de tout compact de R,,[X] est un compact de R™.

Soit K un compact de R, [X].
o R" est de dimension finie.
o Par continuité de f, f~1(K) est fermé.

o Comme K est compact, K est bornée pour la norme infinie (n’importe quelle norme puisqu’on est
en dimension finie). Soit donc M une borne de sorte que VP € K, ||P|loc < M.

Soit A := (A1,--+,A\n) € F7H(K). Soit P = f(\1,---,As) que l'on note

n
Zaka
k=0
avec an = 1 et ag, -+ ,ap—1 n réels. On va montrer que ||A||o < 1+ M. Pour cela, soit i € [1,n].
e Soit |[A;| <1 et on ne fait rien.
e Soit |A;| > 1 et alors
n—1
Z ak)\f +A"=0
k=0
donc
n—1
Al = < [Pllos Y [Nil*.
k=0
Ainsi,
1— 1
|)\
il S 1Plloc 7 < [1P]loo-

il =
On a bien |\;j| <14 ||Plloc <14 M et ce pour tout 4. Ainsi, ||A|[cc <1+ M.

Ainsi, f71(K) est un fermé borné en dimension finie : c’est un compact.

Exercice 48. Soit F', un sous-espace vectoriel de E. On suppose que dim(E) =n > 2 et dim(F') < n—2.
Montrer que E\F est connexe par arcs.

Corrigé : Soit E = F & (. Soient 7w, g, projecteurs adaptés a cette décomposition. Remarquons que
x € E\F < mg(z) # 0. On sait que dim(G) > 2. Alors G\{0} est connexe par arcs. En effet, soit x,y €
G\{0}. Soit x = ||z||ug avec ||ugy|| = 1. Alors v :t € t € [1/||z|,1] — tuy € G connecte x a la sphére unité.
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De méme, pour y. Puisque la sphére unité est connexe par arcs, x ety sont continiment reliés. Donc G\{0}
est connexe par arcs. Soit z,y € (E\F)2. Alors 7g(z),7c(y) sont tous deux non nuls. Soit 7, un chemin
continu reliant g (x) & mg(y) a valeurs dans G\{0} (possible car G\{0} est connexe par arcs). Posons alors
P(t) :t € [0,1] = (1 —t)mp(z) + trp(y) + y(t). Alors Vt € [0, 1], mq(y(t)) = v(t) donc 9 est a valeurs dans
E\F. 9 est continue, ¥(0) = x,1(1) = y. Donc E\F est connexe par arcs.

6.1 Espaces complets

Définition 6.1. Soit (E,d) un espace métrique (dans le cadre du programme, considérons (E, || - ||) un
espace vectoriel normé). On dit que (uy,), € EN est une suite de Cauchy dans E lorsque

Ve > 0,3n € N,Vp,q > n, d(up, uq) < e( ou alors ||u, —uql| <¢).

On dit que E est complet lorsque toute suite de Cauchy de E converge dans E.

Exercice 49. Soit (E,| - ||), un R-espace vectoriel muni d’une norme sur E. On dit qu’une suite
(tn)nen € EN est une suite de Cauchy lorsque

Ve > 0,3IN € N,Vp,q > N, |lup — ug|| < e.

1. Montrer que si £ = R, une suite est de Cauchy si, et seulement si, elle converge. Indication : on
pourra montrer que (uy)n, admet une valeur d’adhérence.

2. On se place dans le cas général. On dit que E est complet lorsque pour toute suite (uy)neny € EY,
si u est de Cauchy, alors u converge. Montrer que E est complet si, et seulement si, toute série
absolument convergente est convergente. Indication : on pourra trouver une extraction ¢ de sorte
3 g1y = Upmll s0it convergente.

Corrigé :
1. Soit u une suite réelle convergente. Notons £ sa limite. Soit £ > 0. Soit N € N tel que Vn > N, |u,, — ¢] <
/2. Soit p,q > N. Alors |u, — ug| < Jup — €| + Jug — €| < 2¢/2 = ¢ donc u est de Cauchy.

Réciproquement, montrons un lemme.

Lemme 6.1. Une suite de Cauchy de E est bornée.

Démonstration. Soit u de Cauchy. Soit € > 0. Il existe alors N € N tel que Vp > N, |Ju, — un| < e. Soit

M = max||u||. Alors :
[0,NV]

vn € [0, NT, [lunll < M 5 ¥n > N, |up| < e+ [lunl].

Ainsi, u est bornée par max(M, e+ ||un||). O

Soit maintenant u une suite réelle de Cauchy. Alors u est bornée, disons par M. u est a valeurs dans
[—M, M] qui est un compact de K. Montrons alors que u n’a qu'une valeur d’adhérence (un résultat du
cours nous dit alors que u converge). Soit £, ¢’ deux valeurs d’adhérence de u. Soit ¢, deux extractions

telles que u — Lugp)y — ?'. Soit € > 0. Il existe un rang N € N tel que :
n—-+o0o n—-+o0o

w(n)
(a) vpqu]\[)|up_uq| Ssa
(b) Vn > N, |uymy — ] <&,

(¢) ¥n > N, |uym) —{] <e.
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Puisque ¢¥)(n) >n > N,p(n) >n > N, on a
[0 = €1 = 1€ = wppm) + tp(n) = pn) + Ug(n) = £1 < Tug(n) = U+ ltgm) = U+ g —uym] < 3e.

(cette inégalité, que j'appelle inégalité carrée, est une « méthode » & connaitre : pour aller & un point
A & un point D, mieux vaut faire la ligne droite que de passer par B puis par C.) Ainsi, pour tout
e>0),[¢ — | <3¢ donc £ =/ Ainsi, u admet une unique valeur d’adhérence donc converge.

n
2. Supposons que E est complet. Soit (u,), une suite de E et S, = Zuk On suppose que la série

k=0
n

(Sn)n converge absolument, ce qui veut dire que Z ||ug|| converge quand n — 400 ce qui signifie que

k=0
+o0
Z |lug|| — 0. Soit donc € > 0. Soit N € N tel que ¥Yn > N
bt 1 n—-+oo
+o0o
Z luk|l < e.
k=N+1

Soit p > ¢ > N. Alors
q—1 q—1
1Sp = Sqll = ||D_unl| < D luell < e.
k=p k=p

Alors (Sy,), est de Cauchy donc converge.
Réciproquement, la stratégie repose sur le lemme plus général suivant que ’on démontrera apres.

Lemme 6.2. Si u est de Cauchy sur E et a une valeur d’adhérence, elle converge.

Supposons que toute série absolument convergente converge. Soit u une suite de Cauchy dans E. Soit
e > 0. Il existe alors Ny € NH tel que Vp,q > N, |lup — uq|| < e. Construisions une extraction ¢
par récurrence. Une premiére remarque que si on prend k € N, alors il existe un entier ¢(k) tel que

1 R 1
Vp,q > @(k), |lup — ugll < o ce qui implique que Vp > @(k), [|up — )l < o
(a) Il existe ¢(0) € N tel que Vp > ¢(0), [|up — up(o)ll < 1.

1
(b) Il existe p(1) € N tel que Vp > (1), [[up — ugym)l| < 7 On peut alors supposer que ¢(1) > ¢(0).
(c) On construit ainsi par récurrence (k) > p(k — 1) tel que Vp > @(k), [[up — vyl < o

1
Soit Vp = Ugp(nt1) — Ug(n)- Alors [[v, ]| < on bar construction. De fait, la série Zvn converge absolument

donc converge par hypothese. Par télescopage, cela revient a dire que (uy(n))n converge. u est une suite
de Cauchy admettant une valeur d’adhérence : elle converge.

Démonstration. Montrons le lemme. Soit v de Cauchy dans E. Soit € > 0. Soit N € N tel que Vp,q >
N, [Jup — ugl| < e. Soit ¢ une extraction telle que (uy(y))n converge, disons vers £. Il existe alors un rang
no tel que Vn > no, [[uym) — €| <e.

Soit n1 = max(N,ng). Alors Vn > ni,n > N,¢(n) > n > N,n > 0. De fait,

Yn > nq, ||up — 2| < JJup, — uw(n)H + Huw(n) —/| < 2e.

Ainsi, u converge. 0

1. cet entier dépend de k
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Exercice 50.

1. Soit E, F' deux espaces vectoriels normés complets. Montrer qu’il existe une norme sur £ x F de
sorte que E x F' soit complet. En déduire que R"™ est complet.

2. Montrer que C°([0,1],R) est complet pour une norme bien choisie. Montrer que C'([0,1],R) est
complet pour une norme bien choisie.

Corrigé succinct :

1. Sion note |||z, | - ||F normes pour que E et F' soient complets respectivement, considérons || - || : (z,y) €
E x F s ||z||g + ||y|lr. 11 est aisé de montrer que c’est une norme. Soit (2, yn)n € (E x F)N une suite
de Cauchy. On montre assez facilement que (z,) est alors de Cauchy dans E et (y,), l'est aussi. On
en déduit donc que (xy,), et (yn)n converge respectivement dans E et F' donc (xy,,yn), converge dans
ExF.

2. On utilise la complétude de R. Munissons C%([0, 1], R) de la norme infinie. Soit (f,), une suite de Cauchy
dans C°([0,1],R). Alors
Ve > 0,3N e N,Vp,qg > N, || fp — foll < e.

Soit donc € > 0 et N comme précédent. Alors pour tout p,q > N, on a

Vo € [0,1], [fp(x) — fo(z)] < e

Ainsi, la suite (fn(z))n est de Cauchy dans R donc elle converge, disons vers f(x). Montrons donc que
fn unif; f. Soit € > 0. Soit N € N tel que Vp,q > N, || f, — f4l| < e. Alors

n—-+o0o
Vp,q = N,Vz € (0,1}, | fp(z) — fe(z)| <e.

En faisant tendre p vers +oo, on a : Vg > N,Vz € [0,1],|f(z) — fq(x)| < e donc Vg > N,Vz € [0,1], || f —
f4ll < € : la convergence est donc uniforme. Il reste & montrer que f est dans C°([0, 1], R) mais cela est
assuré par le théoreme de continuité des suites de fonctions.

Ainsi, C°([0,1],R) est complet.

M¢éthode : pour montrer qu’un espace est complet, on prend une suite de Cauchy et on utilise la complétude
d’un autre espace pour obtenir un candidat limite, puis on montre que ce candidat est effectivement limite

de notre suite de Cauchy de départ : pour cela, il faut montrer que ¢a converge dans le bon espace et pour
la bonne notion de convergence.

On montre aisément que C!([0,1],R) est complet pour la norme | - |00 +

d-
‘H en voyant ’application
dz || 5

f comme étant (f, f') dans C°([0,1],R)2. Par contre, C1([0, 1],R) n’est pas complet pour la norme || - || so-

Exercice 51. Soit (E, ||-||), un R-espace vectoriel normé complet. Soit F', un sous-espace vectoriel fermé
de F et f: F — F, une application k-lipschitzienne avec 0 < k < 1 (on dit que f est contractante).
Montrer que f admet un et unique point fixe. Indication : on pourra construire une suite ()neny € EN
telle que xg € X et xp41 = f(zy), puis montrer que (zp)nen est de Cauchy.

Ce résultat reste-t-il vrai lorsque seule une des itérées de f est contractante ?

Corrigé : Avant toute chose, I’ est complet en tant que fermé dans un complet.
L’unicité d’abord. Soit a,b deux point fixes de f. On a

la = bll = [If(a) = fF(O)I| < Klla — b

donc ||a — b||(1 — k) < 0 sachant que 1 — k > 0. On en déduit que |la — b|| < 0 donc vaut 0 par positivité de la
norme. Par séparation, a = b et on a 'unicité.
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Passons a 'existence. Soit (uy,), une suite de F' définie par ug € F,Vn € N,up+1 = f(uy,). Une telle suite
est bien définie puisque f(F) C F. On a

Vi € N, [lunsr = tnll = 1f () = F(tno1)]| < bl — |
car f est k-contractante. Alors par récurrence immédiate,
st — wnll < K"lur = -

On veut montrer que u est de Cauchy. Pour cela, soit € > 0 et considérons p, g deux entiers naturels, p > gq.
Par télescopage,

p—1 p—1 p—1 _
1— kP4 Ul — Ug
fup — gl = || 3t = ) < 3 Itr =l < 3 K s — ol =y — ot < M=ol
n=q n=q n=q

Ainsi, pour ¢ assez grand (donc p assez grand), on a |lu, —ug|| < €. u est donc de Cauchy donc converge, disons
vers £. Par continuité de f (lipschitzien implique continue), I’égalité f(u,) = u,41 passe & la limite en f(¢) = ¢
ce qui conclut I'existence.

s )

Exercice 52. Soit (E,d) un espace métrique complet. On appelle diamétre de F' le réel sup d(z,y) =:
zyel

D(F). Soit (Fy)n une suite de fermés tous non vide. On suppose que (F), est décroissante pour
I'inclusion et que la suite (D(F,)), tend vers 0. Montrer que ﬂ F,, est non vide, réduite & un singleton.
neN

\. J

Corrigé : Soit (xy,), une suite de E de sorte que Vn € N, z,, € F,, ce qui est possible car F, est non vide
pour tout n. Puisque D(F},) tend vers 0, pour tout € > 0, il existe N € N tel que Vn > N, D(F,,) < e. Puisque
les fermés sont décroissants, Vp,q > N, z,, 24 € Fy, : on a donc d(z,, z4) < € donc (x,,), est de Cauchy.

Puisque E est complet, (xy,),>n converge dans E, disons vers £. On va alors montrer que

() Fn={}.

neN

Sil¢ ﬂ F,, alors il existe ng € N tel que Fy, ne contienne pas £. Ainsi, £ € Fj qui est ouvert donc il

neN
existe r > 0 tel que B({,r) C FS i.e. Fiy C B({,r) donc d(£,a) > r pour tout a € [5,,. Puisque z,, € F;, C Fy,

pour n > ng, on en déduit que VYn > ng,d(¢, z,) > r : cela contredit la convergence de (z,,), vers £.
Soit maintenant z € ﬂ F,,. Alors pour tout n € N, ¢ € F,, donc d(¢,z) < D(F,). Ainsi,
neN

Ve > 0,IN € N,Vn > N,d({,z) < D(F,) <e.

On en déduit que d(¢,x2) = 0 donc ¢ = x.

Exercice 53. Soit (EF,d) un espace métrique complet.
1. Soit (€2)ien des ouverts denses de E. Montrer que ﬂ ; est dense dans E (théoréme de Baire).
€N
On pourra utiliser la caractérisation des ouverts par des voisinages.
2. Soit (F;);en des fermés d’intérieurs vide de E. Alors U F; est d’intérieur vide dans E.
1€EN

3. Soit F}, une suite de fermés tel que E = U F,. Alors U F,, est dense dans F.
neN neN

Corrigé :
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1. Soit V' un ouvert non vide de E. On souhaite montrer que V' N ﬂ Q; # 0. On construit alors (B;);en des
1€EN
boules fermées de E vérifiant

1
(a) Pour tout n € N, B, est fermée de rayon R € [O, 24 :
(b) By C (Qo N V) et
Vn € N, Bn+1 C (Qn—‘,—l N Bn> .

On aura ainsi construit une suite de boules fermées décroissantes pour l'inclusion qui se trouve dans tous
les ouverts ;.
Ces boules existent. En effet, puisque Qg NV est ouverte et 2y dense dans F, 'intersection est un ouvert
non vide : il existe donc une boule fermée de rayon fixé que l'on peut prendre inférieure a 1 dans 2.
Supposons ainsi construit By, - - - , By. Alors Q,11N §n est ouverte et, par densité de {2,411, est non vide.
Ainsi, on peut effectivement construire By, 1.
On a donc une suite décroissante de fermés dans V N ﬂ Q;. Par complétude, le théoreme des fermés
€N
emboités s’applique : il existe xy € ﬂ B; et alors zg € V N ﬂ Q.
i€EN €N

2. On utilise le fait que E\l% = W On considere alors §; = E\ F;. Alors les €2; sont des ouverts denses et

par le théoréeme de Baire, on a

E\|UFE

1€EN
qui est dense dans F donc U F; | est d’intérieur vide.
€N
o
3. Soit G = E\ (UneN Fn> Alors pour tout n € N, G N F, est d’intérieur vide puisque

o

e [¢]
GNF,CGNEF,=0.
Par le théoreme de Baire, puisque G N F}, est fermé,

U@GnE)

neN

est d’intérieur vide ce qui signifie que U (GNE,) =Gn U F, = GNE = G est d’intérieur vide. En
neN neN
prenant le complémentaire, on a le résultat voulu.

Exercice 54. 1. Montrer le théoréme de la limite simple de Baire

Théoréme 6.3. Soit (E,d) un espace métrique complet, (F,5) un espace métrique. Soit
(fa)n € (COU(E,F))N telle que (fn)n converge simplement, disons vers f. Alors I’ensemble
des points de continuité contient une intersection dénombrable d’ouverts denses.

On pourra introduire les notations
Frne={z € E:Vp>n,(fn(z), fo(z)) <e}; Gp:={z € E:0(fn(x), fp(z)) <€}

2. En déduire que si f est dérivable sur R, f’ est continue sur un dense de R.

Corrigé :
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1. Soit € > 0. Soit n € N. On note

Foe=A{z € E:Vp2>n,0(fu(2), f(z)) <e}.

Par continuité de f,, fp,d, 'ensemble

Gp={z € E:(fn(x), fp(z)) < e}

est un fermé et

Foe= () Gp.

p>n

On veut appliquer le corollaire précédent. On veut donc montrer que £ = U F, .. Soit x € E. Alors
neN

fn(x) = f(x) donc la suite (f,(x))nen est convergente donc de Cauchy. En notant
n o

- U F:L,Ea
neN

on a, par le lemme, 2. qui est un ouvert dense dans F. Soit donc :1;0 € Q.. Il existe donc n € N tel que

Ty € Fne Par continuité de f,, il existe un voisinage V' € V() N Fns,Vx € V,6(fn(xg), fu(x)) <
Puisque V' C Fn,aVﬂU € V.Vp >n,8(fn(x), fp(z)) < e. En faisant tendre p vers +o0, on a donc
6(fulz), fz)) <e.
Ainsi,
Vo € V,0(f(x0), f(x)) < (f(2), fu(2)) + 0(fn(2), frn(zo)) + 0(fr(z0), f(20)) < 3€.

Ainsi, on va pouvoir montrer que f est continue sur ﬂ Qi /n-

neN*
1
Soit R = ﬂ Q1 /n- Soit zg € R et € > 0. Soit n € N* tel que o % Alors g € £y, donc
neN*
3
IV € V(xp),Vx € V,§(f(x), f(z0)) < . <e

Ainsi f est continue sur R qui est une intersection d’ouverts dense dans FE.

1 1
2. Pour tout n € N, on note f, : x € R +— — (f (1: + ) — f(x)) Alors f, SEi f! donc f’ est continue
n n n——+00

sur une intersection dénombrable d’ouverts denses de R qui est complet. Par le théoréme de Baire, f’ est
continue sur un dense de R.

6.2 Topologie des espaces matriciels

Exercice 55. Soit n € N*,r € [0;n — 1]. On considéere A = {M € M, (K) : rg(M) < r}. Montrer que
A est fermé. Que dire de B = {M € M, (K) : rg(M) <r}?

Corrigé : Soit (Mp),, une suite de matrice de A. On suppose que cette suite converge, disons vers M €
M, (K). On va utiliser le fait qu'une matrice est de rang r si, et seulement si, 7 est la plus grande taille des
sous-matrices carrées inversibles extraites de A. Par exemple, on aura le résultat en montrant que toute sous-
matrice de taille (r + 1) x (r + 1) n’est pas inversible. Soit donc (r + 1) x (r + 1) indices de [1,7n]?. On note
Ap, I'extraite selon ces indices de A, pour p € N. On fait de méme pour A et A. Puisque Ap pT A, et que

M,,(C) est de dimension finie, on a la convergence coefficient par coefficient. De fait, A j A. Par ailleurs,
p 00
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det(Ap) = 0 puisque A, est de rang r et ce, pour tout p € N. Par continuité du déterminant, det(A) = 0. Donc
A n’admet pas de sous-matrice de taille (r+1) x (r+1) inversible. Son rang est donc au plus 7. Pour B, cela ne

1/p 0

tient pas. Considérons I’exemple simple A, = 0 0

. Les (Ap), sont tous de rang 1. A, tend vers 0 quand

p — 400 qui est de rang 0 # 1.

[ Exercice 56. Montrer que I’ensemble des matrices diagonalisables de M,,(C) est dense dans M,,(C). ]

Corrigé : Il suffit d’utiliser le lemme suivant :

Y(ay,- - ,ag) e CF, 3n, EN,VnZnO,W7réj,ai—|—i ;éaj—i—l.
n n

; .
Démonstration. Considérons a;,a; quelconque, 7 # j. Si a; = aj, alors Vn € N*,a; + — # a;j + 1 Si a; # aj,
n n
puisque R est séparé, il existe ¢ > 0 tel que B(a;,¢) N B(aj,e) = 0. Puisqu’il existe ng € N vérifiant Vn >
; ;
no,i/n <eNj/n <e, alors Vn > ng + 1,0, + — # a; + 1 Le ng dépend de ¢, 5. Puisqu’il y a un nombre fini
n n

de i, j, il y a un nombre fini de ng candidats : on prend le plus grand. ]

Maintenant, considérons A € M, (C). Alors il existe P € GL,(C) vérifiant A = PTP~! avec T, une
matrice triangulaire supérieure de la diagonale diag(Aq,---,\,). Pour tout p € Np>p,, on note T, = T +
diag(1/p,2/p,--- ,n/p). Alors T} est diagonalisable car son polynéme caractéristique est scindé a racines simples
par le lemme. Donc A, = PTpP_1 est diagonalisable, et ce, pour tout p > ng. Puisque M — PMP~! est

continue et que 7,, — T, on en déduit que A, — A. Donc A est bien limite de matrices diagonalisables.
p—>+00 p—+00

Exercice 57. Montrer que I'intérieur des matrices diagonalisables de M, (K) est ’ensemble des matrices
ayant n valeurs propres distinctes. (Indication : on montrera que, pour (Ap), une suite tendant vers A
et A € Sp(A), d(\,Sp(4,)) — 0.

p—+00

Corrigé : Soit A € M,,(K) et (Ap)pen une suite de matrices de M,,(K) tendant vers A. Soit A € Sp(A). Par
continuité du déterminant (en fait du polynéme caractéristique, c.f. 'exercice 7.3), x4, ()) X A(A) = 0.
p——+o00

Soit maintenant p € N. Notons A, --- , A, valeurs propres complexes de A. Alors
Ixa, M= | TT A=A = TT 1A = Asl > (d(X, Sp(A))™.
k=1 k=1

L’inégalité passe a la limite quand p — 400 et on a montré 'indication.

On raisonne par double inclusion. Considérons maintenant A € M,,(K) possédant n valeurs propres dis-
tinctes. Soit (Ap)pen, une suite de matrices de M, (K) tendant vers A. On veut donc montrer que pour p assez
grand, A, est diagonalisable. Puisque les \; sont deux a deux distincts, par le caractere séparé de K = R ou
C, il existe € > 0 tel que

Vi # j,B()\Z‘,e’f) N B()\j,é“) = 0.
Par I'indication, d(A, Sp(4;)) o 0 donc il existe un rang py € N tel que Vp > pi, B(A, €) N Sp(A4,) # 0.

Posons P = max(pg). Soit r > P. Il existe alors une valeur propre de A, dans chaque boule. Les boules
étant deux a deux disjointes, c’est aussi le cas pour les valeurs propres donc A, est diagonalisable.

Pour l’inclusion réciproque, considérons donc une matrice A diagonalisable. On suppose que ses valeurs
propres ne sont pas deux a deux disjointes. De fait, on va montrer que A ¢ Int(A). A étant diagonalisable, il
existe A\, A3, A1, -+, Ap et P € GL,,(K) tel que A = Pdiag(\, A3, Ag, -+, An) P~L. Posons alors D, = D+1/pE12

=:D
et A, = PDprl. D, n’est pas diagonalisable. En effet, I'induit de D, par (ei,e2) n’est pas diagonalisable
donc D, ne I'est pas. Donc A, n’est pas diagonalisable, et ce, pour tout p € N*. Donc A est limite de suite non
diagonalisable : A ¢ Int(A).
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Exercice 58. Montrer que I'adhérence des matrices diagonalisables de M,,(R) est I’ensemble des ma-
trices trigonalisables de M, (R). Indication : on rappelle le résultat d’un exercice trés classique : deux
matrices réelles semblables dans C sont semblables dans R.

Corrigé : On procede par double inclusion. On note D, ’ensemble des matrices diagonalisables, T" pour
trigonalisable. On veut montrer que D = T. Pour l'inclusion D C T, il suffit de montrer que T est fermé,
puisqu’il contient D. Faisons-le par caractérisation séquentielle. Soit (Ap),, une suite d’éléments de 1" conver-
gente, disons vers A. Pour cela, on plonge les matrices dans M,,(C) et on trigonalise. Il suffit de montrer que
les valeurs propres complexes de A sont en fait réelle. A sera ensuite trigonalisable. Comme dans l’exercice
précédent, VA € Spe(A), x4, (N) p_)—+>oo x4(A) = 0. Encore une fois, on peut donc écrire, en notant Ay, -, A\,

les valeurs propres de A, (qui sont réelles),

Vp e N, Ixa, (M) =TT 1A =Nl =] IRQ) = A +iSNV) = ]SO =S(WV)™
i=1 =1 =1

L’inégalité passe a la limite quand p — 400 et F(A) = 0. D’ou le résultat.

Maintenant, on souhaite montrer que 7' C D. On fait comme dans Soit A € T'. Alors il existe P € GL,(R)
vérifiant A = PTP~! avec T, une matrice triangulaire supérieure de la diagonale diag(\1,---,\,). Pour
tout p € Np>p,, on note T, = T + diag(1/p,2/p,--- ,n/p). Alors T} est diagonalisable car son polynéme
caractéristique est scindé a racines simples par le lemme. Donc A, = PTJDP*1 est diagonalisable, et ce, pour
tout p > ng. Puisque M — PM P! est continue et que T, — T, on en déduit que 4, — A. Donc A est

p—+00 p—+00

bien limite de matrices diagonalisables.
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Chapitre 7

Algebre linéaire

Exercice 59. Soit E de dimension n, et F,G, deux sous-espaces vectoriels de E isomorphes (donc de
méme dimension). Montrer que F' et G admettent un supplémentaire commun.
La réciproque étant triviale, que se passe-t-il maintenant en dimension infinie ?

Corrigé : On procede par récurrence sur p. Initialisation : pour p = n — 1, puisque F UG # E (on utilise

le fait qu'une union est un ev. lorsque 'un est inclus dans 'autre). Il existe alors a € E tel que a ¢ F,a ¢ G.
Alors Vect(a) est un supplémentaire commun par Grassmann. (le caractere direct est clair).
Supposons acquis le résultat au rang p 4+ 1. Je prends un a comme précédemment. Soit F} = F @ Vect(a) et
G1 = G @ Vect(a). Alors par hypothese de récurrence, il existe H tel que F1 & H = E,G; ® H = E. Ainsi, F
et Vect(a) @ H sont en somme directe (c’est facile & montrer), et de méme avec G. D’ou I'hérédité, et donc la
récurrence.

Pour la dimension infinie, le sens direct devient faux. En effet, soit ¢ : P € R[X]| — XP(X) € XR[X].
Alors ¢ est clairement bijective et linéaire. Pour autant, le seul supplémentaire de R[X ] dans R[X] est {0}, qui
n’est pas supplémentaire de XR[X].

La réciproque est cependant vraie. Soit H tel que F @& H = EF et G & H = E. Soit p un projecteur sur
F parallelement & H. La forme géométrique du théoréme du rang assure que p induit un isomorphisme d’un
supplémentaire de son noyau dans son image. Le noyau de p est H donc un supplémentaire de H est G. L’image
de p est F donc pg : * € G+ p(x) € F est un isomorphisme.

Exercice 60. Soit F de dimension n, ui, - ,u, € L(FE), nilpotents, qui commutent 2 & 2. Calculer
U1 0 -+ 0 uy,. Remarque. On donnera une autre prewve dans l'exercice [79

Corrigé : On va montrer que ¢a fait 0. Déja, il est clair que
{0} C ker(uy) C ker(ug ouy) C -ker(upo---ouy) C E.

Supposons qu’une des inclusions est une égalité, disons ker(uy o --- o uy) = ker(ugsq © ug o -+ 0 uy) pour un
certain k. Alors

ker(uy o - oup) = ker(ugiq o up o+ ouy) = ker(ujq ougo---ouy).
En effet, déja,
ker (w41 0up o+ -ouy) C ker(ujq ougo---ouy).

Soit = € ker(u,Q€+1 oupo---owup). Alors ugyy o (ugyi ougo---owuy)(z) = 0. Puisque les endomorphismes
commutent 2 & 2, on a (ug4q 0 Uk © - -+ 0 uy)ougyy(x) = 0 ce qui signifie que ugy1(x) €= ker(ugyiougo---ouy) =
ker(ug o -+ owuy) donc

Uk O« - oul(uk+1(:c)) =0
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et en utilisant la commutation encore une fois,
uk+1ouko---ou1($) :0

et x € ker(ugy1 o ug o -+ owuq) d’ou lautre inclusion.
Ainsi, par récurrence immédiate,

ker(uy o ---oup) = ker(uj, ; oupo---ou)
et pour p égal a l'indice de nilpotence de ugy1, on a
ker(uy o ---oup) = ker(uj_  oupo---ouy) =ker(0ougo---ou) = ker(0) = E.

Ainsi, upo---owuy =0 et donc u, o---owu; =0 ce qui conclut.
Ainsi, il reste a traiter le cas o toutes les inclusions sont strictes. Puisque u; est nilpotente, ker(uy) # {O}H
De fait, si on note dj, la dimension de ker(ug o---owuj), on a

1<di<do<---<d,<n

mais par stricte croissance des (dj)1<k<n, on a dp > n donc d,, = n et ker(u, o---ow;) = E par dimension :
on a bien u, o---owu; =0.

( w

Exercice 61. Soit n € N*. Les matrices considérées sont dans M, (K).
1. Soit A une matrice nilpotente. Montrer que I,, — A est inversible et calculer son inverse.

2. On suppose que AB est nilpotente. Montrer que I,, — BA est inversible et exprimer son inverse en
fonction de l'inverse de I,, — AB.

3. On ne suppose plus que AB est nilpotente mais que I, — AB est inversible. Montrer que I, — BA
est inversible.

Corrigé :

1. Puisque A est nilpotente, soit k € N tel que A* = 0,,. Alors
k k
STAP) (I, — A) =D AP — AT = A0 — AN =, — 0,
p=0 p=0

k
Ainsi, I, — A est inversible d’inverse Z AP,
p=0
Cette technique doit faire écho a lexercice[38
2. Si AB est nilpotente, soit k € N tel que (AB)* = 0,,. Alors (BA)**! = B(AB)*A = A0,B = 0,, donc
BA est nilpotente. Par la premiere question, on en déduit que I,, — BA est inversible et on a

k+1 k+1 k k k
(I,—BA)™' =Y (BA)’ = I,+Y (BA)’ = I,+Y (BA™ =I,+Y B(AB)?PA=1,+B | ) _(AB)" | A.
p=0 p=1 p=0 p=0 p=0
=(I,—AB)~1!

3. Puisque I,, — AB est inversible, ’écriture
I, +B(I,— AB)™'A

est légitime. Cette matrice est un bon candidat pour l'inverse de I,, — BA. Montrons-le.

1. un endomorphisme nilpotent ne saurait étre injectif. En effet, en notant ¢ indice de nilpotence de u nilpotent, on a u? = 0 et
w?™t # 0 donc {0} € Im(u?"') C ker(u)
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(Lo + B(In — AB)™'A) (I, — BA) = I, - BA+ B(L, — AB)"' A~ B(I, — AB)"'ABA
= In+ B (~I,+ (I, — AB)™' — (I, - AB)"'AB) A.

1l suffit de montrer que —1I,, + (I, — AB)~! — (I,, — AB)"'AB = 0,,. Montrons-le. Pour ce faire, mieux
vaut multiplier par I, — AB pour oOter les —1 et puisque elle est inversible, cette opération induit une
équivalence. On écrit

(I = AB) (=In + (In — AB)™' = (I, = AB)'AB) = ~I, + AB + I, — AB = 0,..

Ainsi, —1I,, + (I, — AB)™' — (I, — AB)"*AB = 0, donc (I, + B(I, — AB)"'A) (I, — BA) = I, et
I,+B(I,— AB)~!' A est un inverse de I, — BA. Ainsi, I,,— BA est inversible d’inverse I,, +B(I,, — AB) "' A.

Exercice 62. Montrer que toute matrice de M,,(R) de trace nulle est semblable & une matrice de
diagonale nulle. En déduire que toute matrice de trace nulle s’écrit M N — N M. On pourra montrer que
toute matrice de diagonale nulle s’écrit BD — DB avec D = diag(1,2,--- ,n) et B quelconque.

Corrigé : Soit M la matrice de trace nulle. On proceéde par récurrence sur n (le méme n que M, (R)). Pour
n = 1, le résultat est immeédiat.
Soit u, 'endomorphisme canoniquement associée a M. Si u est une homothétie, il est clair que u est de diagonale
nulle (la trace d’'une homothétie étant égale & nA si \ est le coefficient de ’homothétie).
Si u n’est pas une homothétie, alors je peux trouver un x non nul tel que (x, u(x)) ne soit pas liée (voir l'exercice
??7). Notons B, la base obtenue par le principe de la base incompléte appliquée a la famille libre {z, u(z)}. J'ai

donc
Mt()—O>k
aBu_uN

avec u le vecteur colonne de M,,_1 1(R) composé que de 0 sauf en premiére ligne, et N une matrice de M,,_1(R).
Puisque M est semblable & Matg(u), elles ont la méme trace, donc Tr(N) = 0. Par hypotheése de récurrence,
je peux trouver Q inversible tel que QNQ ™! soit de diagonale nulle.

Je pose alors
10

0 *
-1 _ . .
de sorte que PMatg(u)P~" = « ONOQ-! qui est donc de diagonale nulle.
Continuons. Déja, I'indication. Soit 4,5 € [1,n]. Ona [DB — BD); j = (i —j)[B]; ;. Il suffit alors de prendre
1
[B]ij = ——[Ali; et n’importe quoi en coefficients diagonaux.
=]

Pour conclure, soit M de trace nulle. Soit C' de diagonale nulle et P € GL,(K) tel que M = PCP~1. C
sécrit DB — BD. Donc M = PDBP~! — PBDP~' = PDP~'PBP~! — PBP~'PDP~!' = MN — NM avec
N =PBPtet M = PDP~L.

Exercice 63. Soit E, dim(F ) = n et Fy,---,F, des sous-espaces vectoriels de E. Montrer que si

Zdlm ) > n(k —1), alors ﬂF # {0}.

=1

Corrigé : Soit f I'application définie par

f: Fix---xF, — EFI
(x1,--+,z) = (z2—m1, -, Tk — 21).
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k
Alors f(xy,--- ,x) = 0 si, et seulement si (z1,--- ,z;) = (x,--- ,z) pour x € ﬂ F;. Le théoréme du rang nous
i=1
donne donc

k
dim(F) % - x Fy,) = Zdim(Fi) =rg(f) + dim <ﬂ E) .

k
Puisque rg(f) < dim(E*~1) = n(k — 1), on a bien dim (ﬂ E) > 0.

=1

( w

Exercice 64. Soit A un anneau. On dit que I est un idéal bilatere de A lorsque
e (I,+) est un sous-groupe de A.
e Vxel,VYa€ Ayax € I et xa € 1.

L’objectif est de montrer que les idéaux bilateres de M,,(K) sont {0,} et M, (K). Soit donc I # {0}
idéal bilatere de A = M,,(K).

1. Montrer que si I, € A, alors I = A. En déduire que I N A* # (), alors I = A.

2. Soit M € I de rang r. Soit U une matrice diagonale contenant exactement r fois le coefficient 1.
Montrer que U € I.

3. En déduire que I N A* # ().

Corrigé :

1. Si I, € I, alors VM € M, (K), M = M1, € I donc I contient M,,(K) qui contient I puisque I en est un
sous-groupe. Donc [ = /\/ln(]K)H Si I NGL,(K) # 0, soit T dans cet ensemble. Alors T! existe et est
dans M,,(K). Alors T € I donne TT~! € I donc I,, € I. Ainsi, [ = Mn(K)lﬂ

2. Remarquons que si A est une matrice de I, toute matrice B équivalente & A est aussi dans I. En effet,
si A et B sont équivalentes, il existe P, () inversibles telles que B = PAQ et AQ € I et P(AQ) est donc
dans . Ainsi, comme toute matrice de rang r est équivalente a J,., A est équivalente a J,. donc J,. € A.

Considérons donc notre matrice U et ji,--- , jr, les indices des colonnes qui contiennent un « 1 ». Soit

(1 2 ... r>
g = . . .
JioJ2 0 Jr

Alors par opérations élémentaires sur les colonnes, on a J,. M, = U.

Rappel : Réaliser une opération élémentaire sur les lignes/colonnes induit une multiplication a gauche/droite

Ly

par une matrice bien choisie. Par exemple, si A = | : |, réaliser L; <= L;+ALj, c’est multiplier a gauche
Ly

par (In + AEjj). Ici, My désigne (eg(1), " s €x(n)) 0U (€1, ,€y) désigne la base canonique. En fait, on

permute les colonnes de I, selon o. AM, permute les colonnes de A selon o. Plus généralement, voila ce
qu’il faut retenir.

2. Ce fait est général. Si (A,+, x) est un anneau et I un idéal de A, si I contient le neutre pour X, alors I = A. Les idéaux
sont au programme seulement en MP, et tombe & 99% seulement & X-ENS aux écrits, et un peu aux oraux de tout concours. Je
parle d’idéaux dans la sous-section 77.

3. Ce fait est encore général. Si I est un idéal de A et intersecte A, alors I = A.
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Soit A une matrice dans M,,(K). Soit T une transformation d’une matrice vers une autre. Alors

si T réalise I'opération | alors on réalise
Li <~ Lj AMT”'

ou L; désigne la i-eme ligne de A, A, o deux scalaires et © non nul, T;;(\) désigne I, + AE;;, D;(\)
désigne Ty (u — 1) et M., matrice identité ou I'on a échangé les colonnes i et j. On a le méme
tableau pour les colonnes, sauf que cette fois-ci, la matrice A est multipliée par la droite mais
avec une transposée.[’] Ces matrices en questions sont appelées matrices élémentaires, associées
aux opérations élémentaires sur les lignes ou colonnes d’une matrice, respectivement matrice de
transvection, dilatation, permutation.

a. Sil’on réalise une permutation o sur les lignes, on multiplie par M, -1 a gauche. Si ’on réalise une permutation
o sur les colonnes, on multiplie par M, a droite.

\. J

3. Notons 7; = (r ¢) ou r est le rang définit précédemment. Alors

. I Op—1n
Vi € [r+1,n], J, M, = r—1 rebnert ) L By = U + By
—— 0n7r+1,r71 OnfrJrl
el

Donc ((I,+) est un sous-groupe)

n
> SeMy=(n—r)Ja+ ( Ot 0?‘11’”’"“) € GL,(K).
k=r+1 On—r—l—l,r—l n—r—1

el
Ainsi, I intersecte GL,(K) donc I = M, (K).

Exercice 65. Soit n € N*.
1. Soit E un espace vectoriel de M,, 1(K). On note

Jg={A e M,(K):Im(A) C E}.
Montrer que Jg est un idéal a droite de M,,(K).
On souhaite montrer dans la suite que tous les idéaux a droite de M, (K) sont de la forme Jg.

2. Lemme préliminaire Soit p,q € N*. Soit u : KPP — K™ v : K? — K" deux applications linéaires
telles que Im(v) C Im(u). Montrer qu’il existe w : K9 — KP linéaire telle que v = wow. On utilisera
dans la suite la version matricielle de ce lemme.

3. Soit A, B,C € M, (K) telles que Im(C') C Im(A) + Im(B).
(a) Soit D = (A B). Que vaut Im(D) ?
(b) En déduire qu'il existe W € May, ,,(K) telle que C = DW.
(c) Montrer qu’il existe U,V € M,,(K) telles que C = AU + BV.
4. Soit J un idéal a droite de M,,(K).

(a) Montrer que la quantité max{rg(M) : M € J} est bien définie. On note cet élément r et on
considere My € J tel que rg(My) = r.

(b) Soit M € J. Montrer par 'absurde que Im(My) C Im(M).
(c) Montrer que J C Jim(asp)-

5. Conclure.
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Corrigé :

1. e Déja, 0, € Jg. Soit M,N € Jg. On veut montrer que M — N € Jg. Or, Im(M — N) C Im(M) +
Im(N) C E, ou la premieére inclusion est claire via I’écriture

Im(M—N) ={(M-N)X: X € Mp1(K)} = {MX-NX: X € Mp1(K)} C {MX+NY : X, Y € M, 1(K)

et la deuxieme car Im(M) et Im (V) sont des sous-espaces vectoriels de E.
Ainsi, (Jg,+) est un sous-groupe additif de (M, (K), +).

e Soit M € Jg, A € M,(K). On veut montrer que M A € Jg. Or, on a immédiatement Im(MA) C
Im(M) et Im(M) C E donc MA € Jg.

Ainsi, Jg est un idéal a droite de M,,(K).
2. Soit E’ supplémentaire de ker(u) dans KP (KP = E’ @ ker(u)). Par le théoréme du rang, il existe

u: E — Im(u)

telle que @ soit un isomorphisme. Ainsi, pour tout élément Z € Im(u), il existe un élément Y € E’ tel
que u(Y) = Z (et w(Y) = u(Y)). Soit (e1,--- ,eq) une base de K9.

Soit i € [1,q]. Alors il existe Y; € E’ tel que u(Y;) = v(e;) puisque v(e;) € Im(v) C Im(u). Soit alors w
une application linéaire de K9 dans KP tel que w(e;) = Y; pour tout i € [1,¢].

w est alors entierement déterminé et on a

Vi e [1,q],v(e;) = u(w(e;))

donc v et u o w coincident sur une méme base : elles sont égales.

3. (a) Im(D) est I'’ensemble des combinaisons linéaires des vecteurs colonnes composant D donc a fortiori
est la somme Im(A) + Im(B) puisque D est la matrice (A B).

(b) Par le théoréeme admis, on a le résultat.

(¢) Notons W = (%) avec U,V € M,,(K). Alors par produit par blocs, DW = AU + BV

4. (a) {rg(M): M € J} est une partie de N majorée par n car J C M, (K), non vide car 0 € J donc 0 est
dans la partie en question. Ainsi, cette partie admet un plus grand élément noté r.

(b) Soit M € J et Im(M) ¢ Im(Mp).

11 s’agit d’utiliser la question 6 avec A = M et B = Mj. On veut trouver C tel que Im(C') C
Im(M) + Im(Mjy) avec C de rang r + 1. On aura donc une contradiction puisque C € J.

Soit C' matrice d’'un projecteur sur Im(M)+Im (M) parallelement & un supplémentaire de cet espace
dans E. Alors Im(C) = Im(M) 4+ Im(Mp) et rg(C) = dim(Im (M) +Im(My)). Or, puisque Im(M) ¢
Im(My), il existe Y € Im(M) tel que Y ¢ Im(Mp). Ainsi, dim(Im(M)+Im(My)) > dim(Im(Myp)) =r
donc C est de rang strictement supérieur a r. Ceci est une contradiction puisque C, qui est dans J
en vertu de la question 6, est d’un rang supérieur strictement a r. Ainsi, Im(M) C Im(My)

(¢) Comme le résultat précédent est vrai pour tout M € J, par définition de Jg, on a donc J C Jim (M)
et ce, pour tout J, idéal a droite de M,,(K).

5. On va montrer que I'ensemble des idéaux a droite de M,,(K) est I'ensemble {Jg : E sev de M,, 1(K)}.

C Soit J un idéal & droite de M,,(K). Par la question 7, il existe une matrice My tel que J = Jim(Mo)
donc on a l'inclusion.

D Réciproquement, tout idéal de la forme Jg est un idéal a droite par la question 4.
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Exercice 66. Soit F,F de dimension strictement positive, f,g € L(E,F). Montrer que rg(g) <
rg(f) <= Jh € GL(F),k € L(E),hog= fok.

Corrigé : L’implication réciproque est facile. Soit h € GL(F') et k € L(F) tel que hog = f o k. Alors
g = h71fk donc Im(g) C h=*(Im(f)). h étant inversible, rg(g) < dim(Im(f)) = rg(f). D’ott le résultat.
Maintenant, regardons le sens direct. Soit p = rg(f),q = rg(g). On suppose g < p. Soit (epy1,- -+ ,€p), une
base de ker(f). Je la complete en une base de E, (e1,--- ,ey). Soit (gg41, - ,€pn), une base de ker(g). Je la
complete en une base de E, (€1, - ,&p). La famille (g(e1),--- , g(eq)) est une base de Im(g), que je complete
en une base de F' via gg11,- -+ , gm. Pareillement, je construis une base de F' (f(e1), -, feep), fpr1,- -+, fmn)-
Soit k définie par k(e1) = ey, -+ ,k(eq) = eq,k(eqe1 = -+ = k(en) = 0.
Soit h, 'automorphisme qui transforme la base des g en la base des f.
Le résultat en découle.

Exercice 67. Calculer
ay + by b1 e by
by ag +by - b2
by, by, -oap+by,

Corrigé : Soit M la matrice dont il faut calculer le déterminant. Soit C' le vecteur colonne plein de 1 et
e1, - ,en la base canonique de R™. Alors

det(M) = det(MT) = det(b1C + arer, boC + agea, - -+ ,byC + anen).

Or, des lors que dans le déterminant, on a deux colonnes de la forme b;C et b;C, alors le déterminant est nul.
En réalisant le développement par n—linéarité du déterminant, on a au plus un seul terme de la forme b;C.
Ainsi, on a soit un terme de la forme b;C', soit aucun. Ainsi,

n
det(M) = Z det(aleb T, 0p—1€k—1, bk'07 Qp4+1€k+15 " 7anen) + det(alela T 7anen)

n

k=1
n n

= bpdet {ater, - ap—1€k—1, Y €5, app1€kr1, s anen | + [ as
k=1 i=1

Jj=1
*
n n
= brdet(aer, -, ap_1€x_1, €k, Aps1€ks1, 5 anen) + | |
k=1 i=1
n n
e [T
k=1 ik i=1

On justifie le calcul dans * comme suit :

n n
det | ater, -+, ap—1€k—1, Y  €j, Qp1€hi1;  * anen | = Y det(arer, -, ap_1€k_1,€j, ap1€k41, 5 AnCn)
Jj=1 Jj=1
- det(a1€17 o, Ap—1€k—1,€ky Af+1€k+1, " " ° 7anen)7

car si j # k, par le caractére alterné, le déterminant est nul.

Exercice 68. Soit m < n deux entiers naturels, P, - -, P, des polynémes de R,,[X]. Soit a1 - - - ay, des
réels. Calculer det(A) avec [A]; j = P;(a;). En déduire la valeur de det(B) avec [B];; = (i +j — 1)™.
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n

Corrigé : On écrit P, = ZbikX k. Alors on note B, la matrice de coefficient [Blit = bir. En notant
k=1

v, la matrice de Vandermonde associée & aj,---a,, on a A = Bwv. De fait, det(4) = det(B)det(v) =

det(Py,-- -, P,)det(V). Remarquons que le déterminant est non nul si les a; sont deux-a-deux distincts, et
que les Py,---, P, sont libres, donc n = m + 1. Application : on prend P; = (X +j — 1) et a; = 4. Si
n >m+ 1, alors les P; sont liés et le déterminant est nul. Sinon, on a dans un premier temps

V(al,...7an)zv(1727...7n):HHj_Z H]'

0 1 2vt oo (1)t

el 0 1 2% ... (n—1)"?
=0 0 1 2 n—1
1(=0% 1 1 1

-1 nt (n—1)! = . n-1 2
(") = T o v T e (1)

1=0 i=0

Enfin, le déterminant est un Vandermonde, a condition qu’on retourne la liste des lignes : or, un renversement
d’une liste & n éléments a, pour signature, (—1)™®~1/2 (transformer 1 =2 -3 -4 —-5en5—-4 -3 —2—1).
Ainsi,

n— 2
det(Py, -+, Py) = (=1)"" "V (n — 1) (Hl .1> .

!
i=0 v

Le déterminant cherché vaut donc

(_1)n(n 1)/2 _ n 1 H

Exercice 69. Soit ay,- - ,ay et by,- -+ ,by,, des complexes tels que V(4, ) € [1,n]?, a; +b; # 0. Calculer

det(Cy,) avec [Cyli; = L

ai+bj'

Corrigé : On multiplie chaque colonne j par a, + b; de sorte d’avoir que des 1 en derniére ligne. On a

1 1 1 an+b1 ap+bo an + by
al—li_bl al—li_bz al—{bn ai+b ai+by  ai+b,
el e B 1 anp +b1  a,+ by an + bn,
a2—:i- 1 2 | 2 : n| = (@n + b1)(an + b2) -~ (an + bn) a2—‘i—b1 ag—‘f—bg ag-!-bn
1 1 1 ‘ : :
an+b1 an+by  a,+by, 1 1 1

On utilise maintenant le lemme suivant :

a+b71+a—a
a+b a+b
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De fait, en soustrayant chaque ligne par la derniere, j’ai

anp +b1  ap+ by

a1 +b1 a1+ b

an +b1  an+bo

az+by  az+ by
1 1

Je peux donc sortir en facteur sur chaque ligne ¢, un terme a, —

(an_al)"‘

det(Cn) = b (an £ 0a)

an + by, an —ap an —ap an — ax
a1 + by, a1 +b1  ap+ by a1 + by,
Gn + bn, ap —az ap — a2 Gp — a2
as +by,| = |ax+br  az+0by as + by,
1 1 1 1
a;. Ainsi,
1 1 1
a1 +b1 a1+ by a1 + by
(an . an—l) 1 1 1
((ln T bn) as +by ag + by as + b,

On a bien envie d’avoir beaucoup de 0 en derniére ligne. On retire a chaque colonne la derniére. En utilisant

[ B—b
a+b a+pB  (a+b)(a+p)’
on a
by, — by by, — by 1
(a1 + bl)(al + bn) (a1 + bz)(al + bn) a1 + by,
(a _a)...(a —a ) bn_ 1 bn_2 1
det(Cp) = — " e b b b b b
") T Can 4 1) (an + b2) - (an + by) | (@2 F01)(a2 +0n) (a2 +b2)(az + bn) az + by
0 0 1
On développe par rapport a la derniére ligne. On obtient alors
bn - bl bn - bQ bn - bn—l
n—1 (CL1 + bl)(al +b ) (a1 + bg)(al + bn) (a1 + bn_1)<a1 =+ bn>
H(an_ai) n_bl n — U2 n — On—1
det(Cp) ==L | (a2 + b1) az + by) (ag + b2)(az + bn) (ag + bn-1)(az + by)
1=1 bn — by by, — ba by — bp—1
(anfl + bl)(anfl + bn) (anfl + b2)(an71 + bn) (anfl + bnfl)(anfl + bn)

Sur chaque ligne 4, on sort un facteur (a; +b,) et sur chaque colonne j, on sort un facteur (b, —b;). Cela donne

1 1 1
- n-t ai + b aj + by al + bn—1
H —a;) [ (bn — 1) 1 1 1
det(Cp) = Z :ii az + by ag + by as +bp_1
an + b;) i+ b
floen | ;1
an—1+0b1 ap—1+0b ap—1+ bp—1
Donc .
I (an — @) H (bn, — b;)
det(C,) = = = det(Cp_1).

i=1

n—1
H(an + bz) H a; + bn)
=1
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Pour conclure proprement, on fait une récurrence. Sinon, on écrit

n—1 n—1
(an — a;) (bn, — b;)
aicy _ L 1
det(Cp_1) 2 n—1 '
[ (an +0:) TT (ai +b0)
i=1 i=1
Donc
j—1 j—1 j—1
o1 (ag —ai) [ [ (b —b:) 11 ((a; = ai)(b; — b)) . (@ — a)(b — b)
et(Cn) ]1;[1 J J=1 ]1;[1 J=1 jl;lla +b; 1<g<n (aj—l—bi)(ai+bj)
[1(a;+0) H (ai +bj) (a; + ;) [ [ (aj + bi)(ai + bj) -
i=1 i=1 i=1
Exercice 70. Soient ai,--- ,a,, des complexes. Calculer
1 ay 500 a]f_l If+1 500 a'il
1 a2 DY aé:_l k+1 DY ag
1 a‘n ak=1 a,]i;rl aﬁ

Corrigé : Notons d, le déterminant a chercher. On rajoute une colonne au trou : la colonne des af pour
i allant de 1 & n. Enfin, pour la derniére ligne, on rajoute la ligne des X7 pour j allant de 0 a n. Alors le
déterminant voulu est le mineur 6,41 j41-

Mais en développant par rapport a la derniere ligne, on obtient exactement un polynoéme, dont le coefficient

devant X% est exactement (—1)"t1+5+1d, Par ailleurs, le nouveau déterminant est un Vandermonde! Il vaut
n

Viay, - ,an, X) = H (a;—a;) H(X —a;). En utilisant les relations coefficients racines (formule de Viete),
1<i<j<n i=1

()" *d=(-1)""op . J] (a5 —a),

avec o,_p = Z H a;. Ainsi

Jc[1,n],|J|=n—kjeJ

il vient
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Réduction des endomorphismes

n—1

Exercice 71. Soit ' = Y ayX* € Cpoy[X] et ® : P € Cpoy[X] = FP%(X" — 1) € Cp1[X].
k=0

Ecrire la matrice de ® dans la base canonique. Calculer ses vecteurs propres et valeurs propres. Est-elle

diagonalisable ?

Corrigé : Soit A, € C, P,Q € C,,_1[X]. Soit (Qp, Rp), (Qq, Rq) couple de la division euclidienne tels que
PF = Qp(X" 1)+ Rp , QF = Qo(X" — 1)+ Rq.
Alors
AP+ pQ)F = (AQp + pQq) (X" — 1) + AR, + pRq

ce qui signifie que ¢(AP + p@Q) = Ap(P) + pop(Q) car deg(ARp + pRg) < n puis par unicité de la division
euclidienne. ¢ est bien linéaire.
Maintenant, soit £ € [0,n — 1]. Alors

n—1
FX@ — Z aka+Z
k=0

n—~¢—1 n—1
= Z aka"M + Z akX]’H'é.
k=0 k=n—/{

de degré >n—1<n

Pour k > n— ¢, XF+t = X7 X"kt Aingi, XF+H = (X7 - )X L XFHn ot k4l —n e [0,n] (n < k+£ <
2n). D’ou

n n—1
( Z aka‘-i-E) %(Xn _ 1) — Z aka‘-i-f—n'
k

=n—/ k=n—¢
Ainsi,
n—~—1 n—1 n—1 /—1
QS(XE) _ Z aka-i-ﬁ + Z aka-‘rf—n — Z ak_ng + Z an—i—k—KXk-
k=0 k=n—t k=0 k=0
D’ou
ao an—1
ay agp
oX) =1 . | exh=1] . |,
an—1 Ap—2
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ce qui donne

ao a/n—]_ o o. . .. a]_
ai ag
Matl’Xy_,_yxn_1(¢) =
an—1
an_l .. .. al aO

C’est une matrice circulante. On veut ses valeurs propres. Soit A € Sp(¢). Soit P tel que ¢(P) = AP. Soit
Q € ClX]tel que FP = (X"—-1)Q+¢(P). Alors (F—\)P = (X"—1)Q. Soit w € U,. Alors (F(w)—A)P(w) = 0.
Si F(w) # A pour tout w dans U, alors P =0 (par degré, P est de degré n — 1 < n = Card(U,)).

Ainsi, Sp(¢) C {F(w) : w € Uy,}. Montrons l'inclusion réciproque. Soit w € U,. Alors X — w divise
F(X)—F(w) et X™ —1. Soit donc @ € C,,_1[X], R € C,,_1[X] tel que

FIX)—-Fw)=QX) (X -—w), X"-1=RX)(X —w).
Alors
(F(X) = F(w))R(X) = (X" = 1)Q(X)

donc
F(X)R(X)=(X"-1)Q(X) + F(w)R(X).

Puisque deg(R) = n — 1 < n, par unicité de la division euclidienne, ®(R) = F'(w)(R) donc F(w) € Sp(¢).
Ainsi, Sp(®) = {F(w) : w € Uy} et R est un vecteur propre pour les F'(w) de ¢. Notons wy, -+ ,wp, les

racines n-eme de 'unité et Ry, - , R,, vecteurs propres respectifs. Soit A1, - , A, tel que
n
> AR =0
=1
Alors

pour tout j € [1,n]. On rappelle que R; = ce qui donne A; = 0. Ainsi, les (R;); sont libres donc
J J X —w; ’
J

forment une base par cardinalité : ® est diagonalisable car posséde une base de vecteurs propres.

Exercice 72. Soit A, une matrice de M,,(C). Montrer que A est nilpotente si, et seulement si, ¥n €
N, tr(A™) = 0. (On pourra redémontrer pourquoi une matrice A est semblable a une matrice triangulaire
stricte).

Corrigé : 1l existe plusieurs preuves qui montrent qu’une matrice nilpotente est semblable & une matrice
triangulaire stricte. En voila une qui ne met pas en jeu la structure de C. Mettons que 'indice de nilpotence
de A soit p. Soit ¢ ¢ ker(uP~!), possible car uP~t # 0. Alors (xg,u(zo), -+ ,uP~(z0)) est libre. En effet, soit
Aoy s Ap—1 tel que

p—1
Z Motk (z0) = 0.
k=0

Soit A = {k € [0,p — 1] : A # 0}. Supposons que A est non vide. Etant alors une partie non vide de N, A
admet un plus petit élément ky. Alors soit kg = 0, soit A\g = - -+ = Ag,—1 = 0. Dans les deux cas, en composant
par uP~%0=1 on a

p—1 p—1
0= uP—ko—l (Z )\kuk(l'o)) _ )\kup_ko_1+k($0) _ )\koup_l(x[)) 404 40.
k=0 k—ko

thomaschen(dot)maths[at|gmail(dot)com Page 80 Ne pas diffuser sans I’accord du concepteur



CHAPITRE 8. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES Chen Thomas

Comme uP~1(xg) # 0, on a A\, donc A\, ¢ A : absurde. Ainsi, A est vide. Maintenant, pour avoir une base,
puisque uP~!(zq) est un vecteur non nul du noyau, on le compléte en une base du noyau. La concaténation

entre cette base et les (zo,--- ,uP"2(xg)) forme clairement une base de E. La représentation matricielle en
découle.

Maintenant, si A est nilpotente, elle est semblable & une matrice triangulaire stricte. Les traces tombent
d’elles-méme. A est trigonalisable par d’Alembert-Gauss : soit A1, , A, les valeurs propres non nulles de
A de multiplicités respectives my,--- ,m,. A est alors semblable & une matrice triangulaire de diagonale
(0, 0, A1, , AL, s Apy oo+, Ap). Soit & € N — a priori, il se peut qu’il n’y ait pas de 0 —. Alors A*
est semblable & une matrice triangulaire de diagonale (0, --- ,0, )\]f St /\’f, - ,)\7'? AR ,)\,]f). Par hypothése, on
a donc

T T
Tr(A) = Zmi)\i =0; - ; Tr(A%) = Zml)\f ;
i=1 i=1

Cela se traduit en le systéeme suivant :

Aimy 4+ Aomg + + Amy = 0
Mmy 4+ Ame + + Mm, = 0
+ + + : =
Eml + gmg + + A:mr = 0
et matriciellement en
AL A2 A\ [
a3 | ma|
AT AL AT My
Tous les \;, 1 < ¢ < r sont non nuls donc
M g e A 1 Ay e 1
)\% /\% cee )2 r A ) REEE Ar r r
o =11 . . =V [[r= T Ga=2) [[x#0.
: : : i=1 : : : i=1 1<p<q<r i=1
DVED VARRRREND Vi )\q—l )\72"—1 SR Yk
Ainsi, on a (my,---,m,) = 0 ce qui n’est pas. Ainsi, si ce n’est 0, A n’a pas de valeur propre. Donc A est

semblable & une matrice triangulaire stricte : A est nilpotente.

Exercice 73. Résoudre 'équation matricielle M? + M = G i)

Corrigé : Corrigé : On note A, le second membre. Si X est solution, X et A commutent. Donc X va laisser
stable les sous-espaces propres de A. Etudions la diagonalisibilité de A. Plus généralement, je vais montrer que
la matrice de n x n avec que des 1 est diagonalisables. En effet, ¢’est une matrice de rang 1 donc son noyau
est de dimension n — 1. Le noyau est le sous-espace propre associée a la valeur propre 0. Ici, 0 est donc de
multiplicité n — 1. Par ailleurs, cette matrice est stochastique en ligne (et en colonne). De fait, la somme des
valeurs sur une ligne constitue une valeur propre associée au vecteur propre composée que de 1. Ainsi, cette
matrice a n et 0 comme valeurs propres de multiplicités respectives au moins 1 et exactement n — 1 : elle est
donc diagonalisable.

Bref, A est diagonalisable. On a y(A) = Vect ((_11>> et E2(A) = Vect (G) > En notant P = (_11 i) ,

on a done G- D60
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Par la remarque du début, si X est solution, P~' X P est diagonale, disons de coefficient « et 3. On a donc

2
P <06 502> pP+pt <g‘ g) P=PlAP

ce qui est donc équivalent a demander
o 0 Lo 0\ _ (00
0 B2 o ) \o 2)°
On doit donc résoudre o + o = 0, 32 4 3 = 2. Les solutions sont les matrices Pdiag(c, 3)P~! donc j’en ai 4 :
0 1\ 1(-3 -1 11 -1 -1
0 1/’2\-1 -3 1 1 -1 -1/

Exercice 74. Soit A, B € M, (K). Montrer que xap = xpa. On pourra commencer par A inversible,
puis A de rang r < n.

Corrigé :
1. On écrit

xap = det(X1,—AB) = det(A(XA™'=B)) = det(A) det(X A= B) = det(X A~ '~ B) det(A) = det(XI,,—BA) -

2. Si A est de rang r, A est équivalente a J,.. Etudions donc le cas A = J,.. Si A = J,, alors en décomposant

par blocs B = (Bl B2>, on a

Bs By
B1 B2 Bl 0
AB = , BA=
( 0 On_r> <B3 0n—7">
donc XAB = XB;X0,_» = XBA-

3. Maintenant, écrivons A = PJ,.Q avec P, () inversible.

XAB = XPJ,QB = XJ;QBP 5 XQBPJ, = XBPJ,Q = XBA-

Exercice 75. Soit A € M, (R). On appelle i-éme disque de Gerschgorin de A 'ensemble D; = D(a;;, R;)

avec R; = Z |laij].
i#]
1. Montrer le théoréme de Gerschgorin : toute valeur propre est dans un disque de Gerschgorin.

2. En déduire le lemme d’Hadamard :

Vi € [[l,n]], |aij| > Z |aij| — Ae GLn(R).
i#]

(on dit que A est a diagonale strictement dominante).
n
3. En déduire que si A est de diagonale dominante, alors | det(A H |ai;| — R;). Montrer que si A

est de plus réelle a diagonale positive, alors det(A) est de plus str1gtement positif (on utilisera un
argument de convexité).

Corrigé :
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1. Soit A, une valeur propre de A. Soit (1, -+ ,zy), vecteur propre associée. Alors AX —AX = 0. Considérons
i, U'indice de [1,n] pour que |z;| soit maximal. Alors
(AX — \X); =
De fait,
n
Z Qi Ll — /\(L'k = 0.
k=1
De fait,
(au Z Ak T
k=1 ki
Ainsi,

lzxl
k=1,k#i Li Jxil
<1
Donc A\ € D(aj;, R;).
2. Raisonnons par contraposée. Supposons que A ne soit pas inversible. Alors 0 est valeur propre de A. De
fait, par le théoréeme de Gerschgorin, il existe un indice i € [1,n] tel que |a;| < Z la;j|. Ainsi, A n’est
J#i
pas a diagonale dominante.

Continuons. Soit A’ la matrice obtenue en mutlipliant la i-éme ligne de A par pour 1 <i < n.

1
|aii| — R;
C’est possible puisque A est a diagonale dominante. Par n-linéarité du déterminant, on a

n

det(A) = det(4) H(|a“| — R)).
i=1
Montrons donc que | det(A’)] > 1. On note A" = (aj;)1<i j<n et R} rayon de Gerschgérin associé & A pour
1 <7 < n.On a, en mettant au méme dénominateur,
/ R/ < ’a“‘ 'L 1
|az;| — ’a’n‘ Z la 1]’ " m
J=1,j#i "

et on a x car A est & diagonale dominante. Par les disques de Gerschgorin, pour tout A € Sp(A4’), il existe
i € [1,n] tel que |\ — a};| < R. donc par la seconde inégalité triangulaire,

R. > |XN—al;| > |a |l

7,7,‘ -

Par D'inégalité précédente, on en déduit que |[A\| > 1. Puisque A’ est trigonalisable, le module de son
déterminant est le produit des modules des valeurs propres donc |det(A’)| > 1.
Pour le cas réel, utilisons un argument de convexité. Soit

C= {AEMn(R) V1<i<na;> Y |aij|}'

=Ly
Il s’agit de montrer que C' est convexe et par continuité du déterminant, puisque I, est dans C, on aura
le résultat. Soit donc A, B € C et t € [0,1]. Alors tA + (1 — t)B est bien réelle. De plus, par inégalité

triangulaire,
> 1t[ALi; + (1= )[Blil < Y- ¢ 1[Al] + 1 = ) [[Blis]) = t D 1[Alij1 + (1 =) D [[Blijl < tagi+ (1 )b
i Jj#i J#i J#

donc tA + (1 — t)B est dans C donc C est convexe. Par continuité du déterminant, det(C') est donc un
convexe de R donc un intervalle mais par le lemme d’Hadamard, cet intervalle ne contient pas 0 : cet
intervalle est donc dans RT* ou R™* mais ce dernier cas est a exclure puisque I,, € C et det([,) =1 > 0.
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Exercice 76. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(F). u est dit semi-simple lorsque
pour tout F' sous-espace vectoriel de E stable par u, il existe un supplémentaire de F' dans E stable par
u. On suppose que K = C. Montrer que u est semi-simple si, et seulement si, v est diagonalisable.

Corrigé : Soit u diagonalisable. Soit B une base de vecteur propre de E pour u. Soit F' un sous-espace
vectoriel de E stable par u. Notons (eq, - - ,e,) une base de F. On compléte cette base en une base de E avec
les éléments de B. Soit (ep41,- - ,en) les vecteurs ajoutés. Alors G = Vect(ept1,- - ,ep) vérifie E = F @ G et
G est stable par u en tant que somme d’espaces stables par u.

Réciproquement, soit u semi-simple. Raisonnons par récurrence sur la dimension de F. Si E est de dimension
1, le résultat est clair. Supposons le résultat acquis au rang n — 1. Soit £ de dimension n. Soit A une valeur
propre de u (possible car x,, est scindé vu qu’on est dans C) et z un vecteur propre associé. Soit F' = Cz et G
un supplémentaire de F' (est de dimension n — 1) stable par u (possible car u est semi-simple et F est stable
par u). ug U'induit de u sur G est alors bien défini et est semi-simple : en effet, soit A un sous-espace vectoriel
de G stable par u. A est stable par u donc par semi-simplicité de u, il existe B supplémentaire de A dans F
et stable par u. Considérons alors H = BN G. Alors H est supplémentaire de A dans G et est stable par ug :
ug est semi-simple.

Finalement, ug est semi-simple donc par hypothéese de récurrence, ug est diagonalisable : il existe une base
de G constituée de vecteurs propres pour u. Alors cette base concaténée avec {x} est alors une base de F
constituée de vecteurs propres pour u : u est diagonalisable.

( \

Exercice 77. Soit E¥ un espace vectoriel de dimension n € N*,
1. Soit uw € L(E). Montrer que u est trigonalisable si, et seulement si, u stabilise un drapeau total.El

2. En supposant que x, est scindé, en notant Aj,---,\, les valeurs propres de u comptées avec
multiplicité, montrer qu’il existe un drapeau total (Vp, - - -, V},) stable par u tel que Vi € [1,n], (u—
)\ZId)(VZ) c V4.

3. En déduire le théoreme de Cayley-Hamilton : y, annule w.

a. On rappelle qu'un drapeau d’un espace vectoriel F de dimension finie est une famille (Fo,--- , Fx) de sous-espace
vectoriel de F telle que Fy = {0}, F, = E et Vi € [0,k — 1], F; C Fi+1. Un drapeau (Fp,- -, Fx) de FE est dit total lorsque
Vi € [0,n], dim(F;) = i. Il est dit stable par u lorsque Vi € [0, k], u(F;) C F;.

Corrigé :

1. Si u est trigonalisable, soit (e,---,e,) une base de trigonalisation. Soit V; = Vect(ey,---,¢;), Vo =
{0}, V,, = E. Alors (V}); est un drapeau (par liberté de la base de trigonalisation), total par construction,
stable par u car c’est une base de trigonalisation.

Réciproquement, soit (Fy, - - , F),) un drapeau total stable par u. On construit une base de trigonalisation
par récurrence sur ¢ € [1,n].

o Pour ¢ =1, soit e; € F1\{0}. Alors e; est un vecteur propre pour u puisque u(e1) € Fy = Vect(ey).

o Pour i =2, on a construit e; et on prend ey € Fy\Vect(e1) (possible car Vect(e1) = Fy et F1 C F).
Alors (e1,e2) est une famille libreﬂ de Fy (car Fy C F3) donc c’est une base de Fy par cardinalité.
On a donc u(Vect(ey,e2)) C Vect(ey, e2).

« Supposons eq,--- ,e; construit tel que pour tout 1 < j <, Vect(ey,--- ,e;) est stable par u et est
égal & F;. Pour construire e; 1, on considere e;11 € Fji1\Vect(eq,--- ,e;). Alors (e1, - ,ej41) est
une famille libre donc c’est une base de Fj;1 par cardinalité. Ainsi, Vect(ey,: - ,ej+1) = Fi11 et
donc u(Vect(ey, -+ ,ei+1)) C Vect(er, -+ ,eit1).

Par récurrence, on vient de construire une base de trigonalisation.

1. je rappelle qu’'un hyperplan admet comme supplémentaire le Vect de n’importe quel vecteur qui ne lui appartient pas.
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2. Soit (e1,- -, e,) une base de trigonalisation associée aux valeurs propres (Ag, - - -

Alors (V;)o<i<n est un drapeau total. Soit i € [1,n]. Soit = € V;. Soit p1,--- , u; tel que

T = Z L€k -
k=1
Alors , . -
(u — )\Zld)(l‘) = Z PeAk€r — Z P = Z ,uk(Ak — )\i)ek e Vi
k=1 k=1 k=1

3. Ainsi, par une récurrence immédiate,

(u — )\n)(Vn) CVho1; (’LL — An,lld)(Vn,l) C Vpa...

donne
n

[T(w—NId)(V) € Vo = {0}

=1

donc xu(u)(E) = {0} : c’est le théoreme de Cayley-Hamilton.

Exercice 78. F désigne un espace vectoriel de dimension finie n.

1. Soit f, g deux endomorphismes de E tels que fog = gof. On suppose que f et g sont diagonalisables.
Montrer que f et g sont co-diagonalisables (ou diagonalisables simultanément) : il existe B telle
que la matrice de f et la matrice de g dans cette base sont diagonales.

2. Soit I un ensemble et (f;);c; une famille d’endomorphismes de E. On suppose que ces en-
domorphismes commutent deux a deux et sont tous diagonalisables. Montrer qu’ils sont co-
diagonalisables.

3. Application. Soit K un corps de caractéristique différente de 2 et n,m € N*. On veut montrer que
GL,(K) et GL,,(K) sont isomorphes si, et seulement si, n = m.

(a) Soit G' un sous-groupe de GL,(K) tel que tout élément de G\{eg} est d’ordre 2. Montrer que
les éléments de G sont commutatifs et diagonalisables.

(b) En montrant qu’un tel G existe, conclure.

Corrigé :

1. Soit Ay, -+, Ag les valeurs propres distinctes de f. Soit 1 < ¢ < d. Puisque f et g commutent, g stabilise

Ex, (f). Ainsi, I'induit de g sur €y,(f) est bien définie et on la note g;. g; est alors diagonalisable en tant
qu’'induit d’un diagonalisable : soit B; une base de &, (f) composée de vecteurs propres de g. Ce sont

donc aussi des vecteurs propres de f.
d

En considérant B = L-ﬂ B;, B est une base de F composée de vecteurs propres de f et g : f et g sont donc
co-diagonalisables. =

. On procede par récurrence forte sur n. Si n = 1, c’est clair. Supposons que le résultat est acquis jusqu’au
rang n — 1 pour n € N>g. Soit E un espace vectoriel de dimension n, (f;)ier une famille quelconque
d’endomorphismes de E diagonalisables qui commutent entre eux. Si tous les (f;); sont des homothéties,
c’est évident (elles sont déja « diagonales »). Si ce n’est pas le cas, soit ig € I tel que f;, n’est pas
une homothétie. Soit A1,---, \g les valeurs propres distinctes de f;,. Soit j € [1,d]. Puisque les (fi)ier
commutent avec f;,, pour tout ¢ € I, f; stabilise &y, (fi,) donc 'induit de f; sur 5)\j(f¢0 est bien définie
et on le note f; ;. Alors f; ; est diagonalisable en tant qu’induit d’un diagonalisable. Par hypothese de
récurrence, puisque dim(é‘)\j (fio) € [1,n — 1], il existe une base B; de 5,\j( fiy) qui diagonalise f;; pour

tout ¢ € I.
d

En considérant B = H-J Bj, B est une base de I/ composée de vecteurs propres de f; pour tout ¢ € I.
j=1
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3.

(a) Le fait que G est commutatif provient de I'exercice [23] Puisque X2 — 1 est annulateur des éléments
de G, puisque X2 — 1 est scindé & racines simples car car(K) # 2E|, on en déduit que les éléments
de G sont diagonalisables et de spectre dans {—1,1}.

(b) On considére G,, 'ensemble des matrices diagonales a coefficient dans {—1,1}. Alors G,, convient.

On peut donc maintenant considérer un sous-groupe G de GL,(K) tel que tout élément de G\{eq}
est d’ordre 2. Comme ses éléments sont codiagonalisables, il existe P € GL,(K) tel que pour tout
g € G, P~'gP est dans G,,. Ainsi, G est de cardinal 29 < 2".
On peut désormais conclure. Soit ¢ un isomorphisme de GL,(K) dans GL,(K). Soit G un sous-
groupe de GL, (K) ot tout élément non nul est d’ordre 2. Alors ¢(G) satisfait cette méme propriété.
Alors p(G,) est de cardinal 2" et on a donc Z™ < 2™ par le point précédent. On raisonne de méme
en considérant G,, et p~! pour avoir 2 < 27

Ainsi, 2" = 2™ donc n = m.

Exercice 79. F désigne un espace vectoriel de dimension finie n.

1. Soit f, g deux endomorphismes de F tels que fog = gof. On suppose que f et g sont trigonalisables.
Montrer que f et g sont co-trigonalisables (ou trigonalisables simultanément) : il existe B telle que
la matrice de f et la matrice de g dans cette base sont triangulaires supérieures.

2. Soit I un ensemble et (f;)ier une famille d’endomorphismes de E. On suppose que ces endomor-
phismes commutent deux & deux et sont tous trigonalisables. Montrer qu’ils sont co-trigonalisables.

3. Application. Soit E de dimension n, uy,--- ,u, € L(F), nilpotents, qui commutent 2 & 2. Calculer
U1 0 - -+ 0 Uy. L'exercice a été fait autrement dans ’exercice 7?7

Corrigé :

1.

On montre un lemme préliminaire trés classique. f et g ont un vecteur propre en commun : en effet,
soit A une valeur propre de f (existe car f est trigonalisable). Alors comme f et g commutent, g stabilise
Ex(f) donc gg, () I'induit de g sur €x(u) est aussi trigonaliable donc admet un vecteur propre z € Ex(f).
x étant non nul, x est donc aussi un vecteur propre de f. C’est un vecteur propre en commun.

On conclut par récurrence sur la dimension de E. Si n = 1, c’est clair. Si le résultat est acquis pour n — 1
avec n € N>o, considérons un vecteur propre x en commun a f et g et complétons en une base de E
notée B = (x,ea, -+ ,ep).

On a la représentation matricielle par blocs suivante

a * b *
MatB(f) = <0n1 1 A1> MatB(g) = <0n1 ) Bl)

et donc x5 = (X—a)xa, et xg = (X—b)xp,. Comme x s et x4 sont scindés (car f et g sont trigonalisables),
XA, et xB, le sont aussi donc A; et B; sont trigonalisables. En plus, par produit matriciel, I’égalité fg = g f
entraine A1 By = B1A;. En notant H = Vect(B1) avec By = (e, -+ ,e,) et p € L(E) projecteur sur H
parallelement a Vect(x), on écrit que f1 = po fg et g1 = po gy qui sont des endomorphismes de H pour
que

Ay = Matg, (f1) ; B1 = Matg, (g1)

donc f1 g91= G f1 et fi, g1 sont trigonalisables. Par hypothese de récurrence, ils sont cotrigonalisables et
on note 5] base commune de cotrigonalisation. Alors en notant B = {z} W By, on a

a

Matz(f) = (0 Matgxf))

qui est triangulaire supérieure car Matz (f) Dest et de méme pour Mat z(g).

2. dans ce cas, on aurait 1 = —1 donc X% — 1 = (X + 1)? donc n’est pas scindé & racines simples

thomaschen(dot)maths[at|gmail(dot)com Page 86 Ne pas diffuser sans I’accord du concepteur



CHAPITRE 8. REDUCTION DES ENDOMORPHISMES Chen Thomas

2. Avant toute chose, si tous les endomorphismes sont des homothéties, le résultat est claire. On suppose
donc qu’il existe f € {f; : ¢ € I qui ne soit pas une homothétie.

¢ On montre déja par récurrence forte sur la dimension qu’il existe un vecteur propre en commun. Pour
n = 1, c’est immédiat. Supposons le résultat acquis pour jusqu’au rang n — 1. Comme Sp(f) # 0,
soit A € Sp(f). Soit ¢ € I. Comme f; commute avec f, Ex(f) est stable par f;. Ainsi, en notant
fie,(p) U'induit de f; sur Ex(f), fi £x(f) est trigonalisable (son polynoéme caractéristique est scindé car
il divise un polynome scindé). Ainsi, tous les (fig, (s))ier sont trigonalisables et commutent entre
cux. Etant des endomorphismes de £\(f) qui est de dimension dans [1,n — 1], ils admettent un
vecteur propre en commun que ’on note z. On a donc

Vi S I, =D S K, flf,\(f)(m) = )\1$

donc
Vi € I, N € K, fz(:B) = \T.
x est un vecteur propre en commun & tous les (f;);er. On conclut par principe de récurrence.
e On conclut. On note (H,) : si E est de dimension n et que (f;)ic; est une famille quelconque
d’endomorphismes de E trigonalisables qui commutent entre eux, alors ils sont cotrigonalisables.
e Pour n =1, c’est clair.
e Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n — 1 et E un espace vectoriel de dimension n. Soit
(fi)ier est une famille quelconque d’endomorphismes de E trigonalisables qui commutent entre

eux. Alors soit x un vecteur propre en commun. On compléte {z} en une base de E que l'on
note (x,ea,--- ,e,) =: B. Soit ¢ € I. Alors on a la représentation matricielle suivante :

Mat3<fi>=<0n“"“ A) ;Mats(f)=<0na11 j;>.

Alors xyf = (X — a;)xa, donc xy, étant scindé (on rappelle que f; est trigonalisable), x4,
est scindé. De méme avec x, on en déduit que x4 est scindé. Ainsi, A; est trigonalisable de
méme que A. Par produit matriciel, on a f;f = ff; qui entraine A;A = AA;. Notons alors
H = Vect(B) avec B = (eg,--- ,e,). Soit p € L(E) projecteur sur H parallelement & Vect(z).
On note ﬁ =po f; H et f = po fg. Alors ce sont des endomorphismes de H et

Matz(f;) = A; ; Matz(f) = A.

On en déduit que ﬁ et f commutent.

Cela étant vrai pour tout i, on en déduit que (ﬁ)ze 7 est une famille quelconque d’endomor-
phismes de H trigonalisables et qui commutent entre eux. dim(H) = n — 1 < n, on a donc
Pexistence d’une base de H de trigonalisation commune aux (f;)ic; qu'on note B. Alors {z} w5
est une base de E qui trigonalise tous les (f;)icr-

e Par principe de récurrence, on a le résultat.

3. Les (ug)i<k<n sont nilpotents donc trigonalisables et commutent deux a deux. Il existe donc, par la
question précédente, B = (e1, - ,e,) une base de E qui trigonalise les uj,- - ,u,. Comme ils sont
nilpotents, dans la base B, leurs matrices sont triangulaires supérieures strictes. Ainsi, on en déduit que
ui(er) = 0,uz(e2) € Vect(er) et de maniére générale,

Vi € [2,n],u;(Vect(e1, -+ ,e;)) C Vect(er, - ,e;—1).
Ainsi, de proche en proche, on a
uy o---ou,(Vect(er, -+ ,en)) Cugo---ou,_1(Vect(er, - ,en—1)) C--- Cui(Vect(er)) = {0}.

Ainsi, uy o -+ ouy(F) C {0} et 'inclusion réciproque est claire donc uj o - -- o u, = 0.

3. induit de f; sur H
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Exercice 80. Le but de cet exercice est de démontrer le résultat suivant.

Théoréme 8.1 (Décomposition de Dunford (ou Jordan-Dunford)). Soit f € L(E). On suppose
que X7 est scindé. Alors il existe un unique couple (d,n) € L(E)? vérifiant :

1. d est diagonalisable.
2. n est nilpotent.

3. f=d+n.

4. dn = nd.

De plus, n et d sont des polynomes en f.

T

Soit donc Ay, - -« , Ag, les valeurs propres distinctes de f et x¢ = X — )™ avec m; multiplicité de
!

k=1
A; pour 1 < ¢ < d. On note N; espace caractéristique pour la valeur propre \; de f.
d
1. Rappeler pourquoi E = @Ni.
=1

2. Montrer que pour tout ¢ € [1,d], il existe p; € K[f] projecteur sur N; parallelement & @Nj de

J#
sorte que
d
Zpi = Id.
i=1
Indication : on pourra utiliser ’expression du polynome caractéristique.
3. Conclure. On utilisera l’exercice
Corrigé :
d
1. Le lemme des noyaux nous donne E = @ N; ot N; = ker(f — A\ Id)™, et m;, multiplicité de A\; dans x.
i=1

2. Fixons i € [1,d]. Soit M; = X — ;. Alors M™ divise x ¢, et on note @;, le quotient. Les Q; sont premiers
entre eux dans leur ensemble donc par Bézout, il existe des polynémes U; tel que

XT: U;Q; = 1.
i=1
Ainsi,
U)o Qu(f) = 1d. (5.1)

=1

Posons alors p; = U;(f) o Q;(f) pour 1 < i < r. Montrons que

a) Y pi=1d b) V1< i <rp; € KI[f] ¢) Vi # j,pipj =0
=1
d) V1 <i<rp? =p;. e) V1 <i<r/Im(p;) = N;. f) Vlgigr,ker(pi):@Nj.

JFi

a) C’est en fait I'égalité

b) Soit 1 < i < r. Par construction de p;, ¢’est un polynéme en f.
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c¢) Soit 1 <i# j < r. Alors en remarquant que x f|Q;Q;, puisque U;(f), Qi(f),U;(f), Q;(f) sont des
polynoémes en f, ils commutent et

pipj = Ui(£)Qi(NU;(£)Q;(f) = Qi(£)Q; (f)Ui(f)U;(f) = 0

par le théoreme de Caylay-Hamilton.

d) Soit 1 <i < r. Alors p% =p; (Id — Zp]) =p; — Zj# DiPj = Di-
J#i
e) Soit 1 <4 < r. Montrons le résultat par double inclusion.
: Soit x € E,y = pi(z). Alors (f — X)™i(y) = (f — N)™Ui(/)Qi(f)(z) = Ui(f)xr(f)(z) = 0.
Donc y € N;.

- Soit & € Ny, Alors par 8.1, & = 3 U() 0 Q5()(x) = Ui(f) 0 @:(f)(x) car pour tout j # i,

(X — Xi)™|Q; ce qui donne Vj # 1, N]z- C1 ker(Q;(f))-
f) Soit 1 < i < d. Montrons le résultat par double inclusion.
: Soit x € ker(p;). Alors toujours par x = ij(x) +pi(x) € @Nj.
i 5 A
: Soit x € @Nj. Alors pi(z) = U;(f) o Q;(f)(x). Mais pour tout j # i, N; C ker(Q;(f)) puisque
(X — )\j)mj\QZ;:)lour tout j # .

T
3. Preuve de l'existence. On pose d = Z Aip;- Alors d est par construction diagonalisable et est un polynéme
i=1
en f. Posons n = f—d. Alors n est un polynéme en f donc commutent avec d. Par construction, f = d+n.
Il suffit donc de montrer que n est nilpotente. Pour cela, on écrit

d d d
n=f—d=>Y fpi—Y Xpi=>_ (f—Nld)p.
i=1 i=1 i=1
Puisque p;p; = 0, une récurrence immédiate montre que
d
Vk e N,n = "(f — Nild)*p;.
i=1
Pour k = max(my,--- ,mq), on en déduit donc que n¥ = 0 donc n est nilpotente.

Unicité. Considérons d,n, les endomorphismes montrés précédemment. Soit d’,n/, d’autres endomor-
phismes vérifiant les propriétés 1,2, 3,4 du théoréme. Alors f = d + n’ et d,n sont des polynémes en
f. Comme n' commute avec d’, n’ commute avec d +n’ = f donc n’ commute avec tout polynéme en
f : de fait, n commute avec n/, et de méme, d commute avec d’. Ainsi, n — n’ est nilpotente par la for-
mule du bindme et d’ — d est diagonalisable car d,d’ sont codiagonalisables (c’est I'exercice . Puisque
u=d+n=d +n',onadoncd —d=n—n' donc d — d est diagonalisable et nilpotente : elle est nulle.
Ainsi, d=d et n=n'.

Exercice 81. 1. Soit f € £(C"). Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si, f? lest et
ker(f) = ker(f2).
2. Que se passe-t-il si on se place dans R™ 7

3. Application : & quelle condition une matrice antidiagonale est diagonalisable ? On traitera le cas
complexe puis le cas réel.

Corrigé :
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1. Supposons que f est diagonalisable. Notons M, sa matrice dans la base canonique. Alors il existe (P, D) €
GL,(C) x D,(C) tel que M = PDP~!. De fait, M? = PD?M~! donc M? est diagonalisable. De plus,
ker(M) C ker(M?). 11 suffit de conclure par dimension. Pour cela, remarquons que rg(M) = rg(D) =
rg(D?) = rg(M?). Donc par dimension, ker(M) = ker(M?).

Supposons maintenant la réciproque. Alors

d
E =ker(f*) @ @& (f?)

=2

d
= ker(f) ® Gaker(f2 — \Id)
i=2

d
= ker(f) ® eakelr(f2 — p21d)
1=2

d
= ker(f) ® @ker((f — pld)(f + pld))
=2
d
= ker(f) ® @ (ker(f — pild) @ ker(f + pild)).
1=2

En effet, ker(f) = ker(f?), il existe p; tel que pu? = \; car c’est un complexe, que (X — ;) et (X + u;)
sont premiers entre eux car u; # 0 (les valeurs propres de 2 & d sont non nulles car on a sorti le noyau)
et donc par le lemme des noyaux, on a la derniere ligne. Donc on a décomposé F comme somme directe
de sous-espaces propres de f : f est diagonalisable.

2. Le méme résultat tient sur R des lors qu’il existe une racine carré d’un réel. Il est donc suffisant de
demander que Sp(f?) C R*. Il est aussi nécessaire car si f et f2 sont diagonalisable, les valeurs propres
de f2 sont celles de f au carré!

3. Notons A, la matrice antidiagonale de coefficient (ap,--- ,a,). Traitons d’abord le cas complexe. Soit
(e1, -+ ,en), base canonique de C". Alors Ae; = ajen—i+1 donc A? = a;a,_i11e;. Donc A? est diago-
nalisable car possede une base de vecteur propre. Pour que A soit diagonalisable, il faut et suffit que
ker(A) = ker(A2) (*). (Conseil : calculer A?. Puisque ker(A) est engendré par les e; tels que a; = 0 et que
ker(A2) est engendré par les e; tels que a;a,—;4+1 = 0. Ainsi, ker(A) = ker(A42) est équivalent & demander
a;an—ir1 = 0= a; = 0. Cela est donc équivalent a a; = 0 <= a,—;1+1 = 0.

Dans le cas réel, on prend aussi une base canonique et il faut ajouter au niveau de (*) la condition
G;Gn—i+1 SOIt positifs ou nuls. Ainsi, il suffit donc d’ajouter la condition « a; et a,—;4+1 de méme signe ».

Exercice 82. Soit k, un corps de caractéristique nulle. (penser a R essentiellement). Soit n € N*. On
souhaite montrer que M € M, (K) est nilpotente si, et seulement si, Vp € N* tr(MP) = 0.

1. Montrer le sens direct.
2. Soit M € M, (k). On suppose que Vp € N* tr(MP) = 0. On suppose par 'absurde que M n’est
pas nilpotente.
(a) Quelle est la forme du polynéme minimal de M par rapport au polynéme minimal attendu ?
(b) On a donc écrit my = X*Q(X) avec X¥ A Q = 1. En notant F = ker(M*), G = ker(Q(M)),
donner une décomposition de K" en sous-espaces stables par M.

(c) On note u, endomorphisme de M canoniquement associé. En considérant I'induit de u sur G,
montrer qu'il existe en entier i € [1,deg(Q)] tel que tr(ug) = 0.
(d) Conclure.

Corrigé :
1. Puisque M est nilpotente, on peut noter p, son indice de nilpotence. Alors MP = 0 donc M admet un
polynoéme annulateur scindé : M est donc trigonalisable d’unique valeur propre 0 : M est donc semblable
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a une matrice triangulaire supérieure stricte, et cet ensemble est stable par multiplication. Ainsi, la trace
étant invariante par similitude, les traces de M et ses itérés sont nulles.
2. (a) s est de la forme X*Q(X) avec X A Q = 1. On aimerait que @ soit égal & 1 pour avoir 7y, de la
forme X% ce qui donne le caractére nilpotent voulu. On suppose donc que G est non réduit & 0.
(b) Par le lemme des noyaux, X et @ étant premier entre eux (donc X* et @ aussi), on a donc E =
ker(mp (M)) = ker(M*) @ ker(Q(M)) = F @ G. F et G sont stables par M car M et M* Q(M)
commutent.
(¢) Puisque G est stable par u, 'induit ug est bien défini. Par ailleurs, Vo € G, Q(ug)(z) = Q(u)(z) =0
donc Q(ug) = 0. En écrivant @ de la forme

-1
X4+ X,
=0

(Q est unitaire car X* et 7, le sont), on a donc

/-1
Mé + Z aiMi =0.
i=0
En prenant la trace, on a
/—1
tr(M*) + Z aitr(M") + agtr(Idg) = 0.
=ao dim(G)
On sait que ag # 0 et dim(G) # 0 (on a supposé que G n’est pas réduit a 0) donc le produit est non
nul. On en déduit qu’une trace de M* est non nulle.

(d) Disons pour ig. Alors tr(u®)) = tr(u2) +tr(u). Donc tr(u®) # 0 : ABSURDE!
£0
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Chapitre 9

Algebre euclidienne

Exercice 83. Soit M une matrice dans M, (R) et C1,--- ,C,, ses colonnes. Montrer que
| det(M)]| < |C1]| -~ - | Cull,

ot ||| désigne la norme euclidienne standard de R™ (on identifie M,, ; &4 R™). On pourra traiter le cas M
inversible ou non, et si M est inversible, essayer d’écrire M = QR avec ) orthogonale et R triangulaire
supérieure & diagonale strictement positive. Quel est le cas d’égalité ? (Ce résultat est connu sous le nom
d’inégalité d’'Hadamard).

Application : soit M € M, (R) telle que Ic € R™,Y(i, j) € [1,n]?, |[M]; ;] < c. Montrer que |det(M)| <
/2,

Corrigé : Si les vecteurs colonnes sont liés, le déterminant est nul et le résultat est clair. Sinon, les C1,--- ,C,
forment donc une base. On note Uy, - - -, U,, les vecteurs obtenus par Gram-Schmidt sur Cy,--- , Cj,.

On rappelle le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt. On considere E un espace préhilbertien

réel.

Entrée : on considére une famille libre (eq,--- ,ep).

Sortie : on obtient une famille orthonormale (g1,---,¢g,) vérifiant V1 < i < n,Vect(ey,---,e;) =

Vect(g1,- -, 95)-

Considérons donc une famille libre (e, - ,e,) dans E. On montre par récurrence finie sur k € [1,n]

I’existence d’une telle famille.
1

e Pour k =1, on dispose de e qui est non nul. Ainsi, en considérant g; = Wel, on a Vect(ey) =

€1

Vect(g1) et ||g1]| = 1.
e Faisons le cas k = 2 pour la forme. Pour k£ = 2, on réalise deux étapes.
1. On considere fo € Vect(eq, ez) de sorte que fy soit orthogonal a g;.
2. On normalise f2 et on le note go.
Pour la premiére étape, I'idée est de considérer fo = es — (e2,91)g1. Alors fo € Vect(es,g1) =

Vect(ez,e1) et (f2,91) = (e2,91) — (e2,91)(g1,91) = 0 car (g1,91) = |lg1[|> = 1. On retire la
composante selon g1 du vecteur es.

Pour la seconde étape, il suffit de vérifier que fo # 0. C'est le cas car la famille (e, g1) est libre
1
puisque (e2,e1) l'est. Ainsi, on peut considérer go = m fa.

1l est primordial de savoir faire un dessin.
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....
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-------------

FIGURE 9.1 — Procédé de Gram-Schmidt sur deux vecteurs

On considere le vecteur ¢ et le vecteur ey qui forment une famille libre. On normalise le vecteur
que ’on note g;. Ensuite, on retire la composante de ey selon g; pour obtenir le vecteur f> que
I’on normalise pour obtenir le vecteur go.

La famille (g1,¢92) est donc bien orthonormée et vérifie Vect(e;) = Vect(g1), Vect(er,ea) =
Vect(gl, gg).
e Soit k € [1,n — 1] et supposons construit gi,-- - , g de sorte que (g1, - ,gx) soit orthogonale et

Vi € [1, k], Vect(eq,- - ,e;) = Vect(gi, -, gi)-

k
Soit frt1 = ery1 — Y (ekt1,9i)gi- Alors
=1
k
Vi € [L k], (fer1, 95) = (ers1,95) — Y (ers1,96) (96> 95) = (ext1,95) — (ers1,95) = 0.
——

i=1
=5

k

De plus, Y (ekt1,9:)9i € Vect(gi,- -+ ,gx) = Vect(e,--- ,ex) donc fry1 € Vect(er,--- ,exq1). Par
=1

liberté des (e, -+ ,egt1), comme le coefficient devant eg,q est non nul et que la somme n’est pas

dans Vect(eg41), alors fr11 # 0.

On peut donc considérer g1 = fr+1 et gr11 est de norme 1 et orthogonaux aux autres

1
‘ [ fretal
(9i)1<i<k, aussi dans Vect(ey,- -, egq1) donc Vect(gi,- -+, gr+1) = Vect(er, -+, ext1) -

e Par le principe de récurrence, on a construit une telle famille.

1
Remarquons que 'on a (g, ex) = m > 0.
k
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Soit P matrice de passage de (Uy,--- ,U,) vers (C1,---,Cy). Alors C; s’exprime en fonction de Uy, -+, Uj;
car Vect(Cy,--- ,C;) = VectUy, - - - ,U; donc P est triangulaire supérieure. En notant M, la matrice de passage
de la base canonique a (Cy,---,Cy), on a M = (Uy|---|U,)P. Puisque les (Uy,---,U,) forment une famille
orthonormale, det(Uy,--- ,U,) = 1. De fait,

| det(M)] = [det(P)] =

n
H Piji| -
i=1

Or |pii| = [(Ci, U;)| étant donné que (Cj, U;) donne exactement la composante devant U; dans la décomposition
n

de C; dans la base Uy, - -+ ,U, (on rappelle que Va € E,z = Z(a:, ei)e; avec (e;) une base orthonormée de F).
i=1

Enfin, par Cauchy-Schwarz,
(Ci, Ua)| < IGHIPIIUGIP = 1 Cill?,

car les (Uy,---,Up,) sont de norme 1. Ainsi, on a bien le résultat voulu. Le cas d’égalité correspond au cas
d’égalité de Cauchy-Schwarz, ce qui signifie que U; = AC; avec A > 0. Autrement dit, il faut et suffit que les
C; sont deux a deux orthogonaux pour obtenir I’égalité.

Remarquons qu’on vient de démontrer la décomposition QR : en notant Q = (Uy|---|Uy) et R = P, on
a décomposé une matrice inversible M en QR avec () orthogonale et R triangulaire supérieure a diagonale
strictement positive (les coefficients diagonaux de P sont égaux a (C;, U;) qui sont strictement positifs en vertu
de la remarque a la fin du point sur Gram-Schmidt).

Application : il suffit de remarquer que |C;| < V2 +c2+ -+ +c2 = ¢y/n. Ainsi, |det(M)| < (yVne)® =
2,

1

Exercice 84. Calculer inf (te! — (at + b))%dt.
(a,b)eR? Jo

Corrigé : Reformulons le probléme. Soit E = C°([0,1],R) et F = {t € [0,1] = at+b € R : a,b € R}. Notons
f:te€0,1] — te! € R. On constate que F' = Vect(¢, ) ol

p:tef0,]]—=1eRetyp:tel0,1]—teR.
On munit E du produit scalaire (-, -) défini par
(,): E?* — R
(u,v) = [y w(@)v(r)ds

On a alors .

inf tet — (at +b))2dt = inf || f —g||> = ||f — 2,
agleRO(e (at + b)) glgFllf gl*=lf —=r(f)|

(6,1) est une base de I donc 7p(f) s’écrit ag + byp. Comme f — mp(f) € F+, on a

0=(f = 7r(f),0) = (f,0) = (ad + b0, 8) = (f,0) — all]* + (¢, )
et de méme,
0= (f=mr(f),¥) = (f,¥) — alg, ) = bll¢]*.

On calcule :

o« (fi9)=Jyte'dt =1
(f, ) = [y t2etdt = e — 2
(¢,9) = Jy tdt = 1/2
lol? =1
l]1> =1/3
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ce qui donne

ce qui donne a = 16 — 6e, b = 12e — 30.
Ensuite, il n’y a plus qu’a conclure.

1 1 2 _ 2
O Y A e R (‘;+ab+a2)

0

En développant tout, on a
1
If —7r()? = —4(305 — 240e + 47¢2).

Exercice 85. Une symétrie par rapport a un hyperplan est appelée réflexion par rapport a cet espace.
Soit n € N*. On munit R" de la norme euclidienne || - ||. Le théoréeme de Cartan-Dieudonné assure que
O(R™) est engendré par n réflexions. Nous ne contenterons ici que de montrer que O(R") est engendré
par des réflexions.
1. Soit X,Y € R™ avec | X|| = |Vl et X # Y. Soit H = (X — Y)* et s une symétrie par rapport a
H. Montrer que s(X) =Y.

2. Soit u € O(R™). Soit F un sous-espace stable par M. Montrer que F* aussi.

3. Conclure.

Corrigé :
1 1
1. On remarque que X +Y et X — Y sont orthogonaux. En posant X = §(X +Y)+ i(X —Y), ona
s(X)=Y.
2. Une isométrie est inversible donc dim(u(F)) = dim(F). Ainsi, par dimension, u(F) = F. Soit X € F*.
Alors Yy € F, (u(X),u(Y)) = (X,Y) = 0. Donc VY € F,u(X) L u(Y) donc u(X) L u(F) = F donc
u(X) € Ft.

3. Montrons par récurrence sur p < n que
siu € O(R") et dim(ker(u — Id)) = p, alors u s’écrit comme un produit de réflexions.

Si p = n, alors v = Id qui est un produit de 0 réflexion. Supposons H,,--- ,Hp1 pour p € [1,n — 1]
vraie. Soit u € O(R"). Soit F' = ker(u — Id) de dimension p. On souhaite alors montrer qu’il existe une
réflexion s telle que ker(s o u — Id) soit de dimension strictement supérieur a p.

Soit X € F*. Alors X ¢ F donc u(X) # X mais on a toujours [[u(X)| = || X||. Appliquons donc la
question 1. Soit s réflexion par rapport a (X —u(X))* vérifiant s(u(X)) = X. Alorsona X € ker(sou—Id).
En montrant que F' C ker(su — I), on aura le résultat : il suffit donc de montrer que pour tout Z € F,
s(Z) = Z.Par 2, X —u(X) € F*. De fait, Z € (X —u(X))* et s(Z) = Z. Ainsi, F C ker(sou —Id) mais
X est orthogonal & F' donc F @ Vect(X) C ker(sou—1Id) qui est de dimension au moins p+ 1 mais majoré
par n. Par récurrence forte, comme s o u est une isométrie (O(R") est stable par composition), s o u est
un produit de réflexions donc en multipliant & gauche par s~ = s qui est une réflexion, on obtient que
u est aussi un produit de réflexion.

Par le principe de récurrence, pour tout u € O(R™), comme dim(ker(u — Id)) € [0,n], u s’écrit comme
un produit de réflexions.

Exercice 86. Soit u € L(FE). u est dit normal lorsque uu* = u*u. Les endomorphismes autoadjoints
et les isométries sont normaux. On sait réduire les réduire mais on peut faire plus général : ’exercice
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propose de réduire des normaux. Soit donc E un espace euclidien[’] de dimension finie n.

1. Soit w € L(FE) et F sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer que F1L est stable par w.
Montrer qu’alors, si u est normal, up est normal.

2. Soit u € L£(FE) normal. Montrer que £y est stable par u*.

3. Cas de la dimension 2. On suppose que n = 2 dans cette question. Soit v € L(FE) normal. Mon-
trer que soit u est diagonalisable, soit u est une similitude, c’est-a-dire, s’écrit dans une base
orthonormale,

a —b
M := Mat =
lizl(e) (b a >
avec b # 0.

4. Montrer le théoréme suivant : pour tout u € L(E) normal, il existe une base B orthonormale de

FE telle que

A1
0
M 5
atp(u) =
0
ou Ay, -+, A, sont des réels et sq,--- , s, sont des similitudes.
a. on rappelle donc que c’est un R-espace vectoriel

Corrigé :
1. Si F est {0} ou E, il n’y a rien & faire. Soit donc F' un sous-espace vectoriel non trivial de E. Alors

L
E = F @ F*. Soit Br base de F. En considérant une base B de F- et en les concaténant, on obtient

une base B de E. Alors
M = Matg(u) = <§ g)

avec A € Mgim(r) (R). Mais M est alors normal donc par produit par blocs,
AT 0 A B AT A *
Tar _
= (G &) (6 8)= (" sratone)

r (A B\ (AT 0\ (AAT+BBT «
MM_(OC BT T |~ * cot )

Ainsi, on a ATA = AAT + BBT. En prenant la trace, puisque tr(AB) = tr(BA), on a tr(BBT) donc
B = 0[] Ainsi,
A 0

donc u(F') C F+ : F est stable par u. De plus, ATA = AAT donc A est normal et puisque A vaut
Matg, (ur) (par stabilité de F' par u, up est normal. CTC = CCT et puisqu’on a finalement montré que
F est stable par u, on a C = Matg,, (up1) donc up. est normal.

2. Comme u et u* commutent, £ est stable par u*. Par la question précédente, £ )J\- est stable par u** = u.
3. Soit E de dimension 2. Soit u € L(F) normal.

1. on rappelle que (A, B) — tr(ABT) désigne le produit scalaire canonique de M, (R)
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e Si u admet une valeur propre réelle, soit z un vecteur propre que 'on prend unitaire, quitte a
diviser par sa norme. Alors z' est une droite, disons engendré par un vecteur unitaire y. Ry est
stable par u en vertu du lemme donc u admet deux droites stables distinctes qui sont Rx et Ry :
u est diagonalisable et (z,y) forme une base orthonormée de E donc u est diagonalisable en base
orthonormée.

e Sinon, u n’a pas de valeur propre réelle et soit B une base orthonormée et M = Matp(u) = Z 2) .

M est normale donc MTM = M M7 et on obtient en identifiant les coefficients a2 + b2 = a2 + 2

et ab+ cd = ac+ bd. Si b = 0, v admet des valeurs propres ce qui est exclu. Si b = CEL Xu =
X2 —(a+d) X +ad—b? de discriminant (a+d)?—4(ad—b?) = (a—d)?+4b* > 0 donc u admet des valeurs

. , . . —b
propres ce qui est exclu. Donc b = —c et nécessairement a = d. Ainsi, M = Matg(u) = (a )

b a
avec b #£ 0.
4. On fait une récurrence sur la dimension de E.
e Si E est de dimension 1, il n’y a rien a faire.
o La dimension 2 est traitée avant.
e Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n — 1 pour n > 3 et montrons le résultat au rang n. Soit
donc E de dimension n et u € L(E).

e Si u admet une valeur propre réelle A, soit e; un vecteur propre unitaire associé a cette valeur
propre pour u. Alors (Rep)® est un espace euclidien de dimension n — 1 et puisque u est normal
et stabilise (Rey), il stabilise (Re1)* et U(re, )t est normal en vertu du lemme : on applique alors
I'hypothése de récurrence au rang n — 1 : on obtient alors une base orthonormale de (Req)*
notée B; ou Matg, (u) a la forme voulue : alors la concaténation B entre {e;} et B; fournit une
base orthonormée de E telle que Matg(u) a la forme voulue.

e Siwn’admet pas de valeur propre réelle, considérons p,, son polynéme minimal. u, n’admet pas
de racines réelles — car sinon u admettrait une valeur propre réelle — donc on peut considérer
X2 +aX +b =: P un facteur irréductible de u, et N = ker(P(u)). Alors N # {0}E| donc
considérons z € N et montrons que P = Vect(x,u(x)) est un plan stable par u. Déja, x et u(x)
forment une famille libre puisque z n’est pas vecteur propre pour u. u?(z) = —au(z) — bz donc
P est bien stable par u. up est normal donc il existe (e1,e2) une base orthonormée de P telle
que

a —b
Mat(el,ez)(up) = (b a >

upL est aussi normal d’apres le lemme donc par hypothese de récurrence, il existe une base
orthonormée By telle que Matg, (up) a la forme voulue. On conclut en concaténant les bases.

Par principe de récurrence, on a le résultat voulu.

Exercice 87. Soit (x1,--- ,x,) des vecteurs de (F, (-, -)) espace préhilbertien réel.
1. On note G(z1,---,zn) = ((®i,x)))i<ij<n, matrice de Gram de (x1,---,x,). Montrer que
G(z1, -+ ,zn) € ST(R) et que rg(G(x1,- -+ ,2y)) = rg(z1, - ,xy,). On suppose dans la suite que
(z1,--+ ,xn) est libre et on note F' = Vect(z1,- - , ).

2. Soit x € E. Montrer que
_det(G(z, 21, ,7p))

2
(= F) = Gl o)

3. En déduire les résultats suivants :

2. Il est important de souligner qu’on ne veut pas utiliser le théoréme spectral. En effet, un corollaire important de ce théoreme
est justement le théoréeme spectral.

3. en notant p, = PQ, on a 0 = P(u)Q(u) avec Q(u) # 0 (par minimalité du polynéme minimal) donc P(u) ne peut étre
injectif
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(@) det(G (e, ) < [ il

n
(b) Si on se donne 1, - ,z, des vecteurs de R", on a |det(z1, -+ ,x,)| < H l|zi|l2 ot || - |2
i=1

désigne la norme euclidienne standard de R™.

(c) Les cas d’égalités dans les deux cas sont lorsque (x;)i1<i<p est orthogonale ou contient un
vecteur nul.

Corrigé :
1. Une matrice de Gram est clairement symétrique réelle. Pour tout Ay,--- , A, on a
n 2
Z <:E¢,l‘j>)\i)\j = Z)\’xl > 0
1<i,j<n i=1

donc elle est positive. Considérons u, I’application qui a z € F associe ((z,z;))1<i<n, une application
clairement linéaire. Elle est injective puisquun vecteur orthogonal & tous les ; est dans F N F+ = {0}
donc est nul. Ainsi, le rang est invariant par composition par u ce qui donne le résultat voulu.

2. Soitx =y+he F@Fllﬂde sorte que d := d(z, F) = ||h]|. On a (z,z) = d? + (y,y) et (z,2;) = (y, ;)

pour tout 1 < i < n. Ainsi, la premiére colonne de G(z,x1, -+ ,x,) est
s {y,y)
0 <y7 $1>
) + .
0 (Y, zn)
et la premiere ligne est (||h|? + (y,v), (y,21),- -+, (y, T,)). Ainsi, en utilisant la linéarité par rapport a la

premieére colonne, on a
A2 *
det(G(z, 21, ,2p)) = 0 Gla,- - am) + Gy, 21, , xn).
Ce deuxieme déterminant est nul et le premier vaut, par développement par rapport a la premiére colonne
det(G(z,x1,- - ,xn)) = ||h]|? det(G(z1, - - -, 2p)).

3. On fait tout en méme temps. Si la famille est liée — par exemple en contenant 0 —, il n’a rien a faire.

Montrons par récurrence H,, : pour tout (z1,--- ,x,) famille libre de E, det(G(x1, -+ ,2,)) < ﬁ [EAlS

i=1

avec égalité si, et seulement si, la famille est orthogonale.

e Pour n =1, c’est clair.

o Supposons le résultat acquis au rang n. Soit (x1,- -+ ,Zp4+1) une famille libre et on note F' le sous-
espace vectoriel engendré par (x1,--- ,x,). Par la proposition précédente,
Aet(G(a1, - wni1) = Aet(Gl@r, - an)l|onss — 7o (@nsn)|?

n
< [Tl lzns1 = mp ()|
i=1
n+1

< I lll?
1=1

4. On rappelle que F et F* sont en somme directe orthogonale dans E préhilbertien réel si F' est de dimension finie. En fait,
il suffit que F soit fermé (donc F' de dimension infinie ne dérange pas) mais encore mieux, la complétude suffit.
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puisque [|2,11 — Tr(Tni1)|? = l|lzna1)? = |17r(2na1)]|? < |2ne1]/?. Iy a égalité dans la premieére
inégalité si, et seulement si (z1,---,z,) est orthogonale. Il y a égalité dans la deuxieéme si, et
seulement si, |7z (2,41)]|> = 0 ce qui signifie que 2,41 € F+. On a donc montré H, 1.

I I

Par principe de récurrence, on a le premier point. En notant M la matrice de vecteurs colonnes les (z;);
ona G(xy, - ,2,) = MTM et det(MT) = det(M) ce qui conclut.

Exercice 88. Soit F un espace euclidien et u autoadjoint positif (resp. défini positif). Montrer qu’il
existe un unique endomorphisme autoadjoint positif (resp. défini positif) v tel que u = v2. Montrer de
plus que v € Klu].

Corrigé : Soit B = (e1,--- ,e,) une base orthonormée de vecteurs propres pour u et A1,---, A, des réels
positifs valeurs propres associées respectivement aux eg, -, e,. On définit v(e;) = v/Aje; pour tout 1 < i < n.
Alors v convient clairement.

Réciproquement, soit w autoadjoint vérifiant w? = w. Alors w commute avec u donc laisse stable les
espaces propres de u. Regardons w sur &y(u). Alors Wg, (u) est un endomorphisme autoadjoint positif dont
le carré vaut Ald. Si cet induit admet une valeur propre, au carré, elle vaut A\; donc cette valeur propre
vaut nécessairement /\; puisque par positivité de I'induit, les valeurs propres sont positives. Puisque 1'induit
conserve la diagonalisabilité, on en déduit que wg, () vaut VId. Ainsi, pour tout 1 < i < n,w(e;) = v(e;)
donc w = v car ils coincident sur une base.

Ensuite, on construit P, un polynéme vérifiant P(\;) = /\; pour tout 1 < i < n par Lagrange. On a alors
P(u) = v car ils coincident sur une base.

' ™)

Exercice 89. 1. Soit M € M,,,,(R). Montrer que si M est injective, alors MT M est inversible.

2. Soit A € GL,(R). En utilisant ’exercice montrer qu’il existe un unique couple (O,S) €
On(R) x ST (R) tel que A = 0S8.

3. On ne suppose plus inversible. Montrer que 1’on peut faire de méme mais S sera symétrique positive
seulement. A-t-on unicité ?

4. Application 1. Soit £ un espace vectoriel normé et u € L(E). On note p := sup{|A| : A € Sp(u)}
le rayon spectral de u. Montrer que si A € GL,(R), alors [|A|, = 1/p(ATA) ou |||||, désigne la

norme subordonnée a la norme || - ||2.

5. Application 2. Soit G un compact de GL,(R) tel que O, (R) C G. Montrer que G = O, (R).

Corrigé :

1. Soit z € ker(MTM). Alors MMz = 0 donc Mz € ker(M7T) mais Mx € Im(M). Puisque Im(M) L
ker(M™), on a Mz = 0 donc & = 0 par injectivité de M. Ainsi, MTM est injective. C’est une matrice
carrée : elle est inversible.

2. Supposons l'existence d'un tel couple. Alors AT A = STOTOS = STS = S2. Donc S est racine carrée de
AT A qui est inversible. Elle est clairement symétrique positive donc AT A est symétrique définie positive.
Par I'exercice précédent, S est la racine carré de AT A. Elle est donc inversible et O = AS~!. Conclusion :
pour A inversible, on note S, la racine carré de ATA et O = AS~!. Alors A = OS clairement. S est
symétrique définie positive et OTO = (A4S~ 1)TAS~ = ST AT AS—1 = I,, donc O est bien orthogonale.

3. On raisonne par densité des matrices inversibles dans M, (R). Soit (A4p)pen, une suite de matrices inver-
sibles convergeant vers A. Pour tout p € N, on écrit A, = 0,5, comme précédent. Puisque O,(R) est
compact, de la suite (Op)pen, il existe une extraction ¢ tel que O,y converge, disons vers O € O, (R).
En considérant la suite Sy, = O;(;)Aw(p), elle converge vers une matrice S qui conserve la symétrie et
le caracteére positif par continuité du produit scalaire (du produit matriciel ici). Donc on obtient A = OS
comme souhaité. On perd l'unicité car avec A = 0, pour toute isométrie O € O,(R), 0 = O x 0 car

0 e SH(R).
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4. Soit (O, S) € O,(R) xS (R) tel que A = OS. Alors comme O est une isométrie, VX € M, 1(R), [|OSX]|2 =
15X I donc [|All, = IS1l,.
Maintenant, comme S est diagonalisable en base orthonormée (théoréme spectral) & spectre dans R, il
existe ¢ € [1,n] tel que \; = p(S). Soit X € M, 1(R) tel que SX = A\; X avec X de norme 1 (puisque S

est diagonalisable en base orthonormée). Ainsi, [||Alll, = [|SX |2 = Ai|| X2 = \/2 = /p(S?) = /p(AT A)
puisque ATA = STOTOS = §2.

5. Soit G un tel groupe et g € G. On veut montrer que g € O (R). Soit (o, s)inO,(R) x S+ (R tel que
g = os. Comme cette décomposition est unique, on veut montrer que s = I,. Pour cela, regardons ses
valeurs propres. La question précédente assure que p(s) = A; avec A; > 0 pour un certain i. On peut

raisonner de méme et avoir que p(s~!) = x ou A; est la plus petite valeur propre. Or G' est compact

donc borné : on en déduit que la suite (s¥)ez est aussi bornée dans G donc par équivalence des normes,
(IIsll¥,)rez est bornée. Ainsi, comme Yk > 1, ||s||"y = A¥ 5 [|s[| 7", = )\j_k, on en déduit que \; < 1 et
Aj > 1 pour avoir le caractére borné. Ainsi, on a 1 < \; < )\; <1 donc la plus petite valeur propre égale
la plus grande : le spectre est réduit a {1} donc s = I,,.

Exercice 90. Soit 4, B € S§;(R).

1. On suppose que A € S (R). En utilisant 1’exercice montrer que AB est diagonalisable et
Sp(AB) C Rt.

2. Que dire du cas général ?

Corrigé :

1. A est symétrique définie positive. Il existe donc S racine carrée de A dans S;""(R). On a alors AB =
S?B = SSBSS~!. Donc AB est semblable & SBS qui est diagonalisable car symétrique réelle. Donc AB
est diagonalisable.

2. On écrit encore A = S? mais avec S seulement symétrique positive. Alors SBS est encore symétrique
positive (petit exercice). Notons r son rang et X1, --- , X,., vecteurs propres associées aux valeurs propres
AL, , Ay strictement positive de SBS. On a donc SBSX, = A\ Xy, donc AB(SX}) = \pSX.

Comme Vect (X1, -+, Xi)Nker(SBS) = {0}, ona Vect(Xy, - -, Xi)Nker(S) = {0}. Ainsi, (SXy,---,5X,)
est libre : c’est le théoréme du rang! La restriction de S & un supplémentaire de ker(.S) est injective! On
a donc une famille libre de r vecteurs propres de valeurs propres strictement positives.

Concluons. Pour avoir AB diagonalisable de spectre positif, il faudrait que dim(AB) = n — r. On sait
déja que ker(A) = ker(S) par construction. Donc ker(AB) = ker(SB) et rg(AB) = rg(SB). On va
maintenant montrer que ker(SBS) = ker(BS) ce qui va conclure. Pour cela, soit T racine carrée de S, T
étant symétrique positive. Soit X € ker(SBS). Alors 0 = XTSBSX = XTSTTSX = XTSTTTTSX =
|TSX]|? donc TSX = 0et BSX = 0donc X € ker(BS). L’autre inclusion est claire donc on a finalement
rg(AB) =rg(SBS).

Exercice 91. Soit n € N* et A € S,,(R). On définit 'application suivante :

f: Mpi(R\{0} — R

AX, X
X < U 5 >
[
ou (-, -) désigne le produit scalaire canonique de M,, 1(R) et || - || désigne la norme euclidienne associée.

1. A P’aide du théoréme spectral, montrer que f est bornée et atteint ses bornes.
2. Sans utiliser le théoréme spectral, montrer le méme résultat.

3. On note A\ = sup  f(X). Montrer que AI,, — A est symétrique positive. En déduire que X est
une valeur propre de A.
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l 4. Démontrer le théoreme spectral.
Corrigé :
1. Par le théoreme spectral, il existe A\; < --- < )\, valeurs propres de A et eq,--- ,e, vecteurs propres
associées aux valeurs propres respectivement telle que (e, --- ,e,) forment une base orthogonale. Soit

X eMpi(R), X #0et puq,--- , pn des réels tels que

X = Z k-
k=1
Alors o .
(AX, X) <ZN1A€uZN]e]> = ZZMZN} <€Z7ej> = Z)\z,u?-
= i=1j=1 ‘jéf__—’ i=1
=3
Ainsi,

n n n
MY pd <> N <A >k
i=1 i=1 i=1

n
Puisque Z p? = (X, X), on a finalement
i=1

f est donc bornée. f atteint ses bornes puisque f(e1) = A1 et f(e,) = Ay.

2. Par bilinéarité du produit scalaire, on a

VX € M (R\{0}, £(X) = <A”)1(|X, ||X1||X> .

Ainsi, en notant S = {X € M, 1(R) : || X|| = 1}, puisque VX € M,, 1 (R)\{0}, ”Xl”X € S,ona
inf X) = inf su X) =sup f(Y).
vem w0y T ) =k F) XeMn,II()R)\{o}f( ) =sup f(Y)

S est bornée et S = || - [|71({1}) donc est fermé car || - || est continue — par exemple, par la deuxieme
inégalité triangulaire, elle est 1-lipschitzienne — et {1} est un fermé : S était donc I'image réciproque d’un
fermé par une application continue. S étant inclus dans E de dimension finie, S est compact.

X € M, 1(R) — AX est continue car linéaire en dimension finie. X — (AX, X) est continue puisque
par Cauchy-Schwarz, [(AX, X)| < JAX||X| < 4]} X]/2.[] Ainsi, en particulier, X € S — (AX, X) et
continue et atteint ses bornes par le théoréme des bornes atteintes : il existe donc a,b € S tel que

inf f(z) = inf f(y) = f(a), sup f(z) = sup f(y) = F(b).

zeE\{0} yeSs zcE\{0} yeSs

Ainsi, f est bornée sur E\{0} et atteint ses bornes.
3. Soit X € M,,1(R)\{0}. Alors

(ML — A)X, X) = \(X, X) — (AX, X) = A|X]? — [ X|2F(X) = (A — F(X)]X] = .

Ainsi, AI,, — A est symétrique (car A l'est) positive. Notons B cette matrice. Alors

5. On peut aussi dire que (X,Y) € M, 1(R)? — (AX,Y) est bilinéaire donc continue car on est en dimension finie et que
(X,Y) € My 1(R)? = (X, X)) € My, 1(R)? est continue : on conclut par composition.
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VX,Y € M, 1(R),(BX,Y)? < (BX, X)(BY,Y).

Ceci est vrai pour toute matrice symétrique positive. Je présente deux preuves.

(a) Onredémontre Cauchy-Schwarz et c’est la méme méthode. Par contre, on n’a pas le cas d’éga-
lité car lui nécessite le caractere défini du produit scalaire! X, Y — (BX,Y') est symétrique
si B l'est, positif si B ’est.

(b) On écrit C racine carrée de B obtenu dans l’exercice C est donc symétrique. On a alors,
pour tout X,Y € M,,1(R),

(BX,Y)? = (CTCX,Y)?
= (CX,CY)?

< lex|Piey|?
C.S.

CX,CX)(CY,CY)
BX,X)(BY,Y).

Ainsi, pour Xy € S tel que f(Xp) = A, on a (BXj, Xo) =0 et donc

=
=

VY € Mp1(R), (BXo,Y)? <0.

Ainsi, VY € M, 1(R, (BXy,Y) =0 donc BXy = 0. Ainsi, AXy — AXy = 0 donc A est valeur propre de A
et Xy est un vecteur propre.

4. On conclut par récurrence sur n. Pour n = 1, le résultat est clair. Supposons que 'on puisse trouver
une base orthonormale de diagonalisation pour A lorsque A € S,—1(R) pour n € N>s. Soit A € S,(R)
et u endomorphisme canoniquement associée (on rappelle que la base canonique est orthonormée). Par
la question précédente, il existe un couple valeur propre/vecteur propre ()\,xo)lﬂ dans R x R"™ tel que
u(xg) = Axg. Soit H = (x)*. Alors u stabilise Vect(xg) donc u = u* stabilise H. Ainsi, uz, I'induit de
u sur H est bien défini et est un endomorphisme de H qui est de dimension n — 1. Ainsi, il existe une
base de H orthonormale qui diagonalise ug. On concaténe cette base avec {zp} et on obtient une base
orthonormale (puisque xg L H) qui diagonalise u.

Par le principe de récurrence, le théoréme spectral est démontré.

6. et xo est de norme 1
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Chapitre 10

Séries entieres

Exercice 92. Soit f(z) = Z a,z" une série entiére de rayon de convergence R > 0. Soit r €]0, R].
n>0

1. Montrer que
2 . .
Vk e N, 2rr*ay, = f(re®)e=*0d0.
0

2. On suppose que R = +oo et que f est bornée sur C. Montrer que f est constante. C’est presque
le théoreme de Liouville!

Corrigé :
1. Soit £k € N. On a '
Vn € N,V0 € [0, 2], |anr"e'™ 0| = |a,r"| € £1(N).

Donc la série converge normalement sur tout [0, 27] pour tout k£ € N. Soit k € N et 6 € [0, 27]. Alors

f(reie)efike _ Z anrnei(nfk)H.

n>0

On vient d’établir la convergence normale de cette série. Par le théoréme d’interversion série-intégrale
sous convergence normale, on a

2 . . 2r
f(re?)e a0 = > anr”/ "R = omayrt,
0 >0 0

276 1

2. Soit M tel que |f| < M. Alors

1 2

M
Mdo = —

. 1
Vk € N*, |ag| = —— o |, T

27
10\ —1k0O
dg| <
Sy /0 f(re")e ‘

Lorsque r tend vers l'infini, on a donc a; = 0 pour tout £ > 1. Donc f = ayg.

Exercice 93. Soit n € N*. Soit D,, le nombre de dérangement dans [1,n] (c’est-a-dire des éléments de
S,, sans point fixe).

n
n
1. Calculer Dy.
> (1)
k=0
Zn
2. On consideére la série génératrice exponentielle de (D), (a savoir Z Dyp—) et on note D sa
n!
n>0
somme. Montrer que son rayon de convergence R est supérieur ou égal a 1. En déduire D(z) pour

z € D(0,1).
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l 3. Calculer D,, pour tout n € N.

Corrigé :
1. On compte les permutations de &,, comme suit :
e On fixe le nombre de points fixes d'une permutation. Disons k.

e On choisit les points fixes. Il y a (Z) choix.

o On dérange les éléments restants (il ne doit pas y avoir de points fixes). Il y a, par définition, D,,_j
choix.
e On obtient alors de maniere unique une permutation.
Ainsi,
|6n| =nl= Z <k>Dn—k‘ = Z (n . k>Dn—k‘ = Z (k)Dk

k=0 k=0 k=0

D
2. Clairement, 0 < k—f < 1 pour tout k£ > 0. Ainsi, D définit une série entiere de rayon R > 1 par le lemme

d’Abel. Remarquons qu’en divisant par n!, on a
n
D, 1
1= - =y T
| — k)
= k! (n—k)! ~ !

On reconnait un produit de Cauchy. En fait, pour tout |z| < 1,

Il B

n>0 n! Z>0 n>0 \p+g=n n>0
1
donc V|z| < 1, D(z)e* = . On en déduit
-z
e*Z
Viz| < 1,D(z) =
2l < 1,D() = - —
3. Eh bien, calculons D(z) pour |z] < 1. On a
-z n=0 n! n=0p=0
Par unicité du développement en série entiere,
Dp (-1
Vk >0, =T > o
p=0
o . . (="
On reconnait & droite une série alternée. Notons Ry = Z . Alors
n>k+1
D 1
Vk> 0,28 == — Ry,
K e
Ainsi,
k1
*+*—Dk+ —|-]€'Rk-
Par le crite écial des séries alternées, |Ry| < ! k>1,d |kIRg| < 1 <1A"
ar le critere spécial des séries alternées ———— pour onc |k! —— < —. Ainsi
P VRS G PO = HS 1 T2 ’

1 1
— + k! R}, est compris entre 0 et 1 donc la partie entiere de Dy, + B + k!Ry, est Dy, (car Dy, est entier) pour
tout £ > 1. De fait,

|
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Exercice 94. Soit (¢, )nen une suite de réels vérifiant

n—1
co=1, VneN* ¢, = Z ClCr1—Fk-
k=0
“+oo
On considere f(x) = Z cpx” pour z réel de rayon de convergence R > 0.
n=0

1. Montrer que Vx €] — R, R, f(x) = 1+ zf?(z).
2. Donner une expression de f (on remarquera qu'il suffit d’imposer une condition sur R pour avoir
une expression simple).
1—+v1—4x
27
4. En déduire une expression close de (¢p,)pen-

3. Montrer que z est développable en série entiere sur | — 1/4,1/4][.

5. On cherche & donner du contexte sur 'apparition des (¢, )nen. Soit n € N*.

(a) On se place dans le carré [0,n — 1]%. Une particule se trouve en position (0,0) et ne peut
se déplacer que vers la droite ou vers le haut de sa position (tout en restant dans le carré).
Combien existe-t-il de chemin la menant vers (n —1,n — 1) sachant qu’elle ne peut se trouver
en position (i,7) avec j > 47

(b) On dit qu’un mot est bien parenthésé lorsqu’il est soit vide, soit pour toute parenthése fermée,
il existe une parentheése ouverte placée avant qui enferme un mot bien parenthésé. Par exemple,
« (()) » est bien parenthésé, « ())( » ne 'est pas. Combien existe-t-il de mot bien parenthésé
de taille 2n ?

(¢) On considére un cercle et 2n points de ce cercle. A chaque point, on le relie & un unique
autre point. On dit que la configuration des cordes est admissible lorsque aucune corde ne
s’'intersecte entre elles. Combien de configurations admissibles existe-t-il ?

Corrigé :

1. Soit « €] — R, R|. Alors par produit de Cauchy,

+00 +00 +o00
fA(z) = P | D e | =D D epeq | 2™
p=0 q=0

n=0 \p+q=n

Ainsi,

“+o0o
1—|—:Uf2(x):1—|—:nz Z cpcq | 2"

n=0 \p+g=n
—+o00
=1+ | X oc |
n=0 \p+g=n
+oo
=1+ [ > )"
n=1 \p+qg=n—1
=Cn
+o0o
= cox’ + Z cpa”

n=1

= (@)
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2. Soit z €]0, R[. Alors

zf(z) — flz) +1=0 = f(z) -~

,ona f(x) =

1
Ainsi, des lors que 1 — 42 > 0 a savoir x < — 7

+, alors en 0, f tend vers I'infini ce qui n’est pas :
Ainsi, pour R < 1/4, on a

1i\/;

c’est donc un - On a le méme résultat sur | —

. Si le signe devant la racine est
R,0[.

Vo € = RO, f(a) = LI
3. On rappelle le D.S.E. de v/1 — x. Pour z €] — 1,1[, on a
+0011_1)...(l_(n_1)) .
\/1—x—z2 (3 n'2 (—x)
_ io Z:é(% _k) (_l)nxn_

|
=0 n:

k=0 k=0 k=0

Pour conclure, on écrit

1 2n—3

k=1,k impair

=(2n)!
2n—1 2n
2n—3 1 2n—1 1 H . k H . K 1 2n)!
H k= H k= k=1,k impair k=1,k pair _ ( n)
- .
k=1,k impair 2n—1 k=1,k impair 2n—1 Hk:l 2k 2n — 12"l
On a donc
”1:[1 (1 k) (=D 1 (@2n)! (=1)"T(2n)!
9 M) = _ 1 (20 —1)°
o \2 27 2n—127n!  4nnl(2n—1)
Finalement,
1252 — k) 1= (2n)! 1
n! nl?2 4n(2n —1)
ce qui donne
+o0
2n\ 1 1
Vi-—x=-— — ",
v n; (n mon—1"

Ainsi,

11
- 4 n
1o — 1) )

n

n—+1

1
xn+1

2n+1

n

Z 2n+ 2
= x
n+1/4n+2
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4. Pour z €] —1/4,1/4][, on a donc

+o0 +o0
1—-+v1-4 2 2 1
S N e ¥l g Pt
— 2 —

n=0 n=0
Par unicité du D.S.E., on a
2n + 2 I @2n)!2n+1)2(n+1) 1 (2n)!  (2n 1
n+1 n/n+1

v N = e == =

meSen < 4n + 2 nl?(n+1)2 22n+1) nP?(n+1)

5. (a) Pour n =0, il y a 1 seul chemin. Pour n € N* pour construire un tel chemin, il suffit de construire
un chemin qui va de (0,0) a (k, k) (il y a par hypothese ¢; chemins possibles) puis de (k, k) & (n,n)
(c’est-a-dire autant de chemin que pour aller de (0,0) & (n — k,n — k) a savoir ¢,_x—1 choix) et ce,
pour chaque k dans [0,n — 1]. On a donc

n—1
Cn = Z CkCn—1—k-
k=0

(b) Pour n = 0, il y a un seul mot qui est le mot vide, bien parenthésé. Pour n € N*, pour construire
un mot bien parenthésé de taille 2n, je note 0,--- ,2n — 1 les positions des parentheses. Je note
alors N la position de la parentheése fermée qui ferme la parenthése ouverte en position 0. k est
nécessairement impair, je le note 2k 4+ 1. Alors il suffit de construire un mot bien parenthésé entre
les indices 0 et N — 1 (donc un mot de taille 2k + 1 — 1 = 2k donc ¢, choix) puis un mot bien
parenthésé entre les indices N +1 et 2n —1 (donc un mot de taille 2n —1—-N—-1+1=2(n—k—1)
donc ¢, 1 choix). Choisir N revient a choisir k dans [0,n — 1] donc

n—1
Cn = Z CkCn—1—k-
k=0

(c) C’est la méme preuve que le cas précédent, les arétes étant davantage géométrique.

Exercice 95. Soit (E) I'équation différentielle xy” + ' + zy = 0 sur R.
1. Montrer qu'’il existe une unique solution de (E) développable en série entiére qui vaut 1 en 0.

2. Montrer que toute autre solution définie sur |0, a[ pour @ > 0 non proportionnelle & celle-ci est
non bornée.

3. En déduire que la solution trouvée en question 1 est

w/2
J:zeR— / cos(zsin(t))dt € R.
0

Corrigé :

1. Soit f = Z anx™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. Soit = €] — R, R|.
n>0

+oo
zf(x) = Z ann(n —1)z" ! = Z an+1n(n + 1)z".
n=2

n=1
+o0
@)=Y anga(n+ 1)a”
n=0
“+oo
xf(x) = Z ap—1T
n=1
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Analyse : f est solution de (E) si, et seulement si
+oo
Z (antin(n+1) + app1(n + 1) + ap_1) 2" + a12° =0

n=1

ce qui revient & demander par unicité des coefficients d’une série entiere
* 2
Vn €N ,an+1(n+ 1) +a,—1=0,a; =0.
Par récurrence, on a donc immédiatement

. B —ay, B B (_1)n+1a0
Vn € N,aspt1 =0 ; agpyo = Rt )2 T 22(n+1) (n + 1)12°

Si on impose f(0) =1 & savoir ap = 1, on a donc

Synthese : soit f série entiere définit ci-avant. Montrons que son rayon de convergence est strictement posi-

=
tif. Pour cela, le lemme d’Abel nous dit que R = +o00. En effet, en notant b,, = ¢ 4P(p!)2 sin=2p )
0 sin=2p+1

la suite (b, R™),en est bornée pour tout R > 0. Il suffit d’écrire

(_1)]) 2p
wpe T S

Vp € N,n = 2p,

Par les calculs antérieurs a l'analyse, f est solution de (E) et f(0) =1 : c’est ce qu’il fallait démontrer.

[y
fd
fg' — f'g. Alors W est dérivable de dérivée W' = f'¢g'+ f¢" — f"g— f'¢' donc aW' = f(—g' —xzg)— (- f'—
xf)g=—fg + flg = —W. Ainsi, (zW)’ est constant sur ]0, a| donc il existe une constante réelle A tel
que Vz €]0,af,zW(x) = A. A est non nulle : sinon, W est nulle ce qui contredit la liberté de (f,g). g
étant bornée, f’ aussi au voisinage de 0 — car f est continue sur R —, gf’ est aussi continue au voisinage
de 0. Ainsi, puisque W diverge en 0T,

A=zf(2)g(z) —af(x)g(x) ~ zf(z)g(z).

z—0t

2. Soit g telle que (f, g) soit libre et g solution de (E). Soit W wonskien de f, g, c’est-a-dire, W =

o 1

Puisque f(z) — 1, on a donc ¢'(x) ~ A/x. Soit x¢ €]0, . Puisque / —dt diverge, par théoreme
z—0t z—0t o t

d’intégration d’équivalents, on a

9(wo) — g(x) ~ A(ln(zo) —In(z)).

T—r

Cela contredit le caractere bornée de g. Ainsi, par 'absurde, on a g non bornée.
3. Soit f: (x,t) € R x [0,7/2] — cos(zsin(t)) € R.
P>f
" Ox?

of

o Vte[0,7/2],x — f(x,t) € C3(R); Vt € [0,7/2],Vx € R, 32
X

2

(t,x) = —sin(t) sin(x sin(t)) (t,z) =

— sin cos(x sin(t)).
o Pour tout x réel, ces derniéres applications sont mesurables sur [0, 7/2].

o Domination : chacune de ces applications sont continues sur le segment [0, 7/2] donc dominée sur

[0, 7/2].
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Par le théoréme de dérivation C? sous le signe intégral, J est de classe C? et
w/2 /2
J(x) = —/ sin(t) sin(z sin(¢))dt , J"(z) = —/ sin? cos(x sin(t))dt.
0 0
Ainsi,
/2 /2
2(J"(x) + J(z)) = @ / (1 — sin®(t)) cos(x sin(¢))dt = / cos(£) (z cos(t)) cos(x sin(t))dt.
0 0

On réalise une intégration par parties, on est en présence de deux fonctions C' : on intégre t —
(x cos(t)) cos(z sin(t)) dont une primitive est ¢ — sin(xsin(t)) et on dérive cos. On obtient alors

17 . . /2 /2 . . . /
z(J"(z) + J(z)) = [sin(x sin(t)) cos(t)], +/0 sin(t) sin(x sin(t))dt = —J'(x).
=0

On a donc J solution de (E). De plus, J est bornée sur R. Par précédent, J = Af avec A € R. Or,
J(0)=1=Af(0) =X donc J = f.

2 (1 & 1
E ice 96. Calcul .
xXercice acuer%(n_i_lkz:%wﬁ_’_l)

Corrigé : On commence par étudier la convergence de la série.
1 & 1

Posons, pour tout n € N, u,, = Z TR On veut appliquer le critere spécial des séries alternées.
k=0
Décroissance de (uy,).
1 n+1
tnt1 = n+2];)2k:+1
1 z": 1
T n+2 021<:+1 2n + 3
s )
= n+1)u —
n+2 "t o3

Donc

1 (( ) 4 — (n+2) )) 1 ( 1 )
u — Uy — ——— n u —(n u = — U .
nHl T T 2 " on+3 n n+2\2n+3 "

1
ot w, > > .
m+1 ST o T T o+ 3

Or (up)n est la moyenne de n + 1 termes supérieurs a

Ainsi, upy1 — up <0 et (uy), est décroissante.

Limite de (uy,).
n 1 2n+1

1
Du, = < — ~1In(2 1) ~1
(n+1u ];)2]6—{—1_];]{ n(2n + 1) ~ In(n)

1
Ainsi u, = O ( n(n)> et en particulier, lim w, =0.
n n

—+o00

Comme de plus (uy), est une suite décroissante, d’apres le critére spécial des séries alternées, E (=1)"up,

n>1
converge.

On s’intéresse maintenant au calcul de la somme.
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+oo
On pose g(z) = Z(—l)”un:p” et on note R son rayon de convergence. On veut calculer g(1).
n=0
D’apres étape précédente, g(1) converge et donc R > 1. On peut montrer avec le critére de d’Alembert que
R = 1. Cela nous assure que g est continue sur | — 1, 1[ au pire, mais on aimerait que g soit continue en 1.

Montrons donc que g est continue sur [0, 1]. Soit = € [0,1] :
— La suite (u,z™), est a termes positifs;
— La suite (u,z™), est décroissante (c’est un produit de deux suites positives décroissantes) ;
— La suite (upz™), converge vers 0.

D’apres le critére spécial des séries alternées :

— Z (=1)"upx™ converge;
n>1

— Le reste R, (x) vérifie : Vz € [0,1], |Ry(2)| < |upz™| < uy,.
Donc R,, — 0 et la série converge uniformément.
n—-+o0o

Par théoreme de continuité des séries de fonctions, g est continue sur [0, 1].

On souhaite trouver une autre formule pour

X1 & 1
=3 (73 (o) )
—\n+t1= 2k +1
Cette derniere expression suggere de calculer le produit de Cauchy de deux séries bien choisies :

(f(—xw) (+ZOO é;i)i) +Z°° ( 2 ’“) "

n=0

|M:

f(? )

n=0
= Z(n + Dup(—2)".
n=0

Mais on connait une expression pour chacune de ces deux séries. Soit x € [0, 1.

3

D’une part,
+oo 1
— n —
2_:( z) 142’
n=0

d’autre part,

—iio (_aj)n _ —iio(_l)n z" _ J'f 1\ (\/E)Qn-{-l _ arctan(\/f).

=0 2n +1 nt Ve N
On obtient donc .
oo
S (=)™ + Dupa” = arctan(y/z)
n - .
n=0 V(1 + )
Comme la série converge normalement sur | — 1, 1] et donc sur [0, z] pour = € [0, 1], on peut intégrer terme
a terme :
+
Vo e [0,1] f(—l)nunx"+1 e arctan(v/%)

= o V14t

le terme de gauche valant zg(x). Par continuité de g en 1, on a alors
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arctan
1 —|— t

t
= / arctan(u 2 du en posant ¢ = u?, dt = 2udu

2 arctan’(u) arctan(u)du

rctan }

I
cn‘:‘ '—|\
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Chapitre 11

Dénombrabilité, sommabilité

Exercice 97. On dit que x € C est un nombre algébrique sur Q lorsqu’il existe un polynéme P
a coefficient dans Q tel que P(z) = 0. Sinon, il est dit transcendant. Montrer l’existence de réels
transcendants.

Corrigé : 11 suffit de montrer que I’ensemble des nombres algébriques est dénombrable. En notant A cet
ensemble, on a (C\A)NR) = R\ A # ) car sinon, R serait dénombrable ce qui n’est pas. On conclut en écrivant :

A=) |J {zeC:P() =0}

neEN PeQ,[X]

Cet ensemble est dénombrable car I’ensemble des racines d’un polynoéme de degré fixé est fini, 'ensemble Q est
dénombrable donc Q,[X] ~ Q! I'est aussi et N est dénombrable donc A 'est.

Exercice 98. Soit G un groupe. Montrer que si G admet une partie génératrice finie, alors G est au
plus dénombrable. Que dire de la réciproque ?

Corrigé : Soit S = {g1, - ,gn}. Soit r € N et G = {[l;crhi : hi € S A#I =r}. Alors clairement, G =
U G,. Les G, sont finis car de cardinal majoré par r x n, r étant la taille maximale du produit, et n le choix

reN
pour chaque facteur. On en déduit donc que G est dénombrable ou fini.

La réciproque est fausse. Par exemple, je prends Q. Supposons qu'il existe (g1, -, gn) qui génere Q. En les

€ Q\({a, - a)})

écrivant sous forme irréductible, je note b;, les dénominateurs respectifs. Alors ——
biby---b, +1

Exercice 99. Soit (u,)nen € RY. On suppose que la série Z U, est semi-convergente. Montrer que
n>0
pour tout a € R, il existe une bijection o : N — N telle que

+00
;)u(,(n) = Q.

Indication : on pourra poser ET = {n € N:u, >0} et E= = {n € N: u, < 0} et montrer que E* et
E~ sont dénombrables.

Corrigé :

On partitionne N en deux sous-ensembles On partitionne N en deux sous-ensembles E* = {n € N|u,, > 0}
et E~ = {n € Nju,, < 0}. Ces deux ensembles sont alors infinis. En effet, supposons par ’absurde que card(F~) <
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+00. Alors la suite (u,)n € N est a termes positifs a partir d’un certain rang et la convergence absolue de Z Up,

neN
équivaut a sa convergence, ce qui contredit le fait que la série est semi-convergente. De méme, on ne peut pas

avoir card(E™) < +o0.

_»un‘+|un|

Construction par récurrence de ’extraction Pour n € N, on a max(0,u,) = et min(0, u,) =

u”;‘u" donc les séries Z max (0, u,) et Z min(0, u,) divergent.
TLEN HEN
On construit o € &(N) par récurrence sur n € N. On pose 0(0) = 0 et pour n € N* on pose s(n) = {o(k) :

Eeo,n—1]et:

n—1
min (E*\s(n)) si Z Ug(r) <
o(n) = k=0
min (E~\s(n)) si Z Ug(k) > @
k=0

On montre que 0 € S(N) o est injective par construction. Il reste & montrer qu’elle est surjective. Supposons
par 'absurde qu’il existe N € N tel que N ¢ o(N). Sans perte de généralité, on peut supposer que N € E™.
Alors 'ensemble ET N (N) est fini : en effet, par construction de o, si N n’est pas atteint par o, alors N n’est

jamais le minimum de E7 en enlevant des o(k), donc tous les éléments de E* N o (N) sont inférieurs a N.
n—1
Il existe donc ny € N tel que pour tout n > ng, o(n) € E~. Ainsi, dés que n > no, Z U (k) > . La série
k=0
Z Uq(n) €st alors & termes négatifs & partir d'un certain rang et que ses sommes partielles sont minorées (par

neN
a) donc la série converge.

En construisant de facon analogue a o I'application ¢ : N — E~ bijective et strictement croissante, on a
que les séries Z Ug(n) €F Z Ug(n) ne different que d’un nombre fini de termes donc sont de méme nature. Or,

neN neN
les sommes partielles de la série Z Ugp(n) Sont majorées par celles de Z min(0, u,) qui diverge (vers —oo).
neN neN
Ainsi, la série Z Ugp(n) diverge, ce qui est absurde.
neN

Ainsi, o est surjective donc bijective d’ot1 0 € S(N).

+oo
On montre que Z Ug(n) = @ Soit € > 0. Comme Z uy converge, alors lim w, = 0 donc il existe n; € N
n=0 neN e

tel que pour tout n > ni, |u,| < e. Par injectivité, 'ensemble {k € N|o(k) < n;1} est fini donc, en posant
np = max {k € N|o(k) < n1}, sin > ng, o(n) > ny donc |ug,| < e.
Comme les o(n) ne peuvent pas rester uniquement dans E ou dans E~, alors il existe N > ng tel que

n
o(N) e ET et o(N+1) € E~. On pose alors, pour n € N, S,, = Z Uy (ry- Comme o(N) € ET, alors Sy <
k=0
et comme o(N + 1) € E~, alors Sy > . Or, |Sy — Sy—1] = |[ug(n)| < & donc

a<Sy<Sy_i1+e<a+e.

Soit n > N. On suppose par 'absurde que S,, > « + . Comme on passe de S,_1 a S, par un saut de
longueur |uy(,| < ¢, alors S, —1 > a. Cela entraine que uy(,) < 0 et donc S, —1 > Sy. De proche en proche, on
a donc

ate< S, <5, 4<---<Sy<a+e

et on aboutit a une contradiction.
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Ainsi, pour tout n > N, S, < a + . On aboutit a la méme contradiction si on suppose que pour tout

n > N, on a S, < a—¢. Finalement, on a donc que pour tout n > N, |S,, — a| < ¢, ce qui prouve bien qu’avec
+oo
ce 0 € G(N) bien construit, on a Z Ug(n) = Q.

n=0
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Chapitre 12

Probabilités

Exercice 100. Soit (A;)neN, une suite d’événements. On définit

—+00 400
limsup 4,, = ﬂ U Ay .
R=><ree n=0 k=n
——
=:B,

1. (a) Soit w € Q. Montrer que w réalise limsup A4, si, et seulement si, {n € N: w € A,} est de
n—-+o0o

cardinal infini (dit en frangais, A,, est réalisé une infinité de fois).
(b) Lemme de Borel-Cantelli. On suppose que Z P(A,,) converge. Montrer que P(lim sup 4,,) = 0.

n—-+0o0o
2. Loi du zéro-un de Borel. On suppose que les (A,,),ecn sont des événements indépendants. Montrer

que P(limsup A,) vaut 0 ou 1 selon que la série ZIP’(An) converge ou diverge.
n—+00

Corrigé :

1. Par définition, on a w réalise limsup A, <= Vn € N, 3k > n,w € A;.

2. 1l est aisé de montrer que (B,,), est décroissante pour 'inclusion. Par continuité décroissante, on a donc

P(limsup A,,) = lim P(B,).

n——+00 n—r+00

Or, par o-sous-additivité,

_)
k>n k>n noteo

P(B,) =P (U Ak,) <> P(4,) — 0.

3. Si la série converge, on a déja le résultat et pas besoin d’indépendance. Prenons donc la série divergente.
L’astuce est d’utiliser I'inégalité de convexité e* > 1 4+ x pour tout = € R. Déja,

+oo +oo
OB, = O\ |J A = [ 2\ 4.

k=n k=n
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Fixons alors N > n. On a

IA

P(O\B,) < P Q\Ak>

o
(D=

—_
[

(1 —P(Ar))

Ell
=

il
3

exp(—P(4))

IA
=

B
Il
3

N
= exp (— Z IP’(Ak)> Nt 0.
k=n
Donc pour tout n € N,P(Q\B,,) = 0. Par o-sous-additivité, on a donc

P(|J Q\By) = 0.

neN

En passant au complémentaire, on a le résultat.

Exercice 101. Soit X, une variable aléatoire réelle. Soit a. > 0.

1. Soit A > 0. Montrer que
E[(X — E[X] + \)?] = Var(X) + X\

2. Montrer que VA > 0,

Var(X) + A2
PX -E[X]|>a) < ——-
(X —E[x] 2 0) < T L
3. En déduire que
2Var(X)
P(|X —EX]|>a) < —-—~-—
(X ~ELX)| > 0) € 70,

et comparer avec Bienaymé-Tchebychev.

Corrigé : On note m = E[X], 02 = Var(X).
1.
E[(X —m+ \)?] = E[(X —m)?] + 2A(E[X] —m) + A2 = 02 + A2
2. Ona
E[(X —m+A)?]  o?+ A2

PX —m2a) =P(X —m+Aza+d) SP(X —m+ A2 (a V) S = rmm™ = o

o + 22 L. , . . o? .
— . On dérive ¢ et on montre que ¢'(A) = 0 si, et seulement si, A = —. Mais alors,
¥
A+ a)? a
2

3. Soit ¢ : A —

o
o(0?/a) = Tl d’out le résultat. En remplagant X — m par —(X — m, le raisonnement ci-dessus en

change pas. On a donc

g
IP’(X—mZa)Sm,
et )
P(-X+m>a)< — —s.
0%+«
Ainsi,
PUX —m| <a)=P(X —m>a) + P(-X +m>a) < 20
- - — _O'2+Oé2

(Je laisse la comparaison avec Bienaymé-Tchebychev pour vous).
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Exercice 102. 1. Soit x € [—1,1],t € R. Montrer que

1-— 1
S an67"/4— ;xet.

etaz

2. Soit X une variable aléatoire discrete ayant une espérance. On la suppose centrée bornée par 1.
Montrer que e!X admet une espérance et que

E {67&X} < €t2/2.

3. Soit X1, , X, des variables aléatoires réelles discretes centrées indépendantes. On suppose que
n
pour tout i € [1,n],|X;| est bornée par un réel a;. En notant S, = Z X;, montrer que
i=1
t? &
Vi e R, E [etS"} < exp 52@% .
i=1
4. En déduire )
€
Ve > 0,B(1S] > ¢) < 2exp (_>
" 2301 c?
Remarque. Si on ne suppose plus les variables centrées, le résultat tient a condition d’estimer P(|S,, —
E[S,]| > ¢).
Corrigé :
1. exp est convexe donc par I'inégalité de convexité, on a
11—z 1+ 11—z 14z
Vo € [—1,1],Vt € R, exp(tx) = exp < (—t) + 5 t> < 5 exp(—t) + exp(t)

1—=x 14z
+

uisque
puisq 5 5

[—1,1].
2. Soit t € R. On a tX < |t||X]| < |t| donc par croissance de exp, on a 0 < exp(tX) < exp(|t]). Ainsi,

exp(tX) est positive bornée donc elle admet une espérance. Par ailleurs, X est bornée par 1 donc par la
question précédente, on a

= 1 et que ces deux termes que 'on somme sont dans [0, 1], = étant lui dans

1-X 1+ X
exp(—t) +

exp(tX) < exp(t).

Par croissance puis linéarité de ’espérance, puisque X est centrée (donc E[X] = 0), on a

1 - E[X]
2

1+ E[X]

Elexp(tX)] < 5

exp(—t) + exp(t) = %(exp(—t) + exp(t)) = cosh(t).

Or, on a 'inégalité classique
Vt € R, cosh(t) < exp(t?/2).

Pour cela, on va utiliser les séries entiéres. On a

+o00 1 ) ) 400 1 )

J— n _ n
Vt € R, cosh(t) = z_: mt , exp(t?/2) = Z_: —on
n=0 n=0
Or,
2n
weN2"< [ %
k=n+1
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donc
1 < 1
(2n)! = nl2n

donc par positivité de t*” pour tout t e Ret n € N, on a
cosh(t) < exp(t?/2).

Finalement, on a bien Elexp(tX)] < exp(t?/2).

3. Assurons-nous de l’existence des objets. Soit ¢ € R. S,, est bornée comme somme finie de variables
aléatoires bornées donc exp(tS,) l'est aussi et admet donc une espérance. Par indépendance des (X;);,
on a alors I'indépendance des (exp(tX;)); ce qui donne

n
Elexp(tSy)] [H exp(tX;) ] = HE[exp(tXi)].
i=1 =1
On veut utiliser la question précédente. Pour obtenir X; bornée par 1, il suffit de diviser par a; donc on a
Vt € R,V1 <i <n,Elexp(tX;/a;)] < exp(t?/2).
Ainsi,
Vt € R,V1 <i<n,0<E[exp(tX;)] < exp(ait?/2).
Ainsi, par produit, on a
Elexp(tSp)] Hexp (a?t?/2) = exp ( Za )
=1

4. Fixons maintenant ¢ > 0 et € > 0. Par positivité de exp(tS,), par Markov, on a

exp(te)

P(S, > <) < P(exp(tSy) > exp(te)) < o)l o (';2 S te) -
j=1

n 2
t
Cela étant vrai pour tout ¢, il faut trouver un t « optimal ». Posons a = g c]2~ et f:t>0m Ea—ts e R.

j=1
f est polynomiale : elle atteint un unique minimum en £/a et f vaut —e2?/2a. Ainsi,

2
> ) < _g? = = ).
P(S,, > ¢) < exp(—e“/2a) = exp (22?:1 C?)

Exercice 103. Soit S, variable aléatoire tel que S,, < B(n,p),x >0,q=1—1p

1. Soit A > 0. Montrer que
E [ek(sn*np)il

P(S,, —np > nx) < pow
2. Montrer que E [e/\(S"*"p)] = (peNI 4 qe,,\p)n.
3. Soit f:teR— et 4+t — e'. Montrer que

VR, (1) = (42 + 2)e" — et = et (41 + 2 — 7).
4. En déduire que Vt € R, e! < et +t.

5. En déduire que ,
P(S, —np > nx) < (A =Ax)
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6. Conclure que

Corrigé :
1. On a
{Sn = np > na} = {A(S, — np) < nAz} = {50 > et

Par Markov, puisque eS»—mP) >0,

E [e)‘(sn_"p]

P(S, —np > nx) < v

2. Par le théoréme de transfert,
n
E [e’\(sn_”p)} =e My (Z) (*p)kg"F = e (ePp + )" = (pe + ge )",
k=0

3. On pose f :t+— e’ +t—e. Alors festC?surRet VteR, f/(t) = 2el” +1 — ¢t puis
VtER, f/(t) = (482 + 2)e’” — et = et (42 + 2 — &1,
4. On distingue deux cas. Si ¢ ¢ [0,1], alors 2 > ¢ donc e > e puis f/(t) > 0. Si t € [0,1], on utilise
1
I'inégalité classique t —t? < 7 bowr avoir 2 — et > 0 donc f”(t) > 0. Ainsi, ' < ¢ +¢ pour tout ¢ € R.

5. f" est donc croissante. Comme f'(0) = 0, f’ est négative sur | — oo, 0] positive sur [0, 4o0c[. Ainsi, f est
décroissante sur | — oo, 0] puis croissante sur [0, +o0o[ donc f > f(0) = 0 donc f est positive. On applique
I'inégalité précédente a A\qg et —Ap. On a

E | m] < (p(e + Ag) + a(eX7 = M) < ((p+9)e™)" < e

Puis,
P(S, —np > nz) < eV =Ax)

6. On minimise & droite. On trouve A = /2. On a donc P(S,, — np > nx) < e~™*/4_ On montre de méme
que P(S,, — np < —nz) < e /4. Don

°(

Exercice 104. On note P I'’ensemble des nombres premiers. Soit s > 1 et X une variable aléatoire a
valeurs dans N* dont la loi est

n

Vn e N, P(X =n) =

1. Est-ce une loi d’une variable aléatoire 7

2. Soit n € N*. On note A,, I'événement "n divise X". Montrer que (Ap)pep est une famille d’événe-

ments indépendants. En déduire

5-10-5)
— = 1——).
¢(s) 11 p°

peEP

3. Calculer la probabilité qu’aucun carré outre 1 ne divise X.

Corrigé :
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—S

n
1. Pour tout n € N*, on a >0 et

¢(s)

2!

par définition.

2. Remarquons que A, = |_| {X =nj} est un événement et
JEN*

P(A,) = Z P(X =nj) = Z

P = )

Soit (pi)ier, une liste de nombres premiers distincts. Par le lemme de Gauss, on a

ﬂ Api = AHiGIpi'

i€l
Ainsi,

P(Nan) =70 = () =T = TTea0

icl icl el iel

Les (Ap)pep sont donc indépendants et leurs complémentaires dans €2 le sont aussi. Notons (py)nen la
n

suite croissante des nombres premiers. On note E, = ﬂ Aipl. vérifiant E,41 C F, pour tout n € N. On a
i=1
donc, en notant, F = ﬂ E,
neN
lim P(E,)=P(FE).

n—-+o0o

Or E = {1} puisque ne pas étre divisible par un nombre premier revient a étre inférieur strictement &
2 en valeur absolue. On est dans N* donc il ne reste que 1. Ainsi, il suffit de calculer P(E,,) puisque

P(E) = L On a

¢(s)
P(E,) = ﬁ(l —P(Ay,) = f[ <1 - 1)
=1 i=1 pz

ou la deuxieme égalité provient de I'indépendance des (Ap)pep. Ainsi, le produit de droite admet une
limite quand n — 400 et cette limite vaut P(E).

3. Si on note F, cet événement, on montre facilement que

E= ()4,
peEP

A la question précédente, on a montré en réalité que si (p;); sont une famille d’élements deux a deux
premiers entre eux, alors (Ap,); sont indépendants. On en déduit I'indépendance des (Ap2)pe73 donc
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I'indépendance de leurs événements contraires. On écrit alors, par continuité décroissante,

Exercice 105. Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant la
loi de Rademarcher de parameétre p €]0, 1] (c’est une loi de support {—1,1} et P(X = 1) = p;P(X =
n

—1) =1—p). On note S, = ZXk pour n > 1 et Sp = 0.
k=1
1. Montrer que P(3n >1: 5, =0) =1 <= P(Vk € N,3n > k, S, = 0) = 1. Interpréter.

2. On note T'= inf{n > 1:S,, = 0} avec la convention inf(0)) = +o0, u, = P(S, =0) et f, =P(T =

n) pour n € N. Montrer que u, = Z frtn—k. En déduire que Vs € [0,1[,U(s) — 1 = U(s)F(s)
k=1

avec U, F' séries génératrices des suites u et f respectivement (donc U (s E Up 8"

3. En déduire I'équivalence des trois assertions suivantes (i.o. = infinitely often = mﬁmment souvent) :

a) ZP(Sn = 0) diverge.
b) P(3n>1:8,=0)=1.
c) P(S,=01i0.)=1.

On pourra utiliser le lemme de Borel-Cantelli, exercice [100.

4. Montrer qu’il existe une seule valeur de p pour que la série diverge et que dans les autres cas, la
série diverge. Indication : on pourra regarder Say,.

Corrigé :

1. Montrons I'implication directe, la réciproque étant triviale. Notons R l'instant de la derniere visite en 0
(on pose Sp = 0). On note R = sup{n > 0:.5,, = 0} et on souhaite montrer que P(R = +00) = 1 Puisque
R est a valeurs dans N U {+o0}, il suffit de montrer que P(R = k) = 0 pour tout k € N. Fixons k£ € N.
Par définition,

P(R=k)=P((Sx =0)N(Vn >k, S, — Sk #0)).
L’événement (Sx = 0) est un événement qui ne dépend que des valeurs de Xi,---, Xj. L’événement
(ﬂ {Sn — Sk # O}) ne dépend que des valeurs de (X,,),~k. Par le lemme des coalitions, ils sont indé-

n>k
pendants.

On a donc

P(RZ k‘) Z]P((Sk :O)ﬂ(Vn >k, S, — S %0)) ZP(Sk ZO)P(VTL >k, S, — S %0)

thomaschen(dot)maths[at|gmail(dot)com Page 125 Ne pas diffuser sans I’accord du concepteur



CHAPITRE 12. PROBABILITES Chen Thomas

Or, on a légalité (Sp, — Sk)n>k = (Sn—k)n>k = (Sn)n>1 en loi (il suffit d’écrire les événements avec une
intersection multi-indicée). Ainsi,

P(Vn >k, Sy, — S #0) =P(¥n>1,8,#0)=1-P(3n >1,5,=0)=1—1=0.

De fait,
P(R: k) :P(Sk = O)P(VTL > k‘,Sn — Sk 75 O) :P(Sk = 0) x 0=0.
Ainsi,
P(ReENU{+oc})=1=> P(R=k)+P(R=+00) =0+ P(R = +00).
keN
Ainsi, P(R = +00) = 1. C’est ce qu’on voulait.
n
2. On remarque que (S, =0) = |_| (Sp, =0NT = k), que pour tout k € [1,n], si T = k, alors S;, = 0 et que
k=1
pour tout k € [1,n], les événements (S, — Sy = 0) et (T' = k) = 0 sont indépendantes puisque S,, — Sk
est une fonction de Xj41, -+, X, et T'= k une fonction de X7, --- , X} par le lemme des coalitions (alors
que S, = 0 et T" = k ne sont pas indépendants, d’ou l'astuce machiavélique de retirer Sy (qui vaut 0
puisque T = k), et enfin, que S,, — Sk et S,, — k pour n > k ont méme loi. Ainsi,

n

up =Y (P(Sn=0NT=k)= znjp(sn — Sy =0P(T =k) = En: frtin_-
k=1 k=1 k=1

Ainsi,

U(s)—1= Z UpS" = Z z": fetn_ps" = Z z": frun—gs" =U(s)F(s)

n>1 n>1k=1 n>0 k=0
par produit de Cauchy.

3. On a donc U(s)(1—F(s)) =1 pour 0 <s < 1. En faisant tendre s vers 1~ ona U(1)(1 - F(1)) =1 (ily
a convergence dans R puisque U et F' sont croissantes (théoréme de la limite monotone)). Par définition,
on a, toujours dans R,

(io P(S, = 0)) (1-PEn>1:8,=0) =1
n=0

Passons maintenant a la preuve de 1’équivalence.

Pour (1) implique (2), la divergence de la série entraine, vu que le produit vaut 1, que le deuxiéme terme
est nul 7.e. P(In >1: 5, =0) =1 ce qui est (2).

Pour (2) implique (3), on I’a montré question 1.

Pour (3) implique (1), montrons que —(1) implique —(3). —(1) est la série converge. Par Borel-Cantelli
(exercice [L100]), on sait alors que P(S,, = 01i. 0.) = 0 (petit jeu d’écriture) ce qui implique que —(1).

4. Déja,
Vk € [-n,n],P(S, = k) = (Z)pa(l —p)’

n+k

avec « le nombre de +1 et 8 le nombre de —1 dans les valeurs prises par Xy, -+, X,. Ainsi, a = 5

—k
et B = nT De fait,

(4p(1 —p))"
Voo

Pour p # 1/2, la série converge, pour p = 1/2, la série diverge par comparaison.

P(S2, =0) = <2:> (p(1 =p)" ~
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Exercice 106. Soit A €]0,1[, X variable aléatoire réelle strictement positive. Montrer que

(1 - N2E[X]? < P(X > A\E[X])E[X?].

Corrigé : Soit @ > 0. Alors E[X]| = E[X1x<oX] + E[X1x>,X] < a+ E[X1x>,X]. Il suffit maintenant de
prendre a = AE[X]. J’ai donc
E[X] - AE[X] < E[1 x> \gx]X]-

Finalement,
(E[(1 ~ VX)) < (BlLxsrzpX])

E[]lg(z/\E[X]]IE[Xﬂ par Cauchy-Schwarz
P(X > AE[X])E[X?].

IN

Exercice 107. Soit N une loi de Poisson et (X}) une suite de variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées suivant une loi binomiale de parametre (n,p) indépendant avec N.

N
1. On considere n = 1. Donner la loi de ZXi.
i=1
N
2. Montrer que H X, :=Y est une variable aléatoire.
i=1

3. On considere n = 1. Donner la loi de Y.
4. Calculer P(Y = 0).

5. On appelle espérance conditionnelle de X selon I’événement A, ’espérance de X selon la probabilité
conditionnelle P(- | A). Exprimer E[Y] avec E[Y | N = i] pour tout ¢ puis calculer E[Y].

Corrigé :

1. Soit k € N. On écrit,
N +o0
]P’(ZXi:k>:Z]P<ZXi:k' sz)]P’(N:j) (12.1)
+00 J
=>'P (Z X; = k) P(N = j) (12.2)

7=0 =1
+oo /- j
: Y,
= <f€>pk(1 —p)”_ke”ﬁ (12.3)
j=k '
ISV | ik
=5¢ P A Q(j—k)!(l_p) A (12.4)
]:
ISR N
= e P Zoﬁ@—p) A (12.5)
]:
1
= He_’\()\p)ke(l_p» (12.6)
1
= He_p)‘(p/\)k (12.7)

et on justifie chaque ligne comme suit :

(1) par la formule des probabilités totales (N = j);ecn formant un systéeme complet d’événements,
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(2) par indépendance des (X;); avec N (on rappelle que si A et B sont indépendants, P(A | B) = P(A),
J

(3) car les (X;); sont & valeurs dans {0, 1} donc ZXi > j ce qui impose j > k,
i=1

(4) ensuite, c’est du calcul.

On reconnait une loi de Poisson de parametre pA.

k
2. On va beaucoup utiliser P(Y =n | N =k) =P <H X; = n) En effet,
i=1

P(ﬁXi:nﬂN:k> & &
P(Y=n|N=k) = i:IP(N:k) :P<HXi:nmN:k>iP<HXi:n>‘

=1

Y PY=n)=> > P(Y=nnN=k)
n>0 n>0k>0

_ZZPOE[)Q_nmN_k)

n>0k>0  \i=1

:ZZP<ﬁXi:n]N:k>P(N:k)

n>0k>0 \i=1

=Y P(N=k)Y P (ﬁ X;=n|N= k:) [Fubini-Tonelli]

k>0 n>0  \i=1l

=> P(N =k)

k>0

=1. [N variable aléatoire]

comime anop( Y Xi=n|N= k:) =1 car [[¥_; X; est une variable aléatoire (produit fini détermi-
niste).

3. Comme n = 1, pour tout i € {1}, X; ~ B(p) donc Y (©2) = {0,1} et

PY=1)=> P(Y=1|N=FkP(N =k)

k>0
k
:ZP<ﬂXi:1>IP>(N:k)
k>0  \i=1
_ Z kefx)‘j
k!
k>0 :
— ef)\ep/\ — e(pfl))\.

Ainsi, Y ~ B (e(pfl)’\).

thomaschen(dot)maths[at|gmail(dot)com Page 128 Ne pas diffuser sans I’accord du concepteur



CHAPITRE 12. PROBABILITES Chen Thomas

4. On calcule,

k>0
=Y 1-PY #0|N =k)]P(N =k)
k>0
=Y [1- P £ 0 BN = k)
k>0
=S i-a-px = 0))k] _A?;
k>0 '
=Y i-a-a-pm eA?j
k>0 )
O e V(B )
N kzoe B l%%) M
L L e M)
=1— 7P,
5. On écrit
E[Y] =Y kP(Y =n)
n>0
:ZkZ}P(Y:MN:k)IP’(N:k)
n>0 n>0
=3 (ZkIP(Y—nN—k)) P(N = k)
E>0 \n>0
=Y E(Y | N =Fk)P(N = k)
k>0
Ensuite,

k k
SEP(Y =n|N=k)=) kP (];[1)( :n> =E [Hxi] J:LIE[Xl]k = (np).

n>0 n>0 i=1

Exercice 108. On se donne une piece qui donne face avec une probabilité p €]0,1[. On suppose les
lancers indépendants.

e On note X variable aléatoire qui donne 1 si au k-eme lancer, on a « face » et 0 sinon.
n
e On note S,, = Z Xy et T; le temps d’attente du i-eme succes avec comme convention 7; = +o0o si

k=1
ce i-eme succes n’est pas réalisé.

e On note 7y =11 et ; =T; — T;—1 lorsque @ € N>o.
On cherche la loi des ;.
1. Quel est la loi de T1 7 On considere ¢ > 2 dans la suite.
2. Quel est la loi de T; pour @ € N>9 ? Indication : on pourra exprimer T; = k grace a Sip—1 et Xk.
La loi de T; est appelée loi de Pascal ou loi binomiale négative.
3. Calculer la fonction génératrice des T; pour i € N>o.

4. En déduire que 7; a la méme loi que la somme de ¢ variable aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées suivant G(p).
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5. On souhaite montrer que T; égale une telle somme ce qui est bien plus fort.
(a) Quelle est la loi de 7; 7 Indication : on pourra s’aider de T;_;.
(b) Montrer que les (7;); sont indépendants.
(c¢) Conclure.

Corrigé :

1. Le cours assure que c’est une loi géométrique.

2. Remarquons déja que S, suit une B(n,p) pour tout n € N*. Soit ¢ > 2. Alors T;(2) C N>; U {+o0}. Soit
donc k € N,k > 4. L’événement (T; = k) égale I’événement (Sx—1 =i — 1) N (X = 1). Par ailleurs, par
k—1
le lemme des coalitions, comme S_1 = f(X1,---, Xx—1) avec f(x1, -+ ,x_1) = ij, Si_1 et X sont
j=1
indépendantes. On en déduit donc que

P(Ti:k‘) :P(Sk_l =1 —1NX; = 1)
—P(Sp1 =i — 1)P(Xg = 1)

= (i:i)p"_l(l -p)*'p
= (?:i)p"(l -p)"

Pour conclure que T;(§2) = N>;, il y a deux choix. Ou bien on montre que P(7; = +00) = 0, ou bien on
montre que

+o0o
> (1 =
k=i

o Si Pévénement T = 400 est réalisé, alors Pensemble {k € N : X, = 1} est majoré. Etant une partie
de N, elle est soit non vide et on note kg son plus grand élément, soit kg = 1. Alors

(T;y = +00) C (Vk > ko, X =0) = ) (X =0).
k>ko

Ainsi,

P(T;=+400) < [[ P(Xx=0)= [[(1—p) =
k>ko k>ko

On obtient donc P(T; = +o0) = 0.

e On calcule :

+oo +oo _ i—
ZIP’(Ti—k)—ZC;_ll) ‘(1 —p) _pz<k+ )1_p)k.
k=i

k=i
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On rappelle que pour tout z €] — 1, 1],

+o00 n—1
(1+2) Z:1+Zﬁ H(—z—j)x”
n=1""" j=0

On note (x) la relation :

Vo €] - 1,1[ (1 + _1+Z<n+2_1> —1)"z",

Ici, on reconnait donc

On obtient donc
Y P(Ti=k)=pp =1
k=i

3. On rappelle que Gx(t) = E[t¥] et Yonex(@) "P(X = n) pour tout t €] — R, R[ avec R > 1. Ici, il
ransier
existe donc R > 1 tel que

Vt €] — R, R], G, (¢ E:t”}P’
§ : n n—1 i1 o \n—i

+oo _ )
=it (?_ f) 11— )"

n=1

=X (n+i-
=<tp>i2( ; 11><t<1—p>>“

n=0 o

=010 -0)7 = (=)

la relation (%) étant établie a la question précédente.

4. Soit Ay,---, A; i variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées avec A; < G(p). Alors
t
I'indépendance de X et Y donne GxGy = Gx4y donc comme Gy, (t) = W];) pour t €] — 1,1],
- -D
on a

Gr,(t) = <1—t2(€> H Ga,(t H GA Z] A (t).

i
Comme la fonction génératrice caractérise la loi, T; suit la méme loi de Z Aj.
j=1
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5. (a)

Soit k € TZ(Q) - NZi—l U {+OO} Alors
P(r; = k) = P(T; — T)_1 = k).

On conditionne selon la valeur de T;—;. Comme (T;—; = j);>;—1 forme un systeme complet d’événe-
ments, alors

+00
P(T,—Tii=k)= > PTG —Tio1=k|T-1 = j)P(T;-1 = j).
j=i—1
Or on a I’égalité des événements
k-1
(Ti—Tia=k|Tia=§)=(Ti=j+k[Tia=5)=(X;=D)N(X;=1n [ (X,=0).
p=j+1
Par indépendance, on a donc
j+k—1
P(T,—Tia = k| Tici = j) =P(X;3x =1) [[ P(Xp,=0)=p(1—p*"
p=j+1
Ainsi,
+00 too
Pr;=k)= > P(Ti—Ti-y =k | Ti—1 = j)P(Tim1 = j) = p(1-p)" ' Y P(T1-1 = j) = p(1—p)F .
j=i—1 j=i—1

=1

Ainsi, 7; suit une loi géométrique de parametre p.
Soit J C N* fini. On note J = {j1,--- ,jn}. Soit k; € 7;(2),j € J. Alors

N K
m{sz' = kji} = m {X;=0}n ﬂ {Xi=1}
=1 i=0,i¢{k;:j€J} i€kjjed

avec K = Z k;. Cet événement signifie que I'on a
jeJ
e un premier succes au temps kj,,
« on attend ensuite k;, étapes pour avoir un deuxieme succes,

.« ...
 on a donc card(J) succes aux instants kj,,- -, kjy

Ainsi, par indépendance,
K
Pl\(\m=Fk|= [T Pe=0 J] {Xi=1}=1—p)f-eardl)peardl))
Jj€J 1=0,i¢{k;:j€J} i€kj:jeJ

Or, comme les (7;); suivent une loi géométrique de parametres p, on a

1P = k) = [T p [T =9t = podD (1 — p)dses 71 = prardI) (g — p)K-card(),
Jj€J jeJ jeJ

Ainsi, les (75); sont bien mutuellement indépendant.
Puisque 7, = T; — T;—1, par télescopage,

i i
Yo=Y 1+T=T-Ti+T1 =T,
j=1 j=2

ce qui donne le résultat annoncé.
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Chapitre 13

Equations différentielles ordinaires

Quelques exercices de calculs se trouvent dans la planche pour MP.

Exercice 109. On note (E) : xy” +y +2y=0; z € R.
1. Déterminer les solutions de (E) développables en série entiere.
2. Montrer qu’il en existe une unique qui vaut 1 en 0. On la note f.
3. Soit g une autre solution sur |0, o avec a > 0. On suppose que (f, g) est libre. Montrer que g n’est

pas bornée.

/2
4. On note J(z) := / cos(z sin(t))dt. Montrer que J est solution de (E).
0

5. Montrer que J est développable en série entiere et donner son expression.

Corrigé :

1. Soit f = Z anx™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. Soit = €] — R, R|.

n>0
+o0 oo
= Z ann(n — 1)‘73”71 = Z an+1n(n + 1)z >f Z ant1(n+1)x", zf(x Z ap_1z"
n=2 n=1 n=0
Analyse : f est solution de (E) si, et seulement si
+oo
Z (ansin(n+1) +an1(n+1) +ap_1) 2" + a2’ =0
n=1

ce qui revient a demander par unicité des coefficients d’une série entiere
2
Vn € N apr1(n+1)°+ap—1 =0,a1 =0.
Par récurrence, on a donc immédiatement

—am . (=1)"ag

Vn € N,agni1 =05 a2 = Rn+ 102 T 220t (n 4 1)

On a donc
o = (_1)n 2n

n=0

agp.

Synthese : soit f série entiere définit ci-avant. Montrons que son rayon de convergence est strictement posi-

=
tif. Pour cela, le lemme d’Abel nous dit que R = +o00. En effet, en notant b,, = ¢ 4P(p!)? sin=2p ,
0 sin=2p+1
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la suite (b, R™)nen est bornée pour tout R > 0. Il suffit d’écrire

(_1);0 2p
wipe S

Vp € N,n = 2p,

Par les calculs antérieurs a ’analyse, f est solution de (E) : c’est ce qu’il fallait démontrer.

2. On a un degré de liberté sur ag. En fixant ag = 1, on a le résultat.

3. Soit g telle que (f,g) soit libre et g solution de (E). Soit W wronskien de f,g, c’est-a-dire, W =
[y
g
f(=¢ —zg)—(—f —xf)g=—f¢ + f'g = —W. Ainsi, (W)’ est constant sur |0, [ donc il existe une
constante réelle A tel que Vz €]0, af, zW(x) = A. A est non nulle : sinon, W est nulle ce qui contredit la
liberté de (f,g). g étant bornée, je la prolonge en 0. Ainsi,

A=zf(z)g(x) —zf (x)g(x) — xf(x)g (z).

z—0t

= fg — f'g. Alors W est dérivable de dérivée W' = f'¢g' + fg" — f"g — f'¢g’ donc W' =

xQ 1
Puisque f(z) — 1, on a donc ¢'(z) A /x. Soit zy €]0, a[. Puisque / —dt diverge, par théoréme
x—0+ x—0+ o t

d’intégration d’équivalents, on a

g(x0) — 9(2) _~, Alin(zo) — ().

T—

Cela contredit le caractére bornée de g. Ainsi, par 'absurde, on a que g est non bornée.

4. Soit J 1z € R /7r/2 cos(z sin(t))dt. Soit f : (z,t) € R x [0, 7] +— cos(xsin(t)) € R.
0
o Vt € [0,7],x — f(x,t) € C3(R) ; Vt € [0,7],Vz € R, gi(t, x) = —sin(t) sin(xsin(t)),g(t,x) =
—sin? cos(x sin(t)).

o Pour tout x réel, ces derniéres applications sont continues par morceaux sur [0, 7].

o Domination : chacune de ces applications sont continues sur le segment [0, 7] donc dominée sur [0, 7.

Par le théoréme de dérivation C? sous le signe intégral, J est de classe C? et
J(z) = — /07r sin(t) sin(z sin(t))dt , J"(x) = — /07r sin? cos(z sin(t))dt.
Ainsi,
x(J"(x)+ J(z)) =2 /Oﬂ(l —sin%(t)) cos(z sin(t))dt = /07r cos(t)(x cos(t)) cos(x sin(t))dt.

On réalise une intégration par parties, on est en présence de deux fonctions C' : on integre t
(x cos(t)) cos(zsin(t)) dont une primitive est ¢ — sin(zsin(t)) et on dérive cos. On obtient alors

z(J"(z) + J(z)) = [sin(zsin(¢)) cos()]g + /07T sin(t) sin(z sin(t))dt = —J'(z).
=0

On a donc J solution de (E).
5. De plus, J est bornée sur R. Par précédent, J = Af avec A € R. Or, J(0) =7 = Af(0) = A donc J = 7f.

Exercice 110. Soit A > 0.

sur R1*.

1
1. Résoudre (E) : zy + Ay =
ésoudre (F) : xy + \y Ttz
2. Résoudre (E) sur RT.
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1
3. Déterminer les solutions de xy’ + A\y = —— développables en série entiére au voisinage de 0.
1+
4. Calculer
= 237(143n)’
Corrigé :

1. C’est une équation d’ordre 1. Les solutions homogenes sont de la forme Cz~* pour C un réel. Par variation

de la constante, on cherche une fonction dérivable x +— C(z) tel que y :  + C(z)z ™" soit solution. On
1-x 1-X
x

A = est positive sur R™ et est

en déduit que zC’'(z)x ce qui donne C’(x)

1+ 1+ v 14+
5 T
intégrable au voisinage de 0 Il existe alors A réel tel que Vo > 0,C(x) = A+ /
0

t)\—l
dt.
141

2. Soit y solution. Alors y coincide avec une solution sur R™ donc est de la forme

xT t)\—].
A
y(z) ==z <A—|—/0 1—|—tdt>

A

avec A un réel. y étant continue en 0, puisque x~ —6 400, l'intégrale étant nul quand x — 0, A est
T—

nécessairement nul. Ainsi, Vo > 0,

( ) N /m t)\—l dt /1 ,u)\—l d
y o 1+t wu=1/zJp 14+ 2zu

Appliquons le théoréme de convergence dominée. Soit f : (z,u) € R x]0,1] —

uA—l

S
14+ zu

e (C’est une fonction continue en u pour tout x.
o Yu € [0,1], flu,z) — u*L.
z—0
« Domination : Yu €]0,1],Vz > 0,|f(z,u) < v*~' € L(]0, 1]).
Par le théoreme de convergence dominée,
1

1
A-1 = — =
y(x) - ; urdu = 3 :y(0).

1 4A-1

o 1+ at
on applique le théoreme de dérivation sous le signe intégral.

o Vu €]0,1], f(-,u) € CY(RT,R) ; Vu €]0,1],Vz € R,

Ainsi, y: x € RT dt € R est continue sur R*. Il reste & montrer le caractére C!. Pour cela,

O (o) =~
oz T (1+zu)?
o« Vz € RJr: f(xa ) € Cgm(]ov 1]7R) N Ll(]oa 1]

o Domination : Yu €]0,1],Vz > 0

of

'ax(uw) <ude Ll(}O, 1]).

Par le théoréme de dérivation sous le signe intégral, y est bien C'.

1. c’est équivalent 2* 7! et A — 1 > —1 donc par Riemann, on a le résultat
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+o0o
3. Soit f(z) = Z anx"™ série entiere de rayon de convergence R > 0. On a, pour |z| < R

n=0

+oo
af'(x) + Mf(x) =D (n+ Naga".
n=0
Ainsi, f est solution de (E) si, et seulement si, (—1)" = (n + A)a, pour tout n € N. Puisque Int1) _
Qnp

n+ A

_ —
n+1+ A notoo
développable en série entiere au voisinage de 0. C’est

1, R = 1. Ainsi, une telle série entiére existe : il n’existe qu'une seule solution de F

+OO(_1)n n
Ve el -1,1], f(x) = ——x".
el- 115w =3

4. f coincide avec y obtenu en question 2 sur |0, 1] : on a

+00 n A—1
1 1
vz €]0, 1], Z (=1) " = / t dt.
0

n:0n+)\ 1+t
1 1
On prend alors A = 3 et x = 3 On a
+0o +oo —2/3
~1)" 1 —1)" 1 o¢=2/
S EULL =y Vo [
—n+g38 = 29"(1 + 3n) o 1+1¢/8

Il reste a calculer cette intégrale. On le fait en posant u = t1/3 ce qui donne

1 4—2/3 12 1
/0 TR0 = /0 S gt du= 3/0 R
Une décomposition en éléments simples donne aisément :
1 1 —2u+2 1
S+wd  122+0) T2 —2u+d)  Au—12+3)
L’intégration se déroule tranquillement et on obtient

+oo

(—1)" /1 1 V3
3y -+ —3x38 du = In(3) + L 7.
Z23n(1+3n) X8 | gyl = @)+ e

n=0

Ainsi, la somme a calculer vaut

S (-t In(3) VB
§23n(1+3n)_ 3 g™

Exercice 111. Soit (E) : y” + a(t)y’ + b(t)y = 0,t € I avec I un intervalle non trivial de R et a,b
continues sur /. Soit y une solution non nulle de (E). Soit ¢y un zéro de y. Montrer qu’il existe n > 0 tel
que sur [tg — n,to + 1|, y ne s’annule qu’en ty. En déduire que y n’admet qu’un nombre fini de zéros sur
tout segment de R (c’est le lemme des zéros isolés).

Corrigé : Soit ¢y tel que y(to) = 0. Si y/(t9) = 0, alors par Cauchy-Lipschitz linéaire, on a y = 0 ce qui
n’est pas. Donc y/(tg) # 0. Par continuité de ¢/, il existe o > 0 tel que Vt € [tg — a, to + ], y/(t) # 0. Par la
contraposée du théoréme de Rolle, Va € [ty — a, to + ], y(a) = y(to) = 0 = a = to.

Supposons par I'absurde qu’il en existe une infinité dans [a, b]. Soit u, une suite de tels zéros. u est a valeurs
dans [a, b] compact : le théoréeme de Bolzano-Weierstrass assure donc qu'il existe ¢ extraction telle que (ug(n))n
converge, disons vers . Par continuité de y, y(¢) = 0 et par précédent, ¢ est isolé. Soit un n comme précédent.
Alors il existe N € N tel que Yn > N, |ug,

Ainsi, (Uyp(n))n stationne a £ ce qui est absurde.

y = < g Comme u,y est un zéro dans [( —n, £ + 7], il vaut £.
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Exercice 112. Soit ¢, g2 deux fonctions continues sur R vérifiant ¢; > go. Soit y”(t) + ¢;(t)y(t) = 0,t €
R (E;) pour i € {1,2}.

1. Soit y; et ya solutions de (Fj) et (E2). Soit «, 3 deux zéros de yo consécutifs. Montrer que y;
s’annule sur |a, . On pourra calculer la monotonie du wronskien W(yy,y2). C’est le théoréeme
d’entrelacement de Sturm.

2. On considere Péquation (E) : y”(t) +e'y(t) = 0,t € RT. Soit y une solution de (E). Montrer qu’il
existe une suite strictement croissante (¢, ),cn qui constitue les zéros de y.On pourra montrer que

y s’annule sur un intervalle de la forme [, a + mexp(a/2)] grice d une équation auxiliaire bien
choisie.

3. Montrer que VYn € N, me~+1/2 < ¢, .1 —t, < me~*/2. En déduire un équivalent de (tn)n-

Corrigé :

L. Soit f = W (y1,y2). Alors f = y1yh — y2y; donc
! ! ! 1! ! ! "o —
I = wy1ys +y1ys — Yoy — 21 = yi1(—q2y2) — v2(—q1y1) = y1y2(q1 — q2).

Comme q; > g2, f' est du signe de yiy2. Comme ys est continue sur |a, 5[ et ne s’y annule pas, elle est
de signe constant, disons positif.

Supposons par l'absurde que y; ne s’annule pas. Alors y; est de signe constant par continuité, disons
positif. Alors f’ est aussi positive donc f croit. On obtient alors

fle) < f(B)
ce qui donne
yi(@)ys(a) < y1(B)ys(8) 5 (%)
Concluons grace a 'argument suivant. Soit § > ¢ > «. Alors

ya(t) —ya(a) _ ya(t)

> 0.
t—« t—a

L’inégalité passe a la limite en y5(c) > 0. De méme, y5(5) < 0. Ces inégalités sont strictes car par le
théoréme de Cauchy-Lipschitz, ya # 0 donne —(y2(a) = 0 A yh(a) = 0 ce qui donne yh(«) # 0 et on a la
méme chose pour (3.

Ainsi, par positivité de yi, yi(a)ys(a) > 0 et y1(8)y5(3) < 0 ce qui contredit (x).

2. On applique le lemme des zéros isolés (exercice. On en déduit que sur chaque compact [k, k+1], k € N,
il existe un nombre fini de zéros sur [k,k + 1]. Comme RT s’écrit comme 'union dénombrable des
[k, k + 1],k € Z (caractére archimédien de R), cet ensemble de zéros est au plus,dénombrable. On peut
donc construire (¢, ),cr une suite de tels zéros et les ranger dans 1'ordre croissant. Le caractére isolé rend
cette suite strictement croissante. Montrons que I est infini. On en déduira que I est équipotent a N.
Pour cela, appliquons la question précédente. Soit o > 0. Considérons q; = exp et g2 = exp(«) (fonction
constante). Les solutions de (E3) sont de la forme

y2(t) = Asin(exp(a/2)(t — ¢)) ; A, p € R.

Posons donc A =1 et ¢ = a. Alors ya(t) = sin(exp(a/2)(t — «) donne une solution de (E2) qui possede
a comme zéro. Le prochain zéro de yo est, grace a la fonction sinus, o + mexp(—a/2). Le théoreme
d’entrelacement de Sturm s’applique sur I = [o, a + 7mexp(—a/2)] et comme ¢; > go sur I, y s’annule sur
[a, o + mexp(—a/2)]. Ceci étant vrai pour tout o > 0, y posséde bien une infinité de solutions.

3. Soit n € N. Considérons l'intervalle [t,,t,+1] = I. Soit ga = exp(tn+1). Alors g2 > ¢1 donc par le
théoreme d’entrelacement de Sturm, toute solution de (E2) admet un zéro dans [t,, tp+1]. Les solutions
de (E3) sont de la forme ¢t — Asin(exp(t,+1/2)(t — ¢)) donc avec A = 1 et ¢ = t,, les zéros de cette
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fonction sont les ¢, + kmexp(—tn4+1/2) =: ug. Ils sont rangés dans 'ordre croissant selon k et comme
ug ¢ I et uy > t, nécessairement, u; € I ce qui donne t,, + mexp(—t,+1/2) € [tn, tn+1]. Cela donne donc
WeXP(_tn+1/2) < tpt1 — tn.

Pour l'autre morceau, on applique la question précédente avec o = t,, ce qui donne que y s’annule entre
tn et t, + mexp(—t,/2) et le prochain zéro de y apres t,, est t,41 donc tp41 € [tn, tn + Texp(—t,/2) ce
qui donne ty,41 — t, < mexp(—t,/2).

Concluons. Comme (t,,),, converge vers +00, exp(—t,/2) ST 0. Par encadrement, t,1 —t, tend vers 0.

Il est bien connu que exp(f) ~ exp(g) si, et seulement si f—g — 0 ce qui donne que 7 exp(—t,/2) et
n o

mexp(—tp+1/2). Par encadrement, ¢,41 — t, et mexp(—t,/2).

Obtenons maintenant un équivalent de (exp(t,/2) =: vy)p. Alors 21n(vy,) = ¢, donc
2In(vp41) — 2In(vy) = tht1 — th ~notoo

On écrit aussi

In(vp41) — In(vy,) =1In (UnH) ~ Ul

Un, n—+oo  Up

. Un+1 e el ;. s 1
puisque Ly et In(z) ~ x — 1. Par transitivité de 1’équivalent, on en déduit que
Vp N—+00 r—1
H 7T
Upal — U —.
n+1 " teo 2

Par le théoreme de Cesaro, v, ~ % Ainsi, 2In(vy,) = 2In(7/2) +21In(n) = t, donc t,, ~ 2In(n).

n—-+o0o n—-+oo

Exercice 113. e Dans cet exercice, I est un intervalle de R.
« Pour tout (E, || - ||)) K-espace vectoriel normé et f € C°(I, E), on note

[/ llos,s = sup [ F(£)]-
teJ

pour J C I.
e On considere donc (E, || - ||) un K-espace vectoriel normé de dimension finie et ||-|| est la norme
d’opérateur associée a || - ||.
e Soittgelety) €FE.
e« Soit a € C°(I,L(E)),b e C'(I, E).
 Soit
P) - { (B) : y'(t)=a®)(y®)+b(t); tel
(CI) = y(to) =yo
On souhaite montrer que (P) admet une et unique solution.

1. Dans cette question, K est un compact de I contenant ty. On considére (f,)nen € (CO(1, E))N

satisfaisant la relation suviante :
t

Vne NVt e I, fry1(t) = / a(s)(fn(s))ds.

to
Montrer qu’il existe M, a € R tels que
t—to|)"
Ve NVt € K, || fa(t)]] < MW.
2. Conclure sur 'unicité de la solution de (P).

3. Soit (gn)nen une suite de fonctions définies sur I par Vt € I, go(t) = yo et

Vne NVt € I, gnt1(t) = yo + /tt (a(s)[gn(s)] + b(s))ds.

Montrer que (g, )nen converge uniformément sur I et que cette limite est solution de (P).
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Corrigé :

1. fo est continue de K dans F donc par le théoreme des bornes atteintes, fo est bornée. Ainsi, || fo|lcc =: M
existe et est bien défini. Ensuite, a est continue de K dans L£(FE) donc de méme, a est bornée. Ainsi,
[lall,, =: a existe et est bien défini.

Cela signifie que
Vte K, [Ifo®)ll < M ; Vte K, [la@)| < a.
Procédons par récurrence.
(aft = to])”

e Sin=0,onaVte kK, f,(t)= fo(t) ce qui donne ||f,(t)]| <M =M o

e Supposons qu’il existe n € N tel que

vt € K, fa(e)] < 210D
Alors
e Kl @) = | [ aeuoas] < [ ol

ou (to,t) désigne lintervalle [to,t] ou [t,]. Ensuite, on sait que pour tout u € L.(E,F),Vz €
E, lu(@)|[r < lulllz|e done ici,

i€ K, € (10,0, la()(a(s))| < las)l1 (o)) < anr @21l

On en déduit que

n+1

n+1 t—t n+1 t_t n+1
V€ K, fua(8)] < M= " [t — ol (aft = to)™*

S_t ndSZM :M
/(to,t) | 0| n! n+1 (n =+ 1)!

e Par le principe de récurrence, on obtient ’assertion souhaitée.

Cette question nous indique donc que la série Z fn converge normalement sur tout compact
de I contentant tg.

2. Soit y1,y2 deux solutions de (P). Notons z = y; — y2. On a déja z(ty) = 0. De plus, pour tout t € I,

Z(t) =yi(t) = v5(t) = a®) 1 (1)] — a(t)[y2(t)] = a()[y1(t) — y2(t)] = a(t)[2(t)]-

Ainsi, en intégrant sur le segment (¢o,t), on en déduit que

z(t) — z(to) = 2(t) = /t a(s)[z(s)]ds.

to

On applique donc la question précédente : la série Zz converge normalement sur tout compact de [
contenant ty : nécessairement, z est nulle donc y; = yo.

3. Posons hn = gni1 — gn. Alors
vn € N,Vt € I, hnt1(t) = gnt2(t) — gnta(t)
=+ / onsa )]+ 060)ds = o0~ [ (a(6)lgn(6)] + b(s))ds
— [ @(e)igua(s) - gu(e s
_ / a(s)[hn(s)]ds.

to

(hn)nen satisfait donc la question 1) : la série Zhn converge normalement sur tout compact de I
contenant t( et par télescopage, on en déduit la méme chose pour (gy,),. On souhaite maintenant montrer
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la méme chose pour (a o gy, + b),. Déja, elle converge simplement vers a o g + b par continuité de a. On
en déduit donc que

vt e I,vn € N, [[a(t)[gn(t)] + b(t) — a(®)[g()] = b(®)]| = lla(t)[(gn — 9)D)]]]
< lla@)llgn(t) — 9@
< llallcllgn(t) — g(®)]l-

On en déduit que la convergence normale de (g,,), sur tout compact de I contenant ¢y entraine celle de
(a0 gn+b)n.
Notons maintenant g la limite de (gy,),. L’égalité

t
Vte I,Vn € N, gnt1(t) =yo+ [ a(s)gn(s)] + b(s)ds
to
passe donc a la limite quand n — 400 en vertu du théoréme d’interversion limite-intégrale sous conver-

gence normale. On obtient
t

Vte I, g(t)=yo+ t a(s)lg(s)] + b(s)ds.

Comme (gy, ), est continue sur I et qu’on a convergence normale sur tout segment de I contenant ty, le
théoreme de continuité des séries de fonctions s’applique et g est continue. Par continuité de a,b et que
a est & valeurs dans L(F) = L.(E) (car E est de dimension finie), ¢ — a(t)[g(t)] + b(t) est continue donc
par le théoréme fondamental de 'analyse, g est C'. Ainsi, en dérivant la relation obtenue sur g, g vérifie
(E) et g(to) = yo donc g vérifie (CI). Ainsi, g vérifie (P) ce qui conclut.

Exercice 114. On considere le systeme différentiel linéaire

(8) : X'(t)=AX(t); teR

y(t)

les courbes paramétrées y(t) fonction de x(¢) pour tout t € R.
1. Soit X et X deux solutions passant par Xo. Montrer que {X(¢) : t € R} = {X(¢) : t € R}.

2. Soit B une matrice semblable & A et (E) : X'(t) = BX(t) ; t € R. Exprimer les solutions de (E)
en fonction des solutions de (E).

avec A € Ma(R) et X(t) = (a:(t)) ,t € R. L’objectif est de tracer le portrait de phase de (S) (a savoir

3. Pour A € M(R), montrer que l'on a une et une seule des propositions suivantes :

A0 A1 a —pB
a)A'ﬁ(O ,u) b)A§<O )\) C)Ai§<5 a)

ou \, u € R, 8 € R, > 0. La derniére matrice s’appelle matrice de similitude.

4. Traiter chacun des cas pour obtenir les différentes trajectoires.

Corrigé :
1. Notons to, ty tels que X (to) = Xo, X (tg) = Xo. Soit Z : t € R = X (t — to + o). Alors Z(tg) = Xp et

VEeR,Z'(t) = X'(t —tg) = AX(t —tg) = AZ(t)

donc par le théoréeme de Cauchy-Lipschitz, Z = X ce qui signifie que X = X (-—to+ to). Ainsi, comme
R =R —tg + tp, on a bien _
{X(t):te R} ={X(t) :t € R}.

De ce fait, donner le portrait de phase reviendra & se donner un point Xy du plan et I’ensemble des
points {X (¢) : t € R} telle qu’il existe t; € R, X (1) = Xp.
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2. Raisonnons par équivalence.

PX est solution de (F) <= PX' = APX
< PX' = PBP7'PX
— X'=BX
= X est solution de (E).

3. Regardons le polyndéme caractéristique de A et son discriminant A.
(a) Premier cas : A > 0 i.e. x4 est scindé a racines simples. Alors A est diagonalisable.
(b) Deuxi¢me cas : A = 0 i.e. x4 est de la forme (X — \)2. Alors on a l'alternative suivante :
i. A est diagonalisable. Alors A est semblable a Als donc A = Als.
ii. An’est pas diagonalisable. On en déduit que A—AI5 est non nulle donc il existe ea ¢ ker(A—AI).
Notons e; = (A—AI3)(e2) Comme (A—\I5)? = 0 par Cayley-Hamilton, (A—\5)(e1) = Oﬂ Par
le théoreme de changement de base, en considérant la base (ej, 62) on en déduit que A — Al

. [0 1
est semblable & (0 0

(c) Troisieme cas A < 0 donc x4 est diagonalisable dans C. Notons z1, z2 ses racines (complexes non
réelles). On rappelle que z; = z3. Notons 21 = z = a — i, a, 8 € ]R avec # > 0. Soit w vecteur
propre de A pour la valeur propre z. Alors

) =: J donc A est semblable & \Is + J

Av=zwet Aw= 7z W
<~

=z

donc w # 0 est un vecteur propre de A pour la valeur propre Z.
Notons R(w) = ex et F(w) = eg. Alors on a

Aeg + 1Aeg = (a — if)(ex +ieg) = aex + feg + i(aeg — Bep). (13.1)

On a aussi
Aeg — iAeg = aexp + feg — i(aeg — Beg). (13.2)

1
En réalisant 5[ 13.1)) + (13.2))], on obtient

Aeg = aeg + Beg (13.3)

1
et en réalisant 2—[ 13.1) — (13.2))], on a
i

Aeg = —fex + aeg. (13.4)

On conclut des lors que ’'on montre que (eg, eg) est libre. Pour cela, exploitons la liberté de (w,w) =
(e + ieg, e — ieg) ce qui est équivalent a la C-liberté de (e, eg). Comme ce sont des matrices
colonnes de R, la C-liberté entraine la R-liberté.

Finalement, (e, eg) est libre donc forme une base. Par le théoréme de changement de base, au vu

de (|13.3)) et (13.4]), A est semblable & (g _aﬁ>

2. Cayley-Hamilton est un peu exagéré. Comme x4 est scindé, A est trigonalisable et sa diagonale est {A, A}. Ainsi, A — \],

est de la forme (0 C> donc (A — /\12)2 =0.

0 O
3. C’est bien une base. En effet, si pie1 + psea = 0, alors (A — Al2)(u1e1 + poez) = p1 (A — Az2)(e1) = 0 donc py = 0. Alinsi,
—_———
£0

pze2 = 0 donc p2 = 0 et (e1,e2) est libre. Par cardinalité, c’est une base.
4. et une matrice de passage est donc (e1 | e2)
5. on aurait pu prendre z = « + i8 mais on n’aurait pas le méme résultat a la fin 8 étant changé en —f3
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Z) et se rendre compte qu’en notant P = (w | W),

1
Remarque. On aurait pu écrire la matrice R = (z 1

on a

_ a —f -1
A_PR<B a>(PR)

avec PR € GLa(R).
4. Traitons chaque cas.

a) Soit \, i les deux valeurs propres de A et notons B = diag(\, ). Alors exp(B) = diag(e*, e#).
(a) Y prop g(A, 1 p g(e?,

Alors
x(t) et
vVt € R, = )
(y(t)> <€t“y0>

Si g = 0, alors x est constante égale & 0 et si yp = 0, y est constante égale a 0. Sinon, on a alors

wem (Z0) 2 (1)’

o Yo
donc il existe une constante C' tel que y = C|z|M*.

1
A ) Alors on obtient le systeme différentiel

(b) Soit A € R et étudions le cas B = (0 \

{ () = dx(t) +yt) teR

On obtient donc que y(t) = yo exp(At). L’équation en x n’est plus qu'une simple EDL d’ordre 1 que
I'on résous. Les solutions homogenes sont les C'exp(A-). En considérant C' € D!(R,R), on a

2/ (t) = Ma(t) + y(t) = exp(=At)2'(t) — Aexp(=At)z(t) = exp(=At)y(t) = yo.

Ainsi, t — exp(—At)z(t) a pour dérivée yo donc il existe C' telle que Vt € R, z(t) = exp(At)(yot + C).
Obtenons une expression de t. Si yp = 0, alors y = 0 et = est de la forme t — Cexp(At). Sinon, on a

y(t)

-2 = exp(At
m p(At)

donc

- %m <y(t)) o %ln(\y(t)b.

Yo
On en déduit que

ot) = o(t) (C+ -+ 3 my()) = Col) + SO nlly(o))

avecg’:£+c~’:g_w.

Yo Yo A
(6%

(c) Soit a, € R, B > 0. On cherche a calculer exp(B) avec B = (5

:f) . On présente deux méthodes.

0 -1

e Méthode brutale. On note B = als + 85 avec S = <1 0

>. Alors S%? = —1I,. Ainsi, S?N =
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(—1)NIy et S2N*! = (~1)VS. Ensuite, pour tout ¢ € R,

oo 4k k
exp(tB) =Y Z' (aly + BS)* Zt > ( >apﬁqsq = Z > —'aquSq
k=0 Pl " pra=k k=0 p+g—= kP!

—+o00 “+o0
tP 4
= E iapj E _ QSQ
i (p—Op! 2) (— q!B )

+oo 2k 2k
= exp(ta)ly (Z ((tﬂ) S + Z ;i n : 2k+1>

B +0o (tﬂ)%( )k tﬁ)%“( 1)k
= eXp(tCt) (kz;] <2k‘ I + Z 2k+15>

= exp(ta)(cos(ft) Iz + sin(5t)S)

_ cos(Bt) —sin(5t)
= exp(ta) (sin(ﬁt) cos(ft) )

ou (x) se justifie par produit de Cauchy. On en déduit que
z(t)\ cot cos(ft) —sin(Bt)\ [xo
y(t) sin(8t)  cos(Bt) | \yo

z(t)e™™ = cos(Bt)xo — sin(Bt)yo ; y(t)e * = sin(Bt)xq + cos(at)yo.

ce qui donne

Ainsi,
72 (22(t) + 2 (1)) = 23 + o}

donc

avec R = \/x3 + 3.

e Méthode plus subtile. On présente une alternative si I’'on veut éviter ce calcul d’exponentielle.
Pour cela, posons z = x + iy. Alors on montre que 2z’ = (o + i)z donc

3;2 (t) + y2 (t) _ eQatRQ

Vt € R, 2(t) = Cexp((a+if)t) = Cexp(at)(cos(Bt) + isin(S5t)).

On veut maintenant extraire partie réelle et partie imaginaire et il faut faire attention car C' est
complexe. En notant C' = xg + iyg, on obtient

x(t) +iy(t) = e (xg cos(Bt) — yo sin(Bt) 4 i (xq cos(Bt) + yo sin(Bt)))
donc en identifiant partie réelle et partie imaginaire, on obtient le méme résultat.

On indique ici un code qui permet de dessiner des portraits de phases pour le systéme X’ = (PDP~1)X

d

curseur de [—3, 3] d’incrément 0.1. Le code a été rédigé sur JupyterNotebook. Il se trouve dans un fichier .txt
que vous trouverez en cliquant sur cette phrase.

On dessine quelques portraits de phases a la page suivante. Davantage de détails se trouvent en cliquant
sur cette phrase. On y reprend ’exercice.

avec P = (Z b) et D = : ?) ou a,b,c,d,a, B,7,d sont des réels que I'on peut faire bouger le long d’un
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Chapitre 14

Calcul différentiel

Quelques exercices de calculs se trouvent dans la planche pour MP.

Exercice 115. Soit ¢, : M € My (R) — MP? € M,,(R). Montrer que ¢, est différentiable et calculer sa
différentielle pour tout p € N.

Corrigé : On munit M, (R) d’une norme || - || d’algébreEl On écrit
p . .
op(M + H) = (M + H)? = MP +y M 'HMP"™" + (M, H)
i=1

oun(M, H) est une somme de produit de matrices M et H contenant au moins deux fois H dans le produit. Par
sous-multiplicativité de la norme || - ||, ||n(M, H)|| < ||H||?||C(M, H)|| ou C(M, H) est bornée par un produit
de ||[M]| et de ||H||. On a donc

/4
op(M +H) =M+ M"THMP™" + o(H)

i=1
p . .
et Z:]\W_lHMp_Z est linéaire en H. Ainsi,
i=1
p . .
d(op)m(H) => M HMP™.
=1

Exercice 116. Soit Inv: M € GL,(R) — M~ € GL,(R).
1. Montrer que Inv est de classe C*°.
2. On souhaite calculer la différentielle de I'inverse.
(a) Premiere méthode. Déterminer les dérivées partielles de Inv en I,,, puis en déduire la diffé-
rentielle de Inv en I, et le cas général.
(b) Deuxieme méthode. On munit M, (R) d’une norme d’algebre ||-||. Soit H telle que ||H]|| <

1. Montrer que Z HF converge. En déduire que I, + H est inversible puis déterminer la

k>0
différentielle de Inv en I,, puis le cas général.

(c) Troisitme méthode. Etudier la différentielle de l’application M +— M x Inv(M).

Corrigé :

1. il en existe. Par exemple, la norme d’opérateur associée & M pour la norme euclidienne standard de R™, ou encore la norme
euclidienne de M, (R).
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1. Déja, Inv a pour ensemble de départ un ouvertﬂPour une matrice M quelconque, on a A[Com(A)]T =

det(A)I,. Alors A~! = det(4) [Com(A)]T et A~! est alors une fraction rationnelle en les coefficients de
e

A (det(A) est polyndmial en les coefficients de A, Com(A) aussi car les mineurs le sont) donc Inv est C™.

2. (a) On note ([E;;);; base canonique et on note une matrice M par ses coefficients (m;;). Alors

Olnv o1 1
= (1)(M) = lim (1o +tBy] " — 1)
Sii=j,
Olnv . 1 1
WO =l (§ [ 1] ) o= B
Sii# 7,

Vt € R, (I, + tE;) "' = I,, — tE;

Olnv
car Efj = 0. Ainsi, T(In)(M ) = —E;;. Ainsi, vu que Inv est C!, I'expression de la différentielle
4
en fonction des dérivées partielles est

VH € Mp(R),dlnvy, (H) = > hijm—
Repartons dans le cas général. Soit M € GL,,(R) et H € M,,(R). Pour H suffisamment petit, M + H
est inversible (car GL,,(R) est inversible) donc

(M+H)™" = (L, + M H)' M
=Tov(l, + M 'H)M ™' = (Inv(I,,) + dInvy, (M~ H) + o(H))M ™!
=Inv(M) - M'HM™ + o(H)

quand H — 0. Attention & x : les matrices ne commutent a priori pas! On a (AB)~! = B~1A~!|
On en déduit que

VM € GL,(R),YH € M,(R),dInvy (H) = —-M*HM™L.

(b) Une norme d’algebre est sous-multiplicative. Ainsi,
HY\ < ) NHID ==
$ ) < S . =

La série E HF converge alors absolument donc converge. Ainsi, on peut considérer

E>0
+0o0 +oo
(In—H)> H"=>(H"— H"") =1,.
k=0 k=0
Ainsi,
+oo
(In+H)> (-H)" =1,
k=0
et
+oo
(In+H) ' => (-H)* =1, — H+ o(H)
k=0

2. GL,(R) = det™"(R*)
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quand H tend vers 0. On retrouve alors les résultats de la méthode précédente et on continue de
méme :

VH € M,(R),dInvy;, (H) = —H.

Repartons dans le cas général. Soit M € GL,(R) et H € M, (R). Pour H suffisamment petit, M +H
est inversible (car GL,,(R) est inversible) donc

(M+H) =T, + M H) M
= Inv(l, + M *H)M™!
= (Inv(I,) + dInvy, (M 'H) 4 o(H))M~*
=Tnv(M) - M'HM ™" 4 o(H)

quand H — 0. Attention & x : les matrices ne commutent a priori pas! On a (AB)™! = B~1A~!|
On en déduit que

VM € GL,(R),VH € M,(R),dInvy (H) = —-M*HM™L.

(c) ¢ : M € GL,(R) — MInv(M) € GL,(R) est constante égale a I,, donc de différentielle nulle. En
fait, en notant ¢ : (A4, B) € Mu(R) x M, (R) — AB est différentiable et ici, (M) = (M, Inv(M)).
Par la regle de la chaineEL on a

0=doy(H)=1d(H)Inv(M) + MdInv (H)

ce qui donne
~M'HM™! = dlnvy, (H).

Exercice 117. Montrer que le déterminant det : M € M, (R) — det(M) € R est de classe C* et
calculer sa différentielle.

Corrigé : On utilise ici la densité de GL,(R) dans Mn(R)lﬂ

n

On calcule la différentielle de det en I,. Soit H € My(R). On a alors det(I, + tH) = [ (1 +t);), ot pour

i=1
tout ¢ € [1,n], \; € Spc(H), donc

n

det(I, +tH) = (1 +thi) =1+t > Ai +oro(t)
=1 =1
=tr(H)

donc ddety, (H) = tr(H).
On calcule la différentielle de det en P € GL(R). Pour tout H € M, (R), on a
det(P + H) = det (P (L, + P~"H)) = det(P) det(L, + P~'H)
= det(P) (1+Tr(P~ H) + o(H))
= det(P) + det(P)Tr(P~'H) + o(H)
= det(P) + Tr(det(P)P~'H) + o( H))
= det(P) 4 Tr([Com(P)|TH) + o(H)

o

3. plus simplement, la différentielle d’une application bilinéaire

4. Ce n’est pas dur. Soit M € M, (R). Alors det(M +x1,,) est polynémiale en x donc n’a qu’un nombre fini de racines. Soit alors
Zo, la racine de module la plus petite. On considére alors la suite (1/p)p>p, tel que |1/po| < |zo|. On construit ainsi (M + %In)pzpo
suite de matrices inversibles qui tend vers M en +oo.
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quand H — 0 car P[Com(P)]T = det(P)I,. Ainsi, ddetp(H) = tr((Com(P))T H).
On calcule la différentielle de det en M € M, (R). Soit une suite de matrices M, inversibles tel que
M, — M. Alors

p——+00

ddet, (H) = tr((Com(M,))" H).

Par continuité de la comatrice, par continuité de la différentielle du déterminant, on a donc

ddetp(H) = tr((Com(M))T H).

Exercice 118. Soit f € C2(R?\0,R) et g : (r,0) € R** x R — f(rcos(d),rsin(d)) € R. Calculer
Af(rcos(f),rsin(f)) en fonction des dérivées partielles de g (on rappelle que pour une fonction de R?
dans F, Af =02, f + agyf). Indication : on pourra le faire pour Oy f(r cos(8),rsin(0)) dans un premier
temps.

Corrigé : On calcule les dérivées partielles de g d’abord. Soit (r,0) € R™ x R. En notant = rcos(f),y =
rsin(6),
O1g(r,0) = cos(0)01f (x,y) + sin(0)daf (x, y)

et
O29(r,0) = —rsin(0)01 f(z,y) + rcos(0)02 f (,y).

O1g(r,0) _ cos(6) sin(6) o f(x,y)
Oag(r, 0) —rsin(f) rcos(@)) \Oaf(z,y) )"

On inverse la matrice carrée pour obtenir

Ainsi,

S00) 09, 6) = (r,0) . D (z,y) = sin(B)dg(r, ) + <)

01f(2,y) = cos(0)ng(r,0) - = ;

Oog(r,0) =:1(r,0).

Pour plus de lisibilité, on a défini ¢, .
Prenons du recul sur ce qu’'on vient de montrer. Si on a F(z,y) = G(r,0), on vient de montrer que

01 F(z,y) = cos(0)91G(r, 0) — Smr(e) 8rG(r,0)
et p
By F (2,y) = sin(0)D1G (r, 0) + Coi( ) 0, ).
On applique alors le résultat pour F' = 01 f ou F' = 0o f ce qui donne
02, f(2.9) = cos®)ne(r.0) — D g1, 0)
et 9
92,8 e.) = sin(@9r0(r.0) + Dy, 0),
Alors[] (8 (6
Drp(r, 0) = cos(0)d2.g(r, 0) + S”;g ) dug(r, 0) — Slf;()ag(,g(r, 6)
et 9 (0
Dop(r,0) = —sin(0)d1g(r, 0) + cos(0)0%g(r, 0) — Coi()agg(r, 0) — Smr()aggg(n 0).
De plus,
0,0(r.0) = sin(0)22,9(r.6) — X g(r.6) + Sz gr.6)

5. on utilise dés qu’on le voit le théoréme de Schwarz, nos fonctions étant de classe C?
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et

920(r,0) = cos(0)0rg(r.0) + () (r,0) — D g(r,0) + Do, 0),
On obtient alors
02, 1(a.9) = cos®)ne(r.0) — D 1. 0)
= cos?(0)0%, g, 0) + O g, ) OOy )
. 2 . . )
N s1n£9) D1g(r,6) — M@%y(r, 0) + mswg;m(gébg(r,e) N s1nr2(9) 02,9(r,0)
et
9 ) cos(6)
08,1 (2.y) = sin(®)0r(r.6) + Doy (r.0)
= sin?(0)02,9(r.0) - 2010 5, . g) 4 IO g )
2 : : 2
N cosr(@)alg(r7 0) + Wa,?@g(r, 9) — Coswizsmwaw(r, 0) + cosr2(Q) 82,9(r,0).

Heureusement pour nous, les termes se ressemblent et on peut sommer facilement terme & terme :

1 1
8a2jxf(x7 y) + 8§yf(l’, y) = azrg(’r? 9) + ;alg(ra 0) + ﬁagﬁg(ru 0)

Exercice 119. Cet ezercice est en lien avec Uezercice[9]] Soit (E, (-,)) un espace euclidien et u € S(E).
On appelle quotient de Rayleigh associée a u ’application

R(u,): E\{0} - R
(u(z),z)

X — <$, (L‘)

que l'on note f dans cet exercice. On note || - || norme euclidienne associée.
1. Montrer que f est bornée et atteint ses bornes.

2. Montrer que f est différentiable sur E\{0} et calculer sa différentielle en tout point de E\{0}.

3. En déduire une preuve du théoreme spectral.

Corrigé :

1. Cette question est classique. Nous présentons ici deux preuves. Une premiere plutot algébrique, celle
qu’on attend en général, une plutét topologique qui doit étre utilisée pour cet exercice. En effet, la
preuve algébrique utilise le théoréme spectral mais c’est ce qu’on cherche a démontrer a la question 3!

Méthode 1 : Par le théoréme spectral, il existe Ay < --- < A\, valeurs propres de uw et e, - - - , e, vecteurs
propres associées aux valeurs propres respectivement telle que (ey, - - - ,e,) forment une base orthogonale.
Soit v € E,x # 0 et puy, -,y des réels tels que

n
T = Z UEEE-
k=1

Alors

u\r),r) = Y iuei,n jej :n Y ij)\iei,ej:n/\i?.
(u(x), z) <;u();u > DO pinihi (e, ) ;u

i=1j=1
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Ainsi,

n n n
ALY o pd <> N <A g
i=1 i=1 i=1

n
Puisque Z p? = (x,x), on a finalement
i=1

f est donc bornée. f atteint ses bornes puisque f(e1) = A1 et f(e,) = M.
Méthode 2 : Par bilinéarité du produit scalaire, on a

vz € B\[0}, f(z) = <u (”;50 Hz\l> |

X

Ainsi, en notant S = {x € E : ||z|| = 1}, puisque Yz € E\{0}, Tzl €S,ona
x
inf  f(x)=1inf f(y), sup f(z)=supf(y
somfoy (2) = inf f(y) o (z) Sup ()
S est bornée et S = || - [|71({1}) donc est fermé car || - || est continue — par exemple, par la deuxiéme

inégalité triangulaire, elle est 1-lipschitzienne — et {1} est un fermé : S était donc I'image réciproque d’un
fermé par une application continue. S étant inclus dans E de dimension finie, S est compact.

u est continue car linéaire en dimension finie. x — (u(z),x) est continue puisque par Cauchy-Schwarz,
|(u(z), z)| < ||u(@)|[||z]| < ||ull||z]|?. Enfin,  + ||z||? est continue donc par quotient bien définie d’appli-
cations continues sur F\{0}, f est continue sur cet ensemble. En particulier, f est continue sur S.

Par le théoréeme des bornes atteintes, fg est bornée et atteint ses bornes. Il existe donc a,b € S tel que

inf f(z) =inf f(y) = f(a), sup f(z)=supf(y)=f(b)

zeE\{0} yeSs z€E\{0} yes

Ainsi, f est bornée sur E\{0} et atteint ses bornes.

2. On rappelle que le calcul différentiel dans un autre espace que R™ améne a des délicatesses. Dans R™, on
dispose d’une base canonique ot la plupart des calculs sont faits dans cette base. Ici, E est de dimension
finie donc on pourrait plonger dans R™ mais cela serait maladroit. Contentons-nous de la définition de
la différentielle, a savoir un développement limité.

Soit z € E\{0}. Par linéarité de u et bilinéarité du produit scalaire, en notant B(z) = (u(z), x)
Vh € E,B(x+h) = (u(x+h),z+h) = (u(@) +u(h),z+h) = (u(z), z) + (u(h), ) + (u(z), h) + (u(h), h).

u étant symétrique, (u(x),h) = (u(h),z) pour tout x,h € E. De plus, par Cauchy-Schwarz, |(u(h), h)| <
lu(m) 2] < Mlulll2]? = opso(l|RI)} Finalement,

Vh € B, B(x + h) = B(z) + 2(u(x), h) + ono(|[2])).

De plus,
Vh € E, ||z + h|* = ||2]* + 2(z, k) + ono([|2])-

Ainsi, par quotient,

1 1 1 1 2
Vh € E, 5= T3 _ 2( B <96,f2l>
e+ R[> (o214 280 4 6 o(n)) Il |

[l

+onsoll)

6. On n’a pas besoin d’étre si précis. u étant continue et u(0) = 0, la premiére estimée donnait déja le o(|h|) souhaité.
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Ainsi, par produit,

((wla),a) +2futo). ) - 2‘<|f3’”2> (u(a), ) + onal A1) ) = Fla)as(h)ono11])

1

avec

e { 208) — f@))
o) = oz ((u(e). ) = (@) (@) = ( ZHE g )

Ainsi, f est différentiable en x pour tout x € E\{0} et

2(u(x) —xf(x 2(u(x) — f(x)x
) = (P ) 1) gy - 2ete) = Se)

3. Montrons donc le théoréme spectral par récurrence sur la dimension de FE.

e Sin =1, c’est clair.
e Supposons le résultat acquis jusqu’au rang n — 1. La question 1 nous a donné a € S tel que

iEn\f:{O} f(z) = f(a). Puisque {0} est un fermé, E\{0} est un ouvert donc tout extremum de f dans
Te

E\{0} est point critique de f car f y est différentiable. Ainsi, V f(a) = 0 donc u(a) — f(a)a =0 et
u(a) = f(a)a : a est non nul donc a est vecteur propre pour u pour la valeur propre f(a).

o Si&f(q)(u) = E, alors u = f(a)ldg donc u est diagonalisable en base orthonormée.

o+ Si ce n'est pas le cas, comme Ey)(u) est stable par u et u est symétrique, I'orthogonal
L i
<€f(a) (u)) est stable par u* = w. Ainsi, on peut définir @ U'induit par u sur (Ef(a)(u)) .
1
Par hypothése de récurrence, comme dim ((5 f(a)(u)) ) € [1,n — 1], on dispose d’une base de

1
(5 F(a) (u)) de diagonalisation orthonormée pour u.

En concaténant une base de £, (u) et la base précédente, on obtient une base de diagonalisation
orthonormée de u. Le théoréme spectral est démontré pour la dimension n.

Par principe de récurrence, le théoreme spectral est démontré.

[ Exercice 120. Déterminer les triangles d’aire maximale dans un cercle de centre 0 de rayon 1. ]

Corrigé : Tout d’abord, une premiere esquisse. Soit C' cercle de centre 0 de rayon 1. Soit f : (4, B,C) €
C? — Aapc € R ot I'on note Aypc aire du triangle ABC'. Alors

det (E, 1@)

Aapc = 5

ou A, B, C sont rangés dans le sens direct. On cherche a maximiser f. Déja, en notant Ry rotation d’angle 6,

Ro(A)Ry(B) = Ry (ﬁ) .

Ainsi, pour tout 4, B,C € C3, on a

det (Ro(A)Ry(B), Ro(A) Ro(CY) det (4B, AC)

f(Ro(A), Ry(B), Ry(C)) = 5 = det(Ry) 5

= f(A,B,C)

car une matrice de rotation est de déterminant 1. Par ailleurs, f(A, B,C) = f(A,C, B). Ainsi, le probleme
est invariant par rotation et par orientation. On peut donc poser A = (1,0), B = (cos(f),sin(f)) et C =
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(cos(#'),sin(0")) avec 0 < < 6§ < 2m. Avec ces notations,

~ 1lcos(d) —1 cos(#)—1
Aapc = 2| sin(f) sin(#") ‘
_ 1| —2sin*(0/2) —2sin?%(9'/2)
~ 2|2cos(0/2)sin(0/2) 2cos(6'/2)sin(6'/2)

—sin(0/2) —sin(0'/2)
cos(0/2)  cos(0'/2)

AV AN ,
= 2sin (2> sin (2) sm( 5 ) =:9(0,0").

Soit D le domaine qu’on cherche a optimiser D = {(0,0") : 0 < 0 < #' < 2x}. Par définition,

OD= ({0 =0}u{d =27} U{6=6"})ND.

= 2sin(6/2) sin(6'/2)

Ainsi, g est nulle sur 0D et est strictement positive sur D. Par compacité de D et continuité de g, le maximum
de g existe et est atteint en un point critique. On calcule donc les dérivées partielles :

° Jg 0"\ /1 0 0 —6 1 0 0 —0
/ %9 N —oan( )\ (2 2 g _ Zginl( 2
V(G,O)ED,OH(G,O) 2sm<2>(2cos(2>sm< 5 ) 281n<2>cos( 5 )>
AN
:sm<2>sm<2—0>.
0

o Jg 0
/ —J JA - : Z _pn
v(0,6") € D, 9/(«9,0)—51n(2>sm<2 9).

Sur Uintérieur de D, les sin d’angle moitié ne s’annule jamais donc (6, 6") est point critique si, et seulement si

De méme, j’ai

(Y

Sm<2_9>:0 Ik cZ,20 — 0 =2kn

sin<9—0/>_0 3K € 72,20 — 0 = 2K~
2

k€ 7,20 — 0 = 2kn
K € 7,30 = (4K + 2k)7

dk € 72,60 — AKm — 2K7 = 2km
) 3K ez 0= L{;%w
4
Tk e€Z,0 = (K + k)

<~ o
K €Z,6= "5 (2K + k)

[}
On conserve les solutions dans D a savoir K =0 et k= 1. On a alors

47 2
0=, 0="
37 3
donc
Ao —a (25 17) 203
ABC = 9 3°3 )7 T4

Remarque : si on veut un cercle de rayon quelconque noté R, alors laire est multiplié par R%. L’exercice
original était pour une ellipse. Toute ellipse se raméne a un cercle par une transformation trés simple. En
effet, l’équation cartésienne d’une ellipse est

G-
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ot a,b > 0 désigne respectivement le demi-grand aze et demi-petit aze. On considére alors ¢ : (x,y) € R?
(az,by) € R2. Alors p(C) = E. En effet, pour x,y € R, notons (u,v) = ¢(x,y). On a alors

2 2
1:x2+y2=(u) +<v) .
a b

Ainsi, (u,v) € €. Par ailleurs, ¢ est clairement C* et bijective : sa réciproque aussi est clairement C' (on parle
de C-difféomorphisme). Comme det(p) = ab > 0, on obtient que abAaspc = Agapcy ot p(ABC) désigne le
triangle transformé par ¢ (il suffit de dessiner le triangle p(A)p(B)e(C)).

' ™)

Exercice 121. Soit f : R” — R de classe C!. On suppose qu’il existe & € R™* tel que
e
v,y €R", f(y) = fz) 2 (Vf(2),y —2) + Slly = x|,

1. Montrer que f est coercive (i.e. f(z) — +00).
[zl —+o00

2. En déduire que f admet un minimum que ’on va noter a.

3. Montrer que ce minimum est unique. En déduire que pour tout x € R, Vf(z) =0 <= z = a.

4. Soit z € R™"\{a}. On note ¢, : t € R~ f(x +tVf(x)) € R. Montrer que ¢, admet un et unique
minimum noté ¢, ;.

5. On construit la suite récurrente z9g € R",Vn € N,zp11 = zp + tpg,dy o0 dyp = Vf(x,) et

Osiz=a . ,
b = { 0 si . On souhaite montrer que (x,), converge vers le zéro de Vf.
g sinon

(a) Montrer que s'il existe ng € N telle que z,, = a, alors (x,), stationne. On suppose dans la
suite que ce m’est jamais le cas.

) Montrer que (f(zn))nen est décroissante.
(¢) En déduire qu’a une sous-suite pres, (z,), converge, disons vers x.
(d) En déduire que |V f(x)|* = 0.
)

e) Conclure.

—

Corrigé :
1. Soit x € R™. Alors o
f(x) = f(0) +(Vf(0),2) + §||~”UH2 —

llz[|—+o0
Ainsi, f est coercive.

2. En particulier, il existe A > 0 tel que V||z|| > A, f(z) > f(0). Sur le compact B¢(0, A), f est continue
donc admet un minimum noté a. Ainsi, f(0) > a et Vo € R”, f(x) > a.

3. Soit b un minimum de f. Alors

F(6) = f(@) =0 (Vf(a).b—a) + 5|

b— al?

mais a est point critique donc 0 > ||b — al|? : b = a. On en déduit que si V f(x) = 0, alors par coercivité,
fla)— f(z) >0+ %Ha —z||? donc f(z) < f(a). Par minimalité de f en a, f(z) = f(a) et par unicité du
minimiseur, x = a.

4. Supposons que Vf(z) # 0. ¢ est coercive par composition de limite. Par continuité, elle admet un
minimum. Il manque 'unicité. Ce minimum est point critique, disons ty. On a donc ¢'(¢y) = 0. Or,

vVt eR, Spl(t) = dfx+tVf(x)(vf($)) = <Vf(.7) + tVf), Vf(l’»

En ¢ = ¢y, on a donc

(Vf(z+toVf), V() = 0.
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(c’est important, on va 'utiliser & (x)). On a alors
p(t) = flz+1V[(2)) = [z + oV [(z)) + (VI (@ + 10V ), (= 10)V(2)) + %(t —t0)*|IV £ ()]

donc ¢(t) > ¢(tg) pour tout t # tp. On a bien unicité du minimum.
5. (a) Supposons que zp, = a. Alors V f(x,,) = 0 donc zp,+1 = Tn, + 0 X 0 et la suite stationne a partir
du rang nyg.
(b) Soit n € N. On a xp41 = zp + tpn e, V. f(zn) donc

f@ns1) = f(@n + tnw, V(@) = @2, (tnzn) < O, (tnwn) = [(@n + 0V f(20)) = f(2n).

(c) Comme f est coercive, il existe A > 0 tel que V|z| > A, f(x) > f(xo). Par la question précé-
dente, Vn € N, f(x,) < f(z¢) donc par contraposée, Vn € N, ||z,| < A. Ainsi, la suite (z,,), vit
dans By (0, A) qui est compacte (fermée bornée en dimension finie). Elle admet donc une sous-suite
convergente, notée (z,(,))n et on note z la limite.

(d) On écrit, pour tout n € N,

F(@ns1) = F(@n) = (VF@n+1), tua, VF@a)) +5 [ 0ns1 = a2 0.

=0 par (%)

Comme (f(xy,))n est décroissante minorée (par le minimum de f qu’est a), elle converge donc par
encadrement, ||2,11 — z,]|> — 0. On en déduit que
n—+oo

0=V (@ptuer, Vo)) = (V@) V(@) = V7))
puisque (-, -) est continue de R” x R™ dans R, Vf est continue sur R" par le caractére C! de f sur
R" et que
Lon)+1 = Lop(n)+1 = Lo(n) TTen)  —77 T
—_———

— 0
n——+oo

(e) Ainsi, Vf(x) =0 donc z = a. Ainsi, (z,), admet une unique valeur d’adhérence qu’est a : comme
elle est a valeurs dans un compact, elle converge.
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