Théoreme de compacité de RIESZ
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Soit E un espace vectoriel normé. Si E est de dimension finie, alors les compacts de E sont les fermés
bornés. En particulier, la boule unité fermée est compacte.

En dimension infinie, on ne peut pas caractériser les compacts par les fermés bornés. On a méme plus fort :
E est de dimension finie si, et seulement si, sa boule unité fermé est compacte. On présente deux preuves : une
via Bolzano-Weierstrass, une autre via Borel-Lebesgue.

D’abord un petit lemme.

Exercice 1. Soit E, un espace vectoriel normé de dimension finie. Soit F', un fermé non vide de F.
Montrer que d(z, F) := inlf? ||z —y|| est atteinte. Méme question mais F est supposé de dimension infinie
ye

et F', un sous-espace vectoriel de dimension finie.

Corrigé : On rappelle qu'un espace de dimension finie est fermé. Soit a € F,d = ||z — al|. Soit K =
FNBf(x,d) ={y € F: |z —y| <d}. K est inclus dans un fermé, et K est fermé borné. Ainsi, K est compact
(dans K) car F est de dimension finie . L’application y +— ||y —z|| est continue sur K donc atteint son minimum
en ¢ € K par le théoreme des bornes atteintes. Ainsi, Vy € K, ||z —y|| < ||z —¢|| donc ||z —¢|| < d. Par ailleurs,
Vy € F\K, ||z —y|| > d > ||x — ¢||. Ainsi, d(z, F) > ||z — ¢|| mais puisque ¢ € F, on a égalité.

Voila une preuve via Bolzano-Weierstrass.

Exercice 2. Soit F/, un espace vectoriel normé. Montrer que sa sphére unité fermée est compacte si, et
seulement si, E est de dimension finie. Indication : On pourra utiliser l’exercice[]] et regarder un vecteur
unitaire u vérifiant d(u, F) = 1 pour F', un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, et construire
une suite d’éléments de By(0,1) sans valeur d’adhérence.

Corrigé : Si F est de dimension finie, c’est clair. Si E est de dimension infinie, pour F' de dimension finie
de E, on sait par l'exercice [1| qu'il existe y € F, vérifiant d(z, F') = ||z — y|| pour tout x € E\F. Posons donc
=Yy

H R Alors u est unitaire, donc d(u, F) < |lu|| = 1. Par ailleurs,
r—y

u =

1
Vz € F,|lu—z| = m”x — (W + llz = yl[2)]-

De plus, ||z —(y + ||z — y||)z || < d(x, F) = ||z —y||. Donc ||u—z| > 1, et ce, pour tout z € F. Donc d(u, F') =1
€F

au final.

Considérons maintenant une suite u & valeurs dans B¢(0, 1) vérifiant Vn,p € N2 n#p = |jup — upl| > 1.
Cela signifie que u n’a pas de valeur d’adhérence, contredisant la compacité de la boule fermée de F.

On consideére ugp, un élément unitaire quelconque. Supposons ug, - - + , u,—1 construit. L’espace Vect(ug, - -+ , Up—1)
étant de dimension finie, le début de la preuve assure un élément wu, vérifiant d(u,, F,) = 1. Alors Vk €
[0,n — 1], ||un, — ug|| > 1. D’olt la construction de u,. On construit ainsi une suite u satisfaisante.
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Voila une preuve via Borel-Lebesgue.

Exercice 3. On admet que X est compact si, et seulement si, pour toute famille d’ouverts (U;);er, si

n
X C U U;, alors il existe 41, - , i, € I vérifiant X C U Ui, (propriété de Borel-Lebesgue).
i€l k=1
Soit (£, || - ||) un espace vectoriel normé et By(0,1) = {x € E : ||z|| < 1} supposée compacte. On veut

montrer que E est de dimension finie.

1. Montrer qu’il existe un entier n € N* et 1, - ,x, € E tel que
" 1
Bi(0,1)C | | B(ai,=).
(0, 1) 1L:J1 <m1 2)

2. Soit V' = Vect(xy,--- ,zp). Soit z € E\{0}. On veut montrer que x € V.

(a) Expliquer pourquoi il suffit de montrer le résultat pour x € Bf(0,1). On considere alors
r€B f (0, 1).

(b) Montrer qu'il existe une suite (yx)zen € V7 tel que VEk € N, ||z — || < 2% On pourra procéder
par récurrence et exploiter la question 3a).
(c) Conclure que x € Vet E=1V.
3. En déduire que (E, ||-||) est de dimension finie si, et seulement si, {x € E : ||z|| < 1} est compact :

c’est le théoreme de compacité de Riesz.

Corrigé :
1. On a
Bf0,1)c |J B (m ;) .
z€B;(0,1)
Comme By (0, 1) est compacte, il existe x1,--- ,x, € Bf(0,1) tel que

(2

" 1
B;(0.1)c || B (;U ) .

1
2. (a) Supposons que le résultat est vrai pour € Bf(0,1). Comme z € E\{0}, en notant A = Tl on a
T

1
Az € B(0,1) donc Az € V. Comme V est un espace vectoriel, X)\x €V donczxeV.

" 1
(b) Pour construire yp, on sait que & € By(0,1) C U B (:ri, 2) donc il existe ¢ € [1,n] tel que
i=1
€eB L)
x xi, = | i.e.
iy ) be

En posant yg = x;, on a le résultat souhaité.

N

[l = | <

Supposons donc construit yg, - -+ , ¥, pour un certain n € N. On veut construire y,+1. Pour cela,

on sait que
1.
lz =yl < 5 de 2%z = ya)| < 1.

" 1
On en déduit que 2"(z —yy) € Bf(0,1) C U B (azi, 2) donc il existe 7 € [1,n] tel que 2"(z —y,) €

1
B <a:i, ) i.e.
2
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donc
1 1
T=Yn = 3| S gury
En posant y,+1 = yn + 27:131 € V, on a le résultat souhaité. On conclut par le principe de récurrence.
(c) Par encadrement, on a y, — =z et comme V est fermée, x = lim y, € V donc z € V.
k—+o0 k—+o00

3. Si E est de dimension finie, on sait déja que B¢ (0, 1) est compacte.

Si B¢(0,1) est compacte, alors E égale un espace vectoriel de dimension finie donc E est bien de
dimension finie.
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