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Chen Thomas

Introduction

Dans ce mémoire, on souhaite étudier I’équation différentielle du premier ordre —u” +Vu = Eu ou V est une fonction
périodique a minima continue par morceaux. Dans une premieére partie, on s’intéresse a la théorie de Floquet et a
I’équation de Hill

(P(2)y () + Q(x)y(z) =0; z €R

ou P, @ sont a-périodiques et P est une fonction suffisamment réguliére (voir sous-section 1.2). On s’intéresse & l'exis-
tence de solutions périodiques et/ou antipériodiques et introduit un critére utilisant une notion de discriminant de cette
équation. Dans une seconde partie, on s’intéresse au probléme aux valeurs propres

(Py') +(As = Q)y = 0.

On étudie alors le discriminant en fonction du parametre A. Dans ces deux premieres parties, nous utilisons des méthodes
ad hoc qui ont du mal a se généraliser. Le but final de ce mémoire est d’aboutir & une these sur les opérateurs périodiques
non autoadjoints. On introduit alors dans la troisieéme partie un outil plus général : I'intégrale directe d’espaces de Hilbert.
Apres avoir étudié quelques propriétés dont une forme de théoréme spectral version calcul fonctionnel, on applique ces
outils au probleme de valeurs propres précédent.

Pour fixer les notations, dans toute la suite, les produits scalaires hermitiens seront linéaires a gauche et anti-linéraires
a droite. Sauf mention explicite du contraire, F désigne la transformée de Fourier définie par

F: SR — S(R)
= fH/f(x)e*igwdx
R

et qui s’étend sur L'(R) et L?(R).
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1 Théorie de Floquet

On suit de trés pres le livre de Eastham [2].

1.1 Généralités

Soit &« € RT*. Dans toute la suite, 7, désigne la translation par +a : 74 : © € R — x + o € R. On cherche & étudier
I’équation différentielle
ao()y" (z) + ar(2)y'(x) + az(2)y(z) =0; z €R 1)
ol ag, a1, as sont continues par morceaux de R dans C et a-périodiques. On suppose que pour tout a € R, lim+ flz) #
r—ra

0, lim f(z) # 0. Ainsi, on peut appliquer le théoréme de Cauchy-Lipschitz. Sauf mention du contraire, (¢1,2) est un
Tr—a

systéme fondamental de solutions de (1).
Proposition 1.1. 1l existe p € C* et ¥ Z 0 tel que ¢ o 7, = p1).

Démonstration. Soit (p1,p2) un systéme fondamental de solutions de (1) avec W (p1,¢2)(0) = I. Comme ¢ o 7, et
2 0 T, sont également solutions de (1), il existe une matrice M € My(R) vérifiant

o M e (P
poTa =M¢; ¢: (<P2>'

Soit maintenant 1 une solution de (1). Alors il existe deux complexes A1, A2 tels que ¥ = A1 + Aaga. Ainsi, o714 =
A1 0 Ta + Aoz 0Tq = (A1 A2) M. On a alors, pour tout p € R,

Yora=ph=hora=p(A A)¢
= (M MN)M-p(A X))op=0
e (M ) (phy— M)p =0
— (M A2)(ply— M) =0

Liberté

Comme (A1, \2) # (0,0), on en déduit que pIy — M7 ¢ GLy(R) donc p € Sp(M). Comme M transforme une base en une
base, M est inversible donc p ne peut étre nul.

Prenons donc p € Sp(M) (possible car xas est scindé dans C par le théoreme de d’Alembert-Gauss). Alors on a
1) o T, = p par les équivalences précédentes. O

Proposition 1.2. Soit ¢1, @2 systéme fondamental de solutions avec W (1, ¢2)(0) = I5. La matrice M précédente, dite
matrice de monodromie, vérifie

=ooe = (30 50) e (3 3)

Démonstration. Ona ®ot, = PM donc (a) = ®(0)M. Comme $(0) = I, par les conditions initiales, on a le résultat. O

Q

Remarque 1.3. Les matrices de monodromie sont semblables entre elles. Ainsi, lorsqu’on énonce un résultat qui dépend
de M mais qu’on reste invariant par similitude (comme tr(M) ou det(M)), le résultat final ne dépend pas du systéme
fondamental de solutions choisi. Dans la proposition qui suit, le résultat ne dépend donc pas du systéme (¢1, ¢2) choisi.

Proposition 1.4. On a

).

X (X) = X2 = (p1(a) + 95()) X + exp (/0 ao(x)

Démonstration. On sait que x 7 (X) = X2 —tr(M)X +det(M). Ici, tr(M) = @1 (a) + ¢h(a) et par la formule de Liouville
(pour les wronskiens), on a

det(M) = W (1, ¢2)(a) = W(p1, 02)(0) exp (_ /oa al(m)dx)

ce qui conclut. O
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Proposition 1.5. Il existe un systéme fondamental de solutions 11, tel qu’on ait I’alternative suivante :

1. 11 existe my, mo € C et des fonctions p1, pa a-périodiques de sorte que
Vo € R, 1 (2) = exp(Az)p1 () 5 2(x) = exp(Aoz)pa(z).
2. Il existe m € C et des fonctions p1, ps a-périodiques de sorte que
Vo € R, ¢1(z) = exp(Ax)p1(z) ; ¥2(z) = exp(Az)(zp1(z) + p2(2)).
Par ailleurs, si Sp(M) = {p1,p2}, mi € C vérifie pp = exp(mypa) pour k € {1,2}. Si Sp(M) = {p}, alors m € C vérifie
p1 = exp(ma).

Démonstration. Distinguons plusieurs cas.

o Sile spectre de M est de cardinal 2, soit py, p2 ces deux valeurs. Soit k € {1,2}. Alors piIs — M n’est pas inversible
donc il existe a¥, a% des constantes non toutes nulles telles que vy, := a¥ 1 + abw, vérifient ¢y o 7 = prtby (comme
dans la preuve de la proposition (1.1)). Le couple (¥1,12) forme donc un systéme fondamental de solutions. Soit
my, € C tel que pr = exp(mya). Posons, pour tout = € R, pi(z) = exp(—myx)yi(x). Alors

Vo € R,pr(z + o) = exp(—myx) exp(—mya)r(r + o) = exp(—myz) exp(—mra) ppox(r) = pr(z)

donc py est bien périodique et on satisfait la premiere assertion de la proposition.

e Sile spectre de M est de cardinal 1, soit p la seule valeur propre. Soit ¥ tel que 91 o 7o, = ptp1. Soit m € C tel que
p = exp(ma). Posons, pour tout z € R, py(x) = exp(—maz)i1(x).
Soit 19 une solution de (1) telle que (11, 2) soit libre. Alors (1)1, 2) est un systéme fondamental de solutions de
(1) donc la solution 19 o 7, s’écrit A1ty + Aatbe olt A1, A2 sont des constantes. On a alors

Vo € R, W(thy 0 Ta,1h2 0 7o) (@) = W (pth1, M1 + Aath2)(z) = pAaW (Y1, 1h2) ().

Par la formule de Liouville, on a

et ([ 8] ([ 23]

puisque B n’admet que p comme valeur propre. Comme p # 0, on a Ay = p. Il y a deux sous-cas a distinguer.

o Si A =0, alors ¢ 0 T, = exp(ma)is et on est dans le cas précédent donc on satisfait ’assertion (1).

A
« Sinon, posons, pour tout @ € R, pa(z) = exp(—ma)ts(z) — 2 exp(—ma) (x). Alors on a
ap

Va € R, a(z) = exp(ma) (j;xp1<x> +p2<x>) .

Ainsi, on satisfait ’assertion (2), en posant pour tout € R

Uy (z) = exp(ma)pi (z) ; Pa(x) := %Pz(l’) ; Wa(x) = exp(ma)(zpi(z) + Pao(z)) = %f 2().

O

Remarque 1.6. L’assertion (1) a lieu si, et seulement si, ou bien #Sp(M) = 2 ou bien #Sp(M) = 1 et M est une
homothétie. En effet, dans le cas A\; = 0 évoqué précédemment, on avait conclu que M = exp(ma)lz. D’ailleurs, comme
les matrices de monodromie sont semblables, ce résultat est indépendant du systéme fondamental de solutions choisi).
Dans les autres cas, c’est Iassertion (2) qui s’impose.

Définition 1.7. Les constantes p1, p2 sont appelées multiplicateurs caractéristiques et les constantes m1, ms sont appelées
exposants caractéristiques. Il existe donc une infinité d’exposants caractéristiques et en pratique, on les prendra dans

Iintervalle ] i, ﬂ-} .
a o
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1.2 Equation de Hill

On consideére ’équation dite de Hill
(P@)y/ (@) +Qa)y(z) = 05 & € R -

oit P,Q sont deux fonctions a-périodiques, P € C°(R,R\{0}) et P’ € Cgm(R,R). C’est un cas particulier de ’équation
de Floquet (1). Dans la suite de cette section sur la théorie de Floquet, on considére seulement I’équation de Hill. Soit
(p1,p2) un systeme fondamental de solutions de (2). On note encore M la matrice de monodromie associée.

Pour I’équation (2), ’équation caractéristique devient

X2 = (p1(a) + ¢h(a))X +1=0 3)

« P/
puisque exp (—/ P((tt)) dt) = exp(In(P(a)) — In(P(0))) = 1. On note D = ¢1(a) + p5(). Ainsi, les multiplicateurs
0

caractéristiques pi, po vérifient p1po = 1.

Théoréme 1.8. Il existe un systéme fondamental de solutions (11,1s) et p1,ps deuz fonctions a-périodiques vérifiant

1
1. dans le cas D > 2, ¢ = exp(ue)p1 ; 12 = exp(—pe)ps ot p = ngl),
I (— .
2. dans le cas D < —2, 11 = exp(mye)p1 ; 1y = exp(m_e)py 0t my = + (H(apl) + Z)

3. dans le cas D €] — 2,2[, 11 = exp(ife)p1 ; 12 = exp(—ife)p2 ot 0 = %(pl) € ]O, g [
4. dans le cas D = 2,
(a) si M = I, alors 11 = p1,v2 = pa.
(b) si M # I, alors 1 = py1 et o = op1 + pa.
5. dans le cas D = -2,
- - T _ T
(a) si M = Iy, alors Y1 = exp (zao) p1 et Py = exp (zao) pa.
. LT s
(b) si M # I, alors 1 = exp (’&') p1 et Py = exp (zao) (ep1 + p2).

Démonstration. On rappelle que les solutions de I’équation caractéristique (3), notées p; et po, vérifient p1ps = 1. Le
discriminant associé étant D? — 4, on en déduit que |D| > 2 entraine que pi, p2 sont réels et donc de méme signe. Par
ailleurs, D = p; + po.

1. Supposons que D > 2. Alors comme p; + p2 > 2, on en déduit que p; et ps sont strictement positifs. Par la
proposition 1.5, il existe un systéme fondamental de solutions (11,2) et deux fonctions a-périodiques p; et ps tels
que

Y1 = exp(pe)p1

1 1
ol exp(ua) =p1 e = Il(pl) _ ng2) (

car p1 = 1/ps) et
(0%

1y = exp(—pe)p1.

2. Supposons que D < —2. De p; + p2 < —2, on en déduit que p; et ps sont strictement négatifs. Par la proposition
1.5, il existe un systéme fondamental de solutions (11,2) et deux fonctions a-périodiques p; et ps tels que

1 = exp(mqe)p1 ; 2 = exp(m—_e)ps

) 1
ol my est définie par exp(mya) = p; = |p1|e'™ et m_ est définie par exp(m_a) = ps = — = exp(—mia). my

P1
o . _ . B ) ~ In(|p1] - oo
s’écrit a 4 ib donc exp(m4a) = exp(aa) exp(iba) donc exp(aa) = |p1| i.e. a = et ba = w[27] donc b = —
a e!

In(—
convient. On en déduit donc que m, = M + iZ et m_ = —m. conviennent.
a

3. Supposons que D €] — 2,2[. Alors (3) a deux solutions complexes conjuguées de module 1. Soit ¢ un argument

d’une solution. Alors avec § = —, par la proposition 1.5, il existe un systéme fondamental de solutions (1, 12) et

deux fonctions a-périodiques py et ps tels que

1 = exp(ife)p1 et exp(—ibfe)ps.

(dans ce contexte, on demande que exp(i)) = exp(mga) donc 6 convient).
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4. Supposons que D = 2. Alors les exposants caractéristiques sont nuls.
(a) Si M = I, alors par la proposition 1.5, il existe un systéme fondamental de solutions (1, 9) et deux fonctions
a-périodiques p; et po tels que ¥ = p1 et P = po.
(b) Si M # I, alors on est dans le cas (2) de la proposition 1.5 : il existe un systéme fondamental de solutions
(11,12) et deux fonctions a-périodiques p; et py tels que ¥ = p1 et Yo = op1 + po.

7 i
5. Supposons que D = —2. Alors T ot ™ sont les exposants caractéristiques.
e @
(a) Si M = —1I,, alors par la proposition 1.5, il existe un systéme fondamental de solutions (1,12) et deux

fonctions a-périodiques p; et ps tels que ¥ = exp (igo) p1 et Py = exp (ig.) Pa.
(b) Si M # —I5, alors on est dans le cas (2) de la proposition 1.5 : il existe un systéme fondamental de solutions
i
1,%9) et deux fonctions a-périodiques p; et ps tels que 11 = ex Io 1 et
p q p b q p o p
i

g = exp (77') (ep1 + p2).

«

1.3 Caracteére borné et périodique des solutions

Définition 1.9. Pour P,Q donnés I’équation de Hill (2) est dite

« instable lorsque toute solution non triviale est non bornée en 4oo.
e conditionnellement stable lorsqu’il existe une solution bornée non triviale.

o stable lorsque toute solution est bornée.

Proposition 1.10. L’équation (2) est

o instable si, et seulement si, |D| > 2
o stable si, et seulement si, |D| < 2 ou (|D| =2 et M = +1).

« conditionnellement stable si, et seulement si, |D| =2 et M # I5.

Démonstration. On proceéde par disjonction de cas.

o Supposons que |D| > 2. Par le théoreme 1.8, il existe 1,12, p1, p2 tels que ¥ = exp(mie)py et
Yy = exp(mae)pz. Soit ¢ = A191 + Aarba ott (A1, Az) # (0,0).
e Dans le cas ou D > 2, on a m; = —ms donc nécessairement, 1 est non bornée.
e Dans le cas o D < —2, on a |exp(mye)| = exp(R(my)e) et |exp(mae)| = exp(R(mz)e) = exp(—R(m1)e). De
méme, nécessairement, 1 est non bornée.

e Supposons que |D| < 2. Par le théoréme 1.8, il existe un systéme fondamental de solutions formé de fonctions
bornées (puisque leurs modules sont périodiques). Ainsi, toute solution est bornée en tant que combinaison linéaire
de fonctions bornées.

o Supposons que |D| = 2. Si M = +1,, alors on est dans le méme cas que précédemment. Sinon, par le théoréme 1.8,
il existe un systeme fondamental de solution constitué d’une fonction périodique et d’une fonction non bornée en
+o00. Ainsi, il existe une solution bornée non triviale.

Par disjonction de cas, nous avons les équivalences souhaitées. O

Proposition 1.11. L’équation de Hill (2) posséde une solution non triviale

1. a-périodique si, et seulement si, D = 2.

2. a-antipériodique (i.e. f(x + a) = —f(x) pour tout x) si, et seulement si, D = —2.

L’équation de Hill (2) a toutes ses solutions non triviales

3. a-périodique si, et seulement si, D =2 et M = I,

4. a-antipériodique (i.e. f(z + a) = —f(x) pour tout x) si, et seulement si, D = —2 et M = —1I5.

Démonstration. Le théoréme 1.8 assure que

e D = 2 entraine ’existence d’une solution a-périodique.

e D = —2 entraine 'existence d’une solution a-antipériodique.
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Si |D| > 2, alors la proposition 1.10 nous assure que les solutions sont non bornées donc non périodiques. Si |D| < 2, en
reprenant le résultat de le théoréme 1.8, on constate que ¥ (e + @) = pgtPr(e) donc si ¢ est une solution a-périodique,
il existe A1, A2 tel que ¥ = A1 + Aathe et Ua-périodicité de 1 entraine que A1(1 — p1) = 0 et Aa(1 — p2) = 0. Puisque
p1+ p2 €] — 2,2[, nécessairement, A\; = Ay = 0 donc ¢ = 0. On fait de méme si ¢ était une solution a-antipériodique.

Ainsi, par disjonction de cas, on a les deux premieres équivalences.

Pour les deux suivantes, déja, remarquons que les deux sens réciproques sont obtenus grace au théoreme 1.8. Ensuite,
on constate que si toutes les solutions sont périodiques, alors elles sont bornées donc I’équation (2) est stable. Par la
proposition 1.10, nécessairement, |D| < 2 ou |D| =2 et M = +1I5. Ainsi,

e si toutes les solutions sont a-périodiques, alors il en existe au moins une donc D = 2 et si M # I, on serait

conditionnellement stable ce qui est exclu donc M = Iy (M ne peut étre égal & —I5 puisque tr(M) = D).

e de méme pour 'a-antipériodicité, on obtient D = —2 et M = —1Is.

Avec cette proposition, on en déduit le résultat suivant dont la preuve est laissée en annexe (voir section 4.1).

Proposition 1.12. Une solution de ’équation de Hill (2) 2a-périodique est a-périodique ou a-antipériodique. Si I’équa-
tion de Hill (2) posséde une solution ka-périodique ot k € N* mais pas de solution « ou 2a-périodique, alors toute
solution est ka-périodique.

On conclut cette sous-section par un résultat général lorsque les fonctions P et ) dans 2 sont paires. La preuve est
laissée en annexe (voir section 4.2).

Proposition 1.13. On suppose que dans I'équation de Hill (2), P et Q sont paires. Alors I’équation (2) posséde une
solution non triviale qui est

1. a-périodique paire si, et seulement si, ] (a/2) = 0.

2. a-périodique impaire si, et seulement si, va(a/2) = 0.

3. a-antipériodique paire si, et seulement si, ¢1(a/2) = 0.

4. a-antipériodique impaire si, et seulement si, p5(a/2) = 0.

1.4 Cas complexe

On ajoute un cas supplémentaire pour le théoréme 1.8 puisque dans cette section, on consideére I’équation de (2) avec
P, @Q a valeurs complexes.

6. Dans le cas D ¢ R, comme p1ps = 1, on sait déjd que p; et p2 n’ont pas le méme module (sinon, leur somme, qui
In(r) + 46
————de
, @

sorte que exp(am) = re' = p;. On a py = exp(—am). Par la proposition 1.5, il existe py,ps a-périodique tels que

, 1 .
vaut D, serait réelle). Soit donc r € RT\{0,1} tel que p; = e § € R. Ona p; = —e~ . Posons m =
T

Y1 = exp(me)py ; P2 = exp(—me)ps.

Comme 7 cos(f) = R(p1) # 0 (sinon, p; + p2 = 0), le module de 1 ou de )2 n’est pas borné donc on est comme
dans le cas 1 du théoréme 1.8.

On sait étendre ces résultats aux systemes (voir 4.3).

2 Intervalles de stabilité et d’instabilité

On regarde ’équation différentielle de Hill
(Py') + (As = Q)y =0 (4)

ou @, s sont des fonctions continues par morceaux a-périodique avec s minorée par m > 0 et P est continue de signe
constant (disons positive) de dérivée continue par morceaux. Les applications P, @ et s sont alors bornées : on minore P
par pg > 0, @ par go € R. On munit cette équation de la condition aux limites

)= (3)o

Les solutions du probleme sont alors a-périodiques. L’objectif de cette section est d’étudier I’équation différentielle selon
le parameétre \. Pour signaler la dépendance des solutions en A, on notera x € R +— ¢1(z,A) € Cet z € R — oz, A) € C.
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Puisque I'équation dépend de maniére analytique en A, les solutions dépendent aussi de maniére analytique en A (voir
par exemple [1], paragraphe 1.7).
Si p1(e, A), p2(e, A) est un systéme fondamental de solutions & A fixé, alors on note D(A) le discriminant de I’équation
(4) et
D(/\) = 901(04’ )‘) + QDIZ (av /\)

et D est donc analytique en A.

2.1 Périodicité, antipériodicité et valeurs propres

On définit la norme L2-per par :
[0}
155, = [ 1f@Ps()a

pour toute fonction f mesurable sur R a-périodique.
On note Lger([O, a]) le quotient par I’égalité presque partout de ’'ensemble des fonctions de carré intégrable par rapport
a la mesure sdA sur [0, ] qui sont a-périodiques.
On note
HE,([0,0]) = {u € L3, ([0,a]) : Yk € [1,p],u!® € L3, ((0,0])}

per

muni de la norme |[of gz défini par

p
||f\|Hgex SO ez,
k=0

On définit 'opérateur £ par

vz €]0, af, Ly(z) = i:vl) (Py") — Qy] (z)

et son domaine est Hper([ a]). On note Jy la forme quadratique associée a £ sur le domaine D(L).
Proposition 2.1. (£, chr([ a])) est autoadjointe & résolvante compacte.
Démonstration.

e Ona:

Vv € H2,(0.al, 50, (Cu) = [ ) ?;)“ W) — Qul(a >*> (x)dz

I
|
ﬁ\
—
&
=
8
S~—
<
—~
8
L.
(=)

_|_
h
/—\
\_/

d:v+/Q (z)dx

= [u(@) Py @)] - / u(z)(PU (z)da + / Qx)v(@)u()de
= (u, Lv)

puisque les crochets d’intégrations sont nuls par périodicité. L’opérateur £ est donc symétrique.

e Le domaine de I'adjoint est
D(L) = {v € Lo ([0,a]) : 3f € Ly ([0, 0)), Yu € Hp,, ([0, al), (Lu,v) = (u, )}
Soit donc v € D(L*). Alors Vu € HZ.([0,a]),

(Lu,v) = (u, f) == (u, Lv) = (u, )

au sens des distributions. Ainsi, Lv = f dans D’ mais comme f est dans L per, ona Lv € L .- Ainsi, par régularité

elliptique, on a v € H*([0,a]). On a bien
D(L*) Cc D(L)

donc L est bien autoadjointe.
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o Soit y € H2,.([0,a]). Alors

per

(o3

o) =- | " (PyY (@)p@)da + " QP

— [ P@W @R+ [ Q@i = mly' IRy, + wlulty,
0 0

> (2 2
2 CfPPOﬂLQO ||3/||Lgcr

par I'inégalité de Poincaré. Ainsi, £ est bornée inférieurement donc son spectre est minoré par une constante ¢ > 0.

e On sait de plus que Jy est alors bornée inférieurement et fermable. On note J sa fermeture et son domaine contient
H].([0,]) donc contient en particulier I'ensemble F des fonctions f continues sur [0,] avec f’ continue par
morceaux sur [0, .

« On considére alors A < qo dans la suite (donc A < ¢). Alors £ — X est bijective continue de HZ, ([0,a]) dans

per
2 ;. 5 2 2
L5 ([0, a]) et sa réciproque l'est de L, ([0, a]) dans L., ([0, a]).
e Soit f € L2,.([0,a]) et y € H2.([0,]) tel que (£ — A)y = f. Alors

(e

/0 " P@IY @) + Q@) ly(@)dz = (Ly.y) = (/ + Myvy) = / sfpdz + Myl

< lsllooll £l

per

Yllez +)\Hy||iger-

per

On a déja obtenu
[0}
pl Iz, + wlvlis, < [ PO @F +Q@)ly()ds
0

On en déduit

y||L2

per

Yl + A= a)llylEz, < lIslocllfllez

per per

polly'lIEz,, < llsllooll £l

per per
puisque A — go < 0. Par I'inégalité de Poincaré,

polly/lIEz,, < Cpllsllooll fllez,, 1y'llLz

per per

donc au final,
Cplls]]
1Y Iz, < o = fllee,,-

Encore par I'inégalité de Poincaré, on en déduit que
Cpllsll )
Iyl7 < (C3 + DY 1Tz, < (CF +1) ( 0 =) IfIEs,

« Ainsi, (L—\)"" est continue de L2,.([0, a]) dans H,,([0, a]) et par le théoréme de Rellich, on a I'injection compacte

H*([0,a]) dans L2([0, a]). Finalement, £ est autoadjointe & résolvante compacte.
O

Il existe donc A\g < Ay < -+ < A, < --+ qui compose le spectre de £ ou A, —+> +00. On peut alors trouver une
n——+00

base hilbertienne réelle de fonctions propres sur [0, o] pour le produit scalaire (e, ‘>L§cr que 'on note (1, )nen. On étend
ces fonctions sur tout R par périodicité. On peut faire le méme travail pour le probleme antipériodique : on remplace la

condition (5) par
)= (o

et en adaptant les notations, on montre que (4) est un probléme autoadjoint et qu’il existe une suite (i, )nen de réels tels

que pg < py < - < py, < -+ - qui compose le spectre de Popérateur £ (sur un autre domaine pour avoir la antipériodicité)
ou fin —+> +00 et une base hilbertienne réelle de fonctions propres sur [0, a] pour le produit scalaire (e, o)le) que 'on
n——+00 er

note (£,)nen. On étend encore ces fonctions sur tout R par périodicité.
Puisque les (1, )nen forment une base hilbertienne, on peut considérer la décomposition de Fourier vis-a-vis de
cette base. Notons JF, désigne les fonctions de F satisfaisant (5). Alors en notant, pour tout n € N, ¢, : f € F, —

| t@n@)ste)s = i, ona
V€ Farf =Y enlf)¥n-

neN
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En particulier, on a
Vn € N, J(f, ¥n) = Ancn(f).
On en déduit que
(¥n)nen est orthonormale pour J et Vn € N, J (¢, 1,) = Ap. (6)

On a l'inégalité de Bessel pour la famille orthogonale (¢,,)nen dont la preuve est laissée en annexe (voir section 4.4).

Proposition 2.2. Soit f € F,. Alors

+o00
J(f, f) > Z )‘n|cn(f)|2-

n=0

On rappelle le résultat sur les quotients de Rayleigh.

Proposition 2.3.
J(f, ) . J(f, )

min max = min .
BCH), (0.a) 1€} [|fIf2  reml, (0.an\ioy [IFIIEs

dim(E)=k fLVect(shr, thr—1)

Vk e N, A\, =

De plus, le minimum est atteint en f si, et seulement si, f est une fonction propre pour Ag.

Proposition 2.4. On considere les équations

(Py) +(As—Q)y=0 (7)
et
(Py) +(As1—=Q1)y =0 (8)
avec P1 > P,Q1 > Q et 51 < s. On note (A, )nen les valeurs propres pour (7) et (A1,,)nen les valeurs propres pour (8).
1. 81 = s p.p. entraine que Vn € N, Ay, = A,
2. sinon, s’il existe n € N tel que A, > 0, alors on a Ay, > A,.

Démonstration. Dans cette preuve, on note ||f||r2 la norme L? sur [0, a] pour la mesure sd\ et | fllLz la norme L? sur
[0, ] pour la mesure s;dA. On note (11, )nen les fonctions propres de (8) et

Ji:(f.9) € F2 /O”‘ Pi(z)f'(z)g' () + Qi(2) f (z)g(z)dz.

On a d’abord
VfeF, Jif, f)= I )
o Traitons le cas n = 0. Soit f = 11,9. Alors

Ao = J1(¥1,0,¥1,0) = J(¥1,0,%1,0) = Xol[¥,0l3

et dans ’hypotheése du premier cas, on a |U10]lL2 = || P10
cas, [|¥1,0l[Lz > [|¥1,0[[rz donc A1, > Ao si Ag > 0.

o Traitons le cas n = 1. Soit f = coth1,0 + c191,1 tel que (f, o)z = 0 et (co,c1) # (0,0). C'est possible puisque
Yo N Vect(11,0,1.1) nest pas réduit & {0} (ot L désigne I'orthogonal pour Lger([(), a])). On normalise f pour la
norme ||ef|rz2.

Alors comme dans (6), (1)1, )nen est orthonormale pour Ji et ¥n € N, J1 (¢1,n, ¥1,n) = A1, Ainsi,
Ji(fy f) = Ji(cotbro + c1thra, cotro + crtbin) = cadio + A1
par le théoreme de Pythagore. Comme A\; o < A;; on a
J(f ) € Maleg+ei) = Al fllez = A

Par la proposition (2.2), et comme (f, o)1z =0,

per

|L% = 1 donc A1 9 > A, dans 'hypothése du deuxiéme

P / |F(@)[2s(x)dz

+oo too
J(f, f) > Z/\k‘<fawk>waT, i 2)\1Z|<f7¢k>Lg
k=1 k=1

par la formule de Parseval. Ainsi,
A1 > )\1/ |f(z)?s(x)dz.
0

On en déduit le cas n = 1 comme dans le cas n = 0.
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o Traitons le cas général. Soit n € N>q. Soit f € (Vect(¢g, - - - ,wn,l))L N Vect(¢1,0,- -+ ,¥1,n). On normalise f pour
la norme |[|of|2. Notons co, -, ¢, tel que

f= Z 1,k
k=0

On raisonne comme dans le cas n = 1. On a

H =Y Mk <M Yk =Ain
k=0 k=0
et N
) > ZM\ frvez,, | Z Mel(Ftbyiz, 1P > A Y0 1 tb)ea, | = /\n/ |f(2)?s(z)da.
k=n 0

k=0

On conclut donc o

A1,n Z )\n |f(.73)|28($)d5€
0

et on conclut comme dans le cas n = 0.
O

Concluons cette sous-section par deux exemples explicites ou 'on calcule les valeurs propres du probléeme périodique
et antipériodique. Le détails des calculs est en annexe (voir section 4.5).

Cas particulier : P=s=1et Q =0 On considére donc 'équation 3y’ + Ay = 0. Alors \g < A\; <--- <\, < --- ol
4|n/2|?n? 2|n/2 1)272
pour tout n € N, A\, = w et de méme pour les (py, )nen o pour tout n € N*, p, M (voir annexe
e

a?
section 4.5.1 pour les calculs.)
On réalise le calculs des valeurs propres pour un exemple un peu moins élémentaire en annexe (voir section 4.5.2).

2.2 La fonction D

Théoréme 2.5 (Valeurs propres embrassées). On note (A, )nen les valeurs propres du probléme périodique associé d (4)
et (tn)nen les valeurs propres du probléeme antipériodique associé d (4). Alors

1. les valeurs propres sont embrassées : on a
Ao < po Sy <A <A < e <z <Az <

2. Pour tout k € N, D décroit strictement sur [Aag, pog].
3. Pour tout k € N, D croit strictement sur [fiok+1, A2k+1]

4. Pour tout X €] — 00, A\g[U U])\Qk+1, Aog+a[, on a D(X\) > 2.
keN

5. Pour tout \ € U]HQk,,LLQkJ,_l[, D(\) < —2.
keN

On a besoin de lemmes pour alléger la preuve. Dans toute cette sous-section, on considére @1 (e, A), p2(e, \) le systéme
fondamental de solutions tel que W (¢1, ¢2)(0) = I. On a alors D(\) = ¢1(a, ) + ¢5(a, A). Les preuves des trois lemmes
suivant sont en annexe (voir section 4.6).

Lemme 2.6. 1l existe A € R tel que VA < A, D(\) > 2

Lemme 2.7. D'(\) # 0 lorsque \ vérifie |[D()\)| < 2.

Lemme 2.8. S’il existe n € N tel que D(\,,) = 2, alors D'(\,,) = 0 <= 15 = 9] = 0 ot 'on note 11, = ¢1(a, \,), 1] =
%(a, An), 2 = pa(a, \y) et Py = %(x,)\n). Dans le cas ou D'()\,) =0, on a D"(\,) < 0.

On a de méme pour p, tel que D(u,) = —2 avec la condition cette fois que D’(u,) = 0= D" () < 0.

Ainsi, les zéros de D + 2 sont simples ou d’ordre 2. De plus, si A est un zéro d’ordre 2 de D + 2 (resp. D — 2), alors
c’est un maximiseur (resp. minimiseur). Passons maintenant & la preuve du théoréme 2.5.

Démonstration du théoréeme 2.5
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e Soit un A du lemme 2.6. Alors pour tout A < A, D(A) > 2. On en déduit que Ay > A. La fonction D reste strictement
supérieur a 2 au-dela de A jusqu’a atteindre la valeur 2. En ce réel, on est valeur propre donc par minimalité, c’est
Ao. Ainsi, VA < Ao, D(A) > 2.

Supposons par I'absurde que D'(A\g) = 0. Alors D" (\g) < 0 par le lemme 2.8 donc )\g est un maximum local. Or,
dans un voisinage a gauche de Ao, on a D > 2 ce qui est absurde.

Ainsi, D'(\g) # 0 et D < 2 dans un voisinage a droite de \g et on a de plus D’()\g) < 0.

e Par le lemme 2.7, D'(\) # 0 tant que A > Ao et D()\) < 2. Comme il y a une infinité de zéros de D + 2, on a
D'(X\) # 0 pour tout A €]Ag, pg[. Comme D’(\g) < 0, on en déduit que YA €]Ag, po[, D'(A) < 0 donc D décroit de
Ag Vers fig.

. e Si pg est simple, alors D décroit au-dela de pg. Comme il y a une infinité de zéros de D + 2, nécessairement,
D < —2 sur uo, 1] et alors pq est nécessairement simple en reprenant ’argument du point précédent avec Ag.

o Si ug est double, il s’agit de montrer que pg = 1 (o est double dans le spectre). Dans ce cas, par le lemme 2.8,
on a 9y = 17 = 0 donc la matrice de monodromie est I'identité : on est donc dans le cas (5a) de le théoréme
1.8 ce qui montre effectivement que o est double dans le spectre. On en déduit donc que D’(ug) = 0 mais
alors par le lemme 2.8, on a D" (1) > 0 donc D croit localement & droite de .

e On peut donc répéter 'argument du point précédent pour arriver jusqu’a Ao et ainsi de suite.

2.3 Equation de Mathieu
On étudie le cas particulier suivant :
y"(z) + (A —2gcos(2z))y(z) =0; z € R 9)
ol \, g sont des réels. La preuve suivante est laissée en annexe (voir section 4.7).

Proposition 2.9. Il n’y a pas de couples (), ¢q) € R x R* tels que toutes les solutions de (9) sont m-périodiques ou
m-antipériodiques.

3 Intégrale directe d’espaces de Hilbert

On introduit la notion d’intégrale directe en suivant [4] puis on suit assez vite, et de pres, [5].

3.1 Généralités

Notation 3.1. (H', (e,e)3) désigne un espace de Hilbert. Dans la suite, les espaces de Hilbert sont séparables.

Notation 3.2. (X, d) désigne un espace métrique complet. Le triplet (X, B(X), 1) désigne un espace borélien mesuré ou
14 est une mesure positive o-finie.

Notation 3.3. On note B(H’) sa tribu borélienne engendrée par la topologie forte. On note Bor(X;H') 'ensemble des
fonctions boréliennes de (X, B(X)) dans (H', B(H')).

Proposition 3.4. La structure borélienne de H’ obtenue & partir de la topologie faible coincide avec celle obtenue a
partir de la topologie forte.

Démonstration. Cela vient du résultat suivant. Si (Y )nen est une famille dénombrable dense de B(0, 1)3/, on a I’égalité :

Vag € H,Ve > 0,{x € H : ||z — zolls <&} = ﬂ{m eH :|(xz — 2o, yj)nr| < e}
jeN

Proposition 3.5.
1. Soit 1 une application de X dans H'. Alors ¢ € Bor(X;H') <= Yu € H', (¢(e),u)3; € Bor(X).
2. Soit ¢, € Bor(X;H'). Alors z € X — (p(z),9(z)) € C € Bor(X).

Démonstration.
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1. Soit ¢ € Bor(X;H’). Soit u € H'. Soit f, : v € H +— (v,u)n:. Alors f, est borélienne par continuité du produit
scalaire. Ainsi, f, o 'est aussi et c’est ce qu’on voulait. Réciproquement, par la proposition 3.4, il suffit de montrer
que pour tous € > 0 et v € H', I’ensemble

T{veH | uwl <e}) ={ze X :|((),u)w| <c}

est un borélien de X. Puisque z € X — (¢(x),u)xs est une fonction borélienne, son module aussi donc finalement,
Y € Bor(X;H').
2. Soit ¢, 1) € Bor(X;H'). Comme H’ est un Hilbert séparable, soit (e,)nen une base hilbertienne. Alors

:E€X|—>Z )y en)r (V(2), en)

est une limite simple d’une somme de produits d’applications qui sont boréliennes par le point précédent : c’est
donc une application borélienne et c’est ce qu’on voulait.

O

Définition 3.6. On note
) = { e BorCx ) [ @l duto) < +oc
et on munit £2(X, y; H') du semi-produit scalaire (e, e) définit par
VF.9 € LX), () = [ (7). ala)wdula).

Définition 3.7. On dit que z € X — A(x) € L(H') est p-mesurable lorsque pour tout (u,v) € H', z € X + (u, A(z)v)n
est u-mesurable : Pensemble de ces fonctions est alors noté Mes(X, L(H')).
On définit alors

£ £00) = { £ € Mes(X L0 [ 1)y o) < o0

pour p € [1,4o00[. Pour p = +o0,
£(X, 1 L)) = {f € Mes(X, £(H) - sup @)y < +oo}
xTE

Définition 3.8. Soit 1 < p < +oo. Pour B égal a H' ou L(H'), on note LP(X, u; B) le quotienté de LP(X, u; B) par la
relation d’équivalence « égalité p-presque partout ».

(/X I1f ()15 ,du(m))l/p

[/l oo 20 = 1 — esssupl| f (@) |5
rzeX

Définition 3.9. On note [|f||, 5, la quantité

pour 1 < p < 400 et

On note dans la suite || f||? = (f, f) pour f € L2(X, u; H').
Théoréme 3.10. Pour tout p € [1,+oc], (LP(X, u; H'), ||e|lpn:) est un espace de Banach.

Démonstration. On montre facilement que (LP(X, u; '), [|o||lp.2/) est un espace vectoriel normé pour p € [1,+o00]. On
fait la preuve pour p = 2. Soit (F},)nen une suite de Cauchy de L2 (X, i, H'). Pour tout n € N, on note f,, un représentant
de F, dans £2(X, u,H'). On souhaite construire une extraction ¢ telle que

1
Vn € Nan > W(n)ﬂ ”fp - f«p(n)H < 27

Par hypothese, on a la propriété de Cauchy

V€>073NsENHvaqua”fp*fq”Ss- (10)
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1. On applique (10) pour € = 1. Il existe ©(0) € N tel que Vr > ©(0), || fr — fo)ll < 1.
2. Soit k € N. Supposons construit ¢(0),-- -, ¢(k). On applique (10) pour & =

Vp.q > Ne, || fp — foll < e
Posons ¢(k + 1) = max(Ne, ¢(k)). On a alors en particulier

SR Il existe alors V. € N tel que

1
Vp > Qﬁ(k =+ 1)7 ”fp - fcp(n-‘rl)” < W
3. On a bien construit une telle suite.

n
Pour tout k£ € N, on note hy, : © € X = || fo(k41) (%) — fo) (@) |2 € R. Soit g, = Z hi. Comme la suite (f,)nen est une
k=0
suite de fonctions mesurables, (g, )nen Pest aussi. Puisque (g, )nen est une série a terme général positif, on peut écrire

“+oo
9= b
k=0
Par 'inégalité triangulaire pour ||e||, pour tout n € N,

th < Z = Z ot — Fomll <3 55 <2
k=0

I /\

|gn|| -

Ainsi, par le lemme de Fatou,
2 2 L 2 . 2 . 2
== /d = 1 f n /d < ]. f n /d :]. f n S 4.
lgll /Xl\g(x)HH p(z) /Xﬁiﬂo llgn ()15 u(w)fggligo/xlm (@) 3 du(z) = lim inf [|g,

Ainsi, z € X — | g(:c)||$_t/ € R est intégrable donc finie presque partout et g est aussi finie presque partout. Soit
A={x € X :g(x) < +oc}. Alors pour tout z € A, la série de fonctions de X dans H' donnée par

+oo
D ot = fot

k=0
converge absolument donc converge puisque H’ est complet. Soit alors f la fonction
fi X - !
Toto) (@ +Z Fotiern) = Fo)(@) size A

k=0
0 sinon

r

f est bien mesurable sur X et pour tout x € A, par télescopage f(z) = kEToo fowk)
Montrons maintenant que f € £L*(X, u,H') et que lirf Ilfn. — fll = 0. Soit € > 0. Soit n > N.. Alors par (10),
n—-+0oo

V0 2 Nallfo = 5l = [ 1nle) = fyla)udua) < 22
Encore par le lemme de Fatou,
J 1@ = fu@ i) = [ Yimint ey = fo(e)lwdite) < Yimint [ 11F,09(0) = fu(o)llwdue) < <
On en déduit donc que f — f,, € £2(X, p, H'). En particulier, f = f, + (f — fn) € £2(X, 1, H'). On a de plus l'estimation

Vn > N, ||fo— fll <
donc 11)51_1 | fn — fIl = 0. On note F € L*(X, 1, H') la classe d’équivalence de f. On conclut alors

hm |1 E F||— hm lfr— fll =0.

n—-+

Ainsi, la suite (F,)nen converge ce qui montre la complétude de L2(X, u, H').
O

6] S2]
Notation 3.11. Dans la suite, on note / Hdp = L2(X7 w; H') intégrale directe de H' sur X. L’espace / H'dp est
X b'e

donc un espace de Hilbert.
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3.2 Opérateurs bornés

€3]

Définition 3.12. Soit A un opérateur sur H = / H'dp. Lopérateur A est dit décomposable en intégrale directe
X

lorsque A agit fibre par fibre; plus précisément, lorsqu’il existe une fonction A € L (X, u; L(H')) vérifiant

Vp—pp z € X, VY € H, (AY)(x) = A(x)¢(z). (11)

On note alors

@
/ A(z)du(z) = A.

X
On dit que les A(x) sont les fibres de A.

Propriété 3.13. Soit A, B € L*°(X, u; L(H')), \,pu € C, n € N. Alors

e e &
1. / (AN + uB)(z)dp(z) = )\/ A(z)dp(x) Jr,u/ B(x)du(x).
X b'e X
S
2. Si pour presque tout z € X, A(x) est inversible dans H’, alors / A(x)dp(x) Dest aussi et on a
X

(f : Aw)ula) ) o [ ) aute)

3 ( / ? A(x)du(x))n - / ¥ A (@) ()

X X

Démonstration.
1. Soit ¥ € H. On a AA + uB € L™ (X, u; L(H')) donc on peut définir son intégrale directe. On a alors

[$)
vo e X ([ 04+ uB) @) ) 6(0) = (AA@) + uB()oia)
— M@)() + pB)Y()

— (/\ / ’ A(z)dp(z) + p / : B(m)du(x)) ¥(x)

p's X
@
2. Notons A = /X A(x)du(x). Soit v € H et u = A v. Alors pour presque tout x € X, on a A(z)u(r) = v(x) donc
u(z) = (A(z)) *v(z) donc u = /®(A(x))_1du(x). Ainsi, A7! et /®(A(x))_1du(m) coincident.
3. Soit ¢ € H. Alors par récurrence i)r(nmédiate, Vo e X, A"Y(z) = (A(a);())”w(z) Comme A" reste dans L™ (X, u; L(H')),
on a (A(x))"Y(z) = /X@(A(x))"du(x)w(x) ce qui conclut.
O

Remarque 3.14. Pour le deuxiéme point, on n’a utilisé que le caractére borné de A~1. On verra ci-dessous l'intégrale
directe pour les opérateurs non bornés et ce résultat tient donc encore.

53]
Proposition 3.15. Si A € L™(X, pu; L(H')), alors il existe un unique opérateur A sur / H'dp vérifiant (11). De plus,
X
[ Allop = 1 — ess.sup||A(z)]| (34
reX
ou || All,p désigne la norme d’opérateur de A.

@
Démonstration. Sij’ai deux tels opérateurs, ils coincident p-presque partout donc sont égaux sur / H'dp. Pour I'égalité
X

des normes, on procede par double inégalité.
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e Soit v € L*(X, u; H'). Comme A est décomposable de fibres A(x), on a
Aol = [ (4@ e dn(o)
donc

Aol = [ 1A@@)Bedua) < [ 1A lo@) Bedn(e) < = esssupl A E o]

donc || Allop < p — ess.sup||A(z)|| ).
zeX

e Soit w € H tel que ||w|| <1 et S un sous-ensemble de X de mesure finie. Alors
[ 1a@elieauta) = [ 1A@wl3as@ant) = [ 1A@so)@ Bedu(o) = AL P
< A, ILsw]? = /HA”op”w”’Hdﬂ( )
Ainsi, pour tout S de mesure finie,
/S(HA(JJ)WH% A2, lwllF)du(z) < 0

donc il existe un négligeable V,, dans X tel que

Ve € X\Ny, [[A(@)wl < [|Allopllwli2-

Soit donc (wj);en une famille dénombrable dense dans Bf(0,1)5. En notant N = U N,,;, lui aussi négligeable, on
jEN
a je
Ve € X\N,Vj € N, [[A(z)w;ll2 < [[Allopllw;lla-

Par densité, on a
Yz € X\N,Vw € B(0,1), [A(z)wll2 < [[Alloplwll-

Ainsi,
Ve € X\N, [[A(z)llzee) < | Allop-

En passant au supremum essentiel,
p — ess.supl|A(z)| ) < [|Allop-
zeX

O

53]
Proposition 3.16. Soit A un opérateur décomposable sur H = / H'dp et A(x) ses fibres. Alors A est un opérateur

X
borné (resp. opérateur unitaire, opérateur positif, projecteur, isométrie partielle) si, et seulement si, pour presque tout

x € X, A(z) vérifie 'est également.

Démonstration. Avant de démarrer la preuve, on peut constater que Yu,v € ‘H

(Au,v)=/X(A(=’E)U(x),v(w))wdu(x)=/X(U(x)»(A(x))*v(ff))wdu(w)=(u,A*v)

avec A* I'application v € H — (x € X — A(z)*v(z) € H') € H.

o (caractere borné) C’est un corollaire immédiat du théoréme précédent.

o (caractére unitaire) Supposons que A soit unitaire. Alors AA* = A* A = Id donc pour tout € X, pour tout v € H,
on a

(AA")(z)v(x) = A(x)A*(z)v(z) et (A" A)(x)v(z) = A(z)* A(x)v(x).

Ainsi, comme v est arbitraire, A est unitaire si, et seulement si, pour presque tout x € X, on a A(zx)A(z)* =
A(z)*A(z) = Id ce qui revient a dire que A(z) est unitaire pour presque tout z € X.
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o (caractére positif) Supposons que pour presque tout z € X, A(x) est un opérateur positif. Soit v € H’'. Alors
(Av,v) = / (A(z)v(x),v(x))da > 0.
X

Réciproquement, supposons que A soit positif. Soit v € H'.
Soit E' un ensemble mesurable de mesure finie et ¢ : x € X — Lg(x)v. Alors ¢ € H et
(A, ) = / (A(z)1g(z)v, 1g(z)v)y de = / (A(z)v,v)dz > 0.
X E

Puisque ceci est vrai pour tout ensemble mesurable de mesure finie, on en déduit qu’il existe un négligeable N,, tel
que Va ¢ N,, (A(z)v,v)3 > 0.

Considérons maintenant (v, ),en une famille dénombrable dense de H'. Alors il existe une famille dénombrable de
négligeable (N, Jnen tel que Vn € N,Va ¢ N, , (A(z)vn, vn)yns > 0. Notons N = U N,, (qui est négligeable en

neN
tant qu’union dénombrable de négligeable). Alors

Va ¢ N,Vw € Vect((vn)nen), (A(z)w,w) > 0.
Par continuité du produit scalaire, puisque Vect((vy,)nen) = H', on a
Vo ¢ N,Yw € H', (A(z)w,w) > 0.

Ainsi, A(x) est positif pour presque tout = € X.

« (Projection) Puisque A* est I'intégrale directe des A(x)* et A? est I'intégrale directe des A(x)?, on a bien I'équiva-
lence entre (A? = A et A= A*) avec (A(z)? = A(x) et A(x) = A(x)* pour presque tout z € X).

e (Isométrie partielle) On rappelle que A est une isométrie partielle si et seulement si AA* est une projection. Par le
point précédent, AA* est une projection si, et seulement si, pour presque tout x € X, A(z)A(x)* lest donc A est
une isométrie partielle si, et seulement si, pour presque tout z € X, A(x) lest.

O

53]
Définition 3.17. Un opérateur T sur H = / H'du est dit diagonalisable 'l est de la forme ¢(e)I avec ¢ € L™(X, i)
X

i.e.
d¢ € L™(X, pu),Vh € H,VYu —pp = € X, T(h)(x) = p(x)h(z).

52

Théoréme 3.18. Un opérateur sur H = / H'dp est décomposable si, et seulement si, il commute avec tout opérateur
X

diagonalisable.

Démonstration. Soit T un opérateur décomposable et S un opérateur diagonalisable. Soit donc ¢ € L (X, i) tel que
S = ¢(e)I. Alors pour tout x € X et tout v € H,

TS()(x) = T(x)(¢(z)o(z)) = ¢(2)T (x)v(z) = ($(2)1)(Tv)(x) = ST (v)(x)
donc T commute avec tout opérateur diagonalisable.
Regardons maintenant le sens réciproque. Posons quelques notations.
e Soit T' € L(H) tel que T commute avec tout opérateur diagonalisable.
Soit ¢ € L?(X, ;1; C) & valeurs dans ]0, +-00].
Pour tout h € H, on note ¥y, : © € X ~ 9(x)h et v, € L*(X, u; H') définie par vy, = T ().
Soit K = Q +iQ = Q[X]/(X? +1). C’est un corps puisque X2 + 1 est irréductible dans I'anneau principal Q[X].

Soit S une famille dénombrable dense dans H' et Hy = Vectk (S). Alors Hy est un sous-espace vectoriel dénombrable
dense de H'.

Soit h € H,¢p € L=(X, u; C). Alors

/X |0(@) ] [lon (@) 3 dp(z) = [(@(e) Dvnl|* = [(S()DT (W) = IT((e)T) (eon)I?

< TII5, o) (wn)]|* = ||T||§p/X |6(2)[*¢(2)? 2|5, dp(2).
Ceci étant vrai pour tout ¢ € L>(X, u;C), on a
Vi —pp z € X, [lun(z)|ln < T opt ()1 hll2¢-

1l existe alors N, négligeable, tel que pour tout € X\N,
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1. h € Ho — vp(z) € H est K-linéaire.
2. lvn(@) |l < 1T opllhllnt(x) pour tout h € Ho.

Par densité, on en déduit que
Vh e H,Vz € X\N, [[v™ (2)va(@)lls < | Tloplllln-

On peut donc poser :
hs A(x)h = (x) top(z)  size X\N

A::UEXF—){O siyeN

@
et A= / A(x)dp(x). Alors par ce qui précede,
b'e

Vo € X, | A@)|l ey < 1T llop-

Ainsi, A € L=°(X, u; L(H')). On souhaite monter que A = T sur H = L?(X, ;H). Or, il y a une isométrie bijective entre
L2(X, s H) et L2(X, 1) @ H' (voir annexe section 4.8). Ainsi, {z +— ¢(z)h : (¢, h) € L?(X, 1) x H'} est dense dans H et
en notant () :x € X — ¢(x)Y(z)h € H,on aVz € X,

A((@w)n)(2) = A=) (@) (2)h = () (2) A(2)h = (¢9)(2)p ™" (2)vn(2)
= ((@(e)D)vn)(2) = (P())T (1) (2) = T(P()I)¢hn(2)
= T(¢(e)n)(2)-

Ainsi, A égale T sur une partie dense de H donc égale T sur ‘H par continuité. O

3.3 Opérateurs non bornés
Définition 3.19. Une fonction A de X vers I’ensemble des opérateurs autoadjoints non bornés de H' est dite mesurable

S2]
lorsque (A(e) + i)' est mesurable. Dans ce cas, on peut définir 'opérateur A sur H = / H'dp de domaine
X

D) = {i € 1o € X,0(0) € DA, [ 1AW Bdn(e) < o0}
par
Vi € D(A), AY = z — A(z)y(z).
On note alors A = / x)du(x). On dit que Popérateur A est non bornée décomposable et que les A(x) sont ses fibres.

Proposition 3.20. Soit A, B deux opérateurs sur H de fibres respectives A(z) et B(z). Si Im(B) C D(A), alors AB est
un opérateur non borné décomposable sur D(B) de fibres AB(x).

Démonstration. On a

V¢ € D(B),Vx € X, ABip(x) = A(By)(x) = A(z)(By)(x) = A(2)B(x)(x) = (AB)(2)¢(x).

Proposition 3.21. Soit A une fonction de X a valeurs dans I’ensemble des opérateurs non bornés autoadjoints.

®
1. Si A est mesurable, alors / A(z)du(x) est autoadjointe.
b's

53]

2. Un opérateur autoadjoint A est de la forme / A(z)dpu(z) si, et seulement si, (A + i)~ est un opérateur borné
X
décomposable.

Démonstration.
1. On a

Vu,v € D(A), (Au,v) = /X(A(:C)u(a?),v(x))q{/dx = /X(u(x),A(:v)v(x))wdx = (u, Av)

donc A est symétrique. Tl suffit donc de prouver que Im(A 4 i) = H. Soit C(x) = (A(z) +1i)~* pour x € X. Alors
= 1. Ainsi
() insi,

C est bien définie puisque pour tout z € X, A(z) est autoadjointe. On sait de plus que ||C(z)|| <

@
C € L>®(X, u; L(H')) donc on peut définir C = / C(z)dp(z).
X
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Soit n € H et 1 = Cn. Alors pour presque tout € X, on a ¢(x) € Im(C(z)) = D(A(x)) et

[A(z) () || = [[(A(z) + ) C(2)n(z) —iC(x)n(z)]| < 2[n()].

Comme n € H = L*(X, u;H'), on en déduit que 1» € D(A) = D(A+1) donc (A+14)1) = n. On a bien 1 € Im(A+1).
On fait de méme pour A — i et on obtient le caractere autoadjoint de A.

@
2. Supposons que A = / A(z)dp(x). Puisque les fibres A(x) sont autoadjointes, pour presque tout x € X, i est dans
X

la résolvante de A(z). On en déduit que (A(z) + i)' existe et est bornée : on a alors déja vu que

@
(A+i)! :/ (A(z) + 1) "dp(x).
X
Ainsi, (A +4)"" est décomposable.
@
Réciproquement, soit B € L°(X, u; L(H')) tel que (A +4)~! = / B(z)du(z). Alors pour presque tout z € X,
~ X
B(z) est inversible. Soit A(x) = B(z)™* —i. Comme (A4 4)~! est autoadjointe, on a

D
/(B(x))*du(x)=((«4+i)’) (A+i) / B(a)dp(
X

donc pour presque tout € X, B(z) est autoadjointe. Ainsi, pour presque tout = € X, Z(x) est autoadjointe. On

peut donc écrire
o _
A= [ B = haute) = [ Awauta)

Théoréme 3.22. Soit A une fonction de X d valeurs dans [’ensemble des opérateurs non bornés autoadjoints. On suppose

O

que A est mesurable. Soit A z/ A(z)du(x). Si F une fonction borélienne bornée de R dans R, alors
b's

@
F(A) = [ PA@)dn(o)

X

Corollaire 3.23. Dans les hypotheéses précédentes,

1. A € o(A) si, et seulement si
Ve>0,up({z € X : o(A(x))NJA — e, X +¢[=0}) > 0.
2. A est une valeur propre de A si, et seulement si,

u({z € X : X est une valeur propre de A(x)}) > 0.

3. Si pour tout x € X, A(x) a un spectre absolument continu, alors A a un spectre absolument continu.

&
4. Soit B = / B(z)du(z) ot B est mesurable de X dans ’ensemble des opérateurs autoadjoints. Si B est A-bornée

de borne a, alors pour presque tout € X, B(x) est A(x)-bornée par une borne a(x) < a. Si a < 1, alors
S
A+B= / (A(z) + B(x))dp(x)
X
est autoadjointe.

Pour démontrer ces deux résultats, nous avons besoin de deux théorémes.
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3.3.1 Théoréme de convergence dominée

Théoréme 3.24 (Théoréme de convergence dominée pour les intégrales directes). Soit F,, une suite d’opérateurs sur H
décomposables telle que

1. il existe un opérateur décomposable F sur H de sorte que, en notant F,,(x) et F(x), les fibres respectives de F, et
F, on ait Fy,(zx) " F(z) fortement sur D(F(z)) N ﬂ D(F,(x)) =: D(z)
n—-+oo
neN

2. en notant D = D(F) N m D(F,), pour tout v € D, il existe g, € L*(X, ) telle que
neN

Vn e N, Vo € X, || Fr(z)¥(z)|ln < gu().
Alors (Fp)nen converge fortement vers F sur D ce qui s’écrit
S2] €3]
/ F,(z)dp(z) — / F(z)dp(z) sur D
X n—+oo [y

Démonstration. Soit 1 € D. Alors

H/X@(F”(x) — F(z))dp(z)

- / |(Falz) — F(2))d(@) 3 du(z).
L2(X,uH) X

Soit donc f,(z) = ||(F.(x) — F(x))y(z)|3, pour tout x € X. Par inégalité triangulaire, f,(z) < 2gy(z) donc f2 est
dominée par 4gi € LY (X, ;). La convergence simple de f,, vers 0 (provient de (F,(z)),, qui converge fortement vers F(x)
pour presque tout x € X)) entraine, grace au théoréme de convergence dominée de Lebesgue, que

@
H/ (Fo(z) — F(x))dp(x)y — 0.
X L2(X,uH) "0
S2] S2]
Ceci montre donc la convergence forte de (/ Fn(x)du(x)> vers / F(z)dp(z) sur D. O
X neN X

Corollaire 3.25 (Théoréme de convergence dominée pour les intégrales directes via le calcul fonctionnel). Soit (A, D(A))
un opérateur autoadjoint. Soit (f,)nen une suite dans B (R) qui converge simplement vers une fonction f € B, (R).

52 53]
On suppose que Vn € N,Va € R, |f,(z)| < |f(x)]. Alors / frn(A(2))dp(x) = / f(A(x))du(z) sur le domaine de
X n o0 X

I'intégrale directe limite.

Démonstration. Par le calcul fonctionnel, pour presque tout x € X, la suite d’opérateurs (f,(A(z)))nen converge forte-

ment vers f(A(z)) sur D@(f(A(x)))
Soit ¢y € D =D </ f(A(at))d,u(m)) Soit n € N,z € X. Alors
s

[[fn(A(2))e ()[4 :/len(/\)IQduw(A) S/le(/\)lzduw(k): 1 (A(@)p (@) 20

Par définition de D, z — || f(A(z))¢(z) |3 est dans L*(X, ).
On peut donc appliquer le théoreme de convergence dominée pour les intégrales directes pour conclure. O
3.3.2 Théoréme de Fubini-Tonelli-Lebesgue

Définition 3.26. Soit A une fonction qui & z € X associe A(z) un opérateur. On suppose qu’il existe une partie D dense
dans H telle que Vi —pp z € X, D C D(A(z)). On définit alors I'opérateur I(A) de domaine

D(I(A)) :={p € H:Vx € X, € D(A(x)) ; Yo € H,x — (¢, A(t)Y) € LY(X, )}

définit au sens faible

v € D(I(A)), Y6 € H, (6, T(A)f) = /X (6, A(z)d)du(z).

Remarque 3.27. Dans la suite, on notera I(A) = / A(x)dp(x) et on transposera les notations de Uintégrale « standard
X
» sur cette notion d’intégrale d’opérateurs.
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Théoréme 3.28 (Fubini-Tonelli-Lebesgue pour les intégrales directes). Soit A : (t,z) € (Y x X) — A(t,z) de sorte que
pour tout © € X, t — A(t,x) soit mesurable. On définit

J—/Y/X@A(t,x)dy(x)dt; K—/j/yA(t,x)dtd,u(x)

D(J)=D (1 (/X@ A(o,x)d,u(x)>) et D(K) = D(I(A(t,s))

de domaine

Alors J C K.
53]
Démonstration. Déja, réécrivons proprement les domaines. Notons A(t) = / A(t,z)dp(z) pour t € Y.
X
D(J) = {u eEH:Vu—ppteY,ue D(A));Vv € H,/ / [{(v(x), A(t, v)u(z))|du(x)dt < +oo}
Yy JX

= {u EH:Vu—ppteY,Vu—ppze X, u(x) € D(A(t, x)); /Y /X A, z)u(z)]|3, du(z)dt < +oo}

2
< 400
Hl

= {u EH:Vu—ppzeX,Vu—ppteYu(xr)e DA x));Vv e H,/ [{(v, A(t, z)u(x))|dt < +o0;
v

2
/ ‘ < +00
X H/

Ainsi, D(J) C D(K). Soit maintenant v € D(J) et v € H. On a

([ [ Ao = [ [ o). oapmdna
o /X / Y (A(t, z)u(), v(z))p dtdu(z)

_ < /X ? /Y A(t,x)dtdu(x)u,v)

ou FL désigne 'utilisation de Fubini-Lebesgue, licite car

Ensuite,

/YA(t7 x)dtu(x)

/ A(t, x)dtu(z)
Y

/ / (At 2)u(z), v())w |dpu(z)dt < +oo
YJX
par hypothese. Ainsi, J C K. O

3.3.3 Preuve du théoréme 3.22 et du corollaire 3.23

On démontre ici le théoréme 3.22 puis le corollaire 3.23.

&
Démonstration. Soit F = {F € B®(R): F(A) = / F(A(a:))du(x)} Par le théoréme de convergence dominée pour les
b's

intégrales directes via le calcul fonctionnel, on sait que si (f,)nen est une suite de F qui converge simplement vers f et
que Vn € N, || fnlloo < |Iflloo, alors f € F.

B tA —n
o Etape 1 : le cas ou F' = exp(ite) pour t € R. Soit f, : A € R — (1 — Z> . Par les propriétés générales de
n

(1 - ZM) o /j (1 - :A@;)) ).

Iintégrale directe,
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Déja, (fn)nen converge simplement vers exp(ite). Pour tout n € N et A € R,

|fa(VI? = <1 + <t::> > <1 =|exp(itA)].

Ainsi, (fn)nen est une suite dans B°°. Ainsi, par le calcul fonctionnel,

(=507 -):

Par le théoreme de convergence dominée pour les intégrales directes via le calcul fonctionnel, on a aussi

[ () e, [ e

52
sur le domaine de / e’tA(‘”)d,u(w). Montrons que ce domaine, noté D, vaut H. On a
X

— 0.
n—-+o0o

Yv € H,

u€e D<= (ueH)A (Vu —ppz € X,u(z) € D(e”A(z)) = 7-[’) A (/ He”A(z)u(x)H%{, < —|—oo) )
X
Or,
[ e @ ua) e = el = [ 16 P, (h) = ul? < +oc
X R

pour u € H. Ainsi, D = H.
On en déduit donc que

67.tA — / €ltA(z)d,u($).
X

Etape 2 : le cas ol F € S(R). Notons G(A) = / ﬁ(t)e“Adt. Alors
R

Dg = {u €M :VYu—ppteRVYu—ppze X,ulx)e D) = Hl;/ [t A@ y(2)]12, du(z) < +oo}
X

car F' est bornée. Ensuite, pour tout u,v € H,

(o u0) = [ B e u,ode

R

:/Rﬁ(t)/Reit’\duu,v()\)dt
. /R /R Ft)e™ dtdpt.o ()

—on / FO)dttun () = 27(F(A)u, v)
R

ol x provient de Fubini puisque f,, , est une mesure finie et F' est dans la classe de Schwartz. On en déduit donc
que

F(A) = L / F(t)e'tat.
27T R
Or o
2w F(A) = / Ft)etAdt / / Ft)e ™A@ dpu(z)dt.
R RJX

Soit donc B(t,x) = ﬁ(t)e“A(””). A z fixé, B(e,x) est bien mesurable par produit de fonctions mesurables, e
I’étant en tant que limite simple de fonctions mesurables. On en déduit par le théoreme de Fubini-Tonelli-Lebesgue
pour les intégrales directes que

/R /X ¥ B ()t () dt = /X ? /]R Fl)e™ @ dtdu(z) = 27 / Y R (A da(o),

X

itA(x)

@
On en déduit que F(A) = / F(A(x))dp(z) et ce, sur Dp = H ce qui conclut.
X
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+ Etape 3 : cas ott F € Cy(R). Soit (Fy,)nen une suite de fonctions de la classe de Schwartz telle que

1. |F,— Fll.e — O.
n—-+oo
2. Vn e Ny || loo < || F]co-
Une telle suite existe bien. Alors F' € F.

o Etape 4 : cas général. Montrons que F contient 1), 5 pour a < b deux réels. Soit n € N>o, n =0 —a et

fm: R — R
0 si x ¢]a, b]
me}a—i—ﬁ,b—ﬁ[
n n
T n(x—a) swce}a,a—i—ﬂ[
n n
n(-z) bl$€j|b—ﬁ,b|:
N n

Alors ainsi définie, f,, € C2(R) donc par I’étape 3, f, € F et ce, pour tout n € Nso. De plus, (f,), converge
simplement vers 1, 51 et vérifie Vn € Nxo, || fnlloo < 1. Ainsi, 1), € F.

On va maintenant montrer que F contient toutes les fonctions boréliennes bornées. Pour cela, soit G = {B € B(R) :

1p € .7:}
o (G contient les ouverts finis de la forme Ja, b[, a < b des réels. L’ensemble F contient aussi 0 et 1 donc G contient
0 et R.
e Soit B € G. Alors Ig\p =1 — 1p donc
52 S
Ir\p(A4) = (1 —1p)(A4) =idy —/ 1p(A(z))du(z) = / (1 —1p)(A(z))dp(z).
X X

Ainsi, R\B € G.
o Soit (U;)1<i<n une famille finie d’éléments de G. Alors la formule du crible de Poincaré donne

n

Ly o =1- 0= 10)

=1

donc comme F est une algebre, G est stable par union finie. Par ailleurs, on a la convergence simple de la suite

de fonctions (de norme infinie égale & 1) (]lUn U.) vers 1j 1+, donc par le calcul fonctionnel, 1) e
i=1 '/ neN K

U.
i=1 i=1 "

est bien dans F. Ainsi, G est stable par union dénombrable.
On en déduit que G est une tribu qui contient les ouverts de la forme |a, b[. L’ensemble G contient donc B(R). On
applique donc le théoréme de la classe monotone (Durrett, Probability : Theory and Examples, Version 5 : théoréme
5.2.2 page 275) pour avoir que F contient les fonctions bornées mesurables pour la tribu borélienne c’est-a-dire

B> (R).
O
Prouvons maintenant le corollaire 3.23.
Démonstration.
1. On applique le théoréme 3.22 avec F' = 1), : on a alors
3]
Bos ) = [ Bas(Ae)d(a).
)
Ainsi, A € 0(A) si, et seulement si, pour tout € > 0, I1x_. x4[(A4) # 0. Puisque / A(z)dp(zr) =0 < Vu—ppz €
X

X, A(z) =0, on a le résultat souhaité.

2. On applique le théoreme 3.22 avec F' = T yyy.

3. Soit ¢ € H et dv mesure spectrale de A pour . Soit dv, mesure spectrale de A(z) pour ¢ pour tout = € X. De
I’égalité

D
Hm:/memw,

X
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on tire pour tout ¢ € H,

(F(A)b, ) = / FO)W(N)

(/F ww) [ e ane) = [ [ P )auta)
dv — /X dvydp(z)
/ // Ndvs (V) du(z).

Soit x € X et g, € LY(R) tel que dv,(t) = g, (t)dt et / g (t)dt = ||3b(x)||3,,. Alors en posant
R

et
Ainsi, on écrit

dans le sens ou

olt) = /X g (H)dp(z),

par le théoréme de Fubini, g € L'(R) et donc
dv = g(t)dt.
. Soit p € H et ¢ = (A+ik) 'y avec k € N : 9 est bien défini puisque le caractére autoadjoint de A entraine que
A
ik est dans la résolvante de A. Par le théoréme spectral, en notant f: A € R — Nk on a
i
A1 = [ 17 Py ()

ce qui donne

o 22
JAA + k)~ ol = / (M) < ol2

r A2+ k2
——
<1

On en déduit que
L 1
IBIA+ik) " ¢l = 1By < alAvll + blI¢l| < allell + b [l

donc

b
1BA+ i) op < a7

En particulier, 'opérateur B(A + ik)™* est bornée décomposable de fibre B(A + ik)~'. Ainsi,

- = b
IBCA+ k) lop = 11— ess.supl[BIA + k)~ (&) ecry < a+ 7.
reX
b
On en déduit que Vu — pp = € X, | B(z)(A(z) + ik) | cm) < a+ T Maintenant, soit N le négligeable sur lequel

I'inégalité précédente ne tient pas et soit + € X\N et u € D(A(z)). Alors comme A(z) est autoadjointe, on peut
prendre v = (A(z) + ik)(u) et

Bl = 1B AG) + )7l < (a4 7 ) ol = (a4 7 ) 104G + il

donc u € D(B(z)). Montrons que limsup || B(z)(A(x) + ik) ||z = a(z). On a déja

k——+oo

1B@)(A®@) + k)~ oy < a(z) + &)

si ||B(z)ullw < a(x)||A(z)ulls + bljul|x,. En passant & la limite supérieure, on a l'inégalité <. Si I'inégalité est
stricte, alors il existe € > 0 tel que || B(x)(A(z) +ik) Y| < a(z) — & & partir d’un certain rang. Soit u € D(A(x)).
On a

1B(z)ulls = | B(a)(Alz) +ik) " (A(2) + ik)ullw < (a(z) - )| A(@)ullw + (a(z) — e)klull -
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Ainsi, B(z) est (a(z) —¢)-borné ce qui contredit la minimalité de a(z). Ainsi, limsup || B(z)(A(z) +ik) |l = a(z)
k—-+oo

et de

b
v € N | B(2)(A(@) + k) e < a7

on tire a(x) < a. Si a < 1, par le théoreme de Kato-Rellich, A(z) + B(x) est autoadjointe sur D(A(z)). Cela étant
vrai pour presque tout z € X, on en déduit que A + B est autoadjointe.

O

3.4 Opérateurs de Schrodinger
Définition 3.29. On note h?(Z) I'ensemble

{u € [2(2) : (n2un)n€Z S EQ(Z)}

et pour u,v € h*(Z), on note

(u,0)}(2) = Y (1+n" o,

nez

ainsi que

lully = >~ (14 nh)ual”

nez

Proposition 3.30. h?(Z) est un espace de Hilbert.

Démonstration. On constate que h?(Z) est un sous-espace vectoriel de £ et que (e, )2 (z) est un produit scalaire. On
montre maintenant la complétude souhaitée. On rappelle que par le théoréeme de Riesz-Fischer pour les séries de Fourier,
on a une isométrie entre L3, (R) et £*(Z) via les coefficients de Fourier. Notons

F:fe L%w(R) = (en(f))n € EQ(Z)

Alors pour tout u € h%*(Z), il existe f,g € L3 (R) tel que F(f) = u et F~*((n? un)n) = g. Dans §'(R), on a donc
F(0*f) = —(n*u,)n € £*(Z) = F(g) donc en prenant F~', on obtient 9*f = —g € L3 _(R). Finalement, f € Ha (R).
Ainsi, h*(Z) et H2 (R) sont homéomorphes donc la complétude de Hi (R) dans L2_(R) entraine la complétude de h*(Z)
dans ¢*(Z). De méme, la densité de H, (R) dans L3, (R) entraine la densité de h?(Z) dans ¢*(Z). O

Lemme 3.31. Soit H,H' deux Hilbert et (4, D(A)) un opérateur sur H, (B, D(B)) un opérateur sur H'. Soit U : H — H'
un opérateur unitaire. Alors UA = BU sur D(A) entraine UAU ! = B sur D(B).

Démonstration. Soit y € D(B), il existe un unique = € H tel que Uz = 5. Alors U Az existe dans H' donc U 'U Az = Az
existe dans H donc x € D(A). On en déduit donc que U envoie bijectivement de D(A) dans D(B). Ainsi, UAU ! existe
dans D(B). Ensuite, soit y € D(B). Soit I'unique z € D(A) tel que Uz = y. Alors

UAU 'y =UAxz = BUz = By
donc UAU ™! = B sur D(B) = UD(A). O
Lemme 3.32 (Fubini - L?). Soit (X,du), (Y, dv) deux espaces mesurés complets. Soit f,g € L*(X x Y,dxdy). Alors

//f z,y)g(z, y)dv(y)du(z //fa:y z,y)du(z)dv(y) < +oo.

/ / (@ 9)g(@, 9)ldv(y)du(e / 1 (2, )l vty 192, ) L2 0vany da(@) < 1 1lLexxv-dman 1911Le (xv-duan)

Démonstration. On a

Ainsi, on a l'intégrabilité de fg sur (X x Y, dudr) donc par le théoréme de Fubini-Lebesgue, on a l'interversion souhaitée.
O

d2
On peut maintenant décomposer I'opérateur 12 + V grace a la transformée de Fourier.
T
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© 1
Proposition 3.33. Soit #' = (*(Z) et H = / H'dz. Soit V € C2(R). Pour ¢ € ]—2, 2], on définit opérateur
I-3.3]

H(q) sur le domaine h?(Z) par

Vu € h*(Z),Vk € Z, (H(q)u)x = (q+ k)’ur + > en(V)up—n
neZ

ou ¢, (V') désigne le n-éme coefficient de Fourier de V. Soit U : S(R) — H défini par

Vf € S(R),Vq € } } Vi€ N, [(US) (@)l = F(f)(g + ).

1
272
Alors U est une isométrie de (S(R), ||e||2) dans H et admet un unique prolongement continu sur L?(R,dz) que 'on note
2

d
encore U : de plus, U est unitaire. Soit maintenant H = L2 +V de domaine H?(R). Alors UHU ' € H et on a
@
UHU ! = / H(q)dgq.
~b
Remarque. Etant donné que H est un espace de fonctions a valeurs dans un espace de suite, on le voit comme un
espace de suites de fonctions. Par ailleurs, on peut aussi voir H = L?(X x Z, dzdN) ott dN désigne la mesure de comptage.

11
Démonstration. La preuve est découpée en plusieurs étapes. On note X = } 55 [

« Etape 1 : on va montrer que U est bien définie et que c’est une isométrie bijective. Soit f € S (R). Alors

n+1/2

1/2
wlh= [ 00 ||H/dq—/ S IFN@+nPaa=Y [ DPdg = |F()Es = 11

2 nez nez 1/2

Ainsi, U est une isométrie de (S(R),||e]|2) dans H donc est en particuliere uniformément continue. Comme
(S(R), ||e|lr2) est dense dans L?*(R,dz) et que H est complet, par le théoréme de prolongement des applications
linéaires continues, U admet un unique prolongement continu sur L*(R, dx) qui reste une isométrie. On continue &
le noter U. On veut montrer que U est unitaire.
Déja, U est une isométrie donc U*U = Idyz2(r,4z). Pour conclure, calculons U™ et montrons que U™ est une isométrie.
Notons maintenant V défini par
V: H —  L*(R,dz)
(fn)nGN = f
1
2} + Z de
maniére unique avec & =  + n. Pour montrer que V est bien défini, il suffit de montrer que F(f) est dans L?(R)
(puis utiliser que F est un automorphisme de L2(R)). On calcule :

/le(f) OPd¢ = Z/ (&))Pde = Z/ )z + n) 2dzf2/ | fu( 2dz/i2|fn(x)|2dz

ne’ nez nez T2 nez
= H(fn)nEN”H'
Ainsi, V est bien défini et de surcroit, c’est une isométrie. Montrons que U* = V. Soit f € L*(R,dz), g € H. Alors

ULon= [ Ufa)g@hwds = [ S FNE+oa@d = = 5 [ FO)E+a)ga)das

keZ keZ

=3 [ Fe+ 0FVGE R =Y [ +kf(f)(@f@)gxe)dg=<f<f>,JT(Vg)MW

keZ keZ

-1
ou f est définie par sa transformée de Fourier : F(f) : £ € R — f,(z) ol & est décomposé dans } 5

= (f,V9)L2(,do)-
On peut utiliser Fubini - L? puisque
S [N mrar =3 [ F @ P = 1 F O e Y [ R = ol
kEZ keZ kEZ

Ainsi, on a U* = V. On en déduit, de U™ = U que UU* = Idy. L’application U est bien une isométrie et on a
I’expression de son adjoint : c’est V.
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o Etape 2 : montrons que lopérateur H (¢) admet bien h2(Z) comme domaine. Pour cela, il suffit de controler la
norme £2 de H(q)u pour u € h? (Z). Par I'inégalité triangulaire, il suffit de montrer que

2

e pour tout u € h*(Z), ((¢ + n)*u,)n € (*(Z) e pour tout u € h*(Z), Z < 400.

keZ

Z cn(V)Uug—n

nez

Pour le premier point, il suffit de remarquer que Vn € N, (¢ + n)%u, = ¢*un + 2qnu, + nu, donc par somme,
((g+n)*up)n € €*(Z). Pour le deuxiéme point, on rappelle que pour tout u € £*(Z),v € (P(Z), ||uxv||e < |Jule]|v]|er.
Ainsi, on en déduit donc que Yn € N, ||(cp,(V))n * ullez < |[(en(V))nller|ullez et comme V' € C35(R), le membre de
droite est fini. Ainsi, H(q) est bien défini sur h?(Z).

« Etape 3 : regardons déja le cas lorsque les fonctions sont dans & (R). Soit donc f € S(R). Nous voulons montrer que

&

UH(f) = / H(q)dqU (f).

1-3.3]

On a, pour tout £ € R, F((=92+ V) f)(&) = E2F(€) + %]—'(V) * F(f)(€). Comme V € C2(R), V égale sa série de

+o00
Fourier et cette série converge uniformément. On a donc Vz € R,V (z) = Z cn(V)e™™. Or,
+oo . +oo ] +oo
[r@Vaae= [ 1) ¥ cerar= 3 a®) [ f@evde= 3 wVFEn)

Ainsi, dans S'(R),

+o0 too
(FV), ) =V.F() = D ea(V)F(f)(=n) =27 ( > en(V)a(e —n)7f> :

n=-—oo —orf(n) n=-—oo
+oo
Ainsi, F(V) =27 Z cn(V)6(e —n) sur S'(R). Finalement, toujours dans S’'(R),
+oo
F(=Z+V))E) = %&2}'(5) H(FV),F(NE =) =EFNE+ D ealV) (8(e —n), F())E =)
T =F(f)(p—n)
Ainsi, on a I'égalité
+oo
F(=Z+VINEO =E€FNE + D2 en(V)F()p—n)

dans 8’ et comme la série converge, on a 1’égalité presque partout donc sur S. Comme V' € C32, V est bornée et toutes
11
ses dérivées le sont aussi. Ainsi, Vf € S(R) et Hf € S(R). On peut donc calculer UH f. Soit g € ]—, ] ,n € N.

272
On a
—+oo

[UHf(@)n = FHF)(g+n) = (g+n)°Flg+n)+ > c(V)F()g+n—k).

k=—o00

Ensuite,

® too
[(/} ]H(q)quf> (q)] = [H@QUN@ = (@+n)*F(H)g+n) + > c(V)F(f)g+n—k).

k=—oc0

Ainsi, on a bien UH = H(q)dqU sur S(R). Par densité, on a aussi le résultat sur H*(R).

1-3.3

o ®
« Conclusion : comme U est une isométrie, on a I’égalité UHU ! = / H(q)dg sur D (/ H(q)dq).
=33l 1-%.3]
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On peut aussi décomposer notre opérateur directement sans faire un détour par Fourier avec une preuve n’utilisant
pas le résultat précédent.

®
Proposition 3.34. Soit X = [0,27] et #' = L*(X,dz). Soit H = / 'H’g—g. Soit U : S(R) — H défini par
b'e s

V0 € X,Vppzr € X, (Uf)(0)(z) = Zefmef(x + 27mn).

nez
Alors U est une isométrie de (S(R), ||e||2) dans H et admet un unique prolongement continu sur L?(R,dz) que 'on note

d2
encore U. Par les injections de Sobolev, H?(X) < C*(X). On peut donc définir, pour tout 6 € X, <_d2> =: —/Ay
7/

opérateur sur L2([0, 27, dz) de domaine D(#)
D(0) = {4 € H*([0,27]) : $(2m) = e”(0), 0y (27) = € 9(0)}.
@ d? dé

Alors U(-A)U ™! = / (—2> — ot (A, H*(R)) est le laplacien.

X dx 0 2T
Remarque 3.35. Dans la suite, si u est une fonction telle que pour un certain 6,

u(27) = eu(0) ; o/ (27) = "4/ (0) (12)

on dira que u satisfait les conditions aux bords (12).

Démonstration. La preuve est découpée en plusieurs étapes. On note (A, D(A)) Popérateur de droite dans ’égalité
précédente.
« Etape 1 : on va montrer que U est bien définie et que c¢’est une isométrie bijective. Soit f € S (R). Alors
Z e f(x + 27n)

) 27 2m 27 27 1 27
10 £l = / 076l 5 / dxd%u—b / /
neE”Z

2 ) 27 (n+1) 2
|f(xz 4+ 2mn)|*d = / dx
P> w Xl

neZ

Z e (x4 27rn)

neEZ

= ||f||L2(]R{,dm)'

Comme & la preuve précédente, on étend U en une isométrie. Pour conclure sur 'unitarité de U, on calcule U* et
on montre que U™ est une isométrie comme dans la preuve précédente. Notons maintenant V défini par

V: H — L%(R,dx)

o inf de .
g — |z+2mn— e g(0)(x)—
0 2T
Alors pour tout g € H,

+oo 00 27 00 27 27 d92

Vol = [ 0o = 3 / (o 2mm) e = 3 / | emaowg
2r  +o0
_/0 S

27 2 27 2 27
. de
inf 2
0)(xz)— d = dx
n=—oo /0 ‘ g( ) ‘T 27T = / / / / 27T

=len(9)?

dx

= llgll3-
Ainsi, V est bien défini. Par ailleurs, pour tout f € C°(R), g € L*(X,C°(X)),

(U1, 9)n /%(Uﬂ) Mg = /% /2” )z ee = /2” /2” F0) @)L s

2T 2m 2 2m
/ / Z e~ f (2 + 2n7r dx = / / 7”10 f(x + 2nm)dz
o Jo 0

27 e 2(71«?16)Z
— [ SVt mmde =Y [ Va@r(ee = [ Va@ree
0 nez nez "’ 2nm R
= (fa Vg)L2 .

Par densité et continuité du produit scalaire, on a la résultat pour f € L*(X) et g € H.

Page 27

dz



Chen Thomas

« Etape 2 : montrons que si f € S(R), alors Uf € D(A) et UA = AU sur S(R). Comme f € S(R), la série U(f*))(6)
converge uniformément sur X pour tout § € X pour tout entier naturel k. Soit donc § € X. On en déduit aussi que
(UO)F =U(f*)(0). En particulier,

(Ug)(0)(2m) =Y e g(2m(n+1)) =Y ee™g(2mn) = '’ (Ug)(0)

nez nez

pour g = f ou f’. Ainsi, par précédent, (Ug)(6) satisfait les conditions aux bords (12) : (U f)(6) € D(8). Pour avoir
Uf € D(A), il reste donc a montrer que

27 de
| lavn®t.g; < +.
0
Or,
Vo € X, (AUS)(0) = —AUf(0)) = U(—f")(0)
donc AU f = U(—A)(f) ce qui donne deux choses :

o "€ L*(R,dx) donc ||AU f|j3 < +oc.
o AU =U(—A) sur S(R). Comme A et —A sont autoadjoints, 'égalité s’étend sur D(—A) = H?*(R).

« Etape 3 : concluons. Comme U est unitaire, on a Pégalité U(— / Ag— sur D < / Ag )
O

Théoréme 3.36. Soit X = [0,27] et H' = L*(X,dx). Soit H = / H'— Soit V' une fonction mesurable bornée sur R

2m-périodique. Pour § € X, on note H(0) = —Ag +V qui est un opemteur sur L2(X) ot —Ag désigne Uopérateur —A
de domaine D(0)

D(0) = {¢ € H*([0,27]) : ¢(2m) = e(0), d(2m) = "9 (0)}.
Soit U : L*(R) — H défini par

Vo € X,Vppz € X, (UF)(0)(x) =Y e f(a+ 2mn).
nez
Alors U(~A + VU™ / H( ;19
Y

Démonstration. Soit Vo : f € H' — (x € X — V() f(z)) opérateur (indépendant de 6) sur H'. On veut utiliser le point
4 du corollaire 3.23. Par la proposition précédente, on a déja montré que

@ dé
— -1 — — —_
AU /X Ny

© de
« Montrons que UVU ! = / VQZ— =: VY sur H. Pour cela, montrons que UV f = VU f pour tout f € S(R). On a
b'e ™

Vo € X,Vppz € X, (UV f)(0)(z) = Z e~V (2 + 27n) f(x + 27n) Z e~ f(x 4 27n)
nez nez

=Vo(U[)(O)(x) = V[(0)(z).
Ainsi, UV = VU sur H donc U étant toujours unitaire, UVU ! =V sur H.

e D’ailleurs, comme V est réelle, V est autoadjointe. L’application V étant bornée, V ’est aussi donc est dans la classe

@ do
de Kato. Ainsi, / —A92— est V-bornée de borne aussi petite que 'on veut : on en déduit que
X Y

@ de de
(/‘ —Ng— +V = j[ AAQ-F‘@
X 27

do
est autoadjointe sur D (/ Agz )
m
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On écrit la proposition suivante (une preuve se trouve en annexe (voir section 4.10)) pour démontrer le théoréme qui suit.

Proposition 3.37.
a2
1. Pour tout 8 € [0, 27|, Vopérateur <d2> est a résolvante compacte.
x
0
2. Pour 6 = 0, (exp(t[—Aplo=0))t>0 est un semigroupe strictement positif (voir Annexe section 4.9).

42 -1
3. Pour tout a > 0, [() + a] est un opérateur analytique a valeurs dans un espace de fonctions au voisinage
0

dx?
de [0, 27].

Théoréme 3.38. On suppose que V est continue par morceaux et 2w—périodique. Alors
1. H(0) a un spectre purement discret. L’opérateur H(0) est de plus analytique en 0.

2. H(0) et H(2m — 0) sont antiunitairement équivalent par la conjugaison. En particulier, ils ont les mémes valeurs
propres et leurs fonctions propres sont conjuguées.

3. Pour tout 6 €]0, w[U]|m, 2n[, H(0) n’a que des valeurs propres non dégénérées.
4. Soitn € N,0 €]0, 7] et E,(0) la n-éme valeur propre de H(0). Alors la famille (E,)nen est une famille de fonctions
analytiques sur |0, [, continues en 0 et en 7.
Démonstration. 1. Par le point 1 de la proposition 3.37, —Ay est a résolvante compacte donc a un spectre purement
discret. Puisque V est bornée, par le théoreme de Weyl, —Ay + V a aussi un spectre purement discret.

Ensuite, par le point 3 de la proposition 3.37, 6 — (—Ag + a)_1 est analytique pour tout a > 0. On rappelle cette
identité de la résolvante qui demande 1’égalité D(H) = D(Hy) (ce qui va étre notre cas car V est bornée) :

(H—2)"" = (Ho—2)"" = (H—2)7"(I - (H = 2)(Ho — )"
(H = 2)"((Ho — 2) = (H — 2))(Ho — )"

=—(H—2)""(H - Ho)(Hy—2)""

Comme H () est aussi autoadjointe, on a
(HO) +a) ™' —(—Dg+a) = —(HO)+a)'V(-Ag +a)!

et donc en notant R(0) = (—Ag +a) " *,

(H(0) +a)”" = R(6) Y [-VR()"

qui converge si |V]|o < 00. En effet,

1 [Vlloo
VRO < |V N+ D)7 <V = .

VRO < VIl (=80 + )7 < Vil groiis = 10
Comme a est arbitraire, pour @ = 2||V||, on a la convergence de la série souhaitée. Ainsi, (H(0) + a)™' est
analytique par convergence uniforme de fonctions analytiques.

2. Notons C l'opérateur de conjugaison. Alors 1) € D(#) <= Cv € D(2r — 0) puisque e = ¢*®™=9_ Ainsi, on a
Pégalité CH(0) = H(2m—0)C sur D(H(6)) = D(0) ce qui entraine bien que H(6) et H (27 —0) sont antiunitairement
équivalent par la conjugaison.

3. Soit E valeur propre de H(6),0 €]0,n[. Alors —u” + Vu = Fu a une solution satisfaisant les conditions aux
bords (12). Comme @ est aussi solution satisfaisant les mémes conditions aux bords, et que (u, %) est un systéme
fondamental de solutions, il n’y a pas d’autres solutions linéairement indépendantes de wu satisfaisant les dites
conditions aux bords. Ainsi, E est simple.

4. La preuve se fait en plusieurs points.

o Considérons F1(0). C’est une valeur propre simple de H(0) par le point 2 de la proposition précédente. Comme
H (0) est analytique en 0, les valeurs propres sont aussi analytiques en 0 (voir théoréme 1.8 page 370 du livre de
Kato [3]) et leurs rayons de convergence sont minorées par une constante rq strictement positive indépendante
de 6.
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« Il existe donc € €]0, 7| et une fonction analytique f1 sur 10, [ telle que ]?1(0) = F1(0). Supposons pour l'instant

que fi est bornée sur |0,¢[. Il existe donc (6,,), telle que (fl(ﬁn))n converge, disons vers E. Soit u, vecteur
propre de H(f,,) pour la valeur propre ﬁ(en)

Alors 0Zu, = (V — f1(6n))un € L? est bornée indépendamment de n. Par Rellich et Banach-Alaoglu, (uy)y,
converge fortement vers une fonction u dans H' (on a H? < H') et converge faiblement vers u pour H?.
Ainsi, u satisfait les conditions aux bords (12) et u est bien un vecteur propre pour E.

Comme F est vecteur propre simple, il existe une unique fonction g analytique au voisinage de €. L’application
g et fl coincident sur un intervalle non trivial et sont toutes deux analytiques : g prolonge donc ]71 au-dela de
€ d’un rayon r > rg > 0.

Ainsi, on peut répéter ce raisonnement jusqu’a étre analytique ]0, 7[.

11 suffit donc de montrer que fl n’explose pas quand 6 varie. Pour cela, on va montrer que 171(0) est la plus
petite valeur propre de H () pour 0 € [0,¢[. En effet, si on a 1?2(9) < ﬁ(@) pour un certain 6, alors soit il
existe 07 < 0 tel que f;(&) = ]?1(9) (on prend 67 le plus grand possible), soit I'inégalité se prolonge jusqu’en
0 =0.1lya deux cas.

« Dans le premier cas, soit uy(6) fonction propre pour fi(8) et us(6) pour fa(6). Alors sur ]6y, 6o[, uy(6) et
us(#) sont orthogonaux donc par continuité, cette propriété est conservée en § = 6;. On en déduit que
1?1(91) = E(Gl) est une valeur propre double de H(61) ce qui est exclu puisque 6, €0, 7].

+ Dans le deuxiéme cas, on a f1(0) = E1(0) et f2(0) < E4(0). Comme E1(0) est la plus petite valeur propre,
on a une absurdité.

On en déduit donc bien que fl(ﬂ) est la plus petite valeur propre de H(6). En particulier, elle reste finie quand
0 varie dans ]0,7[. Ainsi, f1 est analytique sur |0, 7[ continue en 0 et 7 et on a f; = Ej.

On regarde maintenant E5(0). Cette valeur peut étre de multiplicité 2. Si c’est le cas, alors comme H(6) n’a
que des valeurs propres simples sur |0, 7|, cette double dégénérescence de F5(f) en 0 disparait pour 6 > 0.
Par la théorie des perturbations dégénérées de Kato, la (ou les) valeur propre de H () au voisinage de E5(0)
est représentée par une fonction analytique. Si E5(0) est effectivement dégénérée, il y a donc deux fonctions
analytiques et on prend la plus petite (existe puisqu’au dela de 0, ces fonctions ne peuvent plus se croiser en
raison de la simplicité des valeurs propres de H(6),60 €]0,7[). On applique donc le raisonnement précédent
pour cette fonction analytique ce qui conclut.

On répéte cet argument pour chaque F,(0), n € N.
O]

On a maintenant acces au théoreme suivant (dont des éléments de preuves se trouvent dans [5]).

Théoréme 3.39. Soit V une fonction continue par morceaut 2m-périodique. Soit H = —A +V sur L2(R), (E,(0)), les
valeurs propres du probléme périodique et (En(m))n les valeurs propres du probléme antipériodique. Notons

Alors
1.

a2y = Egy (1), a2n1 = E2pg1(0) 5 Ban = E2,(0), Bont1 = Eopyi (7).

+oo

o(H) est constitué de bandes : o(H) = U [Ctn, Br]. On appelle gap les intervalles |y, ant1| pour n € N. Par

n=1

exemple, la proposition 2.9 assure que tous les gaps pour V le potentiel de Mathieu sont non vides.

2. H n’a pas de valeurs propres et n’est constitué que de spectre essentiel.

3. Sl n’y a pas de gap, alors le potentiel est constant.

4. 8%l n’y en a qu’un seul, alors V est une fonction elliptique de Weierstrass.

5. 587l y a un nombre fini de gap, alors V est réelle analytique.
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4 Annexe

4.1 Preuve de la proposition 1.12
Commencons par un résultat préliminaire.

Proposition 4.1. Soit k£ € N*. Alors I’équation de Hill (2) admet une solution non triviale ka-périodique si, et seulement
si, il existe ¢ € Z, D = 2 cos(2¢m/k).

Démonstration. Pour k = 1, on prend ¢ = 0 et on utilise la proposition 1.11. Pour k£ = 2, on prend ¢ = 1 et on utilise la
proposition 1.11. Pour k£ > 3, on procede par double implication.

= Soit 1 une solution non triviale ka-périodique. Si 1 est a- ou 2a-périodique, on a déja le résultat. Sinon, nécessai-
rement, |D| # 2. ¢ étant périodique, par la proposition 1.10, on a |D| < 2 donc par le théoréme 1.8, il existe A1, Ao
des complexes tels que
¥ = Ay exp(ife)p; + Ao exp(—ife)po

ou 0 = arg(p1)/a €]0, 7/af. Ainsi,
Vo € R, ¢(x) = ¢Y(z + ka) = A\ exp(ifx)p; exp(ikab) + Mg exp(—ifx)ps exp(—ikad).

Ainsi, par liberté, on a
A1 = A exp(ikaf) ; Ao = Ao exp(—ikad).

Si A1 =0 ou Ay = 0, alors 1 serait 2a-périodique ce qui est exclu. Ainsi, on demande

1 = exp(ikaf) = exp(—ikab)
. L X 27 o
ce qui est équivalent a fa = 0 % | Or, D = p; + p2 donc comme p; et ps sont conjugués (on est dans le cas

277
|D| < 2), on a D= 2cos(arg(p1)) € 2cos <7I;>

<= Soit £ € Z tel que D = 2cos(2ml/k). Alors |[D| < 2. Si D =2 ou D = —2, nécessairement, k = 1 ou k = 2 donc le
cas est déja traité. Si |D| < 2, les solutions sont de la forme

¥ = A1 exp(ife)p1 + Ao exp(—ifle)ps
avec 6 = arg(p1)/a. Or D = 2cos(arg(p1)) = 2 cos(af) donc

27l 2m/l
0=— 0=——.
@ L ouo A
o 2l . . e L P
Ainsi, 0 = ik— donc exp(—ife) est bien ka-périodique. Les applications p; et ps sont a- donc ka-périodique donc
@
par produit et somme, 1 est ka-périodique.

O

On peut maintenant conclure cette sous-section.
Démonstration de la proposition 1.12

Soit ¢ une solution 2a-périodique. Alors par la proposition 4.1, il existe ¢ € Z tel que D = 2 cos(¢w). Ainsi, D = 2
donc comme v est bornée, par le théoréme 1.8, 1 s’écrit

e A\ip1 + Aope si D = 2 donc 9 est a-périodique.
e Ajexp (Z‘Eo> p1 + g exp (izo) p2 si D = —2 donc v est a-antipériodique.
Q@ @

Supposons maintenant quel’équation de Hill (2) posséde une solution ka-périodique ott k € N* mais pas de solution
a ou 2a-périodique. Par la proposition 4.1, il existe ¢ € Z tel que D = 2cos(2¢n/k) avec k > 3. Nécessairement, |D| # 2
donc par la preuve de la proposition 4.1, comme |D| < 2, les solutions sont de la forme

A1 exp(ifle)p1 + Ao exp(—ife)py

217
avec 0 € kL Les solutions sont donc ka-périodique.
e
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4.2 Preuve de la proposition 1.13

Démonstration. Montrons déja que si @1 est paire et o est impaire. En effet, si y est solution, alors y o (=Id) l'est
aussi. Ainsi, o1 et @1 o (=1d) vérifient ’équation (2) avec les conditions initiales y(0) = 1,3 (0) = 0. Par le théoréme de
Cauchy-Lispchitz, o1 = @1 0 (=1d). On fait le méme travail avec oo et —ps o (—1d).

Soit maintenant y une solution non triviale de ’équation (2). Alors y s’écrit A\1¢1 4+ Aa¢2. On ne montre que le premier
point, les autres sont tout a fait analogues.

e Siy est a-périodique paire, alors par parité, y = Ap; ol A # 0. Ainsi, par a-périodicité,
e1(a/2) = p1(—/2) 5 ¢1(a/2) = ¢ (—/2).
1 étant paire, ¢} est impaire donc ¢} (a/2) = —p}(—a/2) : ainsi, ¢} (a/2) = 0.

e Si)(a/2) =0, notons f = ¢ 0 (% +Id) et g=¢10 (% - Id). On va montrer que f = g.

On voit que f et g vérifient (2) par parité et périodicité. Elles s’égalent en 0 et leurs dérivées aussi. Ainsi, par
Cauchy-Lipschitz, f = g et ;1 est bien a-périodique.

O

4.3 Théorie de Floquet : cas d’un systéme

y'=C(x)y (13)

ou C: R — M, (C) est continue par morceaux a-périodique.
Proposition 4.2. Il existe p # 0 et ¢ une solution non triviale de (13) telle que
Vo € R,Y(x + a) = pp(x).

Démonstration. Soit ® une matrice fondamentale de solutions avec ®(0) = I. Comme ®(e + ) est aussi une matrice
fondamentale de solutions, par le théoréme de changement de base, il existe P € GL,,(R) tel que

Do+ ) =DP. (14)
De plus, toute solution y de (13) s’écrit ¥ = ®¢ ou ¢ est une matrice colonne constante. Ainsi,
V(e + ) = p¥ <= P(e + a)c = pPc <= (P — pl,,)c = 0.

Ainsi, la proposition est satisfaite si, et seulement si, det(P — pI,,) = 0. Comme P est & valeurs complexes, yp admet
une racine complexe notée p. Par ailleurs, p # 0 car P est inversible. Soit donc ¢ un vecteur propre de A pour la valeur

propre c. Alors ¥ = ®¢ convient. O
On écrit P sous sa forme de Jordan. Notons p1,--- , py les racines simples de x4 et o1, -+, 0 les racines multiples
de xp de multiplicités respectives r1,--- 7. Alors P est semblable a la matrice
P1
PN
Jn(01) =: B.

[Jra(020) |
Notons @ € GL, (C) telle que P = QBQ™'.

Comme B est dans GL,,(C), il existe M € M,,(C) tel que B = exp(aM). Soit ¥ = ®Q et P = ¥ exp(—eM). Alors
P(e+ ) = U(e + ) exp(—aM) exp(—eM) = VBB~ ! exp(—eM) = P

puisque U(e + a) = P(e + a)Q = PPQ = PQB = UB. Ainsi, P est périodique et ¥ = Pexp(eM). On connait la forme
de M ce qui donne le résultat suivant.
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Proposition 4.3. Il existe un systéme fondamental de solutions de (13) constitué de 91, -+ ,¥n et Yr.1, -+ , Yk, pPOUr
tout k € [1, M], des fonctions a-périodiques p1,- -+ , PN, Dk1, " » Pk, POUL tout k € [1, M], des complexes my,--- ,my
et mq,--- ,my tels que

V1 <j < N, = exp(mje)p;

et
s—1
e § (G Y
ke [1,M],Ve e [1 = exp(ii =
Vk € [1, M], Ve € [1, 4], ¥r,e = exp(rige) pkl—’_g:l sl(aoy)® Pk,

Corollaire 4.4. Les solutions de (13) sont bornées si, et seulement si, V1 <k < N, |pg| <1let V1 < j < M,|o;| <1. De
plus, (13) admet une solution périodique si, et seulement si, p = 1 est racine de x 4.

On termine en donnant une condition nécessaire pour que toutes les solutions soient a-périodiques. Cette condition
est exclusif aux systémes : il ne s’applique pas pour (1).

Proposition 4.5. Supposons que dans (13), C' est a-périodique. Soit G une primitive de C. Soit t1,t2 deux réels. On
suppose qu’il existe des fonctions différentiables f1, fo telles que

1. (G 9] fl)/ = (G 9] fg)/.
2. fi=foenty et f1 = fo+aents.

Alors toutes les solutions de (13) sont a-périodiques.

Démonstration. Soit ® matrice fondamentale de solutions vérifiant ®(0) comme dans la preuve de la proposition 4.2. Soit
Y, = ®o f; pour i € {1,2}. Alors

Y/ = fi®' o fi = fI(C®)o f; = (Go fi)®o fi = (Go f;) Y

Ainsi, Y7 et Y3 sont solutions de Y/ = (G o f1)Y par 'hypothése (1). Par I'hypothése (2) et Cauchy-Lipschitz, Y7 = Ys.
Encore par (2), on a
Yi(t2) = ®(f2(t2) + a) = ®(f2(t2)) P = Ya(t2) P

donc P = I, et ®(e + @) = P. Ainsi, on obtient un systéme fondamental de solutions a-périodique donc toutes les
solutions le sont. O

4.4 Preuve de la proposition 2.2

Démonstration. Traitons d’abord le cas Q > 0. Alors

Vg€ F,J(g.9) = / " D)y (@)@ + a(@)g(x)g@de > 0.

per

N
Prenons g = f — Y _(f,¢n)12, ¥ € F. Alors
n=0

N N N
0< J(gag) = '](f’ f) - Z <fa wn>L12)e,.'](fa ¢n) - Z<fa ¢n>Lge,.J(¢n, f) + Z |<f7 wn>Lger|2/\n-
n=0 n=0 n=0

Or, J(f,¥n) = M\ {/, w">L§er et J(Un, f) = A {/f, ¢”>L§er pour tout n € N. On en déduit que le membre de droite vaut

N

T ) =Y 1f )2

per

>

n=0
On conclut en passant a la limite. _
Traitons le cas général. Soit ¢g tel que pour presque tout x € [0,a], on a Q(z) := Q(z) + gos(x) > 0. Soit

(Py")(z) + (As — Q)(z)y(x) =0 (4)
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avec A = A+ ¢qq. L’opérateur associé est noté L. Les valeurs propres sont les {\,, +qo }nen : en effet, elles sont associées au
mémes fonctions propres que pour (4) donc comme o(L) est discret, elles coincident et ce, avec les mémes multiplicités.
L’assertion Q > 0 entraine donc

+oo

> O+ @)lfvarz,, _/OQP(:U)IJ“’(:C)IQJr(Q(fC)+qoS(ﬂC))If(a?)|2019j

n=0
«

- / P@If (@) + Q@) f(@)Pds + g0 / $(2)| £ (z)
Par la formule de Plancherel,

/0 @@ = S (. n)is,

n=0

ce qui conclut. O

4.5 Calculs pour les cas particuliers de la sous-section 2.1
4.5.1 Cas particulier : P=s=1et Q=0

On consideére donc I’équation 3" + Ay = 0. Alors Ao = 0 puisque c’est une valeur propre et pour tout A < 0, I’équation
différentielle n’a que des solutions non bornées : 0 est donc bien la plus petite valeur propre. Remarquons que chaque
valeur propre est de multiplicité 2.

Pour A > 0, les solutions sont de la forme z € R — Acos(VAz) + Bsin(VAz) ot 4, B sont des réels. Soit ¢; la
solution de I'équation différentielle telle que ¢1(0) = 1,¢}(0) = 0. Alors @1 = cos(v/Xe). Soit ¢, la solution telle que
©2(0) = 0,05(0) = 1. Alors oy = sin(v/Xe).

On impose que les solutions sont a-périodiques. Soit A, B deux réelset y : z € R — ACOS(\/XI') + Bsin(\&x) une
solution de I’équation différentielle. Alors

y(0) = A ; y(a) = Acos(VAa) 4+ Bsin(VAa) ; 4/ (0) = BV ; ' (a) = BV Acos(VAa) — AV Asin(V ).
Pour respecter la périodicité, on obtient donc

A = Acos(VAa) + Bsin(VAa)
B = Bcos(VA)a — Asin(VAa)

(i any21) (2) = )

ot u = V. Alors le déterminant de la matrice du systéme est (cos(u) — 1) + sin(u) = 2(1 — cos(u)). Pour avoir une
solution non nulle, il faut et suffit que cos(u) = 1. Or

Matriciellement, on a

4k2 72

cos(u) =1 <= Via =0)2n] <= Ik € Z,\ = 5
a

On fait le méme travail pour les solutions a-antipériodique. Pour A > 0, les conditions aux limites donne

(! 200 () -0

Le déterminant ici est 2(1 + cos(u)) pour avoir une solution non nulle, il faut et suffit que cos(u) = —1. Or cos(u) =

2 1 2,2
e keza= FIUT
o
4 2 2.2
Ainsi, on a bien A\g < A\ < -2 < A, -+ ou pour tout n € N, A\, = LJW et de méme pour les (uy)nen OU
«
(2[n/2] + )7T2

pour tout n € N*, u,, = 5
@
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4.5.2 Cas particulier : P =1,Q =0 et s est constante par morceaux
On prend la fonction

sozme}—

gg[ 1 si =<0
2’92 9 s x>0

et on périodise sy sur tout R. On appelle s la fonction périodique. On cherche & résoudre y” 4+ Asy = 0. Tout comme
I'exemple précédent, montrons déja que A < 0 ne peut avoir lieu.

Pour cela, on fait appel & un résultat plus général. Si on a y” + qy = 0 ot ¢ < 0, alors y n’est pas bornée. En effet,
()" =2(y)* + 2yy” = 2((y)* — qy?) > 0. Ainsi, y* est convexe. Supposons que y soit bornée. Alors 3 I'est aussi mais
étant convexe, y2 est constante.

« Si y? Sannule, alors 32 est constant égal & 0 donc y est identiquement nulle.

e Si 32 ne s’annule pas, y ne s’annule pas également donc y est de signe constant, disons positif. Alors y = \/y2 et y>
étant constant, y I’est aussi. Ainsi, 3’ + qy = 0 entraine gy = 0 donc y = 0

Ainsi, si y est une solution bornée, c’est la solution nulle. En contraposant, toute solution non triviale est non bornée.
Dans notre cas, comme As est du signe de A\, on n’a pas de valeurs propres strictement négatives. Comme 0 est valeur
propre du probleme périodique, on a encore A\g = 0.
Les solutions de I’équation différentielle sont de la forme

1
A cos(VAe) + Bsin(v/Ae) sur }—2@ 0[ avec A, B € R

et
C cos(3v/Ae) + Dsin(3vAe) sur ]0, ;a[ avec C, D € R.

Ces mémes solutions sont continues et dérivables en 0 ce qui impose la condition A = C' et B = 3D entre les constantes.
Soit donc y solution de ’équation différentielle et C, D deux réels tels que

Vo € } —;a,(){,y(x) = Ccos(VAz) + 3Dsin(VAz) ; Vo € }O, ;o{,y(a:) = Ccos(3VAz) + Dsin(3VAz).

Via
Posons u = 5

y est périodique donc en utilisant les conditions aux bords,

cos(3u) — cos(u) sin(3u) + 3sin(u) c\ (0
(3 sin(3u) + sin(u) —3cos(3u) + SCOS(U)> (D> a (O) ’
Le déterminant de cette matrice est
—3(cos(3u) — cos(u))? — (3sin(3u) + sin(u))(sin(3u) 4 3sin(u)) = 6 cos(3u) cos(u) — 10sin(u) sin(3u) — 6
= 3 cos(2u) + 3 cos(4u) — 5 cos(2u) + 6 cos(4u) — 6
=5 —2cos(2u) + 8 cos(4u)
= 2(—7 — cos(2u) + 8 cos?(2u)).

7
Ainsi, le déterminant est nul si, et seulement si cos(2u) = 1 ou cos(2u) = —3g Notons 6 = arccos(—7/8). Alors

7
cos(2u) = S 2u = 0[27] ou 2u = —0[27]
— ke Z, 3 e {-1,1},VIa = e + 2kx

€0+2k77>2

:)Ekez,ﬂse{—l,l},A:< -

4k2 2

Enfin, si cos(2u) = 1, alors il existe k € Z tel que Va = 2k ie. A = :
a

forme k7 pour k € Z. Ainsi, sin(3u) = sin(u) = 0 et cos(3u) = — cos(u) donc

( cos(3u) — cos(u) sin(3u) + 3sin(u) ) —0
3sin(3u) +sin(u) —3cos(3u) + 3 cos(u) 2

. Par ailleurs, si cos(2u) = 1, u est de la

2.2

ce qui entraine que A\ = est une valeur propre double pour tout k € N*.

2
e
Finalement, on a \g < Ay <--- <A, < -+ ol
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0 + 2km)?
e sin s’écrit 4k + 1, alors A\, = %'
—0+2(k+1)n)?
o sin s’écrit 4k + 2, alors An:( ha (2+ ™) :
o

e sin s’écrit 4k + 3 ou 4k + 4, alors A\, = 5
e}

Pour le probleme antipériodique, on procede de méme et on aboutit a la matrice

( cos(3u) — cos(u) —sin(3u) + 3 sin(u))
—3sin(3u) + sin(u) 3 cos(3u) + 3 cos(u)

Ao , .
avec u = 5 Son déterminant est

—3(cos(3u) + cos(u))? — (3sin(u) — sin(3u))(sin(u) — 3sin(3u)) = —6 — 6 cos(3u) cos(u) + 10sin(3u) sin(u)
= —6 — 3cos(2u) — 3 cos(4u) + 5 cos(2u) — 5 cos(4u)
= —6 + 2 cos(2u) — 8 cos(4u)
= —2(8cos?(2u) — cos(2u) — 1).
1-v33

1433
Soit 7 = arccos ( > ,V = arccos <+16> Alors 0 < v < 7 < 7. Le déterminant est nul si, et seulement si, il

16
existe k € Z tel qu’on soit dans 'un des 4 cas suivant :
e Va=v+2%kn e Va=—v+2n o Vda=T+2kn » V=1 + 2%k
On a 2km + v < 2km + 7 < (2k + 2)7 — 7 < (2k + 2)m — v ce qui entraine quion a g < pig < -+ < fiy < -+ O
2km)?
o sin sécrit 4k + 1, alors p, = u
!
2k)?
o sin s’écrit 4k + 2, alors p,, = M
o
2(k + 1)m — 7)?
o sin sécrit 4k 4 3, alors p, = W
o
2(k 4+ 1)1 — v)?
o sin sécrit 4k + 4, alors u, = 2k )277 )
o

4.6 Preuve des lemmes 2.6, 2.7 et 2.8

4.6.1 Démonstration du lemme 2.6

Soit A € R tel que Vu — pp = € R,Q(z) — As(z) > 0. Soit A < A. Soit y, une solution non nulle de (4) avec
yx(0) > 0,95(0) > 0 (dont I'existence est assurée de Cauchy-Lipschitz). Alors yy % 0 donc
« s0it y»(0) > 0 et dans ce cas, par continuité de y,, il existe § > 0 tel que Vzx €]0, [, ya(x) > 0.
o soit yA(0) = 0 et dans ce cas, y4(0) # 0 (sinon, y) = 0 par Cauchy-Lipschitz) donc 34 > 0. Par continuité de 1}, il
existe § > 0 tel que Yz €]0, 5[, y5(x) > 0. Ainsi, y, est strictement croissante sur ]0,d[. De y»(0) = 0, on tire yy > 0
sur 10, 4[.
Soit donc 6 > 0 tel que yy > 0 sur ]0, §[. Alors pour tout z €]0, d],

(py3)'(z) = (Q(z) — As(x))ya(x) > 0

par hypotheése. Ainsi, py} croit strictement sur ]0, 5[ donc comme p > 0, de y4(0) > 0, on tire yy > 0 sur ]0,§[. Ainsi, yx
croit strictement sur ]0, §[ donc est en particulier strictement positive.

Soit maintenant M = sup {yx > 0 sur |0, m[}. Alors si M est fini, on prolonge par continuité y, en M et on applique
meRT*

le raisonnement précédent avec les conditions yx(M) > 0,34 (M) > 0 et on obtient qu’il existe § > 0 tel que y) > 0 sur
10, M + 6[. Ainsi, M = +o0 et yy > 0 sur R**. Ainsi, (py’)’ > 0 sur R™*. Finalement, 3’ et y sont strictement croissante
sur R1*,

Appliquons maintenant ce résultat. Alors ¢1(e, A), p2(e, A) vérifient les hypothéses imposées sur yy. On en déduit que

@1(a,A) > @1(0,A) =15 (e, A) > @5(0,0) =1

donc D(A) > 2. Cela est vrai pour tout A < A ce qui conclut.
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4.6.2 Démonstration du lemme 2.7

Par le théoréme de Schwarz, comme 1 (o, A) vérifie (4), on a

0 o 0 0
Vo € [070‘]7VA € R7 aix (P( )a a)\wl(m /\)> ()\S(.’E) - Q(!L’)) 590((57)‘) - _5(55)4401(557)\)'
Gréace aux conditions initiales, on a
0 0 0
VAER, 2201(0,A) = o-5191(0,4) = 0.

fixeR— %g@l(m, A) est donc une solution de (Py') (z) + (Q(z) — As(2))y(z) = —s(x)p1(z, \) : par le théoréme de

la variation de la constante, on a Vz € [0,a], VA € R,

_ * (Pl(xa >\)<,02(t, )‘) - 502(1'7 )‘)901 (ta /\) 75(15)901(157 )‘)
ey == [ W (g1 (o, N pa(e. M) (2) Pl)

t

donc
551N = 5 [ @ Nea(t. ) = eale Neat Ao (1.2 (15)

puisque = — P(x)W (p1(e, A), p2(e, X)) (x) est constant (il suffit de dériver). De méme, on a
0 1 v
P2, A) = P(O)/O [p1(z; A)pa(t, A) = w2, A)pr(t, M]s(t)pa(t, A)dt. (16)

On veut dériver —gog par rapport & z. On rappelle cette formule : formellement, pour tout € R, en notant F(z) =

oA

b(x) 8
[ utt.a)it = b(a(a), o), 2) o1 B, 5.7) = [ ulti)dt, ona
a(x) a

Vo € R, F'(z) = d'(2)0:®(a(z), b(z),x) + b (2)02®(a(z),b(x), z) + 03P (a(x),b(z), T)
b(x)

= —d (z)u(a(z),z) + V' (x)u(b(x),z) + /( ) Opu(t, z)dt

ol le calcul de 93® provient d’une dérivation sous le signe intégral.
Pour appliquer ce résultat, il suffit donc de montrer que

T /Oa[cm(ﬂ:, N2 (t, A) = pa(@, Apr (8, N)]s(t)@2(t, A)dt

est dérivable sous le signe intégrale, ce qui est le cas puisque @1 (e, \), p2(e, A) sont toutes deux analytiques sur [0, a]. On
obtient donc

Vo € [0,a], VA € R, 68 88)\(,02(17 AN)=0+0+ PgO)/O [3{;;1 (2, N2 (t, A) — %(z,)\)wl(t, /\)} s(t)pa(t, N)dt  (17)

et de méme,

Se N = 55 [ G Aea(t ) = G2 N0 (0 (1 0 19

dip1 02 (

Notons wl = (pl(a7 )\)71#/1 ox (Oé )‘> ¢2 902(0" )‘) et ¢l2 = 87 €, )‘) Alors
xr

VAeR,D'(\) = 8a>\<p1(a A) + (a, \)

0 0
onoz’?
ﬂ/ [V192(t, A) — hap1(t, N1 (t, A) + (P1p2(t, A) — Yo (t, N))pa(t, N)]s(t)dt

T/ ¢1 @2 t )\ (1P1 - ¢é)¢1(tv )‘)902(157 )‘) - ¢2(¢1(t, )\))2}S(t)dt.

"U
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On a donc
YAeR,D'(N) = %/O [1 (28, A)% + (1 — ¥5)r(E, A)pa(t, A) — (e (t, A))?]s(t)dt. (19)

Ainsi, comme D?(\) — 4 — (1 — ¥5)? = dahot), YA € R,
4op(0)D'(N) = /;[41#21#’1(@2(?5’ A))? + (dhatpr — 4baty) o1 (8, N)pa(t, N) — 493 (1 (8, X)) ?]s(t)dt
— (14— D)) /Oa oot A)2s(t)dt
# [T )2 — (01 = 05 (ealt VP + 4001 — d5)r gt Nt
= —(4-D*() /Oa pa(t, \)?s(t)dt — /Oa[%zsﬁl(ta A) = (b1 — ) pa(t, N)]?s(t)dt
On a done

VA € R, 4¢2p(0)D'(X) = —(4 — D*(N)) /a a(t, A)?s(t)dt — /a[2¢2¢1(t7 A) = (1 = ¥3)a(t, M]*s(t)dt < 0'si [D(V)] < 2
0 0
(20)
Ainsi, en particulier, D'()\) # 0 quand |D(\)| < 2.
O

4.6.3 Démonstration du lemme 2.8

<= Dans ce cas, la matrice de monodromie est I'identité i.e. ¢; = 15 = 1. En injectant dans (19), on obtient D'()\,,) = 0.

= Soit n € N tel que D(\,) =2 et D'(\,) = 0. Alors en injectant dans (20), on obtient

/ 120001 (6, An) + (1 — 0 pa(t, A)Ps()dt = 0

donc pour presque tout t € [0, a,
2201 (t, ) + (1 — ¥5)p2(t, An) = 0.
Par liberté de (¢1(e, \n), p2(e,\pn)), on a s = 0 et 11 = 5. On en déduit en injectant dans (19) que v} = 0.

On a bien I’équivalence souhaitée. Concernant D”()\,), il faut faire des calculs assez lourds mais il y a beaucoup de
simplification car 5 = 1] = 0. Soit A € R. On a

D//()\n)P(O) _ /Oroc {g\iwl(a,An)sOg(t’An) +2 (aa)\@Z(t7>\n)> <8(11901(0l,>\n)) 902(15,)\77,)

# (ata) = Freatain)) 35 (ealt Al )

0 0
- 5902(00 )‘TL)‘P%(OQ An) - 259‘71(757 An)¢2(’ )‘n)‘Pl (t, An)} S(t)dt

AR ) 9 9 0
= /o {m&csﬁl(a,)\n)%(t,)\n) +0 + (6)\%(04, An) — 8/\(%902(04»)%)) P1(t, An)p2(t, An) +0

0]
- gpeaagtian) - 0} s(or.
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On utilise maintenant les expressions (15), (16), (17) et (18) en utilisant 1 =] =0 et ¢y =5 =1. On a
1 (0% [0}
D"(An)P(0) = %/0 —<P1(§7/\n)8(5)902(€7/\n)d§/0 3 (t, An)s(t)dt
(g [ 6 M@ r) + er(EAs©pae AE) x [ att Agalt A)sto
1

-5 | T oa(€ A)s(©) (€ An)de / "2t
0 0

2

(/Oa ©1(t, An)al(t, /\n)s(t)dt>

< 0 par Cauchy-Schwarz.

- / i, An)S(lﬁ)di/ 5 (t, /\n)S(f)dt]
0 0
On réalise des calculs analogues pour le probleme antipériodique.

4.7 Equation de Mathieu : preuve de la proposition 2.9

Démonstration. Supposons qu’il existe (A, q) € R x R* tels que toutes les solutions de (9) sont m-périodiques (la preuve

pour le cas antipériodique est similaire). Soit 1, @2 systéme fondamental de solutions tels que W (1, p2)(0) = I5. Comme

cos(2e) est paire, on a vu dans la preuve de la proposition 1.13 (voir section 4.2) que ¢ est paire et @y est impaire.
Ainsi, par la décomposition (réelle) en série de Fourier,

+oo +oo
1
Ve e R, pi(x) = 500 + Z ay cos(2kx) ; Vo € R, pa(x) = Z by, sin(2kx).
k=1 k=1

Comme cos(2e) est de classe C™, @1 et s le sont aussi et on peut donc dériver les séries de Fourier terme & terme.
Puisque ¢, vérifie (9), on a, pour tout x € R,

400 \a +o00 +o0
- Z 4k*ay, cos(2kz) + 70 + Z Aay cos(2kx) = qag cos(2z) + q Z 2 cos(2x) cos(2kx)ay
k=1 k=1 k=1
+o0o
= qagcos(2z) + ¢ Z ag (cos(2(k + 1)x) + cos(2(k — 1)x))
k=1
+oo +oo
= qag cos(2z) + ¢ Z ag+1 cos(2kz) + q Z ay—1 cos(2kzx)
k=0 k=2
+oo
= qag cos(2z) + qay + gag cos(2z) + ¢ Z(ak+1 + ag_1) cos(2kx).
k=2
Ainsi, Aag = 2qa; et
Vi > 1, (N —4k?)ap = q(ap—1 + apy1). (21)
On fait de méme pour @3 : on a bg =0 et
Vi > 1, (A — 4k*)by = q(bp_1 + bry1). (22)

Soit k > 1. On réalise by x (21) — ap x (22) et comme g # 0, on a

br(ar—1 + art1) = ar(bry1 + br—1)
d’ou

brag+1 — apbry1 = bp_1ar — bpag_1.
Ainsi, la suite (bgaks+1 — axbrt+1)k>1 est constante égale & son premier terme en 0 qui est —agbi. Si on suppose par
Pabsurde que ag = 0, alors I’égalité Aag = 2qa; donne a; = 0 donc toute la suite (a,)nen est nulle (par (21)), ce qui est
exclu. De méme, si by était nul, alors by = 0 et by = 0 entraine que toute la suite est nulle (par (22)) ce qui est exclu.

Maintenant, comme les séries de Fourier convergent, on a la convergence ¢ des suites (an)nen et (bp)nen. En parti-

culier, (an)nen €t (bn)nen convergent vers 0. Ainsi, (byar+1 — arbr+1)k>1 converge aussi et par passage a la limite, elle
converge vers 0. Puisque cette suite est constante, on a 0 = agb; ce qui est absurde.

Finalement, il n’existe pas de couples satisfaisant la condition souhaitée.
O
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4.8 Produit tensoriel d’espaces de Hilbert

Dans la suite, Hy et Ho désignent deux Hilbert. On note, pour (21, z2) € Hi X Ha,

1 @ xo Hl X Hg — C
(Wi, y2) = (1,91)1, (T2, Y2) 2,

Notons £ = Vect(z1 ® z3 : (x1,x2) € H1 @ Hso) munie de la forme bilinéaire (e, )g définie par
V(z1,72), (y1,92) € H1 X Ha, (71 @ T2, 1 @ Y2)o = (21 @ 22)(y1,Y2) = (T1, Y1) 1, (T2, Y2) 2,
Proposition 4.6. (e,e)g est un produit scalaire sur €.

Démonstration.

o (e,0)g est bien définie. En effet, décomposons Og € £ de deux maniéres :

n m
0s = Zai(arll ®x?) = Zﬁi(yil ®y;)
i=1 j=1

avec (a;)1<i<n, (B;)1<j<m deux familles de complexes et (z7,z7), (y;,y7) € Hi x Ha pour tout i € [1,n],5 € [1,m].
Soit h € £. On Iécrit

P
h= th(zé ® 23)

k=1

ot (hi,--- ,hp) sont des complexes, (24, 2%) € H1 x Hy pour tout 1 < k < p. Alors

(057 h)@ = Z

1

hik(lev lec)H1 (xf, Zl%)?b

WME

.
Il

Mﬁ I Fgws

n
Z il @ x2(xh, 27)

= FkOg(zé,zi) =0.
k=1
En fait,
p
(0g, h Z (0,2} ® 27)g = 0.
=1 =0< (2} &) k)

o Il est clair que (e,8)g est bilinéaire et hermitien.

o Montrons que (e, e)g est définie positive. Soit h € £. Alors h s’écrit

p
h=> h(z ®2)

k=1
comme avant. Alors on note M; := Vect(,z1 1 <k <p),M:= Vect(,z2 1<k § p}. Soit (x1)1<¢<n une base

orthonormée de M et (x )1<J<m une base orthonormée de M,. Alors z; s’écrit g ch 1xz et 27 s'éerit g cl g ?

i=1 j=1
Alors

P n n m
h = thzzcllfzci](le ®27) = ZZ@,
T i=1 j=1

Ainsi,

(h,h)@,:ZZai,jZZaM(x%@x xl @ a? @—ZZMUF > 0.

i=1 j=1 v=1¢=1 o i=1 j=1
— Y, vY,

Ainsi, (h,h)g = 0 équivaut & V1 < i <n,¥1 < j<m,a; ; =0 et donc h = 0.
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Définition 4.7. H;1 ® Hy désigne le complété de (€, (o,0)g) ce qui fait de (H1 ® Ho, (o, 0)g) un espace de Hilbert.

Proposition 4.8. Si (z))nen (resp. (#2),en) est une base hilbertienne de H; (resp. Hz), alors (z} ® x?)i’jeN est une
base hilbertienne de (H; ® Hs).

Démonstration. OK. O
Proposition 4.9. Il existe un unique isomorphisme isométrique 1 de L2(X, u) ® H' dans L*(X, u; H') tel que

Ve LA(X,p),Yu € H,p(f @ u) = f(o)u.
On note ¢ la réciproque de 1.

Démonstration. Soit (eg)ren une base hilbertienne de H'. Alors

—+oo

Vfe L2 (X, u;H ), Ve € X, f(z) = Z(f(x),ek)gek.

k=1

Posons donc
o LX(X,mH) — LQ(X p) ©H

f > Z )sex)nr @ ex.

e ¢ est clairement linéaire.

e  est une isométrie. En effet,

+o0o 400

le(AIZ =D D (o) en)rr @ en, (f(o),€5)m @ e5)g
k=1j=1
+o0o o0
= 3D N el 0
k=1j=1

+oo
fz/| ). enildz
+oo
_ 2
i [ D I(7(e) el dz = .

=1£)02,,

e En particulier, ¢ est continue.
o+ u est surjective. En effet, il suffit de montrer que p(L*(X,u;H')) génere {f @ u : f € L*(X,u),u € H'}. Soit

fu:z € X — f(x)u € H pour tout f € L2(X, pu),u € H'. Soit F € L*(X, i), f un représentant de F dans £2(X, )
et u € H'. Alors

400

P(fu) =Y (fulo)ser)r @ ep

k=1

*Z o)u, er)n @ e

par continuité du produit matriciel.
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On a en particulier p(f,) = f ® u.

o Les éléments de ker(u) sont les fonctions nulles presque partout. On a donc le diagramme commutatif suivant :

@
L2(X, s H) L*(X, p) @ H
ﬂ- o~
@
L*(X, ;1)

On en déduit par le premier théoréme d’isomorphisme que ¢ est bijection linéaire, qui, de surcroit, est automatiquement
isométrique. On le note ¢ dans la suite. Par le théoréme d’isomorphisme de Banach, la continuité de ¢ entraine que ¢
est un homéomorphisme. Notons 1 sa réciproque. Alors

v(fkn uk?)lSk:Sn € ([’Q(X7 /j/) ® H/)n 7V)‘17 U a)\n S (C7 ’l/) <Z Akfk ® Uk) = Z )‘kf]f(.)uk
k=1 k=1
On étend par densité et continuité pour avoir . O
Définition 4.10. Soit A € L(H1), B € L(H2). Alors on définit A ® B € L(H1 ® H2) par
Vf®@g €M @My V(x,y) € Hy x Ha, (A B)(f @ g)(x,y) = (Af ® Bg)(x,y).

Exemple 4.11. Soit A : u € L*(X, s H') = (z — Agu(z)) € L2(X, pi; H'). Alors uAu™" = I ® Ag. En effet, soit
(f,z) € L2(X,pu) ® H'. Alors

(udv)(f @ 2) = uAv(f @ z) = u(Aof(e)x)
————

o)
+oo too
= (Aof()z,en)w @ e = Y (Ao, ex)au (f @ ex)
k=1 k=1
+oo
= (f ® Z(on,ek)ek> =(f®Awx) =1 ® A)(f ).
k=1

Exemple 4.12. Soit ¢ € L™(X, ) et M, : f € L?(X,p) — of € L*(X, u). Alors avec les mémes notations,

u(p(o)v(f @ x)(g,y) = ule(e)f(e)z)(g,y)

+oo

(]

(p(e) f(o)z, 1)1 @ er(g,y)

+ =
g L

(of,g)r2(z, er)n(en, y)n

of ®x)(9,y)
=M, @I)(f®z)(9,v)

—_~ o~

4.9 Rapide point sur des semigroupes
On fait un rapide point sur les semigroupes, section XIII.12 de [5].

Définition 4.13. Soit (X, ;1) un espace mesuré o-fini, f € L?(X, ) et A un opérateur borné sur L2(X, y1). Alors
o on dit que f est positif lorsque Vi —pp « € X, f(z) > 0et f Z0.
o on dit que f est strictement positif lorsque Vi — pp = € X, f(z) > 0.
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e On dit que A est positif lorsque Af est positive quand f est.

e On dit que A est strictement positif lorsque Af est strictement positive quand f est positive non identiquement
nulle.

e On dit que A est ergodique lorsque A préserver la positivité et pour tout u,v € L2(X , 1) toutes deux positives, il
existe n € N* tel que (u, A"v) # 0.

Théoréme 4.14 (Théoréme XII1.44 de [5]). Soit H un opérateur autoadjoint semi-borné inféricurement sur L*(X, p).
On suppose que et est positif pour tout t > 0 et que E = inf(c(H)) est une valeur propre. Alors les assertions suivantes
sont équivalentes.

1. E est valeur propre simple avec une fonction propre strictement positive.
Il existe A < E tel que (H — )\)_1 est ergodique.
Il existe t > 0 tel que e " est ergodique.

Pour tout A\ < E, (H — \)™" est strictement positif.

Pour tout A < E, e " est strictement positif.

4.10 Preuve de la proposition 3.37

42 -1
Démonstration. Soit a > 0. Notons K, = (d(12 + a> qui est un opérateur borné sur L(X, u). Soit f € CZ(R) et
x
g= K,f. Alors
Vo €R, (=02 +a)g=f
donc R
VE ER, (&% +a)F(g)(§) = F(f)(€)
Ainsi,
1 ,
Vo e Rogle) = oo [ Flo)(esras
T JR
1 e
=— | F ——d
[ F© g

2
= 5 | F0 Gy

= 57 [ H0)FGoy =)y

eitz
ouG,:teR— 7ra pour tout x € R. Soit 7 € R. Alors
a

/-\ e itT R e—itT
Go(r) = / Zidt = lim —dt.
rt2+a R54oo J_pt2+a

Les poles de I'intégrande sont +iv/a. Pour établir le bon contour, distinguons deux cas.

e SiT < 0, alors considérons 7 le demi-cercle supérieur de rayon R > 2v/a centré en 0 et notons I' son contour. Alors
eteT R e itT ™ efi‘r(Re"’G)
dz = —dt + ————d6.
/FZQ—I—G [Rt2+a /0 (Re?)2 +a

(;ewm pour R > 2y/a et 6 €]0, 7[. Alors

7’L‘T(R€i9)
Notons 9 (R, 0) =

eTR sin(0)

[ —
VR > 2\/6, Vo E]O?ﬂ-[v |w(R59)| = R2_g4 R—>—+>oo 0

puisque 7 < 0 et sin(f) > 0 (car 6 €]0, 7). De plus,

1
VR > 2v/a,¥0 €]0, 7|, [(R, 0)| < 2
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donc par le théoréeme de convergence dominée,
™ —iT(Reie)
7d9 — 0.
/0 (Re?)2 +a R—o+oo

Ensuite, par le théoréme des résidus,

eteT e—iTz e—i'ri\/ﬁ eT\/E
dz = 2imRes iva) = 27 lim z —iv/a) =2 =7 .
|5+ (0)(iva) = 2im i (o = i) = in = n
Ainsi,
] R e~ T eT\/E
lim 5 dt=m
Ro4oo J_pt?2+a Vva
e Si7 >0, on fait de méme avec cette fois-ci le demi-cercle inférieur de rayon R > 2v/a centré en 0 et on trouve
R —itr —7va
e e
R—too [_pt?2+4a Va
Ainsi,

e—lTlva

Vr e R,Go(r) =7 7

On obtient donc
VreR *Ix ylvayq
z€eR g(x) =35 a / fly Y-
—J2 -1
Ensuite, notons (K, )¢ U'opérateur [(d;ﬂ) + a] . Alors K, f et (K)o f vérifient —y” +ay = f(z) sur |0, 27 donc
0
Kof — (Ka)of € Vect(e*V®, e*V%). Soit donc A, p € R tel que
Vo €]0,27], (Ka)o(f) = g(a) + AeV®® + pe=Vor,

Comme (K, )p(f) doit satisfaire les conditions aux bords (12), on impose

e (Ka)o(f)(0) = (Ka)o(£)(27) 5 e”[(Ka)o(£))'(0) = [(Ka)o(f)]'(2m)

i.€.

e (g(0) + A+ p) = g(2m) + N>V 4 pe2mVa
¢ (g'(0) + A+ p) = g'(27) + \Wae®™V — py/ae >V

ce qui est équivalent a
e — 2" e? — 727 A\ [ g2m) — 6%99(0)
61’9 7\/(;6271—\/5 761-6 +\/56727“/6 i - g,(2ﬂ') _ezeg/(o) .
27 27
Traitons le membre de droite. Notons A_ = / e Vf(y)dy et AL = / e’ f(y)dy. On a
0 0

2
Wag(2m) = | fly)e PTUVEdy = e VOA,
0

et
2v/ag(0) / Fly)e WVedy = A_,
Pour les dérivées, on a
v R e~ lz—ylvay
z€R, g'( = 2va / f'ly y

donc

27 27
2vag'(2m) = [ fy)e PruVagy = 2 VA [ py)evdy = —e VoA,
0 0
par intégration par parties et

2v/ag' (0 / fly)e WVedy = A

encore par intégration par parties. On peut commencer a prouver les différents points.
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1. Ici, on pose a = 1. Alors on a

_ ez@gl(o)
donc
A B 1 619 e—27r 6@0 _ 6—27\' 1 e—27rA ewA,
) 2(e? —e2m)(eif —e=2m) \ e — 27 m_e® ) o \—e274 WA
_eiO
_ } 61(7‘ —2627T
2 e "
ei@ — e 2m A+
B 1 (6271—1'9 _ 1)_1A_
9 (627r+i0 _ 1)—114+
Ainsi,
2w —10 —IA* T 2m+41i0 —1A+ —z o
Va €]0, 27, (K1)o(f) = g(z) + (e -1) €t (e -1 S €= Gro(z,y)f(y)dy
0
ou 1 1
G1,9(93,y) _ 767\zfy| + 5(627r7i9 _ 1)7161’,774 + 5(627r+i0 _ 1)716971‘,.

pour tout z,y €]0, 2x[. En particulier,

27 27
/ / |G1,0(z,y)*dady < +oo
0 0

donc (K7)g est un opérateur a4 noyau de Hilbert-Schmidt et donc en particulier compact.

2. On reprend a quelconque. Alors Vz €]0, 27, (Ko )o(f)(z) = g(x)+ A(a, 0)eY + u(a, 8)e~ Ve on Aa, 0), u(a, 0) sont

des complexes de sorte que (K, )gf vérifient les conditions aux bords (12).
Ecrivons ¢ = v/az. Alors

d? d?
_dx2+a:a(_d§2+1>'
Notons u = (K, )¢ f : u vérifie les conditions aux bords
u(27) = e“u(0) ; ' (21) = 4’ (0).
Notons v : £ € R — u(£/+/a). Alors
2

da?

2
Tag "

Vxe]R,( +a>u(x) f(x)<:>V§eR7a(

et 1 1
= % e ewu’ (0)

v(2mva) = u(2r) = eu(0) ; v (2nva) 7

u'(27) =

1) o(6) = F(6/Va)

= "%/ (0).

Les conditions aux bords (12) usuelles sont dilatées d'un facteur v/a. Ainsi, on s’intéresse a 'opérateur —Ay mais
sur I'intervalle [0, 27v/a] au lieu de [0, 27]. Le noyau de cet opérateur est le méme que celui sur [0, 27] en remplagant

les occurrences de 27 par 2m+/a ce qui donne le noyau théa) défini par

L 1 - 1 |
Gg\éa) (g’ 77) — 567|£777| + *(627‘—\/5719 _ 1)7165777 4 5(627T\/E+19 B 1)7167775

2
IR S WA A
a2 ) Ta\ae

-1 2m/a
w1) seva =g [ P e va -

ol ¢ = vax,n = v/ay. Alors comme

on a, en rappelant ¢ = v/az,

1 d?

1 2T
7/ G\va
Va Jo 1.6

)(Vaz, Vay) f (y)dy.
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1 a o
Ainsi, le noyau de (K, )g, noté Gy g est —Gé‘f)(\/&x, Vvay). On remplace et on simplifie :
a

7

1 1 1 . -1 1 , -1
Vo, y € R,Gop(z,y) = 7 <26ﬁlzy + 3 (627“/6720 - 1) eVal@=y) 4 3 (627T\/E+10 — 1) eyw> .

Pour 6 = 0, on trouve bien que le noyau est strictement positif. Ainsi, par le théoreme XIII.44 de [5] et le fait que
0 soit valeur propre simple de —Ay, on en déduit que (exp(t[—Aplo=0))r>0 est un semigroupe strictement positif.

3. Lécriture de (K,)g(f) obtenu a I’étape 2 est analytique en @ si bien que 6 — Ky Dest.
O
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